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INTRODUCCION

El objetivo de estas notas intituladas como monografia, por cuestion de
reglamentacion académica, no es el establecer un tratado sobre la aplicacién de la
Estadistica en los aspectos agropecuarios, debido a que estas posiblemente no
contienen nada nuevo para las personas que en su diario hacer se dedican a la
investigacion o evaluaciéon de fendmenos en el campo de las ciencias naturales y
que obviamente poseen un mayor cumulo de conocimientos y experiencias. Sin
embargo por interés propio y el demostrado por algunos de mis comparferos de
estudios para los que nos parecio interesante este tema, es que me decidi a
compilar y organizar las siguientes notas.

En la actualidad la Estadistica, forma parte de nuestra vida diaria, basta con
que leamos la prensa escrita o cualquier medio electrénico para darnos cuenta
que la informacion esta dada en términos de porcentajes, medias, varianzas,
coeficientes de variacion etc. No hace muchos meses tuvimos elecciones en
nuestro pais y observamos, como el muestreo estadistico de encuesta y la
probabilidad jugaron un papel preponderante al grado tal de omitir en algunos
casos el error, sin embargo, para nosotros como estudiantes, la palabra
Estadistica, Probabilidad o Disefios Experimentales siempre represento un tema
reservado solo para las personas con una gran preparacion matematica y con
dedicacion meramente cientifica. Durante los cursos formales de esta materia en
la Universidad, nos dimos cuenta que en nuestra especialidad como en muchas la
Estadistica es una herramienta importante para el estudio y evaluacion de los
fendmenos dentro del método cientifico y que no necesariamente se requiere ser
un especialista en la materia para hacer uso de la misma en la explicacién de las
respuestas, sino mas bien, es importante el comprender la correcta aplicacién de
las técnicas estadisticas al estudio del fendmeno. Lo anterior es comprensible si
consideramos la definicion que Snedecor y Cochran, en su libro Métodos
Estadisticos dan para Disefios Experimentales, ahi mencionan que el

procedimiento Estadistico para la evaluacion de respuestas debe estar



considerado de antemano al pretender estudiar correctamente el comportamiento
de un fendmeno dentro del método cientifico.

Otro aspecto que también contribuye a que la estadistica no sea una de las
materias mas comprendidas y apreciadas durante nuestros estudios
Universitarios, se refiere al volumen de datos, simbologia y ecuaciones que por
normatividad deberan utilizarse; Por principio de cuentas no manejamos los
programas estadisticos contenidos en las calculadoras portatiles, por demas decir
los computacionales. Con respeto dicho, algunos maestros pretenden que de
memoria tengamos presente la simbologia y formularios que deberan utilizarse en
cada uno de los procedimientos, ademas de que pocos son los ejemplos que
contemplan algun aspecto relacionado con los procesos agropecuarios, debido
principalmente a que pocos son los estadisticos, que tienen un perfil profesional
relacionado con la Agronomia.

En la presente monografia, se contemplan temas estadisticos basicos que
normalmente son incluidos en los cursos formales. Las medidas de Centralidad y
Dispersion.- La media y la varianza, son medidas distintivas de una muestra y
definen en primera instancia el comportamiento, en funcion de un parametro de
interés, asi mismo es importante hacer notar la aplicacion de otro tipo de medidas
especiales, como la Moda, Mediana, Desviacion media, Coeficiente de variacion
etc. en situaciones donde se desea identificar mediante algun atributo la muestra.
Probabilidad.- En principio la probabilidad es un elemento indispensable en el
proceso de inferencia estadistica y es determinante en las pruebas de hipdtesis e
intervalos de confianza sobre los estadisticos descriptivos, resulta por demas
importante cuando se trabaja con funciones de probabilidad de variables aleatorias
discretas y continuas, tales como la Binomial, Hipergeometrica y Poisson en las
discretas y Normal, Ji cuadrada, T de Studenty F en las continuas.

Los estadisticos de prueba, de hipdtesis que consideran variables aleatorias

discretas pueden ser definidos a través de las distribuciones de probabilidad ya



mencionadas y dependera del tamafo de la muestra, sesgo y preescision la
utilizacion especifica de cada una de ellas. Las pruebas de hipdtesis sobre la
media para variables aleatorias continuas, pueden ser llevadas a cabo mediante la
utilizaciéon de distribuciones como la Normal y t de Student, asi mismo la
determinacién de intervalos de confianza y comparacion entre medias muéstrales
se puede definir con la utilizacién de estas distribuciones. Cuando se habla de
dispersién la distribucidn Ji cuadrada es de gran ayuda ya que la misma permite
establecer pruebas de hipotesis sobre la varianza, intervalos de confianza, tablas
de contingencia y pruebas de comportamiento a priori. Las pruebas de
homogeneidad, Aditividad e independencia, de las observaciones de una muestra
pueden ser estudiadas en funcion del planteamiento de hipotesis basadas en una
distribucion F de Fischer. Como se observa en general, la estadistica basica
ocupa un gran espacio en el proceso de inferencia dentro del estudio de los

sucesos agropecuarios.

De los objetivos de esta monografia podriamos decir lo siguiente;

Mediante la recopilacion, ordenamiento y presentacion de los temas aqui

expuestos, se obtendra una experiencia que sera util en el ejercicio profesional.

Considerando que los ejemplos contenidos en los temas se refieren a aspectos
agropecuarios, se tendra un conocimiento mas acorde respecto a la aplicacion de

las técnicas estadisticas y su interpretacion en esta area de estudio.

Teniendo en cuenta lo estipulado en el REGLAMENTO ACADEMICO PARA
ALUMNOS DE NIVEL LICENCIATURA DE LA U A A AN, articulo 85° fraccién 1V,

obtener el Titulo Profesional de Ing. Agrénomo.



PROBABILIDAD
INTRODUCCION

Histéricamente la teoria de la probabilidad comenzé con el estudio de los

juegos de azar tales como la ruleta y las cartas.

La probabilidad proporciona a quien toma una decisiéon un medio

cuantitativo de expresar sus ideas sobre cada resultado.

¢, Qué quieren decir, realmente, esas frases que se leen en los diarios tales
como, la probabilidad de un brote de la enfermedad en el ganado de las vacas
locas en México en los proximos afios es de .5, la probabilidad de que el agro
mexicano crezca en este sexenio es de .87. Estas situaciones tienen la
caracteristica de no poder ser interpretadas en términos de frecuencias; no
pueden ser repetidas, ni se repetiran . De este modo el significado de la palabra
probabilidad no debe interpretarse como una alternativa a largo plazo. Sin
embargo, se supone que las frases anteriores muestran un uso legitimo del
concepto probabilidad. Al usar probabilidad en esta manera, se dice que esta
expresando el grado de credibilidad racional. Tales son consideradas como
personales o subjetivas. Las persona asignaran probabilidades en base a su

propia experiencia, antecedentes y conocimiento.

A continuacion en este trabajo de investigacion documental, se dara a
conocer la teoria de la probabilidad, algunos de sus conceptos y ejemplos
aplicados en actividades agricolas y pecuarias para una mejor comprension del

tema.

TEORIA DE LA PROBABILIDAD

DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDAD
Supdéngase un suceso E, que de un total de n casos posibles, todos
igualmente factibles, pueden presentarse en h de los casos. Entonces la

probabilidad de aparicidon del suceso (llamada su ocurrencia ) viene dada por :
p=P{E}=h/n



La probabilidad de no aparicién (llamada su no ocurrencia) viene dada por ;

g=P{noE}=(n-h)/n=1-h/n=1-p=1 - P{E}

Asi,pues,p+q =10P{E} + P{no E} =1
El suceso no E a veces se denota por E 6 ~ E.

DEFINICIONES Y CONCEPTOS UTILIZADOS EN LA TEORIA DE LA
PROBABILIDAD.

ESPACIO MUESTRAL

Con cada experimento E del tipo que consideramos, definimos al espacio
muestral como el conjunto de todos los resultados posibles de E, usualmente

designamos este conjunto como S.

SUCESO

Un suceso A, (respecto a un espacio muestral particular asociado con un
experimento E) es simplemente un conjunto de resultados posibles .
Se dice que dos suceso A y B son mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir
juntos, expresamos esto escribiendo A N B = @ es decir la intersecciéon de A y B

es el conjunto vacio.

FRECUENCIA RELATIVA

Fa = na / a se llama frecuencia relativa del suceso A en las n repeticiones

de E . La frecuencia relativa tiene las siguientes propiedades

a) 0<Fa<1

b) Fa =1 Si y solo si A ocurre cada vez en las n repeticiones.



c) Fa =0 Siy solo si A nunca ocurre en las n repeticiones.

d) Si Ay B son dos suceso que se excluyen mutuamente y si Fa * b es la

frecuencia relativa asociada al suceso AU B, entonces FaUb =Fa + Fb

e) Fa basada en las N repeticiones del experimento y considerada para una
funcion de n “converge” en cierto sentido probabilistico a p( A) cuando n - >
00

OBSERVACION

Una de las caracteristicas basicas del experimento es que no sabemos que
resultado particular se obtendra al realizar el mismo. En otras palabras si A es un
suceso asociado con un experimento no podemos indicar con certeza que A
ocurrira o no. Por lo tanto llega a ser muy importante tratar de asociar un numero
con el suceso A que medira de alguna manera, la probabilidad de que el suceso A

ocurra.

VARIABLES ALEATORIAS

Una variable aleatoria es intuitivamente un método de
asignar numeros o vectores de numeros a los resultados de un

experimento .
Sea un experimento E 'y S el espacio muestral asociado con el experimento .
Una funcion X que asigna a cada uno de los elementos s € S un numero real X (s)
se llama variable aleatoria.
Ademas existen dos tipos de variables aleatorias que son ;
Discretas; Sea X una variable aleatoria, si el numero de valores posibles de
X ( esto es en el recorrido) es finito o infinito numerable la llamamos variable

aleatoria discreta.



Continuas ; Se dice que X es una variable aleatoria continua si existe una
funcién f llamada funcién de densidad de probabilidad de x que satisface las

siguientes condiciones ;

a) k(X)=0
b) " Fx ® dx = 1

c) Para cualquier a, b tal que - < a < b= tenemos P(a < X < b) = ,° fx ®dx

TEORIA DE CONJUNTOS

Este apartado trata algunas de las ideas y conceptos elementales de la
teoria de conjuntos que seran necesarios para una introduccion moderna a la

teoria de la probabilidad.

CONJUNTOS ELEMENTOS

Se llama conjunto a una lista o coleccién bien definida de objetos; los
objetos comprendidos en un conjunto son llamados elementos o miembros.
Escribimos;

p € A sipesun elemento del conjunto A

Si cada elemento de a pertenece también a un conjunto B, esto es, si p €A implica
p € B, entonces se dice que A es subconjunto de B , o que esta contenido en B;
esto se denota por:

ACB oBCA



Dos conjuntos son iguales si cada uno esta contenido en el otro, esto es;

A=B siysélosi ACB y BCA.

A menos que otra cosa se establezca, todos los conjuntos en una
investigaciéon se suponen subconjuntos de un conjunto fijo llamado conjunto
universal denotado por “U” . También usamos el simbolo @& para indicar el
conjunto vacio o nulo, esto es, el conjunto que no contiene elementos; este
conjunto se considera como un subconjunto de cualquier otro conjunto. Asi para
cualquier conjunto A, tenemos
UJCACU

CONJUNTOS FINITOS Y CONTABLES

Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. Un conjunto es finito si esta
vacio o si consta exactamente de n elementos en donde n es un entero positivo;
de otra manera es infinito.

Un conjunto es contable si es finito o si sus elementos pueden ser
ordenados en forma de sucesion, en cuyo caso se dice que es contablemente

infinito; de lo contrario el conjunto es no contable.

CONJUNTO PRODUCTO

Sean Ay B dos conjuntos. El conjunto producto de A y B, expresado por

A X B, esta formado por todas las parejas ordenadas (a,b)dondea€ Ay bEB
AXB ={(ab):a€A, bEB

El producto de un conjunto por si mismo A X A se denota por A?

PROBABILIDAD CONDICIONAL

Si E1 y E, son dos sucesos, la probabilidad de que ocurra E, se denota por



P{E, | E1} o P{E; dado E; }y se llama probabilidad condicional de E, dado que E;
se ha presentado.

Si la ocurrencia 0 no ocurrencia de E; no afecta la probabilidad de
ocurrencia de E; , entonces: P{E;/ E;} ={ E>} y se dice que E1 y E; son sucesos

independientes ; si no ocurre esto los procesos se dicen dependientes.

Si se denota por E; y E» llamado a veces suceso compuesto se tiene ;

P {E/E,} = P{E} P{E,} para sucesos independientes

Para tres sucesos Ej, E, E; se tiene

P{E1E2E3} = P{EZ/E1} P{E3/E1 Ez}

Es decir , la probabilidad de ocurrencia de E;, E» E; es igual a la probabilidad de
E; por la probabilidad de ocurra E, dado que ha ocurrido E; por la probabilidad

de que ocurra E3; dado que ha ocurrido E; y E», En particular,

P {E/EE; } = P {E; } P {E> } P{E; } para sucesos

independientes

En general , si E;E>E;....... E, son n sucesos independientes , cuyas
probabilidades respectivas son ps p2ps........ pn entonces la probabilidad de

ocurrenciade E/E>Es....... E, es p1 p2ps........ Pn

INDEPENCIA

Se dice que un evento B es independiente de un evento A si la probabilidad

de que B suceda no esta influenciada porqué A haya o no sucedido. En otras



palabras, si la probabilidad de B iguala la probabilidad condicional de B dado A:
PB) = P(B|] A). Ahora sustituyendo P(B) por P(B | A) en el teorema de la
multiplicacion P(AN B ) =P (A) P(A | B) , obtenemos;

P(ANB)=PA) PB)

Usamos la definicion anterior como nuestra definicidn formal de independencia

DEFINICION: A 'Y B son eventos independientes si P(A N B) = P(A) P(B); de otro

modo son dependientes.

PERMUTACIONES

Una permutacién de n objetos diferentes tomados de r en r es una
ordenacion de r objetos entre los n dados y atendiendo a la citacion de cada objeto
en la ordenacion. El numero de permutaciones de n objetos tomados de ren r se

representa por ,P, P(n,r) y viene dado por;

nPr=n(n-1) n(n-2).... (n-r+1) =nl/ (n-r) |

COMBINACIONES

Una combinacién de n objetos diferentes tomados de r en r es una
seleccién de r de los n objetos sin atender la ordenacion de los mismos. El nUmero
de combinaciones de n objetos se representan por ,C, , C(n,r), 6 C", y viene dad

por :

nCr =n(N-1).....(n-r+1)  n!/rl(n—r!)

r!



PRUEBAS REPETIDAS INDEPENDIENTES

Sea S un espacio finito de probabilidad, por n pruebas repetidas o
independientes, significa que S es espacio de probabilidad T que consta de n-
uplas o elementos de S con la probabilidad de una n-nupla definida como el

producto de las probabilidades de sus componentes:

P((S+.Sa......, S») = P(S1) P(S2) .....P(S)

PARTICIONES Y TEOREMA DE BAYES
Supongamos que los eventos Ay, Az ....... A, forman una
particion de espacio muestral S; esto es, que los eventos A;
son mutuamente exclusivos y su union es S. Ahora sea B un

evento. Entonces
B=SNB=(AUAaU............. UA,) N B

=(A1NB) U (A, NB)....UA, N B)

Donde las A; N Bson eventos mutuamente exclusivos. En consecuencia;

P(B)= P(A; N B) + P(A,N B) +........ + P(A, N B)

Luego por el teorema de la multiplicacién

P(B) = P(A;) P(BIA) + P(Az) P(BIA)+......... +P(A,) P(B1A,)

Por otra parte, para cualquier /, la probabilidad condicional de A; dado B se define

como :



P(A;1B)= P(A;NB)/P(B)

En esta ecuacién usamos i para reemplazar, P(B) y usamos P(A; N B) = P(A))

P(B | Aj) para reemplazar P(A; N B), obteniendo asi el Teorema de bayes

TEOREMA DE BAYES

Sopdngase que A Ay ... A, es una particion de S y B es cualquier

evento. Entonces para cualquier i.

P(A11B) = P(A) P(BIA)/P(A) P(BIA;) +P(A) P(BIA) +......... + P(A,)
P(B1A,)

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DISCRETA

Si una variable X puede tomar una serie de valores discretos
D, T, T X, ~con probabilidades respectivas, py,
P2yeaeeiriiaaaannnn, Pk, donde la sumatoria de todas estas probabilidades es igual a 1,
se dice que ha sido definida una X para una probabilidad discreta. La funcion p(X)
que toma los valores respectivos p1, P2ecceeeiiiiiiiiiinnn. P, para X =
D, T, € T Xk, se llama funcion de probabilidad o funcion de
frecuencia X. Como X puede tomar ciertos valores con probabilidades dadas, se
llama a veces variable aleatoria discreta. Una variable aleatoria se conoce también

como variable de probabilidad o variable estocastica.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA

Las ideas anteriores igualmente pueden entenderse al caso que la variable
X puede tomar una serie de valores continuos. El poligono de frecuencias de una

muestra llega a ser, en el caso limite de una poblacién una curva continua, tal



como la que se muestra en la figura, cuya ecuacion es Y = p(X). El area total bajo
esta curva limitada por el eje X es igual a uno, y el area bajo la curva y entre las
rectas X = a y X =b (area sombreada de la figura) da la probabilidad de que X se
encuentre entre a y b lo que se puede representar por P{a < X < X).

Se conoce como p(X) como una funcién de la probabilidad, o brevemente
como funcion de densidad, y cuando tal funcion es dada se dice que la distribucion
de probabilidad continua para X ha sido definida. La variable X se llama también
variable aleatoria continua.

Como en el caso discreto, se definen las distribuciones de probabilidad

acumulada y las funciones de distribucion asociadas a ellas.

DISTRIBUCIONES ESPECIALES

DISTRIBUCION BINOMIAL

Si P es la probabilidad de un suceso en un solo ensayoy p=1=p esla
probabilidad de que el suceso no ocurra en un solo ensayo entonces la
probabilidad de que el suceso se presente exactamente en n ensayos esta dada

por:



P[X=x](nx)p*q"™ =nl/x!(n-x) p*q™ x=0,1,2,3.............. N

Endonden€NyO0<P<1, X~pfB(nP)
PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL
A).-Note que para cada n y P se tiene una distribucion. Se dice que ny P son los

parametros de la distribucion binomial
B).- La media de la binomial es y = nP
C).- La varianza de la binomial es 6= npq

D),- La desviacién tipica de la binomial es o =Vnpq

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Supdngase que tenemos un lote de N = m + n articulos de los cuales m
tiene una caracteristica, y n = N-m no tienen la caracteristica.
Supdngase que escogemos al azar r articulos de ese lote {(r<N), (r<n), (r<m)}
sin sustitucion.
Sea X el numero de articulos con la caracteristica puesto que X = X si y solo
obtenemos x articulos con la caracteristica y exactamente ( r — x) articulos sin la

caracteristica. Entonces;

P[X=x]= (WX) (nr-X)/(mmr)
X=0123,.......... n
D.O.M.

Endonder<m+n,r<n,r< m, conr,n, mg€N



DISTRIBUCION POISSON
Sea X una variable aleatoria que los valores posibles 1,2,3/4, ............ n si

P(X=x)=e"X/x!

decimos que x tiene una distribucion Poisson con parametro A > 0
TEOREMA,;

Si x tiene una distribucion de Poisson con parametro A entonces;

E(X)=Ay Var (X)=A
DEMOSTRACION;
TEO; Sea x una variable aleatoria distribuida binomialmente con parametro P( con

base en n repeticiones del experimento). Esto es;

P(X=x)=(")p*q"™"
Supongase que cuando n — © np = A o0 equivalente cuandon —p~ p —p
1 tal que

Np —® A bajo estas condiciones tenemos;

Lim
ny» o P(X =x)=e”X*/x!

CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION POISSON;

A) la media para la Distribucion POISSON es igual a np, es decir m (v = np)



B) de la misma manera la varianza para esta distribucién es np o sea = m (0=

np)
C) por ultimo la desviacién estandar es igual a o =\np

EJEMPLOS PACTICOS
PERMUTACIONES

¢ De cuantas formas es posible permutar 7 vacas en corraletas individuales de una
nave con capacidad para 207?

A) Si solo se ocupan 12 jaulas;

n

P.= (n—x)! -

12 12!
Py = 12-7)!

= 3,991,680

Se pueden acomodar de 3,991,680 formas.

B) si se ocupan las jaulas con numero non;

w 10!
Py = 10-="7)!

= 609,800

Por lo visto se pueden acomodar de 609,800 maneras.

C) Si se ocupan todas las jaulas;



0 20
P C(20-7)

=390,200,800

O sea se pueden permutar de 390,200,300 formas.

COMBINACIONES

En un termo de inseminacién se tienen pajillas de semen

dispuestas de la siguiente manera:

CANTIDAD TORO
12 UA-903
UA-904

UA-108

UA-101

Por otra parte se desean 9 pajillas de las cuales deben ser;

CANTIDAD TORO
2 UA-903
2 UA-904
3 UA-108
2 UA-101

A) ¢De cuantas formas se pueden tomar?

12 5 ~9 ~7
C. C.C,C,=1164.240

Esto quiere decir que se pueden acomodar de 1,164,240 formas.



B) ¢De cuantas formas es posible tomarlas si 5 del TORO UA-903 no pueden

ser incluidos en el arreglo

7 5 9 7
C.C,C,C,=3.700,440
O sea que se pueden arreglar de 3,700,440

C) ¢De cuantas formas es posible tomarlas si 4 del TORO UA-101 no pueden

estar en el arreglo
12 5 9 3
Cz Cz C3 Cz - 166’320

Es decir que se pueden tomar de 166,320 formas

PROBABILIDAD

En un invernadero se encuentran plantas de durazno dispuestas de la

siguiente manera;

PERIODO VARIEDAD 1 VARIEDAD 2 CRIOLLO
TARDIO 15 8 12
TEMPRANO 7 10 14
22 18 26
66

Calcular las siguientes probabilidades;

A).- Que al tomar un aplanta la azar, esta sea tardio o variedad dos:

35/66 + 18/66 — 8/66 = .6818 6 68.18%



B).- Que al tomar una planta al azar sea variedad 1
26/66 +22/6 = .7272 6 72.72%
C).- Que al tomar tres plantas al azar sea criollo
(26/66) ( 25/65) (24/64) = 15600/274550 .0568 6 5.68%
D).- Que al tomar 2 plantas al azar y con reemplazo las dos sean tardio
3(35/66) (35/66) = .28122 6 28.12%
E).- Que al tomar 3 plantas en orden sean V1, V2, V3

(22/66) (18/65) (26/64) = .036931818 6 36.93%

PRUEBAS REPETIDAS INDEPENDIENTES

La probabilidad de Neumonia en terneros Holstein en un establo es de 8%,
si se toma al azar una muestra de cinco animales A).- ¢ cual es la probabilidad de
que dos contengan Neumonia, B).- A lo mas uno contenga la enfermedad, C).- Al

menos cuatro no tengan Neumonia.

A).- Probabilidad de que dos contengan Neumonia
p=.08 n=>5

q=.92 X=2

P(que 2 contengan neumonia) = C°, .082 .92°2 =

(10) (.0069) (.778688) = .0498



Esto quiere decir que la probabilidad de 2 animales tengan

Neumonia es de 4.98%

B).- Probabilidad de que a lo mas 1 tenga Neumonia

P( de que al menos uno tenga Neumonia) = (C%) (.92° ) (.92°°) + (C%) (.08")
(.92 > = 28652
(1) (0) (.6590) + (5) (.08) (.7163) = .28652
Esto se traduce en la probabilidad de a lo mas un animal contenga Neumonia es
de 28.65 %

C).- Probabilidad de que a lo menos 4 no tengan Neumonia
P(de que al menos cuatro no tengan Neumonia) =

C% (.92% (.08%%) + C%5(.92°) (08°>°) =
5(.7163) (.08) + 1(.6590) (0) = .28652

Esto significa que la probabilidad de que al menos cuatro

terneros no contengan Neumonia es de 28.65 %.

TEOREMA DE BAYES

La compra de mamilas para el sistema de ordeina de un

establo se efectua de la siguiente manera:

FABRICANTE VOLUMEN DEFECTUOSAS

CORMORAN 40 7




ALBA 35 4

MEX-SOL 35
110 20

A).- Si al azar se toma una pieza ¢ cual es la probabilidad de que sea defectuosa y

de Mex-sol
Cormoran  Mexsol Alba
7/20 4/20 9/20
40 .35 .35
P(defectuosas/ Mexsol) = (9/20) (.35)

(7/20).40 + (4/20).35 +(9/20).35

P = .4285 6 42.85%

Es decir que la probabilidad de que la mamila sea defectuosa y

ademas fabricada por Mexsol es de 42.85 %

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Siete de cada 50 toretes Holstein de seleccion no son de primera,

si al azar se toma una muestra de 4 ;Cual es la probabilidad de:

A) Que dos no sean de primera




P =C27gz= 0.082 6 8.2 % de probabilidad de que 2 no sean de

4

primera

B) Que al menos dos sean primera
43 7 43 7
_ CCC + CCC = 0.545

O sea el 54.5% de probabilidad de que al menos dos

P

terneros sean de primera.

Si 8 de cada 89 muestras de forraje colectado en el estado de
Coahuila presentan deficiencia de fésforo y en forma azarizada se
toma una muestra de tamano 6

¢, Cual es la probabilidad de que?

A) Dos presenten deficiencia de féosforo

N-N-1

N1
Cn—n— Cn —
P(p )=—r =

N

| Cn

C.CY _ 1663740
P(2 deficiente)= ~=*-*= =
C' 581106988



Esto quiere decir que la probabilidad de que dos muestras de

forraje tengan deficiencia de fésforo es de 8.10%
C) Que al menos una presente deficiencia de fésforo;

P = (al menos una deficiente)
P Cs Cl +C4 C2+C3 C3+C2 C4+C1 C5+C0 8§16=.441397

c. Cc. c Cc c G,

Es decir que la probabilidad de al menos 1 presente deficiencia de
féosforo es de 44.13%

DISTRIBUCION POISSON
La probabilidad de fiebre de embarque en ganado bovino con
vacuna es de 1.2%, por otra parte se estima una muestra al azar
de 42 animales ¢;Cual es la probabilidad de que 2 tengan fiebre de

embarque y qué a lo mas uno presente la enfermedad;

A) Probabilidad de que dos tenga fiebre de embarque;

p=0.012

n=42



m = np = (0.012)(42)= .504

me
F(x)= 1

2 -0.504

X

P(2)=0.076 6 7.6%

Esto quiere decir que la probabilidad de 2 animales padezcan la
enfermedad es de 7.67%.

D) Probabilidad de que a lo mas 1 tenga fiebre de embarque

P=0.012
n=42
m = np = (0.012)(42)= .504

0 -0.504 1 -0.504

Fon-0-504¢™, 0.504

F(0,])=.604+.304= .9058

Es decir que existe un 90.85% de probabilidad de que se presente la fiebre de
embarque en por lo menos 1 animal.

La probabilidad de prefiez en el primer celo posparto en bovinos es muy
pequefal.7%. Si al azar se toma una muestra de 42 animales, con estas
caracteristicas defina la probabilidad de que;

A) 2 queden prefiadas

X —-m

F(X)= mXe'

p =.017



X=2

n= 42
m=np =.714

2 -0.714
F(2):‘7142'e= 1248

O sea que la probabilidad de que dos hembras queden prefiadas es de
12.48%

B) A lo menos una quede prefiada

P=.017
X=2

n= 42

m= np=.714

0 -0.714 1 -0.714

ron-0-714°¢™, 0.714

4896 + 34.96 = .8392

Esto nos indica que la probabilidad de que lo mas una quede prefiada es de
83.92%

DISTRIBUCION BINOMIAL

Si la probabilidad de Brucelosis en cabras en una zona templada
es de 8.3%. Si al azar se toma una muestra de 8 animales defina la

probabilidad de que;

A) Dos no tengan brucelosis;



X n—-x

FX)=C.pq
p =.083 n=238
q=.917 X=2

P(2)=Ci(.917)2(,083)8‘2 = 28(.8400889)(.000000326)= .000007679

Como se observa es muy baja la probabilidad

B) A lo mas dos tengan Brucelosis;

C:(.083)'(.917) "+C'(.083) (.917) +(C:(.083) (.917) =
1(1)(4999)+8(.083)(.5452)+28(.006889)(.5946)= .9765

Esto quiere decir que la probabilidad de que a lo mas dos tengan Brucelosis es

muy alta ya que es del 97.65%

C) Tres padezcan de Brucelosis
P3)=C5(.083) (.917)*?

(56) (.000571) (.6484) = .0207

La probabilidad de tres animales con Brucelosis es de 2.07 %
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DISTRIBUCION NORMAL O GAUSSIANA

INTRODUCCION

Para hacer una definicion rigurosa de la probabilidad, necesitamos precisar ciertas
leyes o axiomas que deba cumplir una funcion de probabilidad. Intuitivamente
estos axiomas deberian implicar, entre otras, las siguientes cuestiones, que nos
parecen légicas en términos de lo que se puede esperar de una funcion de
probabilidad:

La probabilidad solo puede tomar valores comprendidos entre 0 y 1(no
puede haber sucesos cuya probabilidad de ocurrir sea del 200% ni del —5.

« La probabilidad del suceso seguro es 1, es decir, el 100%.

e La probabilidad del suceso imposible debe ser 0.

e La probabilidad de la interseccion de dos sucesos debe ser menor o igual

que la probabilidad de cada uno de los sucesos por separado, es decir:

Prop|ANB] < Pyrop|A]

e La probabilidad de la unién de sucesos debe ser mayor que la de cada uno

de los sucesos por separado:

Props|AUB] > Pyop[A]

Prob[AUB| 2 Prop| Bl

Mas aun, si los sucesos son disjuntos (incompatibles) debe ocurrir que

ANB =10 = Pros[AUB] = Pyo| A] + Prob| B]

e La probabilidad del suceso contrario de A, debe valer



Prob[A] = 1 - Prob[A]. Esto en realidad puede deducirse del siguiente

razonamiento:

J
Il
=

= 1="T_.IF
- i -

b
[
T
H

La probabilidad de la unién numerable de sucesos disjuntos es la suma de

sus probabilidades (figura 1).

Irﬂt:- 'i oo
A e A DIl Al — N T DAl
Ay, Ay ..., Ap, CEASSF LA = g Py
|“l--l" | =4
Li=1 | i=1
i — A.11Adall... 1A =10
. A =4UA51) ANA i
Figura:1 Si con , entonces

PlA] = P[A1] + P[Az] +---

A

siguiendo esos puntos:

La funcién de probabilidad debe calcularse sobre subconjuntos de E.
No es estrictamente necesario que sean todos, pero si es necesario que si
se puede calcular sobre un conjunto, lo pueda ser también sobre su
complementario, y que si se puede calcular sobre dos conjuntos Ay B, que
también se pueda calcular sobre su unién y su interseccion. Para ello
introduciremos el concepto de a-algebra de sucesos, que sera una clase
de subconjuntos de E sobre los que podamos aplicar las reglas de la
probabilidad.



Entre las leyes que debe cumplir una funcion de probabilidad y que
se han escrito antes, se ha observado que algunas son redundantes, ya
que se pueden deducir de las demas. Con la definicion axiomatica de la
probabilidad se pretende dar el menor conjunto posible de estas reglas,
para que las demas se deduzcan como una simple consecuencia de ellas.
Se precisa entonces los conceptos de a-algebra de sucesos y de
probabilidad.

CONCEPTO DE o-ALGEBRA DE SUCESOS
Sea .Auna clase no vacia formada por ciertos subconjuntos del espacio
muestral E. Diremos que esta clase es un g-algebra de sucesos si los sucesos
complementarios de aquellos que estan en .Atambién estan en .A, asi como sus

uniones numerables (sean finitas o infinitas). Esto se puede enunciar como:
VAe A= Aec A

A es un o -lgebra <+ n
VAi,..., A€ A= | JAic A

i=1

La introducciéon de la definicion de a-algebra puede parecer innecesaria a
primera vista, ya que es una clase formada por subconjuntos de E que verifican
ciertas propiedades relativas a la complementariedad y a las uniones finitas que ya
verifica de antemano el conjunto denominado partes de E, P(E), formado por todos
los subconjuntos de E. Cuando el conjunto E de los posibles resultados de un
experimento aleatorio sea finito, normalmente consideraremos como a-algebra de
sucesos al conjunto P(E). Esto ocurre cuando por ejemplo realizamos el

experimento aleatorio de lanzar un dado:
E ={1,2,3,4,5,6}

A=P(E)={0,E{1},{2},-..,{1,2},{1,3},...,{1,2,3},-..}

Cuando E es infinito no numerable, la estructura del conjunto P(E) puede

presentar propiedades extremadamente engorrosas. Entonces es mas



conveniente utilizar como a-algebra un subconjunto mas pequefio suyo, pero no
tanto que no nos permita realizar las operaciones de complementariedad o de
uniones finitas que se precisan en la definicion de un &-algebra. Por ejemplo, si
realizamos el experimento aleatorio de esperar el tiempo que hace falta para que
un atomo de carbono catorce, C'*, se desintegre de modo natural, se tiene que

T o
H=0H,

P(RT)
Sin embargo, el o-algebra de sucesos que consideramos no es :

que es una clase demasiado compleja para definir sobre sus elementos una
medida de probabilidad. En su lugar consideramos el a-algebra formada por todos

los intervalos, abiertos o cerrados, y sus uniones finitas, lo que, por

A={0,R",(2,3), (4,5]U[8,+00),...}

supuesto incluye a los puntos de IR, ya que por ejemplo

{2} = 2,2].
Este tipo de conjuntos (los intervalos) son los que nos interesan en la

practica (Walpole, 1992).

PROBABILIDAD CONDICIONADA E INDEPENDENCIA DE SUCESOS

Sea B C E un suceso aleatorio de probabilidad no nula, P[B]>0. Para
cualquier otro suceso A C E, llamamos probabilidad condicionada de A a B a la

cantidad que representamos mediante P[Ag] o bien Pg [A] y que se calcula como:

P[ANB]
PiB]

PlAis] =




Ejemplo
Se lanza un dado al aire ¢ Cual es la probabilidad de que
salga el numero 4? Si sabemos que el resultado ha sido un

numero par, ¢ se ha modificado esta probabilidad?

Solucion:

El espacio muestral que corresponde a este experimento es:
E ={1,2,3,4,5,6}

A=14
y se ha de calcular la probabilidad del suceso t }. Si el dado no esta trucado,

todos los numeros tienen la misma probabilidad de salir, y siguiendo la definicion

de probabilidad de Laplace,

casos favorables
casos posibles
nimero de elementos en {4}
niimero de elementos en {1,2,3,4,5,6}
1

6

PlA] =

Obsérvese que para calcular la probabilidad de A segun la definicion de
Laplace se ha tenido que suponer previamente que todos los elementos del

espacio muestral tienen la misma probabilidad de salir, es decir:

Pl1] = P[2] = P3] = P[4] = P[s] = Ple]

Por otro lado, si ha salido un namero par, de nuevo por la definicion de

probabilidad de Laplace tendriamos



Esta misma probabilidad se podria haber calculado siguiendo la definicion de la

probabilidad condicionada, ya que si escribimos

A={4 = ‘P[A]:%
1 1.1 3 1
ANB = {4} N P[Anﬂ]:%

y entonces

PlANB] _ 1/6 _1
P[B] ~1/27 3

Pparld] = PglA] = P[A5] =

que por supuesto coincide con el mismo valor que calculamos usando la definicion
de probabilidad de Laplace. Obsérvese que segun la definicion de probabilidad

condicionada, se puede escribir la probabilidad de la interseccion de dos sucesos

de probabilidad no nula como

PLA] - P[B)4]

PANB] = {
P[B] - P[A;5]

O sea, la probabilidad de la interseccion de dos sucesos, es la probabilidad de uno
cualquiera de ellos, multiplicada por la probabilidad del segundo sabiendo que ha

ocurrido el primero. Si entre dos sucesos no existe ninguna relacion cabe esperar



que la expresion ““sabiendo que" no aporte ninguna informacion. De este modo

introducimos el concepto de independencia de dos sucesos Ay B como:

Esta relacion puede ser escrita de modo equivalente, cuando dos sucesos son de

probabilidad no nula como

DISTRIBUCION NORMAL O GAUSSIANA

La distribucion gaussiana, recibe también el nombre de distribucion normal,
ya que una gran mayoria de las v.a continuas de la naturaleza siguen esta
distribucion. Se dice que una v.a. X sigue una distribucion normal de parametros p

y o lo que representamos del modo

X~aN (p,0%)

si su funcion de densidad es:

Vee R

f@) = e $ 5,

La forma de la funcién de densidad es la llamada campana de Gauss.

Figura: 2. Campana de Gauss o funciéon de densidad de una v.a. de distribucién

normal. El area contenida entre la grafica y el eje de abcisas vale 1.
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Es un ejercicio interesante comprobar que ésta alcanza un Unico maximo

(moda) en pu, que es simétrica con respecto al mismo, y por tanto

PIX<p]=PX > p=1/2

con lo cual en p coinciden la media, la mediana y la moda, y por ultimo, también

interesante, calcular sus puntos de inflexion. (Steel, 1986).

El soporte de la distribucién es todo IR, de modo que la mayor parte de la
masa de probabilidad (area comprendida entre la curva y el eje de abcisas) se
encuentra concentrado alrededor de la media, y las ramas de la curva se
extienden asintéticamente a los ejes, de modo que cualquier valor “"'muy alejado"

de la media es posible (aunque poco probable).
La forma de la campana de Gauss depende de los parametros p y o.

e W, indica la posicién de la campana (parametro de centralizacion),



Figura:3 Distribuciones gaussianas con diferentes medias e igual

dispersion.
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. 02(0 equivalentemente, o) sera el parametro de dispersion. Cuanto menor
sea, mayor cantidad de masa de probabilidad habra concentrada alrededor
de la media (grafo de f muy apuntado cerca de u y cuanto mayor sea ""'mas

aplastado" sera.

Figura:4. Distribuciones gaussianas con igual media pero varianza

diferente.
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La funcion caracteristica de la distribucion normal, se comprueba mas

adelante que es:
eﬁx(t} — Eit#—%!’a’

Como consecuencia, la distribucion normal es reproductiva con respecto a

los parametros p y 0%, ya que

X~sN (p1,07) ox(t) = eitr—30]
independientes = independientes

Y~+N (p2,03) by (t) = eitha—it'03

=  dx1v(t) = odx(t) -dv(t) = gitlprtpa)— 5t (o7 +o3)

= X +Y~N (g + pg, 0% +03)



A pesar de la utilidad de la ley gausiana, hay que apuntar un hecho

negativo para esta ley de probabilidad:

2 . e " .
La funcién e~* no posee primitiva conocida. Las consecuencias desde el punto de
vista practico son importantes, ya que eso impide el que podamos escribir de
modo sencillo la funcién de distribucion de la normal, y nos tenemos que limitar a

decir que:

=T =
Fi+Y A i
JAES

by —

Fiz) = PIX
W = A

— i

P

=
o0 B -

i

wl = 1
=9
J_

sin poder hacer uso de ninguna expresion que la simplifique. Afortunadamente
esto no impide que para un valor de x fijo, F(x) pueda ser calculado. De hecho
puede ser calculado con tanta precision (decimales) como se quiera, pero para
esto se necesita usar técnicas de calculo numérico y ordenadores. Para la
utilizacién en problemas practicos de la funcion de distribucion F, existen ciertas
tablas donde se ofrecen (con varios decimales de precision) los valores F(x) para
una serie limitada de valores x; dados. Normalmente F se encuentra tabulada para

una distribucion Z, normal de media 0 y varianza 1 que se denomina distribucion

normal tipificada:
w2
Z~2N(0,1) = fz(2) = e T V2zER
Proposicion
X~+N (p4,0)
Sea . Entonces

EX] = u
Var[X] = o2

ox(t) = et



Demostracion

Por ser la normal una ley de probabilidad se tiene que

+oo ife= 5
’—l—,s—’ﬂ 5( - } d-l"::].
—DQ

es decir, esa integral es constante. Con lo cual, derivando la expresion anterior

con respecto a y se obtiene el valor O:

8
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[\_ = - L . o .I'J
=HKx] =1
E[X]-u=0

luego

Para demostrar la igualdad entre la Var [X] y a2, basta con aplicar la misma

técnica, pero esta vez derivando con respecto a ¢”

u=—% % " ﬁ;e—%(%&}’d:c—% +m (e = e 1) do
=1 =Fl(x—p)?)=Vax [X]

Luego

1

5~ g Var[X] =0 = Var [X] = o?

Para demostrar el resultado relativo a la funcidn caracteristica,

consideramos en primer lugar la v.a. tipificada de X,



Lr T i 4%
& = ~+lN (U, L)
o
y calculamos
PR = _1- al e
= . 1 i_2 e T §'7 iy it +2
Ao+ — aFF s T FF e — ] aT FIFTH] Jo — o F
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X=p+gll
Como , por la proposicion 5 deducimos que
= x 1.2 3
e () — &P () — PR FE O
PX\Y =€ TQE\0Y =€

Aproximacién a la normal de la ley binomial

Se puede demostrar (teorema central del limite) que una v.a. discreta con
distribucion binomial, X~ » B(n,p)se puede aproximar mediante una distribucion
normal si n es suficientemente grande y p no esta ni muy préoximo a 0 nia 1. Como

el valor esperado y la varianza de X son respectivamente np y npq, la
aproximacion consiste en decir que

XS N(npnpg)
El convenio que se suele utilizar para poder realizar esta aproximacion es:
n > 30
X~+B(n,p) donde { np>4 = XS N(npnpg)
ng>4

aunque en realidad esta no da resultados muy precisos a menos que realmente n

sea un valor muy grande o p~p ~ Y. Como ilustracion obsérvense las figuras 5 Y
6.



Figura 5: Comparacion entre la funcion de densidad de una v.a. continua con
distribucion N(np, npq) y el diagrama de barras de una v.a. discreta de distribucion
B(n,p) para casos en que la aproximacion normal de la binomial es valida. Es peor

esta aproximacion cuando p esta proximo a los bordes del intervalo [0,1].
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Figura 6: La misma comparacion que en la figura anterior,
pero realizada con parametros con los que damos la

aproximacion normal de la binomial es mejor.
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Ejemplo

Durante cierta epidemia de diarrea viral bovina, enferma el 30% de la una
engorda. En un corral con 200 toretes, ¢ cual es la probabilidad de que al menos
40 padezcan la enfermedad? Calcular la probabilidad de que haya 60 toretes con

diarrea viral bovina.

Solucién: La v.a. que contabiliza el numero de toretes que padece la

enfermedad es:

M

T M o
A TE = SUU, P =, 0

e

It = ¥ o
—_—

I P 0 o =npg =42
cuya media es y Su varianza es . Realizar los

g

calculos con la ley binomial es muy engorroso, ya que intervienen numeros
combinatorios de gran tamano, y potencias muy elevadas. Por ello utilizamos la
aproximacion normal de X, teniendo en cuenta que se verifican las condiciones

necesarias para que el error sea aceptable:

n =200 > 30
X~B(n,p) donde { np=60>4 = X ~Xn~N (y=60,0"=42)
ng=140> 4

Asi aproximando la v.a. discreta binomial X, mediante la v.a. continua normal Xy

tenemos:
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por simetria = P[Z > 3'09]
por el suceso contrario = 1—P[Z < 3'09]
1 A 1 n 11 ] P WY
buscando en la tabla 3 = 0,98

También es necesario calcular P[X=60]. Esta probabilidad se calcula exactamente

como:

—anl — | 200 ) e 140
'P[X-ﬁﬂ]-( 60 )z:- q
Dada la dificultad numérica para calcular esa cantidad, y como la
distribucion binomial no estd habitualmente tabulada hasta valores tan altos,
vamos a utilizar su aproximacion normal, Xy. Pero hay que prestar atencién al
hecho de que Xy es una v.a. continua, y por tanto la probabilidad de cualquier

punto es cero. En particular,

PlXn=60]=0 = P[X=60]~0

lo que ha de ser interpretado como un error de aproximacion. Hay métodos mas
aproximados para calcular la probabilidad buscada. Por ejemplo, podemos
aproximar P[X=60] por el valor de la funciéon de densidad de Xy en ese punto (es
en el unico sentido en que se puede entender la funcion de densidad de la normal

como una aproximacion de una probabilidad). Asi:

—_ 3
PIX = 60] ~ fx (60) = —d—e 3 (%) = _¢* = 0,063



Por ultimo, otra posibilidad es considerar un intervalo de longitud 1 centrado en el

valor 60 del que deseamos hallar su probabilidad y hacer:

Ejemplo

Segun un estudio, el peso al destete de becerros Hereford en cierto rancho
es una v.a. X, que podemos considerar que se distribuye segun una ley gaussiana
de valor esperado y = 175 kg y desviacion tipica o = 10 kg. Dar un intervalo para
el que tengamos asegurado que el 50% de los becerros del rancho comprendidos

en él.

Solucién: Tenemos que
X~»N (p = 175,07 = 10%)
Si buscamos un intervalo donde estar seguros de que el 50% de los becerros sus
pesos comprendidos en él hay varias estrategias posibles:

1.- Podemos tomar el porciento 50, ya que este valor deja por debajo suya
a la mitad, 0,5, de la masa de probabilidad. Este valor, xo5, se definiria

como:

T8
f fltydt =0,5 <= P[X <wmos]=0,5
—
tipificando <= P[Z < 205 =0,5
donde

X—p X-175
s 10

~N (0,1)

Tos— 4 _ Tos — 175
a - 10

5 =



El valor zp5 lo podemos buscar en la tabla 3 (distribucion N(0.1) y se

obtiene

+ 1
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Por tanto podemos decir que la mitad de la poblacién tiene un peso inferior
a Xos = 175 kg. Este resultado era de esperar, ya que en la distribucion es
simétrica y habra una mitad de individuos con un peso inferior a la media y

otro con un peso superior (figura 7). Esto puede escribirse como:

El 50% de la poblacién tiene un peso comprendido en el intervalo (-
«, 175].

Figura 7: Intervalo donde tenemos asegurado que el 50% de la poblacion tiene un

peso comprendido en él. Como se observa, no es un tamafo optimo, en el sentido

de que el intervalo es demasiado grande (longitud infinita a la izquierda).

N

2.- Analogamente podemos considerar el por ciento 50, y tomar como
intervalo aquellas alturas que lo superan. Por las mismas razones que en el

problema anterior, podremos decir:



El 50% de la poblacién tiene una altura comprendida en el

intervalo [175, + ).

3.- Los anteriores intervalos, aun dando un resultado correcto, no son
satisfactorios en el sentido de que son muy grandes, y no tienen en cuenta
la simetria de la distribucién normal para tomar un intervalo cuyo centro sea
M. Vamos a utilizar entonces otra técnica que nos permita calcular el
intervalo centrado en la media, y que ademas sera el mas pequeno posible

que contenga al 50% de la poblacion.

Para ello observamos que la mayor parte de probabilidad esta
concentrada siempre alrededor de la media en las leyes gaussianas.
Entonces podemos tomar un intervalo que contenga un 25% de
probabilidad del lado izquierdo mas proximo a la media, y un 25% del

derecho (figura 8).

Figura 8: Intervalo donde tenemos asegurado que el 50% de la poblacion tiene
un peso comprendido en él. En este caso el intervalo es mas pequeno que el

anterior y esta centrado en p.

s H X o X



Esto se puede describir como el intervalo

[#0.25 , Zo,75)]

donde xp25 es el valor que deja por debajo de si al 25% de la masa de
probabilidad y xo 75 el que lo deja por encima (o lo que es lo mismo, el que
deja por debajo al 75% de las observaciones). Del mismo modo que antes
estos valores pueden ser buscados en una tabla de la distribucién normal,

tipificando en primera instancia para destipificar después:

L0, 76
f f)dt=0,75 & P[X<zo75]=0,75
—0
tipificando <= P[Z < %75 =0,75
donde

z = 220 _X-1B N@)
o 10

To,75 — B _ Tog5 — 175
a 10

£0,7 =

En una tabla encontramos el valor zp 75, y se destipifica:

2075 = 0,675 = zo,75 = 175+ 10 - 2075 = 181’75

Analogamente se calcularia

Ty ,25
f f(t)dt=0,25 <+ TP[X <zpa5]=0,25

—Do

tipificando <= P[Z < 20,25] = 0,25

donde
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Por la simetria de la distribucion normal con respecto al origen, tenemos

que Zp 5= - 20,75.Luego

g e o= ] RATE — o
A0,35 = —w,Uid — &

En conclusion:

El 50% de la poblacion tiene un peso comprendido en el intervalo
[168,25,181,75].

De entre los tres intervalos que se han calculado el que tiene mas interés es el
ultimo, ya que es simétrico con respecto a la media, y es el mas pequefio de todos

los posibles (mas preciso).

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DISTRIBUCION NORMAL

~_R~
Dada una variable aleatoria de distribucion gaussiana X N(p,0%),nos intere--
samos en primer lugar, en calcular intervalos de confianza para sus dos
parametros, u y o2 . Enseguida se muestra un resumen de las situaciones

consideradas.

Intervalo para la Media si se Conoce la Varianza

Este no es un caso practico (no se puede conocer a?sin conocer
previamente u), pero sirve para introducirnos en el problema de la estimacién

confidencial de la media.

Intervalos de Confianza para la Media (caso general)



Este se trata del caso con verdadero interés practico. Por ejemplo sirve
para estimar intervalos que contenga la media del colesterol en sangre en una
poblacion, la altura, el peso, etc, cuando disponemos de una muestra de la

variable.

Intervalo de Confianza para la Varianza

Este es otro caso de interés en las aplicaciones. El objetivo es calcular un

intervalo de confianza para o?, cuando sélo se dispone de una muestra.
Estimacion del tamaino muestral

La utilidad consiste en decidir cual debera ser el tamafio necesario de una
muestra para obtener intervalos de confianza para una media, con precision y
significacion dadas de antemano. Para que esto sea posible es necesario poseer
cierta informacion previa, que se obtiene a partir de las denominadas muestras

piloto.

Enseguida se considera caso en que se tiene dos poblaciones donde cada
una sigue su propia ley de distribucion N(u1,0%),y N(u2,0%). Los problemas

asociados a este caso son:

Diferencia de medias homocedaticas

Se realiza el calculo del intervalo de confianza suponiendo que ambas
variables tienen la misma varianza, es decir son homocedaticas. En la practica

se usa este calculo, cuando ambas variables tienen parecida dispersion.

Diferencia de medias (caso general)



Es el mismo caso que el anterior, pero se realiza cuando se observa que

hay diferencia notable en la dispersion de ambas variables.

Intervalo para la Media si se Conoce la Varianza

Este caso que planteamos es mas a nivel tedrico que practico: dificiimente
vamos a poder conocer con exactitud o° mientras que u es desconocido. Sin

embargo nos aproxima del modo mas simple a la estimacion confidencial de

medias.

Para estimar p el estadistico que mejor nos va a ayudar es X, del que

conocemos su ley de distribucion:

— 52
X N —
- N (e5)
\_‘.‘._-"
un pardmetro

desconocido

Esa ley de distribucion depende de p (desconocida). Lo mas conveniente es
hacer que la ley de distribucion no dependa de ningun parametro desconocido,

para ello tipificamos:

Z = X — K ~» N (0,1)
-~ ——
N vn , tabulada
par. desconocido
+
estimador
+

cosas conocidas

Este es el modo en que haremos siempre la estimacion puntual:
buscaremos una relacion en la que intervengan el parametro desconocido junto
con su estimador y de modo que estos se distribuyan segun una ley de

probabilidad que es bien conocida y a ser posible tabulada.



De este modo, fijado ae<(0,1) consideramos la V.a/.\% N(0,1) y tomamos un
intervalo que contenga una masa de probabilidad de 1-a. Este intervalo lo queremos tan
pequeiio como sea posible. Por ello lo mejor es tomarlo simétrico con respecto a la media
(0), ya que alli es donde se acumula mas masa (véase la figura 9). Asi las dos colas de la
distribucion (zonas mas alejadas de la media) se repartiran a partes iguales el resto de la

masa de probabilidad, a.

Figura 9: La distribucion N(0,1) y el intervalo mas pequefio posible
cuya probabilidad es 1- a. Por simetria, los cuantiles Z a/2 y Z4.

a/2 solo difieren en el signo.

Z

regién de confianza

Ahora se precisa como calcular el intervalo de confianza:

e Sea Za/2 el porcentaje 100 a/2 de Z, es decir, aquel valor de IR que deja

por debajo de si la cantidad Z a/2de la masa de probabilidad de Z, es decir:
a
:D[Z E Zﬂlfle = E

e Sea Zi.a/2 el porciento 100-(1-a/2), es decir,

a3
?}[ZE zl_ﬂle = 1 — E



Es util considerar en este punto la simetria de la distribucidn normal, y
observar que los porcentuales anteriores son los mismos aunque con el signo

cambiado:

Zaft = T a2

o El intervalo alrededor del origen que contiene la mayor parte de la masa (1-

a) es el intervalo siguiente (Figura 10):
[zafﬂr zl—a;’E] - [_ 4| —afﬂ: zl—afZ]
lo que habitualmente escribiremos como:

|Z] < Fl—of2

o De este modo podemos afirmar que existe una probabilidad de 1-a de que

al extraer una muestra aleatoria de la variable en estudio, ocurra:

|Z] < l_afz =

X —
= I%,'ulﬂzl—a;z
vn
— a
= |X—H|E31—a;’2'ﬁ

De este modo un intervalo de confianza al nivel 1-a para la esperanza de

una normal de varianza conocida es el comprendido entre los valores

.'I:ﬂ 9 =X - zl_ﬂfg-

Sl

T_am = X + 1o f2 -

5l

La forma habitual de escribir este intervalo esta inspirada en la 11 :
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Intervalo para la media (caso general)

Como hemos mencionado, los casos anteriores se presentaran poco en la
practica, ya que lo usual es que sobre una poblacién quizas podamos conocer si
se distribuye normalmente, pero el valor exacto de los parametros p y o no son

conocidos. De ahi el interés en buscar intervalos de confianza para ellos.

El problema que tenemos en este caso es mas complicado que el anterior, pues
no es tan sencillo eliminar los dos parametros a la vez. Para ello nos vamos a
ayudar de lo siguiente:

X—-p
Z=—=

vn

~ N (0,1)

Por el teorema de Cochran se sabe por otro lado que:
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y que ademas estas dos ultimas distribuciones son independientes. A partir de
estas relaciones podemos construir una distribucion t de Student con n-1 grados
de libertad (figura11):

Figura 11: La distribucion t, es algo diferente a N(0,1)
cuando n es pequefo, pero conforme éste aumenta,

ambas distribuciones se aproximan.
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Simplificando la expresion anterior tenemos:

T =

~ tn_1

X—p
S/ym




Dado el nivel de significacion 1-a buscamos en una tabla de t,.4 el porcentual 100-
(1-0/2), tn-1,1-a12, €l cual deja por encima de si la cantidad o/2 de la masa de

probabilidad (figura 12). Por simetria de la distribucién de Student se tiene que

luego

Figura 12: La distribucion de Student tiene las mismas propiedades

de simetria que la normal tipificada.
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reglén de confianza

et

Plla1 >tg1,1-apml =
= Pl|Taal <tagiapl=1-a

'P'[T —1 < _tﬂ—l,l—ﬂle = %

El intervalo de confianza se obtiene a partir del siguiente calculo:

(X —u| _
S/vn ~
= |Xmed— u| < ta1,1—a/2 S!’ﬁ

ITﬂ—ll < tﬂ—l,l—olf'?. = tn—l,l—u;’R



Es decir, el intervalo de confianza al nivel 1-a para la esperanza de una

distribucidon gaussiana cuando sus parametros son desconocidos es:

Figura 13: Intervalo de confianza para p cuando o’ es

desconocido (caso general).

Al igual que en el caso del calculo del intervalo de confianza para p cuando
o’ es conocido, podemos en el caso o desconocido, utilizar la funcion de
verosimilitud (figura 15) para representarlo geométricamente. En este caso se usa

la notacion:
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Ejemplo

Se quiere estimar un intervalo de confianza al nivel de significacion a=0.05
para el peso medio al destete u de becerros hereford. En principio s6lo sabemos
que la distribucion de las alturas es una v.a. X de distribucion normal. Para ello se

toma una muestra de n=25 becerros y se obtiene

~

X =170 kg
S=10kg
Solucion:

i) 25
S_ll]=:r$‘-$1f‘ﬂ_1 _1u1}ﬁ_m’2ﬂ-ﬁ

Si queremos estimar un intervalo de confianza para p, es conveniente

utilizar el estadistico

y tomar como intervalo de confianza aquella region en la que

|T| < tn—l;l—ajz

es decir,

170 — p
~10,206

13

< tago07s =2,06 = p=1701+2,06- = 170 + 4, 204

10,206
5




o dicho de forma mas precisa: Con un nivel de confianza del 95% podemos decir

que la media poblacional esta en el intervalo siguiente (Figura 15)

e 1165, T
e 1165,

= - PR g L B |

Figura 14: Calculo del intervalo de confianza para la media usando
para ello la distribucion de Student y la funcién de verosimilitud
asociada, la ..cual .ésta tiene su maximo en X, ya que esta

estimacion puntual de y es la maximo verosimil.
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Intervalo de Confianza para la Varianza

Para estimar un intervalo de confianza para la varianza, nos ayudaremos de

la siguiente propiedad de la distribucion X2

—1 =

n X2 (n— 2
PR (> S (LD U

=1

Consideremos dos cuantiles de esta distribucion que nos dejen una

probabilidad 1-a en la ““zona central" de la distribucion (cf. Figura 16):

Figura 15: Cuantiles de la distribucion X?.4



( P [ 1< Xf;—l,afR] =3
=7 [Xf;—l,afﬂ < Xf;—l < Xf;—l,l—crfﬂ] =1-a
P [ n—1 = Xf;—l,l—o:ﬁ] = %

Entonces un intervalo de confianza al nivel 1-a para la varianza de una
distribuciéon gaussiana (cuyos parametros desconocemos) lo obtenemos teniendo

en cuenta que existe una probabilidad 1-a de que:

Xf;—l,ajz < Xf;—l < Xf;_l,l—afz =

Por tanto el intervalo que buscamos es

(n —1)&82 (n—1)82

e | 5—>"— ,
xz —1,1—a/f2 Xf;—l,ajz



(Universidad de Malaga, 1999)

Ejemplo

En el se estudio el peso al destete de becerros Hereoford obteniéndose en una

muestra de tamafo 25 los siguientes valores:
X =170 kg
S =10 kg

Calcular un intervalo de confianza con a=0.05 para la varianza o? de la

altura de los individuos de la ciudad.
Solucion:

Para estimar un intervalo de confianza para a? (varianza poblacional) el estadistico

es!

X2=(ﬂ_1)32"* g

a2 X n-1

Entonces el intervalo de confianza que buscamos lo obtenemos mediante (cf.
Figura 16)

Figura 16: Percentiles del 2,5% y del 97,5%

para la distribucion X?4.
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24 - 10, 206*
a—; < x24;0,075 = 39'4

X2 tap XS Xnti-ar == Xiyoons =12,4 <
= o’ €[63,45; 201,60]

Por tanto, para el valor poblacional de la desviacion tipica tenemos que

7,06 <o < 14,199
con una confianza del 95%, que por supuesto contiene a las estimaciones

puntuales S=10 y $=10.206 calculados sobre la muestra.
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. MEDIDAS DE CENTRALIDAD Y DISPERSION
INTRODUCCION
En el trabajo estadistico es importante saber cuando
estamos tratando con una poblacién completa de observaciones,
o con una muestra de observaciones seleccionadas de una
poblacién especificada.Una poblaciéon se puede definir como la
totalidad de valores posibles (mediciones o conteos) de una
caracteristica particular de un grupo especificado de objetos. Tal
grupo especificado de objetos se le conoce como un universo.
Obviamente, un universo puede tener varias poblaciones

asociadas con él.

Estos ejemplos son suficientes para indicar al lector de la importancia de
definir claramente la poblacion en investigacion. El concepto de muestra,
corresponde a una poblacion, seleccionada de acuerdo con una regla o una
estrategia. Las cosas importantes que se deben saber son:

a) Que estamos tratando con una muestra.

b) Qué poblacién ha sido muestreada.

Si tratamos con toda la poblacion, nuestro trabajo estadistico sera
parcialmente descriptivo. Por el contrario, si tratamos con una muestra el trabajo
estadistico no unicamente describe a la muestra sino que también proporciona

informacion respecto a la poblacion muestreada.

En la practica se han encontrado varias clases o tipos de muestras. Las

caracteristicas que distinguen a un tipo de otro son:

e |La manera de obtencion de la muestra.

e El numero de variables considerables.



e Elfin para que fue extraida la muestra.
Las dos ultimas caracteristicas se obtienen facilmente en cualquier situacion
practica, aunque la ultima no es enunciada claramente y tal vez, olvida. La

manera de obtener la muestra es muy importante y sera discutida posteriormente.

Las muestras pueden agruparse en dos grandes clases, cuando se
considera su método de seleccion, a saber, las que seleccionan por criterios y las
que se seleccionan por medio de un mecanismo casual. Las muestras elegidas de
acuerdo con el mecanismo casual, son llamadas muestras de probabilidad, si cada
elemento de poblacién tiene una probabilidad conocida de pertenecer a la
muestra. En particular, si cada elemento tiene la misma probabilidad de pertenecer
a la muestra, entonces ésta es conocida como una muestra al azar.

Las muestras al azar se prefieren a las muestras elegidas. Una buena muestra es

aquella que a partir de la cual puede hacerse generalizaciones.

Para generalizar, de la muestra de poblacion, se necesita estar capacitados
para deducir, a partir de cualquiera de las suposiciones respecto a la poblacién,
cuando la muestra observa esta dentro del rango de variacion del muestreo que
puede ocurrir para dicha poblacién, bajo el método dado de muestreo. Tales
deducciones pueden hacerse, si y solo si, se aplican las leyes de la probabilidad
matematica. El objetivo de la naturaleza al azar de este tipo de muestreo. Tales
deducciones pueden hacerse, si y sélo si, se aplican las leyes de la probabilidad
matematica. El objetivo de la naturaleza al azar de este tipo de muestreo, es

asegurar que esas leyes son aplicables.

El muestreo de diferentes poblaciones puede hacer de diferentes maneras:
e Una muestra al azar puede extraerse de una poblacién especificada
mediante una funcion continua de densidad de probabilidad. En este caso

no puede presentarse el problema de muestreo con o sin reemplazamiento.



¢ Una muestra al azar puede extraerse de una poblacion infinita especificada,
mediante una funcién discreta de densidad de probabilidad donde el
muestreo se efectta con reemplazamiento. EI muestreo con

reemplazamiento tiene por objeto hacer infinita a la poblacion.

El conocer las caracteristicas de una muestra es evidentemente necesario pero
también es necesario analizar a través de medidas de tendencia central y
dispersion.
Medidas de tendencia central.
Tendencia Central
« Las medidas de tendencia central son puntos en una distribucién, los
valores medios o centrales de ésta y nos ayudan a ubicarla dentro de la
escala de medicion.
Las principales medidas de tendencia central son tres: moda, mediana y media.

La media

La media aritmética de una variable estadistica es la suma de todos sus
posibles valores, ponderada por las frecuencias de los mismos. Es decir, si la tabla

de valores de una variable X es

X n; fi
X1 nq fy
Xk N fx

la media es el valor que podemos escribir de las siguientes formas equivalentes:

T zifi+---+zxfx

1
= n (.1:11'11 +....-r¢m,~)

1 k
= ; Z:c,-n.,-

i=1



Si los datos no estan ordenados en una tabla, entonces

e A

.
W] T moeow | WATR

T =

=

Observacion

Hemos supuesto implicitamente en la definicion de media que tratabamos
con una variable X discreta. Si la variable es continua tendremos que cambiar los
valores de x; por las marcas de clase correspondientes. En general, la media
aritmética obtenida a partir de las marcas de clase c;, diferira de la media obtenida
con los valores reales, x;. Es decir, habra una perdida de precisidon que sera tanto
mayor cuanto mayor sea la diferencia entre los valores reales y las marcas de

clase, o sea, cuanto mayores sean las longitudes a;, de los intervalos.

Proposicion
La suma de las diferencias de la variable con respecto a la media es nula, es
decir,
Ti
E (.'1‘:; - E:] =10
=1
Demostracion.

Basta desarrollar la sumatoria para obtener

i
Z{m,-—f}:(:cl — T+t (@ —-F)=(t1+...+2,) —nT=nZT—mZ =10
=1
Este resultado nos indica que el error cometido al aproximar un valor
cualquiera de la variable, por ejemplo x;, mediante el valor central %, es

compensado por los demas errores:

Error aprox. de &; = 21 —-F=) (2 —7)

=2



Si los errores se consideran con signo positivo, en este caso no pueden
compensarse. Esto ocurre si tomamos como medida de error alguna de las

siguientes:

Z{..f-:i ~7)2>0  Error cuadrético

i=1

L]
Y |2 -Z[>0  Error absoluto
=1

max |z;—Z|>0  Error miximo

=1,...n

T £F
que son cantidades estrictamente positivas si algun .

Ejemplo
Obtener las desviaciones con respecto a la media en la siguiente
distribucién y comprobar que su suma es cero. Los datos
corresponden a la calificacion de condicién corporal de 20 vacas

lecheras con mas de 100 dias en leche.

li1 - 1 n;
20-25
25-3.0
3.0-35
3.5-4.0

|| ~DN

Solucion:

‘ li1 - 1; ‘ n; ‘ X ‘ X N; ‘ ri—T ‘ (@ — T)n;




20-25 2 2.25 45 -.95 -1.9
25-3.0 4 2.75 11 - .45 -1.8
3.0-35 8 3.25 26 +.05 +4
35-40 6 3.75 22.5 +.55 +3.3
n=20 Z)cini =3.2 >.=0
La media aritmética es:
— 1 64
X =— n=-—=32
§ 25 =0

Como se puede comprobar sumando los elementos de la ultima columna,

Z{;L‘i —Z)-n;i=0

Proposicion (Linealidad de la media)

Y=a+bX=y=a+bT
Proposicion
Dados r grupos con n¢, ng, ..., n, observaciones y siendo x,xz,..,x.las
respectivas medias de cada uno de ellos. Entonces la media de las

n=n, +...+n_ observaciones es

T +...+ 0T
l"1|]_+-.-+T1h|-

r=

Demostracion

Vamos a llamar x; a la j-ésima observacion del grupo /; Entonces tenemos

T = ﬂj oy
17 grupo — 11 --- Lipy I Ej=1 Tig J'rﬂl
27 grupo —F Ta ... Ton, _, T = ;::lmij /ng
rﬂﬂiﬂw u —_ x . x B [
grupo rl e = ( ;';1 a":ij) [ne



Asi, agrupando convenientemente las observaciones se llega a que

e

=l
Il

Observacion
A pesar de las buenas propiedades que ofrece la media, ésta posee algunos

inconvenientes:

e Uno de ellos es que es muy sensible a los valores extremos de la variable:
ya que todas las observaciones intervienen en el céalculo de la media, la
aparicion de una observacion extrema, hara que la media se desplace en
esa direccion. En consecuencia,

e no es recomendable usar la media como medida central en las
distribuciones muy asimétricas;

e Depende de la division en intervalos en el caso de variables continuas.
Calculo abreviado

Se puede utilizar la linealidad de la media para simplificar las operaciones

necesarias para su calculo mediante un cambio de origen y de unidad de medida.

El método consiste en lo siguiente:

1. Tomamos a un numero que exprese aproximadamente el tipo de unidad
con la que se trabaja. Por ejemplo, si las unidades que usamos son millones,
tomamos a = 1.000.000.

2. Seleccionamos un punto cualquiera de la zona central de la tabla, xo. Este

punto jugara el papel de origen de referencia.

3. Cambiamos a la variable



I
&

k
¥

4= = Z=
a a
= TEF=aZ+p
4. Construimos de este modo la tabla de la variable Z, para la que es mas facil

calcular X directamente, y después se calcula X mediante la relacién (2.2).

Medias generalizadas

En funcion del tipo de problema varias generalizaciones de la media pueden
ser consideradas. He aqui algunas de ellas aplicadas a unas observaciones xj, ...,

Xn.

La media geométrica
X, , es la media de los logaritmos de los valores de la variable:

logfg _ logz: + ﬂ + logzn

Luego

Eyz S [ S

Si los datos estan agrupados en una tabla, entonces se tiene:

= _ =af_mn1 _nNa Tt
.'I:g— .'I:l .'1:2 ....'I:k

La media armoénica

X ., se define como el reciproco de la media aritmética de los reciprocos,

es decir,
1 1
1 =1 + ...+ z.
Ta - i)
Por tanto,
_ i
Ta =7 1
. + ...+ T

La media cuadratica
X ., es laraiz cuadrada de la media aritmética de los cuadrados:

_ \/s%+...+m$,
T
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La mediana

Consideramos una variable discreta X cuyas observaciones en una tabla
estadistica han sido ordenadas de menor a mayor. Llamaremos mediana, M, al
primer valor de la variable que deja por debajo de si al 50% de las observaciones.
Por tanto, si n es el numero de observaciones, la mediana correspondera a la

observacion [n/2]+1, donde representamos por {.} parte entera de un numero.

Figura 1: Calculo geométrico de la mediana

En el caso de variables continuas, las clases vienen dadas por intervalos, y
aqui la formula de la mediana se complica un poco mas (pero no demasiado): Sea
(-1,1] el intervalo donde hemos encontrado que por debajo estan el 50% de las
observaciones. Entonces se obtiene la mediana a partir de las frecuencias
absolutas acumuladas, mediante interpolacion lineal (teorema de Thales) como

sigue (figura 1):
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X€ (l

1

i i
Fa¥lall T3 Tk — — Vs 1
L) v Fryry Ti; ¥ e
= _h — = =
A7 AD ’ . AL 1
Al ALy [r ¥ A¥lgd = b—1
ﬂ AT
5 Vi
= |[Mg=L.+~ a;
Vif
Observacion

La relacion ( 1 ) corresponde a definir para cada posible observacion,

ljJ, su frecuencia relativa acumulada, F(x), por interpolacion lineal entre los

valores F(l.1) = Fi.1y F(]) = F; de forma que

F(l;) = F(l;1)

F(z) = F(l;_1) + Py

(z - Ij—l)

De este modo, Mss es el punto dondeF(Med)zi. Esto equivale a decir que /a

mediana divide al histograma en dos partes de areas iguales a1/2.

Observacion

Entre las propiedades de la mediana, vamos a destacar las siguientes:

Como medida descriptiva, tiene la ventaja de no estar afectada por las
observaciones extremas, ya que no depende de los valores que toma la
variable, sino del orden de las mismas. Por ello es adecuado su uso en
distribuciones asimétricas.

Es de calculo rapido y de interpretacion sencilla.

A diferencia de la media, la mediana de una variable discreta es siempre un
valor de la variable que estudiamos (ej. La mediana de una variable numero
de hijos toma siempre valores enteros).

Si una poblacién esta formada por 2 subpoblaciones de medianas Mgt y
Mg, sOlo se puede afirmar que la mediana, My, de la poblacion esta

comprendida entre Meg1 Y Meg



« ElI mayor defecto de la mediana es que tiene unas propiedades
matematicas complicadas, lo que hace que sea muy dificil de utilizar en
inferencia estadistica.

o Es funcion de los intervalos escogidos.

o Puede ser calculada aunque el intervalo inferior o el superior no tenga
limites.

« La suma de las diferencias de los valores absolutos de n puntuaciones
respecto a su mediana es menor o igual que cualquier otro valor. Este es el
equivalente al teorema de Konig (proposicion 2.1) con respecto a la media,

pero donde se considera como medida de dispersion a:

ki

Zlﬁi—Msdl

=1

Ejemplo
Obtener la media aritmética y la mediana en la distribuciéon adjunta.
Determinar graficamente cual de los dos promedios es mas
significativo. Los datos corresponden a la edad en dias del nacimiento

al primer servicio de la crianza de un establo lechero.

li1 - I n;

0-10 60
10 - 20 80
20 - 30 30
30 -100 20

100 - 500 10

Solucion:
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fia - 1; ni | ai | X Xj nj N |
0-10 60 |10 | 5 300 60 | 60
10 - 20 80 |10 |15 1.200 140 | 80
20 - 30 30 |10 | 25 750 170 | 30
30-100 | 20 |70 |65 1.300 190 | 2,9
100-500| 10 400 |300 3.000 200 (0,25
n=200 2z =6.550

La media aritmética es:

La primera frecuencia absoluta acumulada que supera el valor n/2=100 es Ni=140.
Por ello el intervalo mediano es [10;20). Asi:

Mﬂ=.ii_l+%-ai=lﬂ+wxlﬂ=15

ni (dias)

Para ver la representatividad de ambos promedios, realizamos el histograma de la
figura 2, y observamos que dada la forma de la distribucién, la mediana es mas

representativa que la media.

Figura 2: Para esta distribucion de frecuencias es mas
representativo usar como estadistico de tendencia central la
mediana que la media.
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La moda

Llamaremos moda a cualquier maximo relativo de la distribucion de
frecuencias, es decir, cualquier valor de la variable que posea una frecuencia

mayor que su anterior y su posterior.

Figura: Calculo geométrico de la moda

B n!

Ejemplo

Obtener la Moda de los pesos al nacimiento de becerras Holstein:
37, 38, 41, 37, 40, 45, 44, 40, 39, 36, 40, 43, 40, 42,kg



Moda = 37, 40 kg

En el caso de variables continuas es mas correcto hablar de intervalos
modales. Una vez que este intervalo, (/i.1, /], se ha obtenido, se utiliza la siguiente

férmula para calcular la moda, que esta motivada en la figura 2.4:

En el caso de datos agrupados donde se ha construido una curva de
frecuencias para ajustar los datos, la moda sera el valor (o valores) de x

correspondientes al maximo (o maximos) de la curva.

De una distribucion de frecuencias o un histograma la moda puede

obtenerse por:

Dl

Moda=L{+ ——
D, + D,

Donde:

L1 = Limite real inferior de la clase modal (es decir, la clase que contiene la

moda).

D1 = Exceso de la frecuencia modal sobre la frecuencia de la clase continua
inferior.

D, = Exceso de la frecuencia modal sobre la frecuencia de la clase continua
superior.

C = Tamano del intervalo de la clase modal.

Ejemplo.
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En base a la siguiente distribucion de frecuencias, encontrar la moda, de los

siguientes limites del pesos de un destete (60 dias) en kg de becerras Holstein.

Limite de las clases (kg) Frecuencias
52.5<X<57.5 8
57.5<X<625 9
62.5<X<67.5 6
67.5<X<725 4
725 <X<77.5 2
775<X<825 1
30
Ly=57.5 Di=9-8=1 D,=9-6=3 C=5
_ D, 1 5
Moda = L4 + C=575+—(5)=57.5+" =57.5+125=58.75
D +D, 1+3 4
Observacion

De la moda destacamos las siguientes propiedades:

e Es muy facil de calcular.

e Puede no ser unica.

e Es funcién de los intervalos elegidos a través de su amplitud, numero y
limites de los mismos.

e Aunque el primero o el ultimo de los intervalos no posean extremos inferior

O superior respectivamente, la moda puede ser calculada.
Relacion entre media, mediana y moda

En el caso de distribuciones unimodales, la mediana esta con frecuencia

comprendida entre la media y la moda (incluso mas cerca de la media).



En distribuciones que presentan cierta inclinacion, es mas aconsejable el
uso de la mediana. Sin embargo en estudios relacionados con propdsitos

estadisticos y de inferencia suele ser mas apta la media.

Veamos un ejemplo de calculo de estas tres magnitudes.

\

* \
MMaoda J M edia
MMediana

MMediana MMioda
Mledia

Ejemplo
Consideramos una tabla estadistica relativa a una variable continua, de la que nos
dan los intervalos, las marcas de clase c;, y las frecuencias absolutas, n;, de las

veces en que las cabras presentaron mastitis a largo de un periodo de lactancia.

Intervalos Ci n;




Ol A~ N O
1
1
ol o [N

O N O wW| -~
N W&~ 2D

Para calcular la media podemos anadir una columna con las cantidades n; ¢4. La

suma de los términos de esa columna dividida por n =12 es la media:

Intervalos Ci n; N; n{Ccq
0--2 1 2 2 2
2--4 3 1 3 3
4--6 5 4 7 20
6--8 7 3 10 21
8-10 9 2 12 18

12 64
x-%_s53
12

La mediana es el valor de la variable que deja por debajo de si a la mitad de las n
observaciones, es decir 6. Construimos la tabla de las frecuencias absolutas

acumuladas, N;, y vemos que eso ocurre en la modalidad tercera, es decir,

i = 3 Observacion
(li—1,1i] (4;6] Intervalo donde se encuentra la mediana
¢ 12

2 ! 2
My = 1,-_1+T'ﬂi=4+ 4 "2=5,5 € (li_y,1i]

Para el calculo de la moda, lo primero es encontrar los intervalos modales,

buscando los maximos relativos en la columna de las frecuencias absolutas, n;.



Vemos que hay dos modas, correspondientes a las modalidades /=1, i=3. En el

primer intervalo modal, (/,1]=(0,2], la moda se calcula como

e o— an. D _ N ..
. 1 f feg — Tqg—1 U R - n__ 10
iu.:_u_ﬂg — & 1 T ™ - Ty — U T — - 5 b — Ly
n:—mn: 14+in: —n:, .1 (22— 4+ (2 —1)
L F— L J L L1 K & % 'l

El segundo intervalo modal es (/»,/5]=(4;6], siendo la moda el punto perteneciente

al mismo que se obtiene como:

L i i .Bi_.-ii_l - A 4_1 i - -
Mg, =8 4 + - — —a; =44 —— —2=25,9
os in: —n: <V 4+i(n —mn.. ) (4 —1V4+{4d—-13)
L 1 15 " \'FE =17 At P -

En este caso, como se ve en la figura 3, la moda no toma un valor unico, sino el

conjunto

Mu4s = {1,3; 5,5}

Figura 3: Diagramas diferencial e integral con calculo geométrico de la moda y de
la mediana de la variable.

I; M.

1z} 1 121 74
I
10 101 |
| I
8 g1 |
meafl 1|
6 6T S S
I
4 i 7 | | |
: I
2 Mg, — 2 1 I
; %-?d_ — S
0 2z 4 & B 10 0 2z 4 & 8 10

Medidas de variabilidad o dispersion

Los estadisticos de tendencia central o posicién nos indican donde se situa

un grupo de puntuaciones. Los de variabilidad o dispersion nos indican si esas
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puntuaciones o valores estan préximas entre si o si por el contrario estan o muy

dispersas.

Una medida razonable de la variabilidad podria ser la amplitud o rango, que
se obtiene restando el valor mas bajo de un conjunto de observaciones del valor
mas alto. Es facil de calcular y sus unidades son las mismas que las de la variable,

aungue posee varios inconvenientes:

« No utiliza todas las observaciones (sélo dos de ellas);
« Se puede ver muy afectada por alguna observacion extrema;
o El rango aumenta con el numero de observaciones, o bien se queda igual.

En cualquier caso nunca disminuye.

En el transcurso de esta seccidn, veremos medidas de dispersion mejores que
la anterior. Estas se determinan en funcion de la distancia entre las observaciones

y algun estadistico de tendencia central.
Desviacion media, D,

Se define la desviacion media como la media de las diferencias en valor absoluto
de los valores de la variable a la media, es decir, si tenemos un conjunto de n

observaciones, xq, ..., X,, entonces
1 & _
.D'm = — 2 |:r:; —_— .'I.'.‘I
mn <
=1

Si los datos estan agrupados en una tabla estadistica es mas sencillo usar la

relacion

k
1
Dm=—E r; — TN

i=1

Como se observa, la desviacion media guarda las mismas dimensiones que las



observaciones. La suma de valores absolutos es relativamente sencilla de
calcular, pero esta simplicidad tiene un inconveniente: Desde el punto de vista
geométrico, la distancia que induce la desviacion media en el espacio de
observaciones no es la natural (no permite definir angulos entre dos conjuntos de
observaciones). Esto hace que sea muy engorroso trabajar con ella a la hora de
hacer inferencia a la poblacién.

Varianza y desviacion estandar

Como forma de medir la dispersion de los datos hemos descartado:

n

. Z(x1 —}), pues sabemos que esa suma vale 0, ya que las desviaciones
i=1

con respecto a la media se compensan al haber términos en esa suma que
son de signos distintos.

e Para tener el mismo signo al sumar las desviaciones con respecto a la
media podemos realizar la suma con valores absolutos. Esto nos lleva a la
D, pero como hemos mencionado, tiene poco interés por las dificultades

que presenta.

Si las desviaciones con respecto a la media las consideramos al cuadrado,
—)\2 . . .
(xl. —x) , de nuevo obtenemos que todos los sumandos tienen el mismo signo

(positivo). Esta es ademas la forma de medir la dispersion de los datos de forma
que sus propiedades matematicas son mas faciles de utilizar. Vamos a definir
entonces dos estadisticos que seran fundamentales en el resto del curso: La

varianza y la desviacion tipica.

La varianza, §°, se define como la media de las diferencias cuadraticas de n

n

, . e , 1 —\2
puntuaciones con respecto a su media aritmética, es decir §° :—Z(xi—x)
n s

Para datos agrupados en tablas, usando las notaciones establecidas en los



n

. . . -~ 1 —\2
capitulos anteriores, la varianza se puede escribir como SZZ—Z(xi—x) n,
n o

Una formula equivalente para el calculo de la varianza esta basada en lo siguiente:

1 .-;
o2 " i — 2

= ; » LB — )
Hd ':h'=1
1 T

= N THwE _Dpomami

- AL g T W

—— -

ﬂ'i=1
1 B 1 R L]

L v =2 PR B e TP 1 _a
= —» @ —2x — Y I®x)l4+—nx
PO R PR A LAl Y
L M [ M 1

i=1 —
. .
=T
1 T T

I
I
&N'
|
b
s
+
!
I
I
X
|
!

Si los datos estan agrupados en tablas, es evidente que

k
1 _
s? = E gin; -5
=1

La varianza no tiene la misma magnitud que las observaciones (ej. si las
observaciones se miden en metros, la varianza lo hace en m?). Si queremos que la
medida de dispersion sea de la misma dimensionalidad que las observaciones
bastara con tomar su raiz cuadrada. Por ello se define la desviacion tipica, &,
como

S =82



Ejemplo
Calcular la varianza y desviacion estandar de las siguientes dias
diarrea por animal que se presentaron en animales que estan en el
perdid critico (primeras 3 semanas de vida):
3,3,4,4,5 dias

Solucién: Para calcular dichas medidas de dispersién es necesario calcular
previamente el valor con respecto al cual vamos a calcular las diferencias. Esta es
la media:

Yo (3+3+4+4+5):3.8dz'as

La varianza es:
2 1< 2 —2 1 2 2 2 2 2 ,
5= x% -x :5(3 +3% +4% +4% +5%)-3.8 = 0.56dias
niq

siendo la desviacion tipica su raiz cuadrada:

S =+/8% =/0.6 =.748dias

Las siguientes propiedades de la varianza (respectivamente, desviacion tipica) son
importantes a la hora de hacer un cambio de origen y escala a una variable. En
primer lugar, la varianza (respuesta Desviacion tipica) no se ve afectada si al
conjunto de valores de la variable se le afade una constante. Si ademas cada
observacion es multiplicada por otra constante, en este caso la varianza cambia
en relacién al cuadrado de la constante (respuesta. La desviacion tipica cambia en
relacion al valor absoluto de la constante). Esto queda precisado en la siguiente

proposicion:

Proposicion

Si Y =ax+b entonces §°y=a’5°x

Demostracion



Para cada observacion x; de X, i=1,...,n, tenemos una observacion de Y que es
por definicion Y; = ax; + b. Por la proposicion 2.1, se tiene que Y =ax+b. Por

tanto, la varianza de Y es

oz
oY

Observacion
Las consecuencias del anterior resultado eran de esperar: Si los resultados
de una medida son trasladados una cantidad b, la dispersién de los mismos no
aumenta. Si estos mismos datos se multiplican por una cantidad a <1, el resultado
tendera a concentrarse alrededor de su media (menor varianza). Si por el contrario

a>1 habra mayor dispersion.
Otra propiedad fundamental de la varianza es la siguiente:

Proposicion
Dados r grupos, cada uno de ellos formado por n; observaciones de media

x, y de varianzas ;. Entonces la varianza, §°, del conjunto de todas las n=n+...+
N, observaciones vale
1 1
2 = _ =2
8§ = Hzﬂx3,2+ ;Zﬂi{-’ﬁi—ﬂ?}
=1 i=1
Demostracion

Dicho de otro modo, pretendemos demostrar que la varianza total es igual a

la media de las varianzas mas la varianza de las medias. Comenzamos denotando
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mediante x; la observacion j-ésima en el i-eésimo grupo, donde i=1,...,ry j= 1,...,n.

Entonces
1 T
e - NN .. _m\E
o - S S kg o)
=1 =1
- T T
1l == . . .
= % A . —FliLiF — 71
ﬁ/'_.f’_.l‘-.t; EF LI S | /1
=1 j=1
4 T TH r T . T
1 == .o | e T . - T _ 1 = . ..
= — % M ip. =TV L2 (F.7VY (=T VL — Y m. (7 —F)°
ﬁL.af_.a‘-.‘J' LT LAt F A\ ‘.\"ﬂL..-"'-.‘ !
=1 j=1 =1 =i =1
—
-
=ij
4 T 4 T
1 2 1 — 2
— E S +0+ — E (ZF:i—7)
i=1 =1
Observacion

Ademas de las propiedades que hemos demostrado sobre la

varianza (y por tanto sobre la desviacion tipica), sera conveniente

tener siempre en mente otras que enunciamos a continuacion:

Ambas son sensibles a la variacion de cada una de las puntuaciones, es
decir, si una puntuacion cambia, cambia con ella la varianza. La razén es
que si miramos su definicion, la varianza es funcion de cada una de las
puntuaciones.

Si se calculan a través de los datos agrupados en una tabla, dependen de
los intervalos elegidos. Es decir, cometemos cierto error en el calculo de la
varianza cuando los datos han sido resumidos en una tabla estadistica
mediante intervalos, en lugar de haber sido calculados directamente como
datos no agrupados. Este error no sera importante si la eleccion del numero
de intervalos, amplitud y limites de los mismos ha sido adecuada.

La desviacion tipica tiene la propiedad de que en el intervalo

F-28,7+28) WzLas



se encuentra, al menos, el 75% de las observaciones . Incluso si tenemos
muchos datos y estos provienen de una distribucion normal (se definira este

concepto mas adelante), podremos llegar al 95%.

« No es recomendable el uso de ellas, cuando tampoco lo sea el de la media

como medida de tendencia central.
Método abreviado para el calculo de la varianza

Si una variable X toma unos valores para los cuales las operaciones de
calculo de media y varianza son tediosas, podemos realizar los calculos sobre una

variable Z definida como

X — s
L1}

7
£i
43

Una vez que han sido calculadas X y§°., obtenemos Xy §°. teniendo en cuenta
que:

T=az+ g
X=aZ+1rg =
Sk =S}

Grados de libertad

Los grados de libertad de un estadistico calculado sobre n datos se refieren
al numero de cantidades independientes que se necesitan en su calculo, menos el
numero de restricciones que ligan a las observaciones y el estadistico. Es decir,

normalmente n-1.

llustrémoslo con un ejemplo. Consideramos una serie de valores de una variable,

Ty~ 2151 T19112

que han sido tomados de forma independiente.



Su media es X =7y se ha calculado a partir de las n=5 observaciones

independientes x;, que estan ligadas a la media por la relacion:

1
F=— :
O
Luego el numero de grados de libertad de la media es n-1=4.

Si calculamos a continuacion la varianza, se han de sumar n cantidades

(2. — 72
L rl

T
Sin embargo esas cantidades no son totalmente independientes, pues estan

ligadas por una restriccion:

Y (ei— D =) /n)=0

=1 i=1

El numero de grados de libertad del estadistico es el nUmero de observaciones
de la variable menos el numero de restricciones que verifican, asi que en este
caso, los grados de libertad de la varianza sobre los n=5 datos son también n-1
=4,

Un principio general de la teoria matematica nos dice que si pretendemos calcular
de modo aproximado la varianza de una poblacién a partir de la varianza de una
muestra suya, se tiene que el error cometido es generalmente mas pequeno, si en
vez de considerar como estimacion de la varianza de la poblacién, a la varianza

muestral

consideramos lo que se denomina cuasivarianza muestral, §°que se calcula
como la anterior, pero cambiando el denominador por el numero de grados de
libertad, n-1:



Coeficiente de variacion

Hemos visto que las medidas de centralizacion y dispersion nos dan
informacion sobre una muestra. Nos podemos preguntar si tiene sentido usar
estas magnitudes para comparar dos poblaciones. Por ejemplo, si nos piden
comparar la dispersidon de los pesos de las poblaciones de vacas de dos establos

diferentes, & nos dara informacion util.

¢ Pero qué ocurre si lo que comparamos es la altura de unas vacas con
respecto a su peso? Tanto la media como la desviacion tipica, X yd , se expresan
en las mismas unidades que la variable. Por ejemplo, en la variable altura
podemos usar como unidad de longitud el metro y en la variable peso, el
kilogramo. Comparar una desviacion (con respecto a la media) medida en metros

con otra en kilogramos no tiene ningun sentido.

El problema no deriva s6lo de que una de las medidas sea de longitud y la
otra sea de masa. El mismo problema se plantea si medimos cierta cantidad, por
ejemplo la masa, de dos poblaciones, pero con distintas unidades. Este es el caso
en que comparamos el peso en kilogramos de una poblacion de 100 vacas con el

correspondiente en miligramos de una poblacion de 50 garrapatas.

El problema no se resuelve tomando las mismas escalas para ambas poblaciones.
Por ejemplo, se nos puede ocurrir medir a las hormigas con las mismas unidades
que las vacas (kilogramos). Si la ingenieria genética no nos sorprende con alguna
barbaridad, lo l6gico es que la dispersion de la variable peso de las garrapatas sea
practicamente nula (jAunque haya algunas que sean 100 veces mayores que

otras!)

En los dos primeros casos mencionados anteriormente, el problema viene de la

dimensionalidad de las variables, y en el tercero de la diferencia enorme entre las



medias de ambas poblaciones. El coeficiente de variacion es lo que nos permite
evitar estos problemas, pues elimina la dimensionalidad de las variables y tiene en
cuenta la proporcion existente entre medias y desviacion tipica. Se define del

siguiente modo:

[

V==

P
e () 'y
T

Basta dar una rapida mirada a la definicion del coeficiente de variacion, para

ver que las siguientes consideraciones deben ser tenidas en cuenta:

e Soélo se debe calcular para variables con todos los valores positivos. Todo
indice de variabilidad es esencialmente no negativo. Las observaciones
pueden ser positivas o nulas, pero su variabilidad debe ser siempre
positiva. De ahi que s6lo debemos trabajar con variables positivas, para la
que tenemos con seguridad que X)0.

« No es invariante ante cambios de origen. Es decir, si a los resultados de
una medida le sumamos una cantidad positiva, b>0, para tener Y=X+b,
entonces, CVy < CVx ya que la desviacion tipica no es sensible ante

cambios de origen, pero si la media. Lo contrario ocurre si restamos (b<0).

Sy Sx _ Sx

CVy = —
¥

o Es invariante a cambios de escala. Si multiplicamos X por una constante a,

para obtener ¥ =a X' | entonces

SY Sa X _

ﬂvr:? aT

&Sx _



Observacion

Es importante destacar que los coefientes de variacion sirven para
comparar las variabilidades de dos conjuntos de valores (muestras o poblaciones),

mientras que si deseamos comparar a dos individuos de cada uno de esos

conjuntos, es necesario usar los valores tipificados.

Ejemplo

Dada las ocasiones que se detecto antibidtico en la leche de un establo de 100

animales, obtener:

1. La variable tipificada Z.
2. Valores de la media y varianza de Z.

3. Coeficiente de variacion de Z.

Numero de ocasiones que se detecto

Antibidtico en la leche de un establo

Num. De vacas

0--4 47
4--10 32
10 -- 20 17
20 -- 40 4

100

Solucion:
Para calcular la variable tipificada

X-Z
Sx ’

Z =

partimos de los datos del enunciado. Sera necesario calcular en
primer lugar la media y desviacién tipica de la variable original

(X= numero de ocasiones que se detecta antibiético en leche).




lia =1 | X ni|xini| x?n
0--4 |2 47 94 | 188
4--10 |7 32 224 |1.568
10--20 15| 17 |255|3.825
20 --40 |30 4 120 [3.600
n=100 |693 (9.181
G003
Z = 220 — 6,03 afios
100
_n 181 . . __ _ . .
ME = — b U4 = 43 7X anng al rmadradon
X 1 ki Wy PR TSRS I RAemRRReees
L
Sx = 1/43,78 = 6,6 afios

A partir de estos valores podremos calcular los valores tipificados para las marcas

de clase de cada intervalo y construir su distribucion de frecuencias:

2-6,93
2 = —— =-0,745
! 6,6
7—6,93
7 = —2 =,011
2 6,6
15 -6, 93
29 = ———=1,22
3 6,6
30 -6,93
2w o= — 27 -3 486
! 6,6
Zi Nn; Zi N Z,'2 n;
-0,745| 47 |-35,015| 26,086
0011 | 32 [ 0352 | 0,004
1,220 17 20,720 | 25,303
3,486 4 13,944 | 48,609




| n=100| 0,021 (100,002

F o= 1777 emai)
- Thn ™
ERILE
4 S
7 LU, Vs _
M = =0 =1
& 1M =
AU
- —
M = W1 =1

A pesar de que no se debe calcular el coeficiente de variacion sobre variables que
presenten valores negativos (y Z los presenta), lo calculamos con objeto de ilustrar

el porqué:

&

YV = - =
L= =

=
_—k

Nll
oo =

Es decir, el coeficiente de variacibn no debe usarse nunca con variables

tipificadas.



DISTRIBUCION t DE STUDENT

La mayoria de las veces no se tiene la suerte suficiente como para conocer la
varianza de la poblacidon de la cual se seleccionan las muestras aleatorias. Para
muestras de tamafio n >30 se proporciona una buena estimacion de o’ al
calcular un valor de S2.
Si el tamafio muestral es pequefio, los valores de S? fluctiian considerablemente
de muestra a muestra y la distribucion de la variable aleatoria (X - p) (S/-/n) se
desvia en forma apreciable de una distribucién normal estandar. Ahora se esta
tratando con la distribucion de un estadistico que recibe el nombre de T, donde,

X -p

S/

al derivar la distribucion muestral de T, se asumira que la muestra aleatoria se

selecciond de una poblacion normal. Se puede expresar entonces:

I IR
Js? 162 WV itn-1)

donde:
X—p
7 =
c/n
tiene la distribucion normal estandar, y
- (n— lz)S
(o)

Tiene una distribucion Ji cuadrada con V = n — 1 grados de libertad. Al muestrear
poblaciones normales, puede demostrarse que_X y S? son independientes y en
consecuencia lo son Z y V. Ahora ya se esta en posibilidad de obtener la
distribucién T.

La distribucion de T se publicd por primera vez en 1908 en un trabajo de W. S.
Gosset. En esa época Gosset era empleado de una cerveceria irlandesa que
desaprobaba la publicacién de trabajos de investigacion de sus trabajadores. Para
evadir esta restriccion Gosset publicé su trabajo en secreto con el seudonimo de
“Student”, en consecuencia, a la distribucion de T usualmente se le llama

distribucion de t de “Student’, o simplemente distribucién de t. Al derivar la



ecuacion de esta distribucion, Gosset asumié que las muestras se seleccionaban
de una poblacion normal. A pesar que esto pareceria una suposicion restrictiva
puede demostrarse que las poblaciones no normales que poseen distribuciones en
forma de campana proporcionan valores de T que se aproximan mucho a la
distribucion de t.

La distribucion de T se asemeja a la distribucion de Z en que ambas son
simétricas alrededor de una media cero. Ambas distribuciones tienen forma de
campana, pero la distribucién de t varia mas, debido a que el hecho de que los
valores de T dependen de los valores de dos cantidades, X y S? mientras los
valores de Z dependen unicamente de los cambios de-X de muestra a muestra.
La distribucion de T difiere de la de Z en que la varianza de la primera depende de
la varianza de n y siempre es mayor que 1. Soélo cuando el tamafio muestral es
n — o las dos distribuciones son iguales.

La probabilidad de que una muestra aleatoria produzca un valor t = (X -
w /(o /\/I/T) que caiga entre los dos valores cualesquiera especificados es igual al

area bajo la curva de la distribucidn t entre las dos ordenadas correspondientes a
los valores especificados. Seria una tarea tediosa el intentar hacer tablas
separadas que dieran las areas entra cada par de ordenadas posible para todos

los valores paran <30 (Walpole y Myers, 1998)

Distribucion tde Student

La distribucion t-Student se construye como un cociente entre una normal y la raiz
de una X’independientes. De modo preciso, llamamos distribucion t-Student

con n grados de libertad, 7, ala de unav.a. T,

T=L*\-+t
1

3
EXH




X—p
T= g ~aty,
1 & (x,-;;,)*
tot
La funcién de densidad de i 1“es
nl
Py (L)
=27 (142
fr(z) F(E]\fﬂ_ﬂ( n) Vte R

Figura: Funcion de densidad de una tde Student
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La distribucion tde Student tiene propiedades parecidas a N (0,1):

« Es de media cero, y simétrica con respecto a la misma;
e« Es algo mas dispersa que la normal, pero la varianza decrece hasta 1

cuando el numero de grados de libertad aumenta;



t N

Figura: Comparacién entre las funciones de densidad de y

11
=3

=
St

e Para un numero alto de grados de libertad se puede aproximar la

distribucion de Student por la normal, es decir,

t, =F N(0,1)

Figura: Cuando aumentan los grados de libertad, la distribucion de Student
se aproxima a la distribuciéon normal tipificada.
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o Para calcular

DIT < #] = Frlf) id £l ) iri P(ﬂﬁl} i"r i?ﬂ'i_n .
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en lugar de considerar una primitiva de esa funcién y determinar la integral

definida, buscaremos el resultado aproximado en una tabla de la distribucion ¢,.

Intervalo para la media

Como hemos mencionado, los casos anteriores se presentaran poco en la

practica, ya que lo usual es que sobre una poblacién quizas podamos conocer si
se distribuye normalmente, pero el valor exacto de los pardmetros p y o*no son

conocidos. De ahi nuestro interés en buscar intervalos de confianza para ellos.

El problema que tenemos en este caso es mas complicado que el anterior, pues
no es tan sencillo eliminar los dos parametros a la vez. Para ello nos vamos a

ayudar de lo siguiente:



y que ademas estas dos ultimas distribuciones son independientes. A partir de

estas relaciones podemos construir una distribucion t de Student con n-1 grados

de libertad.

Figura: La distribucion t, es algo diferente a N (0,1)
cuando n es pequeio, pero conforme éste aumenta,
ambas distribuciones se aproximan.

regldn de coalidinsd
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Simplificando la expresidn anterior tenemos:

X —
T =

NG

~ tn_1

Dado el nivel de significacion 1 - a buscamos en una tabla de t, — 1 el percentil

100- (1 —ex/2) t, 44_
H ﬂ’!z, el cual deja por encima de si la cantidad a/2de la
masa de probabllldad Por simetria de la distribucion de Student se tiene que

t'l'l—, 2=_tﬂ—,— 2
1af Ll—af . luego

Figura: La distribucion de Student tiene las mismas propiedades
de simetria que la normal tipificada.



regidén de confianza

Plla1>th1,1-apnl=%
<= Pl|Ta-1| <tnr1apl=1-a
PlTp-1 < —ty_1,1-a] =&

El intervalo de confianza se obtiene a partir del siguiente calculo:

[X — 4l
| Tac1l €tati—app = F— Sta11-an

Sivn ~
= |Xmed—p|<t, 11 a- S/vn

Es decir, el intervalo de confianza al nivel 1 - o para la esperanza de una

distribucion gaussiana cuando sus parametros son desconocidos es:

B = f:l:tn—l,l—afﬂ - %



Figura: Intervalo de confianza para p cuando @*es desconocido
(caso general).

. . , , M
Al igual que en el caso del calculo del intervalo de confianza para = cuando o”es
conocido, podemos en el caso azdesconocido, utilizar la funcién de verosimilitud

para representarlo geométricamente. En este caso se usa la notacion:

-'tafﬂ = - tﬂ—l,l—a;’ﬂ -

Tig2 = T +tﬂ—1,1—al.|'2 :

oo

Ejemplo
Se requiere encontrar intervalo de confianza a un nivel de significancia de
0.05 para el consumo de alimento promedio en conejos de raza Nueva
Zelanda de una granja cunicula. Solo se sabe que el consumo de alimento
es una variable aleatoria X de distribuciéon normal, para esto se tiene una
muestra de 25 conejos y se obtiene:

x=170gr

S=10gr



Solucién:
En primer lugar, en estadistica inferencial, los estadisticos para medir la dispersion

mas convenientes son los insesgados. Por ello vamos a dejar de lado la

desviacion tipica muestral, para utilizar la cuasidesviacion tipica:
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Si queremos estimar un intervalo de confianza parapu, es conveniente utilizar el

estadistico

y tomar como intervalo de confianza aquella region en la que
ITI < tﬂ—l:l—ajﬂ

es decir,
10,206 _ 170+ 4,204

170 —
70 a Etﬂiﬂgﬂ?ﬁ =2,0Ei=bp=1?ﬂ:l:2,ﬂﬁ 5

10,206

/25
o dicho de forma mas precisa: Con un nivel de confianza del 95% podemos decir

que la media poblacional esta en el intervalo siguiente
u € [165,796; 174,204]



Figura: Calculo del intervalo de confianza para la media usando
para ello la distribucion de Student y la funcién de verosimilitud
asociada, la cual esta tiene su maximo en ¥, ya que esta
estimacion puntual de p es la maximo verosimil.




Distribucion X
En 1900 Karl Pearson propuso el siguiente estadistico de prueba que es una
funcién de los cuadrados de las desviaciones de los numeros observados con
respecto a sus valores esperados, ponderados por el reciproco de sus valores
esperados.
£ —Emi)]} & [ni- npz
R R

Aunque es una cuestion complicada, se puede demostrar que x? tendra una
distribucion Ji cuadrada en un muestreo repetitivo, para n grande. Se puede
demostrar facilmente este resultado para el caso de K =2. Si k = 2, entonces ny-n
- niypl + p2 = 1. Por lo tanto tiene aproximadamente una distribucion normal
estandar para n grande. Asi para n grande, la X? antes indicada, es
aproximadamente una variable aleatoria X? con un grado de libertad, recordando
que el cuadrado de una variable aleatoria normal estandar tiene una distribucion
X2,

Existen multitud de situaciones en el ambito de la salud animal en el que las
variables de interés, las cuales no pueden cuantificarse mediante cantidades
numeéricas, entre las que el investigador esté interesado en determinar posibles
relaciones. En este caso tendriamos, a lo sumo, las observaciones agrupadas en
forma de frecuencia, dependiendo de las modalidades que presente cada
individuo en cada una de las variables, por los que los métodos estudiados en

otras ocasiones no serian aplicables.

El objetivo de este tema es el estudio de este tipo de cuestiones en relacion con
las variables cualitativas (y también v.a. discretas o continuas agrupadas en
intervalo). Estos son los contrastes asociados con el estadistico X*. En general
este tipo de tests consisten en tomar una muestra y observar si hay diferencia
significativa entre las frecuencias observadas y las especificadas por la ley tedrica

del modelo que se contrasta, también denominadas "“frecuencias esperadas".

Sin embargo, aunque éste sea el aspecto mas conocido, el uso del test X’ no se

limita al estudio de variables cualitativas. Podriamos decir que existen tres



aplicaciones basicas en el uso de este test, y cuyo desarrollo veremos en el

transcurso de este capitulo:
Tres son los temas que abordaremos de esta manera:

Test de ajuste de distribuciones:
Es un contraste de significacion para saber si los datos de una muestra son
conformes a una ley de distribucién tedrica que sospechamos que es la
correcta.

Test de homogeneidad de varias muestras cualitativas:
Sirve para contrastar la igualdad de procedencia de un conjunto de

muestras de tipo cualitativo.

Test para tablas de contingencia:
Es un contraste para determinar la dependencia o independencia de

caracteres cualitativos.

El estadistico X’y su distribucion

Sea X una v.a. cuyo rango son los valores i = 1, 2, 3.... K, de modo que p; es la

probabilidad de cada valor;

(1 =5 PX=1=m
2—#?:’[}(:2]:?3

X S i = 'P[_X =i]=pi

.. k= PIX=k]l=pm

Este tipo de v.a. puede corresponder a variables ya estudiadas como es el caso

de la distribucién Binomial
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pero nosotros vamos a usarla para v.a. mas generales. Supongamos que el
resultado de un experimento aleatorio es una clase ¢y, ¢y, ..., ¢k Cii = 1...K), que
puede representar valores cualitativos, discretos o bien intervalos para variables
continuas. Sea p; la probabilidad de que el resultado del experimento sea la clase
¢i. Vamos a considerar contrastes cuyo objetivo es comprobar si ciertos valores

pl, propuestos para las cantidades p; son correctas o no, en funcion de los
resultados experimentales

, p1=p] ¥
.| 2P Y
Hy : Los p? son correctos pr = Py
= 4
H, : Alguno de los p? es falso P # ol o bien
g .| P2#P8  obien
1 -
X Pr # Py

Mediante muestreo aleatorio simple, se toma una muestra de tamano n y se
obtienen a partir de ella unas frecuencias observadas de cada clase que
01 01 ok

representamos mediante



Clase |Frec. Abs.
Ci CJ"
C1 01
Co 02
Ck """

Supongamos que la hipdtesis nula es cierta. Al ser p=p’ la proporcion de
elementos de la clase c; en la poblacién, el numero de individuos de que presentan
esta modalidad al tomar una muestra de tamafio n, es una v.a. de distribucion

binomial, B (n, Pi°). Por tanto la frecuencia esperada de individuos de esa clase es

Ei=n-p! Vi=12,...k

K b
Y E&i=n-) pl=n
=1

i=1

Obsérvese que a diferencia de las cantidades O,, que son las frecuencias que

realmente se obtienen en una muestra, las frecuencias esperadas no tienen por
que ser numeros enteros. De cualquier modo, bajo la suposicién de que Hp es

cierta cabe esperar que las diferencias entre las cantidades €, y O; sea

pequena.

Pearson propuso el estadistico



=
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El cual, siguiendo la linea de razonamiento anterior debe tomar valores pequefos
si Hyp es cierta. Si al tomar una muestra, su valor es grande eso pone en evidencia

que la hipétesis inicial es probablemente falsa. Para decidir cuando los valores de
X? son grandes es necesario conocer su ley de probabilidad. Se tiene entonces

el siguiente resultado
Teorema

Ley asintdtica para X* , so al hipotesis es cierta, entonces X*> se distribuye

aproximadamente como

k . 2
) (Oi—-€i) - 2
X :; ei > Ky

Donde el numero de grados de libertad depende de:
El numero de K, de clases usadas;

El numero de parametros estimados a partir de la muestra para calcular los <.

Por ejemplo si todas las cantidades p; son especificadas desde p=o.

El numero de relaciones o condiciones impuestas a los i. Por ejemplo si la Unica

k
condicion sobre los €. es: z ei=1 entonces h=1.
i=1

. ‘s . . 1
La aproximacién mejora cuando n es grande y los pi son cercanos a 5



Como solo son los valores grandes de X* los que nos llevan a rechazar Ho, la

region critica es:

Figura: Region critica (sombreada) para un contraste con el
estadistico X°.
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Observacion

A pesar de que el contraste parece ser bilateral al ver la expresion de la relacion,
la forma de €, nos indica que el contraste es unilateral: S6lo podemos saber si
existe desajuste entre los esperado y lo observado, pero no podemos contrastar
hipotesis alternativas del tipo “"p; mayor que cierto valor".

Observacion

Obsérvese que en realidad X’ no es una variable aleatoria continua: Los posibles
resultados de la muestra se resumen en las cantidades O4, O, ..., Ok, que

unicamente toman valores discretos. Luego las cantidades

szp(c}llozr' == E}k)

s6lo puede tomar un numero finito de valores distintos (aunque sean cantidades
con decimales). Por tanto su distribucidn no es continua. Luego al realizar la
aproximacion mencionada hay que precisar en qué condiciones el error cometido
es pequefo. De modo aproximado podemos enunciar el siguiente criterio que

recuerda al de la aproximacion binomial por la distribuciéon normal:

n>30;



Ei=n-p;>5 i=1,...,k
para todo

Sin embargo esta regla resulta demasiado estricta a la hora de aplicarla en la
practica. Se utiliza entonces una regla mas flexible y que no sacrifica demasiada

precision con respecto a la anterior:

£,
Para ninguna clase ocurre que

= i -

-~ 1
oy AL

E=n-p;>5 . .
para casi todos los i= 1.... K., salvo a lo sumo un 20% de

ellos.
Si a pesar de todo, estas condiciones no son verificadas, es necesario agrupar las
clases que tengan menos elementos con sus adyacentes.

Observacion

El lector puede considerar los contrastes con el estadistico X* como una
generalizacion del contraste de proporciones. Para ello le invitamos a estudiar el
siguiente ejemplo.
Ejemplo
Se desea saber si cierta enfermedad afecta del mismo modo a los cabritos
machos que a las hembras. Para ello se considera una muestra de n = 618
individuos que padecen la enfermedad, y se observa que 341 son machos y el

resto son hembras. ;Qué conclusiones se obtiene de ello?
Solucioén:

El contraste a realizar se puede plantear de dos formas que después veremos que

son equivalentes:

Contraste de una proporcién:
Si p es el porcentaje de machos en la poblacién de enfermos, podemos

considerar el contraste:
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De la muestra obtenemos la siguiente estimacion puntual del porcentaje de
enfermos de machos:

2A1 fR1R =10 ER1TR
L O AT Uy R L

i o—
=
Para ver si esto es un valor “‘coherente" con la hipotesis nula, calculemos

la significatividad del contraste:

Por otro lado,

_0,55178— 0,5

Z. =
<P /0,5 % 0,5/60

= 2,574

Como el contraste es de tipo bilateral, la significatividad del contraste es

(buscando en la tabla de la distribucion normal):

Pl|Z] > 2,574 =2 - P[Z > 2,574 =2 %0, 005 = 1% < 5%

Lo que nos indica que se ha de rechazar la hipotesis nula y aceptar la hipotesis
alternativa, es decir, afirmamos que existe una evidencia significativa a favor de la

hipotesis de que la enfermedad no afecta por igual a machos y hembras.

Contraste con el estadistico X?*:



En este caso planteamos el contraste:

Ho : pmachos=% 'y
p hembras = %
H1 p hembras = %2 o bien

P hembras = 2

Para resolverlo escribimos en una tabla los frecuencias muestrales observadas de
machos y hembras, junto a los valores esperados en el caso de que la hipotesis

nula fuese cierta:

frecuencias | frecuencias
observadas esperadas diferencia
O; & O =& | (0: =& /€
Machos 341 618 x 1/2 = 309 9 32%/309
Hembras | 277 618 x 1/2 = 309 9 (-32)%/309
618 618 0 6,63

Consideremos entonces el estadistico

k 9
0; - & ]
I R TR TP RUETY
=1

donde:

e k=2es el numero de modalidades posibles que toma la variable sexo:

machos y hembras;



e p=0 es el numero de parametros estimados;
e« h=1 es el numeros de restricciones impuestas a los valores
esperados. Solo hay una (que es habitual), que consiste en que el

numero esperado de enfermos entre machos y hembras es 60.

El estadistico calculado sobre la muestra ofrece el valor experimental:

X2p = 6,63

que es el percentil 99 de la distribucion X/ . De nuevo se obtiene que la

significatividad del contraste es del 1%<5%.

En conclusién, con los dos métodos llegamos a que hay una fuerte evidencia en
contra de que hay el mismo porcentaje de machos y hembras que padecen la
enfermedad. La ventaja de la ultima forma de plantear el contraste (diferencia
entre frecuencias observadas y esperadas) es que la técnica se puede aplicar a

casos mas generales que variables dicotomicas.

Observacion

Hay una férmula alternativa para el calculo de X* cuya expresion es mas facil de

utilizar cuando realizamos calculos:

Proposicién

k
o3
o=y G

=1

Demostracion
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Distribuciéon X con un grado de libertad

Z~»N (0,1)

Si consideramos una v.a.

, la v.a. X=2? se distribuye segun una ley de

probabilidad distribucién X’con un grado de libertad, lo que se representa

como

X~ay ?

Si tenemos n v.a. independientes, la suma de sus cuadrados respectivos es una

distribucién que denominaremos ley de distribucién X’con n grados de

libertad, X’ .

{ZYL N (0,1) = ) ZPox T}

=1

La media y varianza de esta variable son respectivamente:



=

1-1
B
e

y su funcién de densidad es:

0 siz € (—o0,0]
felz) = 1 -

mxi_lﬂ_i gl z € (0, 00)

Los percentiles de esta distribucion que aparecen con mas frecuencia en la

practica los podemos encontrar en la tabla 5.

Figura: Funcion de densidad de X para valores
pequenos de n.

T T 1 T T T
oJ cuRdrado con 1 gredode libered ——
J cuadrado con 2 grades de liberad ——
o cusdrado con d grades de liberad --—--
o Cusirado con 4 grades de liberad ——




Figura: Funcion de densidad de X para valores grandes
de n.

Ji cuadrado cen 15 grados de libsriad ——
a0s - Ji cuadmdo con 2 grados de liberad —--
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En consecuencia, si tenemos X1..... Xn, v.a. independientes, donde cada

XpoN (4, 02)
, se tiene

Observacion
La ley de distribucion X’ muestra su importancia cuando queremos determinar la

variabilidad (sin signo) de cantidades que se distribuyen en torno a un valor central

siguiendo un mecanismo normal. Como ilustracion tenemos el siguiente ejemplo:



Ejemplo
Un instrumento para medir el nivel de inmunoglobulinas en calostro, ofrece
resultados bastantes aproximados con la realidad, aunque existe cierta cantidad

de error eque se distribuye de modo normal con media 0 y desviacion tipica ¢ = 2

Se realizan mediciones de los niveles de inmunoglobulinas dados por el
instrumento en un grupo de n=100 calostro extraido de 100 vacas. Nos interesa
medir la cantidad de error que se acumula en las mediciones de todas las vacas.
Podemos plantear varias estrategias para medir los errores acumulados. Entre

ellas destacamos las siguientes:

1. Definimos el error acumulado en las mediciones de todas las vacas como

B,y =Z'Ei
=1

¢, Cual es el valor esperado para E4?
2. Definimos el error acumulado como la suma de los cuadrados de todos los

errores (cantidades positivas):

Eo =i£f
=1

¢, Cual es el valor esperado para E;?



A la vista de los resultados, cual de las dos cantidades, E; y E;, le parece mas

conveniente utilizar en una estimacion del error cometido por un instrumento.
Solucién:

Suponiendo que todas las mediciones son independientes, se tiene que

De este modo, el valor esperado para E; es 0, es decir, que los errores ¢;van a
, LB
tender a compensarse entre unas vacas y otras. Obsérvese que si  no fuese

conocido a priori, podriamos utilizar E4, para obtener una aproximacion de
E,
F-s _—
o T
Sin embargo, el resultado E1 no nos indica en qué medida hay mayor o menor
dispersion en los errores con respecto al 0. En cuanto a E; podemos afirmar lo

siguiente:

m=Sid=o 3 () = 1G) +ot (5)] = Bl =net <
=1 =1 —— ——

En este caso los errores no se compensan entre si, y si a*no fuese conocido,

podria ser estimado" de modo aproximado mediante

azpsEz

n



[
Sin embargo, no obtenemos ninguna informacion con respecto a .

JE

s , ape . Lol
En conclusién, Eq podria ser utilizado para calcular de modo aproximado ,y E>
para calcular de modo aproximado ¢®. Las dos cantidades tienen interés, y
ninguna lo tiene mas que la otra, pues ambas formas de medir el error nos aportan

informacion.

El siguiente resultado sera de importancia mas adelante. Nos afirma que la media
de distribuciones normales independientes es normal pero con menor varianza y
relaciona los grados de libertad de una v.a. con distribucion X*, con los de un

estadistico como la varianza.
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