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Este trabajo trata sobre el sistema de ecuaciones lineales de Yule-
Walker en el andlisis de procesos autorregresivos. Dado un polinomio
complejo p(z) que satisface p(0) = 1, se determina la correspondiente ma-
triz de Yule-Walker M () del sistema asociado a ¢, y el principal resultado
el trabajo consiste en obtener una férmula explicita para el determinante
de M(p) en terminos de las raices de ¢(z). Tal resultado produce el
siguiente criterio para la no singularidad de M (y): La matriz M(p) es
invertible si, y sélo si, el producto de dos raices ¢ es siempre distinto de
1; esta propiedad implica que el sistema de ecuaciones de Yule-Walker
asociado con un polinomio causal tiene una tnica soluciéon. La forma en
que este resultado se utiliza de manera implicita en la litertura se discute

brevemente.
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This work concerns the Yule-Walker system of linear equations arising
in the study of autoregressive processes. Given a complex polynomial ()
satisfying ¢(0) = 1, the matrix M (¢) of the Yule-Walker system associated
with ¢ is determined and the main result of this work establishes an explicit
formula for the determinant of M(p) in terms of the roots of ¢(z). Such
a result renders the following criterion for the non-singularity of M (¢):
The matrix M (y) is invertible if and only if the product of two roots of
p is always different form 1, a property that yields that the Yule-Walker
system associated with a causal polynomial has a unique solution. The
way in which this result is implicitly used in the time series literature is

briefly discussed.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El presente trabajo se ubica en un area conocida como el “andlisis de series de
tiempo”, y particularmente trata sobre la idea de una serie estacionaria de segundo
orden, un concepto que se discutird mas adelante. En el estudio de dichas series la
nocién de funcién de autocovarianza desempena un papel central, especialmente con
relacion al problema de prondsticos, asi que determinar dicha funcién es un problema
de extrema importancia. Para una amplia clase de procesos estacionarios, concre-
tamente, la familia de procesos ARMA, la funcién de autocovarianza se determina
mediante un procedimiento recursivo, cuya primera etapa consite en resolver un sis-
tema de ecuaciones lineales, denominado sistema de Yule-Walker; el propdsito central
de este trabajo es establecer que dicho sistema tiene una solucion tunica, esto es que
su matriz de coeficientes es no singular. En este capitulo se hace una descripcion del
contexto béasico en que se desarrolla este trabajo, se describe el principal problema
que se estudiara, y se presenta una vision general de la organizacién del material

subsecuente.

1.1. Series Estacionarias

De manera intuitiva, una series de tiempo es una sucesioén { X; } de variables aleato-
rias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, donde la variable aleatoria X,
se interpreta como una observacién que se realiza en el tiempo ¢, el cual, para el

caso considerado, puede variar en un subconjunto de los niimeros enteros. El rasgo



fundamental de la sucesiéon {X;} es que, en contraste con el supuesto cominmente
adoptado en la teoria estadistica cldsica (Borovkov, 1999, Dudewicz y Mishra, 1998,
Shao, 2010, Wackerly et. al., 2009), no se supone la independencia de las variables
Xy, ni que éstas tengan la misma distribucién 6 caracteristicas que permiten incluir
en el estudio una gran variedad de observaciones que surgen en la practica, como
las ventas diarias de un centro comercial, la asistencia semanal a cines, la poblacion
de un pais, o la aparicién de manchas solares (Brockwell y Davis, 1998, Shumway y
Stoffer 2006). Por otro lado, una serie de tiempo {X;} se llama estacionaria cuando,
para todo entero h, las propiedades “fundamentales”de un segmento (X1, Xo, ..., X,,)
son las mismas que las del segmento trasladado (Xiyp, Xpi2,- .., Xpin). Como no se
haran supuestos sobre la distribucion de las variables X;, las propiedades “impor-
tantes”se referiran a los momentos: concretamente, si la serie es estacionaria satisface
los siguientes dos requerimientos:

(i) Todas las variables X; tienen los mismos momentos de primer y segundo orden,

es decir

E[X;] y E[X}] son finitos y no dependen de t.

(ii) El segundo momento de la diferencia X;— X}, es el mismo que el segundo momento
de X, — X1, para todo entero h. Estas dos condiciones son equivalentes a las
propiedades (a) y (b):
(a) E[X;] = pu no depende de t;
(b) Para cada s y t, Cov (X;, X;) estd bien definida y depende sélo de la diferencia
entre s y ¢.

Estas propiedades permiten definir la funcién de autocovarianza asociada a la serie

estacionaria {X;} mediante
v(h) = E[Xen Xy, h=0,4%2,.... (1.1.1)

Para una serie estacionaria, en el sentido definido anteriormente, no es dificil observar

que para cada entero h y cada entero positivo n,

Bl(X1,Xo..., X)] = B[(Xisn, Xown - .- Xoin)']



Var[(Xl, X2 e ,Xn)/] = Var[(X1+h, X2+h e >Xn+h)/]

de manera que los segmentos (X1, Xo ..., X)) v (X144, Xovn ..., Xyin) tienen el mis-
mo valor esperado y la misma matriz de varianza; en este sentido, ambos segmentos
tienen las mismas propiedades “importantes”, y el andlisis de una serie de tiempo
estacionaria estard basado en propiedades de segundo orden. Debido a que si {X;} es
una serie estacionaria, entonces {X; — p} también lo es, en este trabajo se supondré,
sin pérdida de generalidad, que la esperanza de X; es nula. La idea de serie esta-
cionaria es bastante restrictiva y, en general, una de tales series, no es un modelo
razonable para los datos que se observan cominmente en la préactica; sin embargo,
una serie estacionaria es la componente esencial del denominado modelo clasico, el

cual captura una amplia gama de situaciones reales (Brockwell y Davis, 1998).

1.2. El Problema de Pronéstico

El problema fundamental para una serie estacionaria puede describirse como
sigue: Dadas las observaciones X1, ..., X, registradas hasta el tiempo n, determinar
“la mejor”aproximacién para la variable X, 1, que se observard en el tiempo futuro
n + h en términos de los datos disponibles X, ..., X,, el cual se denomina el pro-
blema de pronéstico. Un resultado conocido en la teoria estadistica establece que la
mejor aproximacién a X, 1 en el sentido de minimizar el error cuadratico esperado
es la esperanza condicional ¢(X1,...,X,) = E[X,n|X1, ..., Xy]; sin embargo, al no
conocer la distribucién de {X;}, la funcién g(-) no se puede calcular, y en la teoria
de series de tiempo, la mejor aproximacion que se pretende encontrar es “la mejor

aproximacion lineal basada en los datos observados hasta el momento actual n”:

Q(Xla-"7Xn) :ale_l'""l’aan (122)
donde ay, ..., a, son constantes y
bmﬁ% El(Xpin — (1 X1+ -+ +0,X,))? (1.2.3)
154900

= E[(Xnsn — (@1 X1 + -+ + a,X0))?]. (1.2.4)



tales nimeros a; siempre existen y se expresan solamente en términos de la funcion
de autocovarianza ~y(-); de hecho, ay, ..., a, pueden determinarse por medio de dife-
renciacién (Fulks 1980, Khuri 2002).

En un sentido general, el primer problema de interés en este trabajo se refiere a la
determinacién de la funcion de autocovarianza de una clase especial de procesos esta-
cionarios; como se analizara en el siguiente capitulo, dicha funcién de autocovarianza

permite determinar los prondsticos de las observaciones futuras.

1.3. Proyecciones

Dado que este trabajo involucra la determinacién de las constantes a; en (1.2.2),
las cuales tienen la propiedad de optimalidad en (1.2.4), las ideas bésicas de espacio
vectorial y producto interno son de importancia fundamental en el desarrollo subse-
cuente; para un estudio de estos conceptos en espacios de dimensién finita, vea, por
ejemplo, Graybill (2001), Harville (2008), Hoffman y Kunze (1975) y, particularmente,
Strang (2003). La intuicién del caso de dimensién finita es de gran importancia en el

estudio de series de tiempo, aunque el entorno de trabajo es, naturalmente, el espacio
L*=L*Q,F,P)

de todas las variables aleatorias Y : {2 — R con segundo momento finito, y donde
(Q, F, P) es el espacio de probabilidad donde la serie { X;} estd definida. Este espacio

es de dimensién infinita y el producto interno esta especificado por
(V1,Y2) = EMYa], W,Y; €L,
y la norma correspondiente estd dada por
Y] = (YY) = B[Y?]'2

Con respecto a esta norma, L? es un espacio métrico completo, es decir, toda suce-
sién de Cauchy es convergente (Apostol 1980, Rudin 1984, Royden 2003). Considere
ahora, una sucesién finita Wi, ..., Wy, de variables en L?, y sea W el espacio vectorial

generado por estas variables:

W={eWi+--+e W, | er,09,...,¢, €R}



el cual es un subespacio cerrado de L? (Rudin 1984, Royden 2003). Dado Y € L2,

existe una tunica variable aleatoria P,Y que satisface las siguientes propiedades:
PyYeWw vy |Y-PY| <|IY —w| paratodoweW. (1.3.5)
Estas condiciones son equivalentes a
PyY eW y (PyY,w)=(Y,w), weW. (1.3.6)

(Brockwell y Davis 1998, Strang 2003); debido a la (bi-)linealidad del producto inter-

no, estas condiciones pueden expresarse como
PyY eW v (PWY, W) =(Y W), i=12 ... k. (1.3.7)

La variable Py Y se llaman la proyeccién (ortogonal) de Y sobre W y es una trans-
formacion lineal; la equivalencia de (1.3.5-1.3.7) se conoce teorema de proyeccion. La

siguiente propiedad serd ttil: Si Wy y Wy son dos subespacios de L?, entonces

Wo C W) = PWOPW1 = PW() (138)
A partir de esta discusién es claro que el mejor pronéstico g( X, ..., X,) para X, 11
dadas las observaciones X7, ..., X, es la proyeccion de X, sobre el espacio generado

por Xi,...,X,; compare (1.2.2) y (1.2.4) con (1.3.5).

1.4. EIl Objetivo Principal

Como se verd en el Capitulo 2, la determinacién de prénosticos para una serie
estacionaria involucra directamente a la correspondiente funcién de autocovarianza.
Para una clase de modelos denomindados autorregresivos y de promédios moviles, el
calculo de la funcion de autocovarianza requiere resolver una sistema de ecuaciones
lineales conocido como el sistema de Yule-Walker, y el objetivo central de este tra-
bajo es demostrar que dicho sistema tiene solucién tnica, esto es, que la matriz de
coeficientes es invertible. Para alcanzar esta meta, se determinard una férmula para
el determinante de una matriz de Yule-Walker correspondiente a un proceso ARMA,

y se vera que dicho determinante es diferente de cero.



1.5. La Organizacién

La presentacion de este trabajo ha sido organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, dada una serie de tiempo estacionaria se formulan las ecuaciones

que determinan el prondstico X, en términos de los datos actuales Xi,..., X, vy

h

se encuentra una expresion simple para el correspondiente error de prondstico v,

analizando sus propiedades de monotonicidad y su comportamiento conforme h se
incrementa sin limite.

En el Capitulo 3 se introduce una clase importante de procesos estacionarios que
surgen resolviendo ecuaciones en diferencias, los cuales se denomina procesos auto-
rregresivos y de promedios méviles o, simplemente, procesos ARMA. La variablilidad
de esos procesos se debe a la presencia de una serie denominada ruido blanco, la
cual consiste de variables aleatorias no correlacionadas de varianza comun, y que que
influye en los datos observables de una manera simple, generando un modelo que es
sencillo de analizar, pero lo suficientemente versatil para ser utilizado, ya que la fun-
cién de autocovarianza de cualquier serie estacionaria {Y;} puede aproximarse, tanto
como se desee, por la funcién de autocovarianza de un proceso ARMA adecuadamente
seleccionado. La presentacién incluye una discusién sobre la existencia y unicidad de
procesos ARMA | y finaliza con la introducciéon del concepto de causalidad de un
proceso respecto a un ruido blanco.

En el Capitulo 4 se describe el procedimento de dos fases para determinar la
funcién de autocovarianza de un proceso ARMA |, se formulan las ecuaciones de Yule-
Walker, y se establece la férmula sobre el determinate de la matriz de dicho sistema

en el Teorema 4.4.1.



Capitulo 2

ECUACIONES DE
PRONOSTICO

Dada una serie de tiempo estacionaria, en este capitulo se formulan las ecuaciones
que determinan la mejor aproximacion lineal para una observacién futura en términos
de los datos disponibles, y se encuentra una expresién simple para el correspondiente
error de pronostico. Se analizan dos ideas sobre el comportamiento de los errores
que, desde el punto de vista intuitivo, parece natural esperar que sean validas. El
estudio que se realiza muestra que dichas ideas no son, en general, correctas, pero
un analisis mas profundo muestra que, bajo condiciones adecuadas o después de una
reformulaciéon apropiada, el comportamiento de los errores estda de acuerdo con la

intuicion.

2.1. Formulacion de las Ecuaciones

Dada una serie estacionaria {X;} con funcién de autocovarianza 7(-), en esta
seccién se establecen las ecuaciones para determinar la proyeccion ortogonal de una
variable X, ;, donde h > 0, sobre el espacio generado por las variables Xy,..., X,
donde, por el momento, el entero n es fijo, y £, es el subespacio de L? generado por

las variables X; con 1 <t < n:

L, X,....Xp) =Ly ={aXi+--+a, X, | (ay,...,a,) € R"}. (2.1.1)



Para cualquier variable aleatoria Y con varianza finita, la proyeccién ortogonal de Y

sobre £, se denotard mediante Y
Y =P.Y, (2.1.2)
de manera que Y estd caracterizada por los siguientes requerimientos:
VeLl, v (VX)) = <Y/,Xk>, k=12, . .n; (2.1.3)

vea el Teorema de proyeccion en el capitulo 2 de Brockwell y Davis (1998). En pa-
labras, Y es una combinacién lineal de Xi,...,X,, v los productos internos de Y yY
con X; coinciden, i = 1,2,...,n. Ahora se determinard la forma que estas condiciones
adoptan para el caso en que Y es la variable X, que se observara h unidades después

de haber registrado el valor de X,,; primero, se estudiara el caso h = 1. Observe que

la inclusion X,y € L, significa que X, es una combinacién lineal de X1,..., X,
de manera que existen constantes ¢, 1, n2, ..., Onn tales que

Xn—l—l = ¢n1Xn + ¢n2Xn—1 + -+ ¢nnX1>

o de forma mas compacta,

~

Xn—l—l - Z¢ann+1—j> (214)
j=1

A continuacion, note que la condiciéon de que X, 11 v X,+1 tengan los mismos pro-
) + +
ductos internos con las variables X,, r = 1,2,...,n puede escribirse en términos de

la funcion de autocovarianza:

<Xn+1> Xr> - <Xn+1> Xr>

= <Z ¢ann+1—j>Xr> (215)

J=1
n

= Z¢nj<Xn+1—j>Xr>, r=12,...,n,
j=1
igualdades que equivalen a

f}/(n_l_l—/r’):ZQSnj’y(n—l—l—]—’r’), 7’21,2,...,71.
7=1



Una forma maés conveniente para este sistema se obtiene escribiendo
t=n+1-r;

con esta notacion, cuando r toma cualquier valor entre 1 y n, ¢ también lo hace y el

anterior sistema de ecuaciones se escribe como
n
(i) = E Oy —7g), 1=1,2,...,n.
j=1

Se definird ahora los vectores ~,,, ¢,, € IR" y la matriz T',, de orden n x n mediante

-’}/(1)- -¢n1-
2 n
Tn = f}/( ) ) Pn = ¢: ’ ) r, = [7(2 - j)]i,j:l,z...,n; (216)
(1) | On,n

con esta notacion, las ecuaciones anteriores equivalen a

sistema que siempre es consistente, por el teorema de proyeccién. Después de encon-
trar una solucién ¢,, para esta ecuacion vectorial, el error cuadratico de prondstico,

denotado por v,, y definido mediante
U = | Xni1 — Xnpa|l?, (2.1.8)
puede determinarse de forma muy simple. En efecto, observando que

<Xn+1 - Xn+1>Xr> =0

para todo r = 1,2,...,n (vea la primera igualdad en (2.1.5)), como X, 1 es una
combinacion lineal de X1, ..., X,, se obtiene que
<Xn+1 - Xn+1,Xn+1> — 0, (2.1.9)

lo que equivale a

<Xn+1>Xn+1> = <Xn+laXn+1> = HXn—I-lHQ'
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Con esto en mente,

A~

<Xn+1 - Xn—l—l ) Xn—l—l - Xn+1>
= <Xn+1 - Xn+1>Xn+1> - <Xn+1 - Xn—l—l, Xn+1>

Xoi1 — Xn+1,Xn+1> (por la ecuacién (2.1.9))

||Xn+1 - Xn—l—l ||2 =

- <Xn+1>Xn+1> - <Xn+1>Xn+1>

= 7(0) - <Xn+1,f(n+1>

donde, de nueva cuenta, se utilizé la ecuacién (2.1.9) para establecer la dltima igual-

dad. Por lo tanto,

[ X1 = Knsall? = 7(0) = (Kt Xt ). (2.1.10)

Ahora se calculara la norma cuadratica de Xn—l—l- Usando (2.1.4) se tiene que

(%o ) = <z¢mxnﬂ_,»,z¢mxm_i>
j=1 i=1

= Z Z ¢ni<Xn+1—j7 Xn+1—i>¢nj

j=1 i=1
= D) buiv(i—j)on;
j=1 i=1

y recordando que T',p,, = ~,,, S¢ obtiene que <Xn+1, Xn+1> = ¢! v,,; combinando esta

relacion con (2.1.10), se llega a la expresién
= | Xnt1 = Xns1 |* = 7(0) = @)

De esta manera, al resolver la ecuacion (2.1.7) es posible determinar, tanto la proye-
ccion Xn—l—l por medio de (2.1.4), como el error de prondstico v, a través de la expresién

anterior desplegada. Esta discusién se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1 Suponga que {X;} es una serie estacionaria con funcién de autoco-
varianza y(+). En este caso, la proyeccion X1 de X, 1 sobre el espacio L, generado

por Xq,..., X, estd dada por

A~

n
Xn—l—l = g ¢ann+1—j
j=1
donde ¢, = (Pn1, ..., Onn) es cualquier vector que satisface el sistema de ecuaciones

Tn = Fn@n?

y la notacion es como en (2.1.6). Mds ain, el error de prondstico v, estd dado por
Un = | X1 = Xoga |* = 7(0) = @7,

Para concluir esta seccion, ahora se discutira brevemente la determinacién de la
proyeccién X, p, de X4, sobre £,,. Como X, € L, existen constantes ¢! |, ¢, ... ¢l
tales que

Xm—h = ¢Z1Xn + ¢22Xn—1 +oet ¢£LmX1>)

y entonces las condiciones (2.1.3) implican que, para cada i = 1,2,...,n,

V(h +1i— 1) = <Xn+h> Xn+1—i>
== <Xn+h> Xn+1—i>

= Z ¢Zan+1—j> Xn+1—i>
j=1
= Z ¢Zj<Xn+1—j> Xn+1—i>
j=1
= > ohli—);
j=1
Definiendo los vectores 4%, " € IR™ mediante

v(h) 21

h+1 h
e | Dy |0 (2.1.11)
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se desprende que

3= Dol (2.1.12)

donde T, es la matriz n x n definida en (2.1.6). Més atin, siguiendo el mismo pro-
cedimiento que para en el caso h = 1, es posible obtener una férmula simple para el

error de prondstico || Xnin — Xninl|/%:

A ~ /
Unt = [ Xosn = Xl = [ Xosnll® = | Xnsnl* = 7(0) — o7, 77 (2.1.13)

2.2. Comportamiento de los Errores

En esta seccién se ejemplifica el célculo de proyecciones mediante la solucion del
sistema (2.1.7) o (2.1.12), y se analizan dos aspectos simples que, a primera vista,

parece natural esperar sobre los errores de prondstico:

(i) En el tiempo n, se han observado X1, Xo, ..., X,,, y amedida que h > 0 aumenta, el
tiempo de observacion n+h de la variable X, se aleja més del tiempo actual n. Esto
puede generar la impresion de que cada vez sera més dificil prondsticar X,,., usando
los datos Xi,...,X,, lo cual se reflejara en el incremento del error de prondstico

v = || Xoin — Xugn||? al crecer h. La expresién formal de esta primera impresion es
ot <M h=1,2,3,. ..

(ii) Llevando al extremo la idea anterior, conforme h crece sin limite, pareceria natural
esperar que “la influencia’de X7, ..., X,, sobre X, tiende a desvanecerse conforme
h se incrementa, en el sentido de que lim, .o X, 1, = 0. En este caso, usando que

vl = ~4(0) — || X,yn||?, parece natural esperar que

lim v = ~(0).

h—o0c0
A partir de los siguientes ejemplos, se verd que estas dos impresiones no son

correctas en general; sin embargo, se mostrara que la intuicion va en el camino correcto

bajo condiciones adecuadas, o después de una reformulaciéon apropiada de las ideas.
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Ejemplo 2.2.1 Considere el proceso de promedios méviles X; = Z; + Z; 1 + Z;_5,
donde la serie {Z;} es un ruido blanco con varianza unitaria, en este caso, la funcién

de autocovarianza esta dada por

3, sih=0
y(h) =<1, sih=+10h=45,
0, de otra forma;

vea, por ejemplo, Brockwell y Davis (1998), Fuller (1998), o Shumway y Stoffer (2006).
Dado n = 2, se determinaran, para cada h > 0, las proyecciones X2+h de X},o sobre
Lo.

(i) Para encontrar X3 = X1 se resuelve el sistema (2.1.7) (que equivale al sistema
(2.1.12) con h = 1):

lquﬁ:r@vm”%r{31k1
of @] [ ][] (1 3] [62

Este sistema tiene matriz invertible, y su unica solucién es ¢, = (3/8,—1/8)". Por lo

tanto, X5 = (3/8) X, — (1/8) X1, y el error de prondstico es

1
vy = vy = || X5 — P, Xl = 3 - (3/8,-1/8) H = 21/8.

(ii) Las proyecciones X; = Xy.9 v X5 = Xa43 se determinan resolviendo (2.1.12) con
h = 2y h = 3, respectivamente. Observe ahora que v% = (y(h),y(h + 1)) = (0,0)’
para h = 2,3, de modo que el sistema ~;, = T'y? tiene la tinica solucién 4 = (0, 0)’,

y entonces X, = X5 = 0 y los correspondientes errores de prondstico son

v = || Xy — Xy|* =7(0) — p2va =3
vs = ||Xs — X512 = 7(0) — o34 = 3

(iii) La proyeccién X = Xo,4 = Pz, Xg se encuentra observando que v = (y(4),7(5)) =
(0,1)". En este caso, (2.1.12) con h = 4 se reduce a

H:Vﬁ:r@%ﬁ[ﬂzr1[ﬂ.
1 [ @) 20)] (e8] |1 3] ¢4,
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cuya tnica solucién es 4 = (—1/8,3/8). La proyeccién Xg es X;/8 — 3X5/8 y el

correspondiente error de prondstico es
/
vy = || X6 — P, Xo||> = 7(0) — o373 = 3—3/8 = 21/8

(iv) Para encontrar la proyeccién Xr=Xoi5 = P, X7 observe que 75 = ((5),v(6) =
(1,0)’, de tal forma que (2.1.12) con h =5 equivale a

H _ [7(5)] _ lv<o> 7(1)] [cb] _ [3 1] [cb]
0f [v6)] |21 0] [63.) [t 3] [

cuya tnica solucién es @3 = (3/8, —1/8)'; se tiene que X7 = (3X; — X,)/8 y el error

de pronéstico es
v = | X7 — X7||* = 7(0) — p'75 =3 —3/8 =21/8

(v) Para evaluar Xoyp = P, X5, cuando h > 6, note que la especificacién de ~(+)

implica que % = (vy(h),y(h + 1)) = (0,0)". Por lo tanto, la solucién de v% = Tk
es o = (0,0), v Xoun = 0 para h > 6; el correspondiente error de prondstico es
vh = [ Xogn — Xopall? = | Xaopa]? = 7(0) = 3.

En el ejemplo anterior n = 2 y la sucesién de errores de prondstico es

21 21 21
1,2 .3 4 5 6 7
Vy, Vg, Vs, Vg, Vo, Vg, Voo ) = | —, 3,3, —, —,3,3, ...
(27272727272727 ) (8777878777 )
y es claro que v% no es una funcién monétona creciente de h, de tal forma que la
propiedad (2.2) no se satisface. Sin embargo, como v% = 3 = v(0) para h > 6, en este
ejemplo la convergencia en (2.2) si ocurre. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra

que la validez de (2.2) tampoco puede garantizarse en el caso general.
Ejemplo 2.2.2 Considere la serie {X;} definida mediante
X = Acos(nt/3) + Bsin(nt/3),

donde A y B son variables aleatorias no correlacionadas con varianza unitaria. En

este caso, la correspondiente funcién de autocovarianza es

~v(h) = cos(mh/3);
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vea Brockwell y Davis (1998) para una deduccién detallada de este hecho. Ahora tome

n = 1 y considere el correspondiente error de prondstico

v = [ X — Py Xoanl® = 9(0) = [|Pey Xaga|* = 1 = [ Pey Xos |

En este caso Py, X141, = ¢%, X, y las ecuaciones (2.1.12) se reducen a y(h) = v(0)¢?,
1 11

de donde ¢, = v(h)/v(0) = cos(wh/3), de manera que
1Pz, Xv4nl* = || cos(mh/3) X1 ||* = cos®(h/3)

y entonces v = 1 — cos?(wh/3) = sin®(7h/3). Esta expresién es periédica respecto a
h, y al variar h toma los valores 1/2,1/2,0,1/2,1/2,0 una y otra vez. Por lo tanto,

vl no converge a y(0) = 1 conforme h tiene a oo.

2.3. Una Condicion de Invertibilidad

La determinacién del vector de coeficientes " requiere resolver el sistema (2.1.12)
cuya matriz es T, = [y(i—J)];, j=1,..n- En esta seccion se presenta una condicién sobre
la funcién de autocovarianza y(-) que asegura que dicha matriz T, es invertible para

cada n.

Teorema 2.3.1 Suponga que y(+) es la funcién de autocovarianza de un proceso esta-

cionario { X} para la cual las siguientes condiciones (i) y (i) se satisface:
(1) 7(0) > 0;
(7)) limy—00 v(k) = 0.

En estas circunstancias, para cadan =1,2,3, ... la matrizT, en (2.1.6) es invertible

Demostracién. Note que Ty = [y(0)] es una matriz invertible, pues v(0) > 0. El
argumento ahora procede por contradiccion. Suponga que T', es una matriz singular
para algin r > 1. En este caso, debido a que TI'; es invertible, existe un entero n > 1
tal que

ry,To,...,T, son inveritbles, pero I', 41 es singular.
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Luego, existe un vector b = (b, ..., b,, byy1)" € IR™™ tal que
T,b=0, b#0. (2.3.14)

Observando que T',,;1 se representa en bloques como

L, v
Ipy1 = [~/ ] ’
¥ ~(0)

la igualdad en (2.3.14) se escribe como

by

r, 7 b ~ b
[~/ 7 ] [ ] =0, dondeb = .2
Y (0)] b1 :

bn

Ahora se verd que b,.1; # 0. En efecto, si b,.1 = 0, la ecuacién anterior implica
que Tb = 0, y entonces, por la invertibilidad de T, se obtiene que b = 0, lo que
combinado con el supuesto de que b, ;1 = 0 implica que b = 0, en contradiccién con

(2.3.14). Sustituyendo a b por b, ;b en (2.3.14) se puede suponer que
b = (b1, ba,...,bn, 1)

Con lo anterior, note que

n+1 2

> b.X,
s=1

donde se utiliz6 la condicién T',;1b = 0 para establecer la ltima igualdad. Por lo

n+1

= biy(i — j)b; = bTpb =0,

4,j=1

tanto
D b Xe+ X =0 (2.3.15)
s=1

lo cual significa que X, 11 = — >, bsXj, esto, es

X1 € L(X1, X, ..., X))

Por otro lado, la estacionaridad del proceso {X;} implica que

Z bs Xsin + Xnana1|| = 0 para todo h,

s=1
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y entonces Y o by Xoyn + Xpins1 = 0, es decir Xpppp1 = — Yo, bsXspn, de donde
se obtiene que
Xn+h+1 € £(Xh+1>Xh+2>---7Xh+n)> h,: 1,2,3,...

Combinando esta relacién con (2.3), se obtiene que

Xpan € L(X1,Xo,..., Xn), h=1,2,3,...

y entonces, para cada h > 0, existe un vector b* = (b%,... ") € IR" tal que
Xnin = Y _UIX; (2.3.16)
i=1

A partir de esta igualdad se obtendra una contradiccion. Primero observe que debido

a que I', es invertible, existen constantes positivas m y M tales
2 / 2 n.
m|x|* < x'T,x < M||x||*, x€IR"

vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1980), Graybill (2001), o Lipschutz (1995). Por
otro lado, a partir de (2.3.16), célculos similares a los realizados en la seccién prece-
dente arrojan que v(0) = || Xnps|? = bYI,b", relacién que al combinarse con las

anteriores desigualdades desplegadas implica que
m[b"> < b"T,b* =5(0) ¥ 4(0) =b"T,b" < [b"]

Por lo tanto

% < |p")? < %, (2.3.17)

esto es, {b", h=1,2,3,...} es una sucesién acotada. Para concluir, observe que

70) = [|Xnsnl
= Cov (Xpnyn, Xntn)

= Cov <Xn+h, Zb?XZ)
i=1

= Z brCov (Xpin, X;)

i=1

= ) Wtyn+h—i)
=1
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y entonces (2.3.17) permite establecer que

10 <\ S s - i),

Tomando el limite conforme h tiende a oo, la condicién limy_. (k) = 0 implica que
~7(0) <0, lo cual contradice el supuesto v(0) > 0. Esto muestra que T, es invertible

para cada n, finalizando el argumento. O

2.4. Consecuencia de la Condicion de Invertibili-

dad

En esta seccion se estudia una implicacion de la invertibilidad de las matrices
T, sobre el comportamiento de los errores de Hsti hoC iond
n p prondstico v,. Como se mencioné en

la Seccién 2.2, desde un punto de vista intuitivo, parece natural esperar que v =

n
| Xntn — Pr, Xnin|l converja a v(0) conforme h se incrementa, lo cual es un reflejo
de la idea de que, a medida que h aumenta, la variable X, ., que se observard en
el tiempo n + h tendra cada vez “menos relaciéon”con las variables X, ..., X, que
se han observado desde el tiempo 1 hasta el tiempo n. Sin embargo, los ejemplos en
la Seccion 2.2 muestran que en general dicha impresion no es correcta en general. A
continuacién se muestra que la convergencia (2.2) es vélida bajo las condiciones del

Teorema 2.3.1.

Teorema 2.4.1 Suponga que {X;} es un proceso estacionario cuya funcion de auto-

covarianza () satisface las condiciones

7(0) >0 y kh’m (k) =0. (2.4.18)

En este caso,

v = | Xnsn — Pr, Xpinl| — 7(0)  conforme h — oo.

Demostracién. Recuerde que Pz, Xoin = Y oy ¢ Xni1-k, donde

h h h h
Pn = (¢n1>¢n2> e 7¢nn)
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satisface 7 = T,¢", y el vector 4" es como en (2.1.11). Como la matriz T, es in-

14" v entonces la férmula

vertible, por el Teorema 2.3.1, se desprende que ¢! =T

(2.1.13) puede escribirse como

h —1_h.

/
Up = 7(0) - 72 Fn Tns

puesto que 4" = (y(h),y(h +1),...,7(h+n—1)) — 0 conforme h tiende a oo, por
(2.4.18), tomando el limite cuando h — oo en la igualdad anterior, se obtiene que

limy, oo v = 7(0). O

Por otro lado, el otro resultado que intuitivamente parecié natural en la Secciéon 2.2
fue la relacién de monotonicidad (2.2). Observando que la funcién de autocovarianza
en el Ejemplo 2.2.1 satisface la condicion (2.4.18), se desprende que en ese contexto las
matrices T, son invertibles, y entonces el anélisis de dicho ejemplo muestra que (2.2)
no puede garantizarse aun bajo condiciones que garantizan la invertibilidad de T,.
Para concluir esta seccidn, se mostrara que la validez de la relacién de monotonicidad
depende de la informacion disponible en el tiempo n. Suponga que al momento n se
han observado no sélo X, X, ..., X, sino todas las variables X; con t < n y defina

‘H,, como la cerradura del espacio generado por las variables X; con —oo <t < n:
H, = L(X,, t <n). (2.4.19)
Denotando por X5, a la proyeccién de X, 45 sobre H,,, esto es,

Xo+h = Pr, Xoin

se tiene que X, i, es el mejor prondstico lineal de la observacion futura X, ., en
términos de la informacién disponible en el tiempo n representada por H,,. El corres-

pondiente error cuadratico de prondstico es

’[J:LL = ||Xn+h - Xn—l—th = ||Xn+h - PHan+h||2'

Teorema 2.4.2 Con la notacion precedente, se tiene que

ot <ot h=1,2,3,...
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Demostracion. Se presentara un bosquejo del argumento: Observe que por la defini-

cion del operador de proyeccion y la especificacion de la cerradura de un subespacio,

7

||Xn+h - Xn—l—h ||2

min min
k ai,az...ap

k
Xn+h_g Clan+1—i s
i=1

y aplicando la estacionaridad de {X,,} se obtiene que

por lo tanto,

min min
k ai,az...ap

min min
k ai,az...ap

k
Xy — Z a; X1
i=1

| Xn — Pz(xs,sgo)Xth
1 X5 — Pry X%

k
Xn+h - E Clan+1—i
i=1

2

2

2

0 = 11X — Pry X2 = 1 X011 = [ Po X

Procediendo de forma similar,

y entonces

En consecuencia,

,[]h—l—l

n

,[]h—l—l

||Xn+h+1 - Xn—l—h—l—l ||2

min min
k ai,az...ap

min min

k ai,az...ap

min min
k ai,az...ap

k
Xn—l—h—l—l - E Clan+1—i
i=1

k
Xp — Z a; Xo—i
i=1

| Xn — PL(XS,sg—l)Xh||2
1 Xn — Pr_, X%,

2

i 2
Xn—l—h—l—l - E Clan+1—i >
i=1

2

Tt =1 X0 = Pry Xall? = 11Xl = [1Pry Xal

(2.4.20)

(2.4.21)
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Debido a que H_; C Hyp, por (2.4.19), se tiene la desigualdad ||Py_, Xp|* <
| Pr, X1 |2, relacién que al combinarse con (2.4.20) y (2.4.21) implica que /1 > o8,

la cual es la conclusion deseada. O

Los teoremas de esta seccion muestran que, aunque las impresiones intuitivas men-
cionadas en la Seccién 2.2 no son correctas en general, si son validas bajo condiciones

apropiadas o cuando se reformulan adecuadamente.



Capitulo 3

SERIES AUTORREGRESIVAS Y
DE PROMEDIOS MOVILES

En este capitulo se introduce una clase importante de procesos estacionarios que
surgen resolviendo ecuaciones en diferencias, los cuales se denomina procesos ARMA.
La variablilidad de esos procesos se debe a la presencia de un ruido blanco que influye
en los datos observables de una manera simple, generando un modelo que es sencillo
de analizar, pero lo suficientemente versatil para ser utilizado, ya que la funcién de
autocovarianza de cualquier serie estacionaria {Y;} puede aproximarse, tanto como
se deseé, por la funcién de autocovarianza de un proceso ARMA adecuadamente
seleccionado. La presentacion incluye una discusion sobre la existencia y unicidad de
processos ARMA, y finaliza con la introduccién del concepto de causalidad de un

proceso respecto a un ruido blanco.

3.1. Procesos ARMA

En esta seccién se introduce un clase muy importante de procesos estacionaros,
a saber, la familia de procesos autorregresivos y de promedios moéviles, cominmente

referida como la clase ARMA de series estacionarias.

Definicién 3.1.1 Considere un ruido blanco {Z;} ~ WN(0,0?) y sea {X;} una serie

estacionaria con media nula.

22



23

(i) La serie {X;} es un proceso de promedios moviles de orden q (MA(q)) si existen

numeros 0, ...,0, € R tales que

Xe =2 +0Zi a4+ 0,24

(ii) El proceso {X;} es autorregresivo de orden p (AR(p)) si
Xe =01 Xoa+ -+ 0 Xop + 244

para niumeros ¢i,...,¢, € R; (iii) La serie {X;} es un proceso autorregresivo y

de promedios moviles de orden (p,q) (ARMA(p,q)) si existen nimeros ¢1,...,0,
y0i,...,0, tales que

Xe=01 Xoa 4+ +0p X p+ 2 + 00 Zi 1+ + 0,244 (3.1.1)

Son varias las razones por las que los procesos ARMA desempenan un papel im-
portante en la teoria y aplicaciones de las series de tiempo: Primeramente, el problema
de proénostico puede analizarse de manera sencilla para esos procesos, y algoritmos
generales —como el algoritmo de innovaciones— se implementan de manera simple y
eficiente para estos procesos. Por otro lado, es claro que ningtin proceso real obede-
cerd de manera exacta a un modelo tedrico, pero para cualquier proceso estacionario
{Y};}, es posible seleccionar un proceso ARMA {X;} cuya funcién de autocovarianza
esta arbitrariamente cercana a la de {Y;}, en el sentido de que maxy, |yx(h) — vy (h)]
es tan pequena como se deseé si el orden (p, q) v los coeficientes del proceso ARMA
se eligen adecuadamente (Brockwell y Davis, 1998, Fuller, 1988).

Sig1,...,¢py 01,...,0, son como en la Definicién 3.1.1, los polinomios ¢(z) y

0(z) se especifican mediante

0(z) =1+6121+ -+ 0,27 3.1.2
q

O(2)=1—r121 — - — PP, (3.1.3)
los cuales se denominan polinomio de promedios méviles y autorregresivo, respecti-

vamente. Evaluando estos polinomios en el operador de retardo B, se obtiene que

0(B)Z;=(1+0B+---+0,BNZ = Zy + 01 2 + - + 0,2,
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S(B)X; = (1= 1B = — §,B")X; = X; — 51 X1 — -+ — 0 Xep

de tal manera que las ecuaciones que satisface un proceso {X;} cuando es MA(q),
AR(p) o ARMA(p, q) pueden escribirse como

Xi=0(B)Z;, ¢(B)Xi=2;, y ¢(B)X;=0(B)Z,

respectivamente. Las siguientes secciones se ocupan de los problemas de existencia
y unicidad de soluciones a la ecuacién (3.1.1). Més explicitamente, se analizaran las
siguientes preguntas: Dado un ruido blanco {Z;} y los polinomios 0(z) y ¢(z) {Existe
un proceso estacionario { X;} que satisfaga (3.1.1)7 y en caso afirmativo ? es tinica la
serie {X;}?

3.2. Existencia

En esta seccion se establece un criterio suficiente para garantizar que las ecuaciones
(3.1.1) tengan una solucién { X;}. Las condiciones involucran a las raices del polinomio
autorregresivo ¢(z). Primeramente, note que si ¢(z) = 1, las ecuaciones (3.1.1) se
reducen a Xy = 0(B)Zy = Zy + 01241 + ... + 0,214, t = 0,£1,1+2, ..., ecuaciones
que claramente tienen solucién tnica. En adelante, se supondré que ¢(z) tiene grado
p > 1, de manera que ¢, # 0. En este caso, ¢(z) posee p raices, las cuales (pueden

repetirse y) se denotaran mediante &1, . .., &,

(&) =0, i=1,2,...,p. (3.2.4)

Debido a que ¢(0) =1 (vea (3.1.3)), el polinomio autorregresivo se factoriza como

$(2) = (1= 2/&)(1 — 2/&) - (1= 2/&) = [J(1 = 271). (3.2.5)

i=1

Teorema 3.2.1 Si las raices del polinomio autorregresivo ¢(z) satisfacen

|€Z|7é17 i:172>"'7p7

entonces las siguientes afirmaciones (i)—(iii) son validas:
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(i) La funcion 1/¢(z) se expande en serie de Laurent alrededor del circulo unitaro
|z| = 1 ( Alfhors 1980, Rudin 1984, Apostol 1980). Mds precisamente, existen con-
stantes Ry y Ry con Ry < 1 < Ry tales que

>t Ro<|zl< Ry (3.2.6)

k=—o0

1 JR—
9(2)
donde la serie converge absolutamente en la region indicada:
> Il <00, Ry <zl < Ry
k=—o00

(ii) Considere la sucesion ¢ = {¢y, k = 0,£1,£2,...} y el correspondiente filtro

W(B). Si la serie estacionaria {X:} se define como
Xt :’Q/J(B)Q(B)Zt, t:0,:l:1,:l:2,...,

entonces { X} satisface las ecuaciones ARMA en (3.1.1).

(iii) Si {X:} y {X;} son dos soluciones a las ecuaciones (3.1.1), entonces X, = X,
para todo t.

De acuerdo a este resultado, cuando las raices de ¢(-) no tienen médulo 1, entonces
existe un proceso estacionario que satisface las ecuaciones ARMA, y dicho proceso es
unico. El argumento para establecer este teorema utiliza los resultados preliminares

que se establecen en el siguiente Lema.
Lema 3.2.1 Sea a € C tal que |a| # 1. En este caso, las siguientes expansiones en
serie son vdlidas para 1/(1 — z/a).

(i) Si |a| > 1, entonces, para cada entero positivo m,

1 0 k Zk—m—l—l
= ( )7 si |z| < |al.

_ m _ k—m+1
(1—2/a) = \m—1)a
Similarmente,

(i) Cuando |a] <1 ym=1,2,3,...

k+1

1 m - k a
1—z/a)™ =(-1) Z (m - 1) sy cuando |a| < |z|.
k=m—1
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Demostracién. Recuerde que para cualquier nimero complejo 7 con |r| < 1, se tiene
la sigiuente expansion en serie :

n

L _ rk = Zrk. (3.2.7)

1—r
k=0 k=0

Usando esta relacién con |r| en lugar de r, se tiene que

Dol =1/ =) < o0,

de manera que la convergencia de la serie anterior es absoluta. Puesto que una serie
puede derivarse término a término en su regién de convergencia (Fulks, 1982, Khuri,

2002), a partir de (3.2.7) se desprende que

d 1 B b1
%1—7’_ 1—7’ Zk‘r

Derivando sucesivamente,

d 1 2.1 -
ar(l—r)? (1—r)3:;k(k_1)r
%(1_17’)3 - (31.—2r)1422k(k_1)(k 2

En general, aplicando esta idea, se llega a la siguiente expresién para cualquier entero

m > 1:

(m_ 1)! = Z (k)m—lrk_m—l—la

(1 o T)m k=m—1
donde (k)s = k(k—1)---(k — s+ 1) es el nimero de permutaciones de tamano s de

una conjunto de tamano k. Recordando que
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se desprende que

o

= ( g )r’f—m“, r| <1, m=12,... (3.2.8)
) m—1

k=m—

b
(1—r)m

donde la serie converge absolutamente.

(i) Suponga que |a] > 1y sea z tal que |z/a| < 1. Sustituyendo r por z/a en (3.2.8)

se desprende que

1 ° k‘ Zk—m—l—l
1=z/a)m a—— < =12 ... 3.9.9
(1=z/a) k=m—1 (m - 1) ak—m+1’ |2 <lal, m 75 ( )

y la serie es absolutamente convergente.
(ii) Suponga ahora que |a] < 1 y sea z tal que |a/z| < 1, esto es |z| > |a|. Usando
(3.2.8) con a/z en lugar de r, se obtiene
1 % B\ gb-mt
(1—a/z)m Nl (m - 1) Zh—m+1’
multiplicando ambos lados por 1/(z/a)™ = (a/z)™ se desprende que
1 e E o\ ettt
(z)a —1)m Nl (m - 1) Zk+1’
y entonces, para todo z tal que |z| > |a|
o E+1
m:(—nm l(mk—l)zﬁ’ m=0,+1,42, ...

O

Demostracién del Teorema 3.2.1. Sean ay,...,aq las raices diferentes de ¢(+).
Con esta notacién, cada a; es igual a algin &; en (3.2.5); si m; es el nimero de veces
que a; se repite en la sucesién &, . . ., &y, la factorizacion (3.2.5) puede escribirse como

d

0(2) = [](1 = #/a)™

de manera que
— (3.2.10)
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Utilizando la descomposicién en fracciones parciales para una funcién racional (Fulks

1982, Khuri 2002), la anterior expresién puede escribirse como
1 &
gb— ; ; 1—=2 / a;)’
Por el Lema 3.2.1, cada término en la suma precedente puede expresarse como
(1—z/a;)i z/otZ k;oo w(”

donde la serie converge absolutamente en una regién de la forma
R; i< |Z | < Rij

donde R;; < 1 < R'Y. Combinando las tres relaciones desplegadas se deduce que
1/¢(z) puede expresarse como en (3.2.6), donde la serie converge absolutamente en
la region Ry < |z| < Ry, y las constantes estan dadas por Ry = max{R;;} < 1y

R; = min{R"} > 1. (ii) Como la serie en (3.2.6) converge absolutamente en una
region que incluye al circulo unitario, se desprende que la ), |1 < oo. Por lo tanto,
el filtro ¢ (B) esta bien definido y la serie X; = ¢(B)0(B)Z; es estacionaria. Mas atin,

o(B)X; = o(B)Y(B)I(B)Z, = 0(B)Z; (3.2.11)
pues, recordando que ¢(2)Y(z) = ¢(z)[1/¢(z)] = 1 obtiene que

Wi = o(B)y(B)W,
para cada serie estacionaria, hecho que fue utilizado con W; = 6(B)Z; para establecer
la segunda igualdad en (3.2.11). Por lo tanto, X; satisface las ecuaciones ARMA.
(iif) Si
¢(B)X; =0(B)Z:, y ¢(B)X,=0(B)Z,

entonces ¢(B)X; = ¢(B)X;; aplicando el filtro ¢)(B) en ambos lados de esta igual-
dad se concluye que X; = 1)(B)p(B)X; = »(B)p(B)X; = X;, completando la de-

mostracién del teorema. O
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El argumento usado para establecer el Teorema 3.2.1 revela que en la expansion
(3.2.6) aparecen potencias negativas de z sélo cuando alguna de las raices &; de ¢(z)
tiene modulo menor a 1. Este hecho es importante, y para propésitos de referencia

futura se resalta a continuacion.

Corolario 3.2.1 Si todas las raices de ¢(z) tienen mddulo mayor que 1, entonces los

coeficientes 1y en (3.2.6) son tales que p = 0 para k < 0, de manera que

X = Z¢th—k-
k=0

3.3. Raices Sobre el Circulo Unitario

El criterio para la existencia de un proceso ARMA establece que si el polinomio
autorregresivo no se anula sobre el circulo unitario, entonces tal proceso existe. Luego,
es interesante analizar que sucede cuando ¢(z) = 0 para algin z con médulo 1; como se
muestra en el siguiente teorema, en ese caso las ecuaciones ARMA no necesariamente

tienen solucidn.

Teorema 3.3.1 Suponga que los polinomios ¢(z) y 0(z) no tienen raices comunes.
En este caso, si ¢p(a) = 0 para algin nimero complejo o con |a| = 1, entonces,
no existe proceso estacionario {X;} que satisfaga las euaciones ¢(B)X; = 0(B)Z,

t=0,%1,42,...

Demostracién. Como ¢(z) y (z) no tienen raices comunes, la condicién ¢(a) = 0
implica que

O(a) # 0.

Por otro lado, debido a que « es una raiz de ¢(z), es posible factorizar ¢(z) como

B(2) = (1 — za7H)g(2) (3.3.12)

donde el polinomio Q;(Z) tiene grado p— 1. A partir de este punto el argumento es por

contradiccién. Suponga que para algin proceso estacionario {X;} se satisface que
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y considere el nuevo porceso estacionario {Y;} especificado mediante

Y = ¢(B) X,
En este caso
V;—a 'Y,y = (1—Ba™ Y)Y,
— (1-Ba )$(B)X,
= ¢(B)X,
= 0(B)Z,

donde se utiliz6 la factorizacién (3.3.12) para establecer la tercera igualdad. A con-

tinuacién, a partir de la igualdad Y; — a~'Y;_; = 0(B)Z; se desprende que
Y, =6(B)Z, + a Y = 9(B)Z + Oé_le(B)Zt—1 + Oé_zyi—z,

y en general, para cada entero positivo IV,
N
Y, = Z Oé_ke(B)Zt_k + Oé_N_IY;g_N_l
k=0

Ahora se estudiara la suma en esta expresion:

N N q
D a0(B)Zik = Y aFY 0.7
k=0 k=0 s=0
N q
= Z Z a_kesZt—k—s

k=0 s=0

de donde se desprende que

N ¢
Vi—a " Yina=> Y o 0.7 . (3.3.13)

k=0 s=0
En esta ultima sumatoria, se agruparan los términos de acuerdo al valor de m = k+s,

y lugo se sumara desde m = 0 hasta su valor maximo, que es m = N + ¢:

N q N+q
—k —k
E E «@ esZt—k—s = E E « esZt—k—s
k=0 s=0 m=0 s,k: stk=m, 0<s<q, 0<k<N
N+q

= Z Z Oé_kesZt_m

m=0 s,k: stk=m, 0<s<q, 0<k<N

= Z Zt—mcm
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donde
n= Y, atog (3.3.14)

s,k: s+k=m
0<s<q, 0<kE<N

combinado este desarrollo con (3.3.13) se obtiene

N+q
YVi—a " Yina =) Zimem (3.3.15)

m=0
Ahora se analizara el valor de ¢,,. Suponga que ¢ < m < N y note que en la suma que
define a ¢,,, la igualdad £k = m — s ocurre y 0 < s < ¢, de manera que la condicién
0 < k < N se satisface automaticamente. Por lo tanto,

Cm = Z a0,

s,k: s+k=m
0<s<q, 0<kE<N

= Z M=oy,

0<s<q,
q
= a ™ Z a’0,
5=0
= a "(a)
y puesto que |a| = 1, se desprende que
lem| = 10(a)] sig<m < N. (3.3.16)
Tomando ahora la norma cuadratica en ambos lados de (3.3.15) y recordando que

{Z;} ~WN(0,0?), se obtiene que (Graybill, 2001, Lipchutz 1995)

N+q N
1Y: = YWornall? = D M ZemlPlem] = D (1 Zeml*leml?

y entonces

N
1Y =™ Yyl = ) 0®l0(a)F = (N = g)a’(|6(a) .
m=q
Finalmente, la desigualdad del tridngulo y la estacionaridad de la serie {Y;} implican
que

1¥e = o™ Yooyl < Vel + ol ™[ Vien-all < 29v(0)
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y junto con la precedente desigualdad desplegada, esta relacién implica que 4y (0) >
(N — q)o?]|0(a)|?, y entonces

4y (0)
N —q
Tomando el limite cuando N tiende a infinito, se llega a f(«) = 0, lo cual contradice

> o’[|0 ().

(3.3). El origen de esta contradiccién es el supuesto de que existe una serie estacionaria

{X:} que satisface ¢(B)X; = 0(B)Z;, y entonces tal serie no existe. O

3.4. Causalidad

De acuerdo al Teorema 3.2.1, cuando el polinomio autorregresivo ¢(z) no tiene
raices sobre el circulo unitario, las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z; tienen la tnica solu-
cién

Xe= > tpZix (3.4.17)

k=—o00
donde ¥ (z) = >0 tr2® = 0(2)/¢(z). La perturbacién Z; se manifiesta en el

tiempo t, asi que
si ¥ = 0 para k < 0, entonces X; = Zwth_k
k=0

y la observacién X; es una funcién de las perturbaciones Z,. que han ocurrido antes
de t, o en el tiempo t. En contraste, si ¢, # 0 para algin k < 0, entonces la suma
en (3.4.17) contiene el término ¥ Z;_, en el cual ¢t — k > t, indicando que Z;_j se
mainfestara en un tiempo posterior a t, de modo que X; depende de perturbacions
que surgiran en el futuro, situacién que no se antoja razonable. Cuando ¥ = 0
para k < 0, se dice que la serie {X;} es una funcién causal de {Z;}. A partir de la
demostracion del Teorema 3.2.1, es claro que para que un coeficiente ¢ con k < 0
sea no nulo es necesario y suficiente que el polinomio autorregresivo ¢(z) tenga raices
dentro del circulo unitario. Por lo tanto, la causalidad del proceso {X;} depende sélo

del polinomio autorregresivo.

Definicién 3.4.1 Un polinomio ¢(z) de grado p mayor a cero se denomina causal si

y solo si todas sus raices &1,&s, ..., &y se ubican fuera del disco unitario, esto es,

&G >1, 1=1,2,...,p.



33

Debido a que determinar las raices de un polinomio ¢(z) no es, en general, una
tarea sencilla, es conveniente disponer de un criterio que permita decidir si el poli-
nomio es causal o no, sin determinar sus raices. En la literatura, es posible encontrar
enunciado uno de tales criterios para polinomios de grado dos, el cual se discute a
continuacion. Como se vera después del siguiente andlisis, el problema de construir

un criterio para la causalidad de un polinomio es realmente interesante.

Ejemplo 3.4.1 En la literatura se propone el siguiente criterio para la causalidad de

un polinomio
2
P(2) =1— 1z — o2
de grado dos con coeficientes reales. Para que ¢(z) sea un polinomio causal es necesario

(Brockwell and Davis, 1998) que los coeficientes (¢1, ¢2) satisfagan

¢1 + ¢2 < 17
¢1— g2 <1, (3.4.18)
|¢2| < 1.

Estas condiciones se proponen como necesarias y suficientes en Shumway y Stoffer
(2006).

A continuacién se analizara la necesidad de las condiciones (3.4.18) para la causa-
lidad de ¢(z). Como antes, las raices de ¢(z) se denotaran mediante & and &. Uti-
lizando que ¢(z) = (1 —&'2)(1 — & ' 2) se desprenden las siguientes expresiones para
los coeficiente ¢y v ¢o:

1 1 1

b1 = g + & P2 = “HE (3.4.19)

Para verificar la necesidad de las condiciones (3.4.18) debe mostrarse que
6] >1 and |6 >1= (3.4.18). (3.4.20)

Considere los siguiented dos casos:

Caso 1: Las raices de ¢ son genuinamente complejas, en el sentido de que su parte

imaginaria es no nula:

G =a+ib, y &=a—ib, b#O.
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En estas circunstancias

RPN SR SR 1 1
YTatib a—ib a2+ 7 (a+ib)a—ib) a2+ b2
asi que
20 +1
¢2 - ¢2 - m
Observe ahora que
20 +1
— ¢ < 1 — <1
6> — 2 —

— 2a+1<a®+0v?

— 2<(a—1)*+0
Asi, si (3.4.20) ocurre, entonces debe tenerse la siguiente implicacion:
A+ >1=2<(a—1)>+b

Sin embargo, si se asigna a = 1.01 y b = 0.01 se sigue que a®> +b* > 1y (a —1)? +
b? =0.0002 < 2, de manera que la implicacién anterior no se satisface, y por lo tanto

en el caso actual, la afirmacién (3.4.20) no es correcta.
Caso 2: Las raices & y & son reales.
En este contexto se analizaran tres caso exahustivos.

i) & >0y & >0.

En esta situacion, si (3.4.20) es valida, entonces la siguiente afirmacién es correcta :
&>1 and S >1= 01— <1

Por medio de (3.4.19) esto es equivalente a

S+&+1
StS

Sin embargo, si se tiene & = 2 = &, no es dificil ver que que la implicaciéon anterior

& >1 and & >1= <1

es falsa. En consecuencia, (3.4.20) falla también en el cotexto actual.

(ii) & <0y & < 0.

En estas condiciones, 1€ >0y
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(. _&G+H+1l & 1
f <1 h L Ee 1<5§52_52<0<1
G+ & - 1 1
€ y 1 = ¢1+¢2—1 515% <€1€2—€2<0<1
2 < — _ - -
\|¢2| CG& T L& <1

Asi, (3.4.20) ocurre en el presente contexto.
(iii) Las raices son reales con diferente signo. En este caso ;& < 0y, sin pérdida de

generalidad, puede suponerse que & < 0y & > 0. Note ahora que

1
<=1y &>1=0,<0 y || =777 <1
€162

LH<—1 y &>1 = 66&L<0, &L>1 y +6+1>4

S +&+1 i
= & >1 and 75152 <€2
S +&+1
T Tae

= ¢1— <1
= ¢r1+¢2<1

donde la peniltima implicacién se debe a (3.4.19), y la desigualdad ¢o < 0 fue uti-
lizada en el tltimo paso. Las dos tltimas relaciones desplegadas implican que (3.4.20)

ocurre en las presentes circunstancias. O

El siguiente resultado establece un criterio para la causalidad de un polinomio, y

una demostracién puede encontrarse en Chacén Herndndez (2010).

Teorema 3.4.1 Si ¢(z) es un polinomio con raices distintas ay,as . . .,aq, cada una
con multiplicidad my, ms, . .., mq, respectivamente, y si ¢p(z) # 0 para todo z tal que

|z| = 1, entonces
(i) El nimero de raices de ¢(z) dentro del circulo unitario estd dado por

1[0
2 ™5 e

i |ai|<1
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donde la integral en el lado derecho es una integral compleja sobre el circulo unitario
C ={z||z| = 1}. Por lo tanto,

(ii) El polinomio ¢(z) es causal si, y sdlo s,

¢'(z) ,
/c 502) dz = 0.

Como se establece en el siguiente resultado, si una serie estacionaria { X, } satisface

la ecuacién autorregresiva ¢(B)X; = Z;, donde {Z;} es un ruido blanco, entonces no
hay pérdida de generalidad, si se supone que ¢(z) es un polinomio causal, esto es,

que todas sus raices tienen médulo menor a 1.

Teorema 3.4.2 Suponga que la serie estacionaria { X} satisface la ecuacion o(B)X; =
0(B)Z;, donde {Z;} es un ruido blanco y ¢(z) y 6(z) son polinomios. En este caso,
existe un polinomio causal $(z) y un ruido blanco {Z,} tales que el proceso {X;}

satisface la ecuacion

Este teorema puede describirse verbalmente como sigue: Cuando se considera un
proceso ARMA, siempre puede suponerse que el correspondiente polinomio autorre-
gresivo tiene sus raices dentro del circulo unitario. Una demostracion de este resultado
puede encontrarse en Brockwell y Davis (1998), Fuller (1998) o Shumway y Stopoffer
(2006).



Capitulo 4

ECUACIONES DE
YULE-WALKER

4.1. Autocovarianza de un Proceso ARMA

En esta seccion se describe el sistema de ecuaciones que permiten determinar
recursivamente la funcién de autocovarianza de un proceso ARMA((p, ¢). Como punto
de partida, se analizard el caso de un proceso autorregresivo {X;} que satisface una

ecuaciéon de diferencias de la forma
Xt + @1Xt_1 + -+ SOpXt—p = Zt (411)

donde las variables aleatorias Z; son no-correlacionadas de media cero y varianza
comiin o2 > 0, de manera que el proceso {Z;} es un ruido blanco; vea, por ejemplo,
Anderson (1971) pp. 166-176, o Box y Jenkins (1976), pp. 53-65. Como ya se ha

mencionado, tal proceso existe si y sélo si el polinomio
p(z) =1+ @iz + -+ @pz"

es tal que ¢(z) # 0 para todos los nimeros complejos z con |z| = 1, y en este caso no
hay pérdida de generalidad al suponer que el polinomio ¢(z) es causal, esto es, que
©(z) # 0 para todo z con |z| < 1, condicién que se supondra en la siguiente discusion.

Considere el problema de determinar la funcién de autocovarianza 7(-) de {X;}, la
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cual esta se denota por
’}/(h) := Cov (Xt+h> Xt) s h = 0, j:l, e (412)

Como punto de partida, sea ¢ un entero positivo y multiplique ambos lados de (4.1.1)

por X;_; para obtener
XiXimi + o1 Xea Xpi + -+ 0p Xpp Xy = 24 Xy
si se toma el valor esperado en ambos lados de esta expresiéon se desprende que
EXiXi—i] + g1 B[ X1 Xy + - + 0 B[ X4 p Xy i) = E[Z X4,
relacién que al combinarse con (4.1.2) conduce a
V(@) +ev(i = 1) + -+ (i — p) = E[ZeXi-4], (4.1.3)

Recuerde ahora que la causalidad del polinomio ¢(z) implica que la variable X;_; se
expresa como una combinacion lineal (infinita) de las variables Z;_;, Z;; 1, Zy—i—o, .. .,

esto es,

X =Y b Zisis (4.1.4)
r=0

donde Y 2 9.2" = 1/p(z) para |z| < 1. Recordando que i > 0, se tiene que
E[Z,Z;_;_,] = 0 para todo r > 0 (recordando que {Z;} es un ruido blanco), y entonces

la expresion anterior implica que
ElZ X)) = i%E[ZtZt—i—r] =0,
r=0
y combinando esta igualdad con (4.1.3) se desprende que
y(i@) +oy(i—1) + -+ ppy(i—p) =0, i=1,23,... (4.1.5)
Por otro lado, multiplicando ambos lados de (4.1.1) por X; se desprende que
XeXe + o1 Xea Xo + -+ 0, X0, Xy = Zi Xy
de manera que al aplicar el operador de esperanza en ambos lados se llega a

E[XtXt] + Q01E[Xt—1Xt] + -+ QOpE[Xt—pXt] = E[ZtXt]>
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relacién que al combinarse con (4.1.2) implica que
0) + @1y (=1) + - + py(=p) = E[Z.X]
y aplicando la simetria de la funcién de autocovarianza, se concluye que
7(0) +17(1) + -+ + 0py(p) = E[ZeX4], (4.1.6)

Usando ahora la expresion (4.1.4) con ¢ = 0 se obtiene

X = 0 Z,
r=0
de modo que
BZX)) =Y . E[ZZ—,] = YoE[Z]] = tho”
r=0
como g = 1¥(0) = 1/¢(0) = 1, a partir de (4.1.6) se concluye que

7(0) +@1y(1) + -+ + 9y (p) = 0 (4.1.7)
esta discusion se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Considere el proceso autorregresivo Xy + o1 Xe—14- -+ pXip = Z4
donde el polinomio ¢(z) = 14 @12 + -+ pp2P es causal. En este caso, la funcion de

autocovarianza y(+) de {X;} satisface las ecuaciones

70) +e1y(1) + -+ 9y(p) = 0o
v(@) +oe1y(i—1) 4+ -+ (i —p) = 0, i=1,23,...,
Observacion 4.1.1 Un sistema de ecuaciones andlogo al anterior es satisfecho por la

funcidon de autocovarianza de un proceso ARM A(p, q); la diferencia con las ecuaciones

precedentes se ubica en los lados derechos de las ecuaciones.

4.2. Procedimiento Recursivo

El Teorema 4.1.1 permite establecer un procedimiento de computo para la funcion
de autocovarianza de un proceso autorregresivo, el cual se describe en Brockwell and
Davis (1987), p. 97.
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Fase 1. Determine (0),v(1),---,v(p) resolviendo el sistema

Z:Q’Y(k)gpk = o°

ke (4.2.8)
k:07(|z_k|)¢k = 0,

el cual es el sistema de ecuaciones de Yule-Walker asociado al polinomio ¢(+)

Fase 2. Usando la relacién

p

V(i) == Al = k)pr, i>p,

k=1
determine y(p + 1), v(p + 2),v(p + 3), . . ., recursivamente.

Para que este procedimiento quede bien establecido, es necesario mostrar que el
sistema (4.2.8) tiene una unica solucién, un hecho que puede verificarse facilmente
para valores “pequenos”del grado de ¢(z), por ejemplo p = 1 o p = 2, pero el
problema se vuelve realmente interesante para polinomios de grado mayor. Como
ya se menciono, el principal objetivo de este trabajo es mostrar que el sistema de
ecuaciones de Yule-Walker tiene solucién tnica para un polinomio causal de grado
arbitrario. Esta conclusién fue obtenida por Luthkephol (2000), pero el argumento
que se presenta en este trabajo es nuevo, basandose en ideas basicas de algebra lineal.
Asi, el problema fundamental que se analiza a continuacién se establece como sigue:
Dado un polinomio ¢(z) = 14+ @12+ - -+ ¢,2P | determine una condicién necesaria y
suficiente para que el sistema (4.2.8) tenga una unica solucién {y(h) |h =0,1,---  p}.
La solucién a este problema se presenta mas adelante en el Teorema 4.4.1, y arroja
el siguiente criterio: El sistema de Yule-Walker asociado a un polinomo ¢(z) tiene

s6lucién tnica si, y sélo si,
Tirj%L 27]:1727"'729

donde 7q,...,r, son la raices del polinomio ¢(z). Note que cuando ¢(z) es un poli-
nomio causal, todas sus raices r; se ubican dentro del disco unitario, y en este caso es
claro que la condicién (4.2) se satisface claramente. La demostracién de este resultado
utiliza el método de induccién, y sera presentada después de establecer las herramien-
tas técnicas necesarias. La organizacién del material subsecuente es como sigue: En

la siguiente seccién se introduce la notacién y terminologia necesarias, para formular
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posteriormente el principal resultado como Teorema 4.4.1. A continuacién, en la Se-
ccion 5 se establecen las herramientas técnicas necesarias para demostrar el teorema
principal, y el argumento se presenta en la Seccion 6, y la presentacién concluye en

la Seccion 7 con algunas observaciones finales.

4.3. Notacion y Terminologia

En el desarrollo del capitulo Z and N denotan a los conjuntos de todos los
numeros enteros y enteros no negativos, respectivamente, y C representa al conjunto
de nimeros complejos. El espacio vectorial complejo £ consiste de todos los vectores
v : N — C con la propiedad de que v(k) = 0 para todos los indices k suficientemente
grandes y L esta dotado con las operaciones usuales de adiciéon y multiplicacién por
escalar. En este contexto, el operador de traslado s : £ — L se define como sigue:

Parave L

s(v)(0):=0, vy s(v)(k):=v(k—-1), k=12...; (4.3.9)

adicionalmente, la n-ésima composicion del operador s consigo mismo se denota me-

diante s™, asi que

Sv)y=v, y (V) =s""(s(v)). (4.3.10)

Por otro lado, las filas y columnas de una matriz cuadrada M se numeran iniciando

desde cero, y Det M representa el determinante de M. Para vectores vg, vy, ..., v, €
L, se define una matriz cuadrada M, 1(vg, vy,...,V,) de orden (n + 1) mediante

M1 (vo, v, ..oy V) i=vi(j), 4,7=0,1,...,n, (4.3.11)

mientras que span{vy, ..., v,} denota al espacio vectorial generado por vy, ..., v,; la

dimension de este espacio se denota mediante dim span{vy,...,v,}. Para finalizar,

dado un polinomio ¢(z) = o + @12 + - - - + @,zP de grado p, los vectores p’, p € L

se definen como sigue:
Parak=0,1,...,p 5)(]{:) :Spkyz(k) = Pp—k;
(4.3.12)

y, para k > p, @ (k) ="o(k) =0.
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mientras que la siguiente convencién notacional referente a los coeficientes del poli-

nomio ¢(z) se utilizaréa:

=0 sik<0 o k>p. (4.3.13)

4.4. Resultado Principal

Sea ¢(z) un polinomio de grado p. El objetivo de esta seccién es enunicar una
férmula para el determinante de de la matriz correspondiente al sistema Yule-Walker

(4.2.8). Como punto de partida note que para i > 0,

S owlli—kDer = Y o Ali—k)pe+ > vk —i)px

k=i+1
7 p—1i
= Y A+ Y 10)pin
j=0 J=1
y usando la convencién (4.3.13) se desprende que
p p
> i = kDer = v0)pi + > v(i)eis + pitg].
k=0 j=1

Asi, el sistema de Yule-Walker (4.2.8) se puede escribir como

d ks = o
) (4.4.14)

p
YO0 + > v(Dlpini + in] = 0, i=1,2,....p.
=1

La matriz cuadrada de este sistema se denotard mediante M (). Con esta notacién,
no es dificil ver que M () es de orden (p+ 1) y estd dada por la siguiente expresion:

Para:1=0,1,2,...,p,

M(p)io == i, and M(p)ij = pij + 0irj, Jj=1,2,---,p (4.4.15)

por ejemplo, M(p)oo = o v, 5i j > 0, M(9)oj = @o_j + Po+j = ;. en concordancia

con la primera ecuacién en (4.4.14). El siguiente teorema presenta una férmula para
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el determinante de M () y, como un subproducto, se obtiene un criterio para la no
singularidad M ().

Teorema 4.4.1 Sea p(z) = 14+p12+- -+ pp2P un polinomio complejo de grado p. Si
las raices de () sonr1,--- ,1p y M(p) es como en (4.4.15), entonces las siguientes

afirmaciones (i) and (ii) son vdlidas:

(i) El determinante de M (p) estd dado por

p
DetM () = H [1— (riry)” H (1—r; (4.4.16)
i=1

1<i<j<p
donde, siguiendo la convencion usual, para p =1 el primer producto en esta relacion

desplegada es 1.
Consecuentemente,
(i1) M(p) es invertible si, y sélo si, rir; # 1 para todo 1,5 =1,...,p.
Este resultado se establecera en la Section 6; por el momento, es conveniente notar
que la parte (ii) se desprende como consecuencia directa de la férmula en la parte (i).

Por otro lado, (4.4.16) se verifica ficilmente para valores pequenos de p. Por ejemplo,

para p = 1, el polinomio ¢(z) esta dado por ¢(z) = 1 4+ ¢1z y la férmula (4.4.15)

M(g) = [1 “”1]

pr 1
asi que DetM(p) = 1 — p? | expresién que coincide con (4.4.16) para p = 1, ya que

establece que

©(+) tiene la dnica raiz 1 = —1/y;. Cuando p = 2 factorice ¢(z) como
p(z) = (1+ a12)(1 + az2),
donde las raices de ¢(z) son r; = —1/a;, i = 1,2. En este caso se desprende que
o(z) =14 (a1 + a2)z + ara27”
y la matriz M(yp) estd dada por

1 a1 + as a1a9
M(gp): a1+ as ajas +1 0

a1a9 a1 + as 1
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Entonces, expandiendo DetM () por la tercera columna, se obtiene la siguiente

expresion:

DetM(p) = aiaz[(ar+ as) — aras(l + ayaz)] + (1 + a1az) — (ay + as)?
= —(a1+a2)*(1 — araz) + (1 + aya2)[1 — (aias)?]
= (1 —aa)[—(a1 + a2)* + (1 + araz)?
= (1-aaz)(1—a?)(l —a3),

y al sustituire a; por —1/r; se obtiene la féormula (4.4.16)para el caso p = 2. La
demostracion de (4.4.16) en el caso general se realizara por el método de inducién y

serd presentada en la Seccién 6.

4.5. Resultados Auxiliares

Esta seccién contiene las herramientas técnicas que se utilizaran en la demostracion

del Teorema 4.4.1. El punto de partida es la siguiente idea.

Definicién 4.5.1 . Sea ¢(z) = 1 4+ @12 + -+ + 2P un polinomio de grado p. La
sucesion V¢ = {V,? |t € Z} C L se define como sigue:

(i) Para 0 <n < p,
Vn@(o) = ©n, Y Vngo(k) = Pn—k +Q0n+k, k= 1,2,....
(ii) Sin € N
Va9 =s"(@) vy Vi, =5"(%);

en este punto es conveniente recordar la notacion introducida en (4.5.9)-(4.3.12).

Comparando la definicién anterior con (4.3.9)—(4.3.13) se desprende que la suce-

sién V¥ estd relacionada con la matriz M(p) a través de la siguiente igualdad:

M(p) = My (VY VEE, .. V). (4.5.17)

p

El siguiente teorema es el principal resultado técnico de esta seccion.
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Teorema 4.5.1 Suponga que p(z) = 1+ p12 + -+ - + 2P tiene grado p y satisface
w(b) = p(1/b) = 0 para algin b € C\ {0}. En este caso las siguientes afirmaciones
(i)—(1i) son vdlidas:
(Z) dimspan{vfh VE]QO> T V;j—l} < p+ L.
(ii) Para cada a € C,

Det My o (VY +aVZ, ViIF +aViy, - -+, V;j-1 + aV;f) = 0.
(#ii) Para todo a € C, DetM[(1+ az)p(z)] = 0.

La demostracién del Teorema 4.5.1 se ha dividido en cuatro fases establecidas en los

siguientes Lemas. La siguiente notacion sera 1til.
Definicién 4.5.2 Sea V = {Vi|t € Z} una sucesion en L. (i) V tiene la propiedad
D(p) si, para cada n € N,

dimspan{V;| —n <t <p+n} <p+n.

(ii) Dado a € C, la sucesion T,V = {T,V; |t € Z} se define mediante

TV =T,V :=Vi+adViy, teZ.
El inicio de la demostracion del Teorema 4.5.1 es el siguiente resultado.

Lema 4.5.1 Sea ¢(z) =14+ p12+ -+ ©pzP un polinomio de grado p y a € C\ {0}.
Si 0(z) = (1 + az)p(z), entonces VO =T, V?®.

Demostracién. Sean € {1,2,...,p} un entero arbitrario. a partir de la Definicién

4.5.1 se desprende que

V90) =0, = @n + ap,_1 = VA(0) +aV? ,(0) = T,V?(0),
y para k=1,2,.. .,
Vi(k) = O+ Ons
= (Pntk T apnk) + (Prrk + aPn_k_1)
= (Pntk + Pnk) T alPn1-k + Pn_144]
= V2(k) +aV,7 (k)
= T, Vap(k)
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Estas dos tltimas relaciones desplegadas muestran que, para 1 <n <p, V! = T, V%
y para completar el argumento esta igualdad debe verificarse n < 0 y n > p. Para
alcanzar este objetivo, note primero que 0 = ¢ +as(p’)y 0 = s(p) + a'p,

relaciones que se obtienen de (4.3.9) y (4.3.12). entonces, para n > 0,
0 —
Vo = s"(0)
= s"[¢ +as(P)]
= $"(¥) +as"(P)
= V¥ 4+aV?
= T,V?%

Similarmente,

Vf+p+1 = s 9 )
= 5"[s(%p) +a’¢]
= s"(P) +as"(P)
= Vn—l—l—l—p V;:ip
= 1.V, n+l4p-

Luego, se ha establecido que V? = T, V¥ vy Vf+1+p T, Vn+1+p para todo n € N|

como ya se ha mencionado, esto completa la demostracion. O

En el siguiente lema se analiza la relacion entre la propiedad D(k) con la trans-

formacion Ty,; vea la Definicion 4.5.2.

Lema 4.5.2 Sea a € C un numero arbitrario, y suponga que V.= {V,|t € Z} C L
tiene la propiedad D(k). En este caso, T,V tiene la propiedad y D(k + 1).

Demostracién. Observe que T, V; € span{V;, V;_1 }, lo cual implica que, para cualquier
r € N, se tiene que span{7, V;|—r <t < k+1+r} C span{V}|—(r+1) <t < k+(r+1)}.
A continuacién, note que, debido a que la sucesién V tiene la propiedad D(k), el espa-
cio en el lado derecho de la anterior igualdad tiene dimensién menor o igual a k+7r+1

y, por lo tanto,

dimspan{T,V;| —r <t <(k+1)+r} <(k+1)+r
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Esta relacién muestra que 7,V tiene la propiedad D(k + 1), puesto que el nimero r

fue arbitrario. m

Los siguientes dos Lemas relacionan la propeiedad D(k) con sucesiones de la forma
V¥: vea la Definicion 4.5.1.

Lema 4.5.3 Sea p(2) un polinomio de gradop > 1 y suponga que p(1) =0 d o(—1) =
0. En este caso V¥ tiene la propiedad D(p).

Demostracién. Primero suponga que p = 1. Cuando (1) = 0 el polinomio ¢(z)
estado por o(2) = ¢(0)(1 — 2) y, usando (4.3.13), se desprende que p = —‘p, lo cual
impica que, para n > 0, se tiene V¥, = s"(¢’) = —s"("p) = —=V,£,. Si p(—1) = 0 se
desprende que ¢(z) = p(0)(1 + z), y entonces " = @, lo que conduce a V%, = V7,

para todo n € N. Luego, en cualquier caso para cada entero r € N,
span{V;¥ | —r <t <1l4r}=span{V7 |1 <t <1+7r}

y puesto que el espacio en el lado derecho tiene r + 1 generadores, se sigue que
dimspan{V;*| —r <t < 1+7r} <r+1, ie, V? tiene la propiedad D(1); vea la
Definicién 4.5.1. La demostracion se completara ahora por induccién. Suponga que el
resultado ocurre para p = k, y sea ¢ un polinomio de grado k + 1 anulandose en 1
6 —1. En este caso es claro que es posible factorizar ¢(z) como p(z) = (1 + az)0(z),
donde a € C y 6(z) tiene grado k y satisface 6(1) = 0 o §(—1) = 0. Por la hipétesis
de induccién, V? tiene la propiedad D(k) y, usando los Lemas 4.5.1 y 4.5.2, se sigue
que V¢ = T,V? tiene la propiedad D(k + 1). O

El siguiente Lema es la etapa final antes de la demostracion del Teorema 4.5.1.

Lema 4.5.4 Sea ¢(z) un polinomio de grado p > 2 el cual satisface p(b) = ¢(1/b) =
0 para algin b € C\ {0,1,—1}. Entonces, V¥ tiene la propiedad D(p).

Demostracion. El argumento es similar al usado para establecer el Lema 4.5.3.

Primero, suponga que p = 2. En este caso

p(2) = @(0)(1 = b2)(1 — 2/b) = (0)[1 — (b +b7")z + 27,
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y usando (4.3.12) se desprende que p = ‘@; por la Definicién 4.5.1 (i), esto implica

que V¥, = V¥ para todo n > 0, y entonces, para cada r € N,
span{V? | —r <t <2+r}=span{V;¥|1 <t <2 +r},

y puesto que el espacio vectorial en el lado derecho tiene r+2 generadores se desprende
que

dimspan{V;?| —r <t <2+r} <r+2,

esto es, V¥ tiene la propiedad D(2). El resultado para p arbitrario se obtiene por
medio de un argumento de induccién similar al usado para demostrar el Lema 4.5.3.

O

Los lemas anteriores se usaran a continuacién para demostrar el Teorema 4.5.1.

Demostracién del Teorema 4.5.1. Sea ¢(2) = 1+ @12+ - - - + ,p2P un polinomio
de grado p con ¢(b) = ¢(1/b) = 0 para algin b € C\ {0}

(i) Cuando b = 1 0b = —1, el Lema 4.5.3 implica que V¥ tiene la propiedad D(p), y en-
tonces el Lema 4.5.4 permite obtener la misma conclusiéon cuando b # 1, —1. Entonces,

por la Definicién 4.5.2(i), se desprende que dimspan{V*,Vi",... V& VA } <p+1.
(ii) Note que

span{V¥ +aV? |r=0,1,...,p+ 1} Cspan{V?| —1 <t <p+1}
y entonces dimspan{V¥ + aV? |r = 0,1,...,p+ 1} < p+ 1, por la parte (i). Se
sigue que los p + 2 vectores V¥ + aV/”,, v = 0,1,2,...,(p + 1) son linealmente

dependientes en L, lo cual implica la dependencia lineal de las filas de la matriz

Mo (VY +aV?, -+, V7 +aV¥); como una consecuencia de este hecho se tiene que

Det My o(Vy +aV?,--- VA, +aV#) =0

vea, por ejemplo, el capitulo 5 de Hoffman and Kunze (1971).
(iii) Defina ¥ (z) := (14az)p(z). En este caso ¥ (z) tiene grado p+1, y usando (4.5.17)
con p+ 1y ¥ en lugar de p y ¢, respectivamente, se desprende que
M) = Mya(Ve Vo Vi)
= Mp+2(‘/80 + avfh Ty V;j-l + aV;f
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donde el Lema 4.5.1 se utilizé para establecer la segunda igualdad; a partir de este

punto, la parte precedente implica que Det M (¢)) = 0. O

Esta seccién concluye con un hecho que serd 1til en la demostracién del Teorema
4.4.1.

Lema 4.5.5 Sea ¢(2) un polinomio de grado p con ¢(0) = 1. En este caso

DetM (¢) = Det My (Vy, Vi¥, ..., V7).

Demostracién. Defina L := M, »(Vy", V%, ..., V;7) y observe los siguientes hechos
(a) y (b):
(a) Combinando (4.3.11) con la Definicién 4.5.1(i) se sigue que la submatriz obtenida

eliminando la tiltima fila y la tltima columna de L es My, (VY7 Vi7,..., V/?).

A continuacion, se evaluan las componentes en la ultima columna de L. Primero,
recuerde la Definicién 4.5.1 y note que Lo,1 = Vi¥ (p+1) = s°(@) (p+1) = @ (p+1) =
0. Por otro lado, para 1 < n < p, se tiene que Ly, p+1 = pn+p+ 1+¢,_p,—1 = 0, donde
la convencién 4.3.13) se utiliz6 en la dltima igualdad. Finalmente, Ly ;41 = V¥ (p+1) =
LR +1) =20 +1)=0,¥ Lyyip = s(P)p+1) = B(p) = 0o = 9(0) = 1.
En resumen:

(b) La ltima columna de L consiste enteramente de ceros, excepto por el elemento

en la ultima fila, el cual es 1.

Para concluir, expanda Det L por la iltima columna, y usando los anteriores hechos
(a) y (b) se desprende que DetL = M, (Vy,V{¥,...,V)¥) = DetM(y), donde la

ultima igualdad es consecuencia de (4.5.17). O
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4.6. Demostracion del Teorema 4.4.1

Los resultados preliminares establecidos en la secciéon anterior se usaran ahora

para demostrar el principal resultado de este trabajo.

Demostracion del Teorema 4.4.1. Como ya se menciond, es suficiente establecer
la parte (i). Sea p(z) = 1+ v12 + -+ - + ¢,zP un polinomio de grado p y factorice ¢

co1mo
p

() = [J + ),

i=1
donde las raices de ¢(z) son —1/a;, i = 1,2,--- ,p. Con esta notacién, (4.4.16) es

equivalente a

p

i=1

DetM

= H 1 — alaj ﬁ 1— a (4618)
i=1

I<i<j<p

igualdad que se verificé en la Seccién 4.4 para p = 1 y p = 2. La demostracion
de (4.6.18) se completara ahora por induccién. Suponga que (4.6.18) es vélido para
p=mn>2, ysean ai,das, - ,0dpr1 NUmeros complejos distintos de cero. Defina

n

U(z) =[] + aiz) (4.6.19)

i=1

y, para cada ¢ € C, defina

Combinando los Lemas 4.5.1 y 4.5.17 se desprende que

(a) F(c) = DetM|[(1 4 c2)1y(2)]; en particular,

n+1

i=1

F(an41) = DetM (4.6.21)

Usando la multilinealidad de la funcién determinante, (4.6.20) implica que

(b) F(¢) es un polinomio de de grado < n+ 2 en ¢; vea, por ejemplo, el capitulo 5 de
Hoffmann and Kunze (1971):

Ahora, se determinaran las raices del polinomio F'(c). Primero observe
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(¢) F(1) = F(~1) = 0.

Para verificar esta afirmacién, defina ¢*(z) := (1 + 2) [[}_,(1 4+ @;z) y note que
P(=1) =0,y (14 2)¢¥(z) = (1 + a12)Y*(2); vea (4.6.19). Entonces, una aplicacién

de la anterior propiedad (a) implica que
F(1) = DetM[(1 + 2)¥(z)] = Det M[(1 + a12)*(2)] = 0,

donde la ultima igualdad se desprende del Teorema 4.5.1(iii) con ©*(z) y —1 en lugar

de ¢(z) y b, respectivamente. De forma similar puede mostrarse que F'(—1) = 0.
(d) F(1/a;) =0fori=1,2,---,n

Para establecer esta afirmacién, sea k,7 € {1,2,...,n} un entero fijo con k # iy

defina
(k)

b(2): =1+ z/a) [J(1 +a;2), (4.6.22)

k
donde ﬁ indica el producto sobre todos los enteros j entre 1 y n que satisfacen j # k;
note que
(1+ z/a)(z) = (1 + apz)i(2). (4.6.23)
A partir de (4.6.22) se obtiene que 9(—a;) = 0 y, puesto que k # 7, el polinomio ) (z)
contiene al factor (1 + a;z), y entonces ¥)(—1/a;) = 0. Por lo tanto, a partir de (a)
y (4.6.23) se sigue que F(1/a;) = DetM[(1 4 z/a;)¥(2)] = DetM[(1 4 ar2)d(2)], v
una aplicacion del Teorema 4.5.1(iii) con ¥y —a; en lugar de @ v b, respectivamente,

lleva a la conclusién de que F'(1/a;) = 0.

Para continuar, suponga por el momento que ay, as, . . ., a, son nimeros diferentes
en C\{0, 1, —1}. En este caso, los puntos anteriores (c¢) y (d) muestran que el polinomio
F(c) tiene n+ 2 raices diferentes, a saber, 1, -1,y 1/a; ,i =1,2,--- ,n. Combinando
este hecho con (b) se desprende que F'(-) tiene grado n + 2 y que puede factorizarse

co1mo

F(e)=F0)(1 =) (1+¢) [J(1 = aio).
=1

Conociendo ¢ = a,4+1 y usando (a) se sigue que

n+1

Det M [H(l +a;2)

i=1

= F0)(1—a}) [J(1 — aiansa). (4.6.24)
=1
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A continuacién, usando (4.6.20) se ve que F(0) = DetMnJ,g(wa,Vlw,--- ,V;:erl), y
entonces F'(0) = M(v), por el Lema 4.5.5 aplicado al polinomio 1, el cual tiene grado
n, y entonces la hipotesis de induccién permite concluir que

n

FO)=[[a-a)) T Q- aay.

i=1 1<i<j<n

Combinando esta igualdad con (4.6.24) se desprende que

n+1 n+1
DetM |[J(0+a2)| =[J(0—a) [] (- aw), (4.6.25)
i=1 i=1 1<i<j<n+1

relacién que es (4.6.18) con p = n + 1. Aunque (4.6.25) ha sido establecida bajo el
supuesto de que ay, ..., a,4+1 son numeros diferentes en C \ {0,1, —1}, la igualdad
ocurre para a;,...,a,+1 € C\ {0} arbitrarios, puesto que ambos lados de (4.6.25)
dependen continuamente de las a;’s. En resimen, suponiendo que la igualdad (4.6.18)
es valida p = n, se ha demostrado que también ocurre para p = n + 1, concluyendo

el argumento de induccion. O
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4.7. Observaciones Finales

Dado un polinomio ¢(z) con ¢(0) = 1, se ha establecido una condicién necesaria y
suficiente para el sistema correspondiente de Yule-Waker tenga solucién inica, y se ha
demostrado que tal condicion se saisface cuando el polinomio (z) es causal. Ademads
de proporcionar una base firme pare el procedimeinto de dos etapas descrito en la
Seccion 4.2, hay otras partes en la teoria de las series de tiempo en donde es importante
saber que el sistema de Yule-Walker tiene una solucién unica. Por ejemplo, considere
el siguiente resultado: Dado p >0 y una funcién de autocovarianza 7(-), con y(h) — 0
conforme h — o0, existe un proceso {Y;} autorregresivo de orden p cuya funcién
de autocovarianza 7y (-) coincide con y(-) para h =0, 1,--- ,p. Una demostracién de
este resultado se encuentra en Brockwell and Davis (1987), pp. 232-233, y es oportuno
mencionar que en un pasaje del argumento se utiliza que, para cierto polinomio causal,
o(+), tanto {v(h)|0 < h < p} como {yy(h)|0 < h < p} satisfacen (4.2.8), y entonces
se concluye de inmediato que y(h) = vy (h) para 0 < h < p. Asi, se estd suponiendo
en el mencionado argumento que el sistema de Yule-Walker de un polinomio causal

tiene una solucién unica, un hecho que, por el Teorema 4.4.1, es realmente cierto.
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