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Febrero de 2012





COMPENDIO

LAS ECUACIONES DE YULE-WALKER EN EL
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Este trabajo trata sobre el sistema de ecuaciones lineales de Yule-

Walker en el análisis de procesos autorregresivos. Dado un polinomio

complejo ϕ(z) que satisface ϕ(0) = 1, se determina la correspondiente ma-

triz de Yule-Walker M(ϕ) del sistema asociado a ϕ, y el principal resultado

el trabajo consiste en obtener una fórmula expĺıcita para el determinante

de M(ϕ) en terminos de las ráıces de ϕ(z). Tal resultado produce el

siguiente criterio para la no singularidad de M(ϕ): La matriz M(ϕ) es

invertible si, y sólo si, el producto de dos ráıces ϕ es siempre distinto de

1; esta propiedad implica que el sistema de ecuaciones de Yule-Walker

asociado con un polinomio causal tiene una única solución. La forma en

que este resultado se utiliza de manera impĺıcita en la litertura se discute

brevemente.
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This work concerns the Yule-Walker system of linear equations arising

in the study of autoregressive processes. Given a complex polynomial ϕ(z)

satisfying ϕ(0) = 1, the matrix M(ϕ) of the Yule-Walker system associated

with ϕ is determined and the main result of this work establishes an explicit

formula for the determinant of M(ϕ) in terms of the roots of ϕ(z). Such

a result renders the following criterion for the non-singularity of M(ϕ):

The matrix M(ϕ) is invertible if and only if the product of two roots of

ϕ is always different form 1, a property that yields that the Yule-Walker

system associated with a causal polynomial has a unique solution. The

way in which this result is implicitly used in the time series literature is

briefly discussed.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El presente trabajo se ubica en un área conocida como el “análisis de series de

tiempo”, y particularmente trata sobre la idea de una serie estacionaria de segundo

orden, un concepto que se discutirá más adelante. En el estudio de dichas series la

noción de función de autocovarianza desempeña un papel central, especialmente con

relación al problema de pronósticos, aśı que determinar dicha función es un problema

de extrema importancia. Para una amplia clase de procesos estacionarios, concre-

tamente, la familia de procesos ARMA, la función de autocovarianza se determina

mediante un procedimiento recursivo, cuya primera etapa consite en resolver un sis-

tema de ecuaciones lineales, denominado sistema de Yule-Walker; el propósito central

de este trabajo es establecer que dicho sistema tiene una solución única, esto es que

su matriz de coeficientes es no singular. En este caṕıtulo se hace una descripción del

contexto básico en que se desarrolla este trabajo, se describe el principal problema

que se estudiará, y se presenta una visión general de la organización del material

subsecuente.

1.1. Series Estacionarias

De manera intuitiva, una series de tiempo es una sucesión {Xt} de variables aleato-

rias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, donde la variable aleatoria Xt

se interpreta como una observación que se realiza en el tiempo t, el cual, para el

caso considerado, puede variar en un subconjunto de los números enteros. El rasgo
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fundamental de la sucesión {Xt} es que, en contraste con el supuesto comúnmente

adoptado en la teoŕıa estad́ıstica clásica (Borovkov, 1999, Dudewicz y Mishra, 1998,

Shao, 2010, Wackerly et. al., 2009), no se supone la independencia de las variables

Xt, ni que éstas tengan la misma distribución ó caracteŕısticas que permiten incluir

en el estudio una gran variedad de observaciones que surgen en la práctica, como

las ventas diarias de un centro comercial, la asistencia semanal a cines, la población

de un páıs, o la aparición de manchas solares (Brockwell y Davis, 1998, Shumway y

Stoffer 2006). Por otro lado, una serie de tiempo {Xt} se llama estacionaria cuando,

para todo entero h, las propiedades “fundamentales”de un segmento (X1,X2, . . . ,Xn)

son las mismas que las del segmento trasladado (X1+h,Xh+2, . . . ,Xn+h). Como no se

harán supuestos sobre la distribución de las variables Xt, las propiedades “impor-

tantes”se referiran a los momentos: concretamente, si la serie es estacionaria satisface

los siguientes dos requerimientos:

(i) Todas las variables Xt tienen los mismos momentos de primer y segundo orden,

es decir

E[Xt] y E[X2
t ] son finitos y no dependen de t.

(ii) El segundo momento de la diferenciaXs−Xt, es el mismo que el segundo momento

de Xs+h − Xt+h para todo entero h. Estas dos condiciones son equivalentes a las

propiedades (a) y (b):

(a) E[Xt] = µ no depende de t;

(b) Para cada s y t, Cov (Xs,Xt) está bien definida y depende sólo de la diferencia

entre s y t.

Estas propiedades permiten definir la función de autocovarianza asociada a la serie

estacionaria {Xt} mediante

γ(h) = E[Xt+hXt], h = 0,±,±2, . . . . (1.1.1)

Para una serie estacionaria, en el sentido definido anteriormente, no es dif́ıcil observar

que para cada entero h y cada entero positivo n,

E[(X1,X2 . . . ,Xn)
′] = E[(X1+h,X2+h . . . ,Xn+h)

′]
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y

Var[(X1,X2 . . . ,Xn)
′] = Var[(X1+h,X2+h . . . ,Xn+h)

′]

de manera que los segmentos (X1,X2 . . . ,Xn) y (X1+h,X2+h . . . ,Xn+h) tienen el mis-

mo valor esperado y la misma matriz de varianza; en este sentido, ambos segmentos

tienen las mismas propiedades “importantes”, y el análisis de una serie de tiempo

estacionaria estará basado en propiedades de segundo orden. Debido a que si {Xt} es

una serie estacionaria, entonces {Xt − µ} también lo es, en este trabajo se supondrá,

sin pérdida de generalidad, que la esperanza de Xt es nula. La idea de serie esta-

cionaria es bastante restrictiva y, en general, una de tales series, no es un modelo

razonable para los datos que se observan comúnmente en la práctica; sin embargo,

una serie estacionaria es la componente esencial del denominado modelo clásico, el

cual captura una amplia gama de situaciones reales (Brockwell y Davis, 1998).

1.2. El Problema de Pronóstico

El problema fundamental para una serie estacionaria puede describirse como

sigue: Dadas las observaciones X1, . . . ,Xn registradas hasta el tiempo n, determinar

“la mejor”aproximación para la variable Xn+h que se observará en el tiempo futuro

n + h en términos de los datos disponibles X1, . . . ,Xn, el cual se denomina el pro-

blema de pronóstico. Un resultado conocido en la teoŕıa estad́ıstica establece que la

mejor aproximación a Xn+h en el sentido de minimizar el error cuadrático esperado

es la esperanza condicional g(X1, . . . ,Xn) = E[Xn+h|X1, . . . ,Xn]; sin embargo, al no

conocer la distribución de {Xt}, la función g(·) no se puede calcular, y en la teoŕıa

de series de tiempo, la mejor aproximación que se pretende encontrar es “la mejor

aproximación lineal basada en los datos observados hasta el momento actual n ”:

ĝ(X1, . . . ,Xn) = a1X1 + · · ·+ anXn (1.2.2)

donde a1, . . . , an son constantes y

mı́n
b1,...,bn

E[((Xn+h − (b1X1 + · · ·+ bnXn))
2] (1.2.3)

= E[((Xn+h − (a1X1 + · · ·+ anXn))
2]. (1.2.4)



4

tales números ai siempre existen y se expresan solamente en términos de la función

de autocovarianza γ(·); de hecho, a1, . . . , an pueden determinarse por medio de dife-

renciación (Fulks 1980, Khuri 2002).

En un sentido general, el primer problema de interés en este trabajo se refiere a la

determinación de la función de autocovarianza de una clase especial de procesos esta-

cionarios; como se analizará en el siguiente caṕıtulo, dicha función de autocovarianza

permite determinar los pronósticos de las observaciones futuras.

1.3. Proyecciones

Dado que este trabajo involucra la determinación de las constantes ai en (1.2.2),

las cuales tienen la propiedad de optimalidad en (1.2.4), las ideas básicas de espacio

vectorial y producto interno son de importancia fundamental en el desarrollo subse-

cuente; para un estudio de estos conceptos en espacios de dimensión finita, vea, por

ejemplo, Graybill (2001), Harville (2008), Hoffman y Kunze (1975) y, particularmente,

Strang (2003). La intuición del caso de dimensión finita es de gran importancia en el

estudio de series de tiempo, aunque el entorno de trabajo es, naturalmente, el espacio

L2 = L2(Ω,F , P )

de todas las variables aleatorias Y : Ω → R con segundo momento finito, y donde

(Ω,F , P ) es el espacio de probabilidad donde la serie {Xt} está definida. Este espacio

es de dimensión infinita y el producto interno está especificado por

〈Y1, Y2〉 = E[Y1Y2], Y1, Y2 ∈ L2,

y la norma correspondiente está dada por

‖Y ‖ =
√
〈Y, Y 〉 = E[Y 2]1/2.

Con respecto a esta norma, L2 es un espacio métrico completo, es decir, toda suce-

sión de Cauchy es convergente (Apostol 1980, Rudin 1984, Royden 2003). Considere

ahora, una sucesión finita W1, . . . ,Wk de variables en L2, y seaW el espacio vectorial

generado por estas variables:

W = {c1W1 + · · ·+ cnWn | c1, c2, . . . , cn ∈ IR}
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el cual es un subespacio cerrado de L2 (Rudin 1984, Royden 2003). Dado Y ∈ L2,

existe una única variable aleatoria PWY que satisface las siguientes propiedades:

PWY ∈ W y ‖Y − PWY ‖ ≤ ‖Y −w‖ para todo w ∈ W. (1.3.5)

Estas condiciones son equivalentes a

PWY ∈ W y 〈PWY,w〉 = 〈Y,w〉, w ∈ W. (1.3.6)

(Brockwell y Davis 1998, Strang 2003); debido a la (bi-)linealidad del producto inter-

no, estas condiciones pueden expresarse como

PWY ∈ W y 〈PWY,Wi〉 = 〈Y,Wi〉, i = 1, 2, . . . , k. (1.3.7)

La variable PWY se llaman la proyección (ortogonal) de Y sobre W y es una trans-

formación lineal; la equivalencia de (1.3.5–1.3.7) se conoce teorema de proyección. La

siguiente propiedad será útil: Si W0 y W1 son dos subespacios de L2, entonces

W0 ⊂ W1 ⇒ PW0PW1 = PW0 (1.3.8)

A partir de esta discusión es claro que el mejor pronóstico g(X1, . . . ,Xn) para Xn+1

dadas las observacionesX1, . . . ,Xn, es la proyección deXn+1 sobre el espacio generado

por X1, . . . ,Xn; compare (1.2.2) y (1.2.4) con (1.3.5).

1.4. El Objetivo Principal

Como se verá en el Caṕıtulo 2, la determinación de prónosticos para una serie

estacionaria involucra directamente a la correspondiente función de autocovarianza.

Para una clase de modelos denomindados autorregresivos y de promédios móviles, el

cálculo de la función de autocovarianza requiere resolver una sistema de ecuaciones

lineales conocido como el sistema de Yule-Walker, y el objetivo central de este tra-

bajo es demostrar que dicho sistema tiene solución única, esto es, que la matriz de

coeficientes es invertible. Para alcanzar esta meta, se determinará una fórmula para

el determinante de una matriz de Yule-Walker correspondiente a un proceso ARMA,

y se verá que dicho determinante es diferente de cero.
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1.5. La Organización

La presentación de este trabajo ha sido organizada de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 2, dada una serie de tiempo estacionaria se formulan las ecuaciones

que determinan el pronóstico X̂n+h en términos de los datos actuales X1, . . . ,Xn y

se encuentra una expresión simple para el correspondiente error de pronóstico vhn,

analizando sus propiedades de monotonicidad y su comportamiento conforme h se

incrementa sin ĺımite.

En el Caṕıtulo 3 se introduce una clase importante de procesos estacionarios que

surgen resolviendo ecuaciones en diferencias, los cuales se denomina procesos auto-

rregresivos y de promedios móviles o, simplemente, procesos ARMA. La variablilidad

de esos procesos se debe a la presencia de una serie denominada ruido blanco, la

cual consiste de variables aleatorias no correlacionadas de varianza común, y que que

influye en los datos observables de una manera simple, generando un modelo que es

sencillo de analizar, pero lo suficientemente versátil para ser utilizado, ya que la fun-

ción de autocovarianza de cualquier serie estacionaria {Yt} puede aproximarse, tanto

como se desee, por la función de autocovarianza de un proceso ARMA adecuadamente

seleccionado. La presentación incluye una discusión sobre la existencia y unicidad de

procesos ARMA, y finaliza con la introducción del concepto de causalidad de un

proceso respecto a un ruido blanco.

En el Caṕıtulo 4 se describe el procedimento de dos fases para determinar la

función de autocovarianza de un proceso ARMA , se formulan las ecuaciones de Yule-

Walker, y se establece la fórmula sobre el determinate de la matriz de dicho sistema

en el Teorema 4.4.1.



Caṕıtulo 2

ECUACIONES DE

PRONÓSTICO

Dada una serie de tiempo estacionaria, en este caṕıtulo se formulan las ecuaciones

que determinan la mejor aproximación lineal para una observación futura en términos

de los datos disponibles, y se encuentra una expresión simple para el correspondiente

error de pronóstico. Se analizan dos ideas sobre el comportamiento de los errores

que, desde el punto de vista intuitivo, parece natural esperar que sean válidas. El

estudio que se realiza muestra que dichas ideas no son, en general, correctas, pero

un análisis más profundo muestra que, bajo condiciones adecuadas o después de una

reformulación apropiada, el comportamiento de los errores está de acuerdo con la

intuición.

2.1. Formulación de las Ecuaciones

Dada una serie estacionaria {Xt} con función de autocovarianza γ(·), en esta

sección se establecen las ecuaciones para determinar la proyección ortogonal de una

variable Xn+h, donde h > 0, sobre el espacio generado por las variables X1, . . . ,Xn

donde, por el momento, el entero n es fijo, y Ln es el subespacio de L2 generado por

las variables Xt con 1 ≤ t ≤ n:

Ln(X1, . . . ,Xn) ≡ Ln : = {a1X1 + · · ·+ anXn | (a1, . . . , an) ∈ IRn}. (2.1.1)

7
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Para cualquier variable aleatoria Y con varianza finita, la proyección ortogonal de Y

sobre Ln se denotará mediante Ŷ :

Ŷ = PLnY, (2.1.2)

de manera que Ŷ está caracterizada por los siguientes requerimientos:

Ŷ ∈ Ln, y 〈Y,Xk〉 =
〈
Ŷ ,Xk

〉
, k = 1, 2, . . . , n; (2.1.3)

vea el Teorema de proyección en el caṕıtulo 2 de Brockwell y Davis (1998). En pa-

labras, Ŷ es una combinación lineal de X1, . . . ,Xn, y los productos internos de Ŷ y Y

con Xi coinciden, i = 1, 2, . . . , n. Ahora se determinará la forma que estas condiciones

adoptan para el caso en que Y es la variable Xn+h que se observará h unidades después

de haber registrado el valor de Xn; primero, se estudiará el caso h = 1. Observe que

la inclusión X̂n+h ∈ Ln significa que X̂n+h es una combinación lineal de X1, . . . ,Xn,

de manera que existen constantes φn 1, φn 2, . . . , φnn tales que

X̂n+1 = φn 1Xn + φn 2Xn−1 + · · ·+ φnnX1,

o de forma más compacta,

X̂n+1 =
n∑

j=1

φn jXn+1−j , (2.1.4)

A continuación, note que la condición de que Xn+1 y X̂n+1 tengan los mismos pro-

ductos internos con las variables Xr, r = 1, 2, . . . , n puede escribirse en términos de

la función de autocovarianza:

〈Xn+1,Xr〉 =
〈
X̂n+1,Xr

〉

=

〈
n∑

j=1

φn jXn+1−j ,Xr

〉
(2.1.5)

=
n∑

j=1

φn j〈Xn+1−j ,Xr〉, r = 1, 2, . . . , n,

igualdades que equivalen a

γ(n+ 1 − r) =
n∑

j=1

φn jγ(n+ 1 − j − r), r = 1, 2, . . . , n.
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Una forma más conveniente para este sistema se obtiene escribiendo

i = n + 1− r;

con esta notación, cuando r toma cualquier valor entre 1 y n, i también lo hace y el

anterior sistema de ecuaciones se escribe como

γ(i) =
n∑

j=1

φn jγ(i− j), i = 1, 2, . . . , n.

Se definirá ahora los vectores γn,ϕn ∈ IRn y la matriz Γn de orden n× n mediante

γn =




γ(1)

γ(2)
...

γ(n)



, ϕn =




φn 1

φn 2

...

φn, n



, Γn = [γ(i− j)]i,j=1,2,...,n; (2.1.6)

con esta notación, las ecuaciones anteriores equivalen a

γn = Γnϕn, (2.1.7)

sistema que siempre es consistente, por el teorema de proyección. Después de encon-

trar una solución ϕn para esta ecuación vectorial, el error cuadrático de pronóstico,

denotado por vn y definido mediante

vn = ‖Xn+1 − X̂n+1‖2, (2.1.8)

puede determinarse de forma muy simple. En efecto, observando que

〈
Xn+1 − X̂n+1,Xr

〉
= 0

para todo r = 1, 2, . . . , n (vea la primera igualdad en (2.1.5)), como X̂n+1 es una

combinación lineal de X1, . . . ,Xn se obtiene que

〈
Xn+1 − X̂n+1, X̂n+1

〉
= 0, (2.1.9)

lo que equivale a

〈
X̂n+1,Xn+1

〉
=
〈
X̂n+1, X̂n+1

〉
= ‖X̂n+1‖2.
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Con esto en mente,

‖Xn+1 − X̂n+1‖2 =
〈
Xn+1 − X̂n+1,Xn+1 − X̂n+1

〉

=
〈
Xn+1 − X̂n+1,Xn+1

〉
−
〈
Xn+1 − X̂n+1, X̂n+1

〉

=
〈
Xn+1 − X̂n+1,Xn+1

〉
(por la ecuación (2.1.9))

= 〈Xn+1,Xn+1〉 −
〈
X̂n+1,Xn+1

〉

= γ(0) −
〈
X̂n+1, X̂n+1

〉

donde, de nueva cuenta, se utilizó la ecuación (2.1.9) para establecer la última igual-

dad. Por lo tanto,

‖Xn+1 − X̂n+1‖2 = γ(0) −
〈
X̂n+1, X̂n+1

〉
. (2.1.10)

Ahora se calculará la norma cuadrática de X̂n+1. Usando (2.1.4) se tiene que

〈
X̂n+1, X̂n+1

〉
=

〈
n∑

j=1

φn jXn+1−j ,
n∑

i=1

φn iXn+1−i

〉

=
n∑

j=1

n∑

i=1

φn i〈Xn+1−j ,Xn+1−i〉φn j

=

n∑

j=1

n∑

i=1

φn iγ(i− j)φn j

= ϕ′
nΓnϕn

y recordando que Γnϕn = γn, se obtiene que
〈
X̂n+1, X̂n+1

〉
= ϕ′

nγn; combinando esta

relación con (2.1.10), se llega a la expresión

vn = ‖Xn+1 − X̂n+1‖2 = γ(0) − ϕ
′
nγn.

De esta manera, al resolver la ecuación (2.1.7) es posible determinar, tanto la proye-

cción X̂n+1 por medio de (2.1.4), como el error de pronóstico vn a través de la expresión

anterior desplegada. Esta discusión se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1 Suponga que {Xt} es una serie estacionaria con función de autoco-

varianza γ(·). En este caso, la proyección X̂n+1 de Xn+1 sobre el espacio Ln generado

por X1, . . . ,Xn está dada por

X̂n+1 =
n∑

j=1

φn jXn+1−j

donde ϕn = (φn 1, . . . , φnn)
′ es cualquier vector que satisface el sistema de ecuaciones

γn = Γnϕn,

y la notación es como en (2.1.6). Más aún, el error de pronóstico vn está dado por

vn = ‖X̂n+1 −Xn+1‖2 = γ(0) − ϕ′
nγn.

Para concluir esta sección, ahora se discutirá brevemente la determinación de la

proyección X̂n+h deXn+h sobre Ln. Como X̂n+h ∈ Ln existen constantes φhn 1, φ
h
n 2, . . . , φ

h
nn

tales que

X̂n+h = φhn 1Xn + φhn 2Xn−1 + · · ·+ φhnnX1, )

y entonces las condiciones (2.1.3) implican que, para cada i = 1, 2, . . . , n,

γ(h+ i− 1) = 〈Xn+h,Xn+1−i〉
=

〈
X̂n+h,Xn+1−i

〉

=

〈
n∑

j=1

φhn jXn+1−j ,Xn+1−i

〉

=
n∑

j=1

φhn j〈Xn+1−j ,Xn+1−i〉

=
n∑

j=1

φhn jγ(i− j);

Definiendo los vectores γhn,ϕ
h
n ∈ IRn mediante

γhn =




γ(h)

γ(h+ 1)
...

γ(h+ n− 1)




y ϕhn =




φhn 1

φhn 2

...

φhn, n




(2.1.11)
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se desprende que

γ
h
n = Γnϕ

h
n (2.1.12)

donde Γn es la matriz n × n definida en (2.1.6). Más aún, siguiendo el mismo pro-

cedimiento que para en el caso h = 1, es posible obtener una fórmula simple para el

error de pronóstico ‖Xn+h − X̂n+h‖2:

vhn : = ‖Xn+h − X̂n+h‖2 = ‖Xn+h‖2 − ‖X̂n+h‖2 = γ(0)− ϕhn
′
γhn. (2.1.13)

2.2. Comportamiento de los Errores

En esta sección se ejemplifica el cálculo de proyecciones mediante la solución del

sistema (2.1.7) o (2.1.12), y se analizan dos aspectos simples que, a primera vista,

parece natural esperar sobre los errores de pronóstico:

(i) En el tiempo n, se han observadoX1,X2, . . . ,Xn, y a medida que h > 0 aumenta, el

tiempo de observación n+h de la variableXn+h se aleja más del tiempo actual n. Esto

puede generar la impresión de que cada vez será más dif́ıcil pronósticar Xn+h usando

los datos X1, . . . ,Xn, lo cual se reflejará en el incremento del error de pronóstico

vhn = ‖Xn+h − X̂n+h‖2 al crecer h. La expresión formal de esta primera impresión es

vhn ≤ vh+1
n , h = 1, 2, 3, . . .

(ii) Llevando al extremo la idea anterior, conforme h crece sin ĺımite, pareceŕıa natural

esperar que “la influencia”de X1, . . . ,Xn sobre Xn+h tiende a desvanecerse conforme

h se incrementa, en el sentido de que ĺımh→0 X̂n+h = 0. En este caso, usando que

vhn = γ(0) − ‖X̂n+h‖2, parece natural esperar que

ĺım
h→∞

vhn = γ(0).

A partir de los siguientes ejemplos, se verá que estas dos impresiones no son

correctas en general; sin embargo, se mostrará que la intuición va en el camino correcto

bajo condiciones adecuadas, o después de una reformulación apropiada de las ideas.
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Ejemplo 2.2.1 Considere el proceso de promedios móviles Xt = Zt + Zt−1 + Zt−5,

donde la serie {Zt} es un ruido blanco con varianza unitaria, en este caso, la función

de autocovarianza está dada por

γ(h) =





3, si h = 0

1, si h = ±1 o h = ±5,

0, de otra forma;

vea, por ejemplo, Brockwell y Davis (1998), Fuller (1998), o Shumway y Stoffer (2006).

Dado n = 2, se determinarán, para cada h > 0, las proyecciones X̂2+h de Xh+2 sobre

L2.

(i) Para encontrar X̂3 = X̂2+1 se resuelve el sistema (2.1.7) (que equivale al sistema

(2.1.12) con h = 1):

[
1

0

]
=

[
γ(1)

γ(2)

]
=

[
γ(0) γ(1)

γ(1) γ(0)

][
φ2 1

φ2 2

]
=

[
3 1

1 3

] [
φ21

φ22

]
.

Este sistema tiene matriz invertible, y su única solución es ϕ2 = (3/8,−1/8)′. Por lo

tanto, X̂3 = (3/8)X2 − (1/8)X1, y el error de pronóstico es

v1
2 = v2 = ‖X3 − PL2X3‖2 = 3− (3/8,−1/8)

[
1

0

]
= 21/8.

(ii) Las proyecciones X̂4 = X̂2+2 y X̂5 = X̂2+3 se determinan resolviendo (2.1.12) con

h = 2 y h = 3, respectivamente. Observe ahora que γh2 = (γ(h), γ(h + 1))′ = (0, 0)′

para h = 2, 3, de modo que el sistema γh = Γ2ϕ
h
2 tiene la única solución ϕh2 = (0, 0)′,

y entonces X̂4 = X̂5 = 0 y los correspondientes errores de pronóstico son

v2
2 = ‖X4 − X̂4‖2 = γ(0)− ϕ2

2
′
γ2

2 = 3

v3
2 = ‖X5 − X̂5‖2 = γ(0)− ϕ3

2
′
γ3

2 = 3

(iii) La proyección X̂6 = X̂2+4 = PL2X6 se encuentra observando que γ4
2 = (γ(4), γ(5))′ =

(0, 1)′. En este caso, (2.1.12) con h = 4 se reduce a

[
0

1

]
=

[
γ(4)

γ(5)

]
=

[
γ(0) γ(1)

γ(1) γ(0)

][
φ4

2 1

φ4
2 2

]
=

[
3 1

1 3

] [
φ4

21

φ4
22

]
.
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cuya única solución es ϕ4
2 = (−1/8, 3/8)′. La proyección X̂6 es X1/8 − 3X2/8 y el

correspondiente error de pronóstico es

v4
2 = ‖X6 − PL2X6‖2 = γ(0)− ϕ

4
2
′
γ4

2 = 3− 3/8 = 21/8

(iv) Para encontrar la proyección X̂7 = X̂2+5 = PL2X7 observe que γ5
2 = (γ(5), γ(6)′ =

(1, 0)′, de tal forma que (2.1.12) con h = 5 equivale a

[
1

0

]
=

[
γ(5)

γ(6)

]
=

[
γ(0) γ(1)

γ(1) γ(0)

][
φ5

2 1

φ5
2 2

]
=

[
3 1

1 3

] [
φ5

21

φ5
22

]
.

cuya única solución es ϕ5
2 = (3/8,−1/8)′; se tiene que X̂7 = (3X1 −X2)/8 y el error

de pronóstico es

v5
2 = ‖X7 − X̂7‖2 = γ(0) − ϕ5

2
′
γ5

2 = 3 − 3/8 = 21/8

(v) Para evaluar X̂2+h = PL2X2+h cuando h ≥ 6, note que la especificación de γ(·)

implica que γh2 = (γ(h), γ(h + 1))′ = (0, 0)′. Por lo tanto, la solución de γh2 = Γ2ϕ
h
2

es ϕh2 = (0, 0)′, y X̂2+h = 0 para h ≥ 6; el correspondiente error de pronóstico es

vh2 = ‖X2+h − X̂2+h‖2 = ‖X2+h‖2 = γ(0) = 3.

En el ejemplo anterior n = 2 y la sucesión de errores de pronóstico es

(v1
2, v

2
2, v

3
2, v

4
2, v

5
2, v

6
2, v

7
2, . . . ) =

(
21

8
, 3, 3,

21

8
,
21

8
, 3, 3, . . .

)

y es claro que vh2 no es una función monótona creciente de h, de tal forma que la

propiedad (2.2) no se satisface. Sin embargo, como vh2 = 3 = γ(0) para h ≥ 6, en este

ejemplo la convergencia en (2.2) si ocurre. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra

que la validez de (2.2) tampoco puede garantizarse en el caso general.

Ejemplo 2.2.2 Considere la serie {Xt} definida mediante

Xt = A cos(πt/3) +B sin(πt/3),

donde A y B son variables aleatorias no correlacionadas con varianza unitaria. En

este caso, la correspondiente función de autocovarianza es

γ(h) = cos(πh/3);
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vea Brockwell y Davis (1998) para una deducción detallada de este hecho. Ahora tome

n = 1 y considere el correspondiente error de pronóstico

vh1 = ‖X1+h − PL1X1+h‖2 = γ(0)− ‖PL1X1+h‖2 = 1− ‖PL1X1+h‖2

En este caso PL1X1+h = φh11X1 y las ecuaciones (2.1.12) se reducen a γ(h) = γ(0)φh1 1,

de donde φh11 = γ(h)/γ(0) = cos(πh/3), de manera que

‖PL1X1+h‖2 = ‖ cos(πh/3)X1‖2 = cos2(πh/3)

y entonces vh1 = 1 − cos2(πh/3) = sin2(πh/3). Esta expresión es periódica respecto a

h, y al variar h toma los valores 1/2, 1/2, 0, 1/2, 1/2, 0 una y otra vez. Por lo tanto,

vh1 no converge a γ(0) = 1 conforme h tiene a ∞.

2.3. Una Condición de Invertibilidad

La determinación del vector de coeficientes ϕhn requiere resolver el sistema (2.1.12)

cuya matriz es Γn = [γ(i−j)]i,.j=1,...,n. En esta sección se presenta una condición sobre

la función de autocovarianza γ(·) que asegura que dicha matriz Γn es invertible para

cada n.

Teorema 2.3.1 Suponga que γ(·) es la función de autocovarianza de un proceso esta-

cionario {Xt} para la cual las siguientes condiciones (i) y (ii) se satisface:

(i) γ(0) > 0;

(ii) ĺımk→∞ γ(k) = 0.

En estas circunstancias, para cada n = 1, 2, 3, . . . la matriz Γn en (2.1.6) es invertible

Demostración. Note que Γ1 = [γ(0)] es una matriz invertible, pues γ(0) > 0. El

argumento ahora procede por contradicción. Suponga que Γr es una matriz singular

para algún r > 1. En este caso, debido a que Γ1 es invertible, existe un entero n ≥ 1

tal que

Γ1,Γ2, . . . ,Γn son inveritbles, pero Γn+1 es singular.
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Luego, existe un vector b = (b1, . . . , bn, bn+1)
′ ∈ IRn+1 tal que

Γn+1b = 0, b 6= 0. (2.3.14)

Observando que Γn+1 se representa en bloques como

Γn+1 =

[
Γn γ̃

γ̃ ′ γ(0)

]
,

la igualdad en (2.3.14) se escribe como

[
Γn γ̃

γ̃ ′ γ(0)

] [
b̃

bn+1

]
= 0, donde b̃ =




b1

b2
...

bn




Ahora se verá que bn+1 6= 0. En efecto, si bn+1 = 0, la ecuación anterior implica

que Γb̃ = 0, y entonces, por la invertibilidad de Γn, se obtiene que b̃ = 0, lo que

combinado con el supuesto de que bn+1 = 0 implica que b = 0, en contradicción con

(2.3.14). Sustituyendo a b por b−1
n+1b en (2.3.14) se puede suponer que

b = (b1, b2, . . . , bn, 1)
′

Con lo anterior, note que
∥∥∥∥∥
n+1∑

s=1

bsXs

∥∥∥∥∥

2

=
n+1∑

i,j=1

biγ(i− j)bj = b′Γn+1b = 0,

donde se utilizó la condición Γn+1b = 0 para establecer la última igualdad. Por lo

tanto ∥∥∥∥∥
n∑

s=1

bsXs +Xn+1

∥∥∥∥∥ = 0 (2.3.15)

lo cual significa que Xn+1 = −
∑n

s=1 bsXs, esto, es

Xn+1 ∈ L(X1,X2, . . . ,Xn).

Por otro lado, la estacionaridad del proceso {Xt} implica que
∥∥∥∥∥

n∑

s=1

bsXs+h +Xn+h+1

∥∥∥∥∥ = 0 para todo h,
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y entonces
∑n

s=1 bsXs+h +Xn+h+1 = 0, es decir Xn+h+1 = −
∑n

s=1 bsXs+h, de donde

se obtiene que

Xn+h+1 ∈ L(Xh+1,Xh+2, . . . ,Xh+n), h = 1, 2, 3, . . .

Combinando esta relación con (2.3), se obtiene que

Xn+h ∈ L(X1,X2, . . . ,Xn), h = 1, 2, 3, . . .

y entonces, para cada h > 0, existe un vector bh = (bh1, . . . , b
h
n) ∈ IRn tal que

Xn+h =
n∑

i=1

bhiXi (2.3.16)

A partir de esta igualdad se obtendrá una contradicción. Primero observe que debido

a que Γn es invertible, existen constantes positivas m y M tales

m‖x‖2 ≤ x′Γnx ≤M‖x‖2, x ∈ IRn;

vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1980), Graybill (2001), o Lipschutz (1995). Por

otro lado, a partir de (2.3.16), cálculos similares a los realizados en la sección prece-

dente arrojan que γ(0) = ‖Xn+h‖2 = bh
′
Γnb

h, relación que al combinarse con las

anteriores desigualdades desplegadas implica que

m‖bh‖2 ≤ bh
′
Γnb

h = γ(0) y γ(0) = bh
′
Γnb

h ≤ ‖bh‖2.

Por lo tanto
γ(0)

M
≤ ‖bh‖2 ≤ γ(0)

m
, (2.3.17)

esto es, {bh, h = 1, 2, 3, . . .} es una sucesión acotada. Para concluir, observe que

γ(0) = ‖Xn+h‖2

= Cov (Xn+h,Xn+h)

= Cov

(
Xn+h,

n∑

i=1

bhiXi

)

=
n∑

i=1

bhi Cov (Xn+h,Xi)

=
n∑

i=1

bhi γ(n+ h − i)
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y entonces (2.3.17) permite establecer que

γ(0) ≤
√
γ(0)

m

n∑

i=1

|γ(n+ h− i)|.

Tomando el ĺımite conforme h tiende a ∞, la condición ĺımk→∞ γ(k) = 0 implica que

γ(0) ≤ 0, lo cual contradice el supuesto γ(0) > 0. Esto muestra que Γn es invertible

para cada n, finalizando el argumento. tu

2.4. Consecuencia de la Condición de Invertibili-

dad

En esta sección se estudia una implicación de la invertibilidad de las matrices

Γn sobre el comportamiento de los errores de pronóstico vhn. Como se mencionó en

la Sección 2.2, desde un punto de vista intuitivo, parece natural esperar que vhn =

‖Xn+h − PLnXn+h‖ converja a γ(0) conforme h se incrementa, lo cual es un reflejo

de la idea de que, a medida que h aumenta, la variable Xn+h que se observará en

el tiempo n + h tendrá cada vez “menos relación”con las variables X1, . . . ,Xn que

se han observado desde el tiempo 1 hasta el tiempo n. Sin embargo, los ejemplos en

la Sección 2.2 muestran que en general dicha impresión no es correcta en general. A

continuación se muestra que la convergencia (2.2) es válida bajo las condiciones del

Teorema 2.3.1.

Teorema 2.4.1 Suponga que {Xt} es un proceso estacionario cuya función de auto-

covarianza γ(·) satisface las condiciones

γ(0) > 0 y ĺım
k→∞

γ(k) = 0. (2.4.18)

En este caso,

vhn = ‖Xn+h − PLnXn+h‖ → γ(0) conforme h→∞.

Demostración. Recuerde que PLnXn+h =
∑n

k=1 φ
h
n kXn+1−k , donde

ϕ
h
n = (φhn 1, φ

h
n 2, . . . , φ

h
nn)
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satisface γhn = Γnϕhn, y el vector γhn es como en (2.1.11). Como la matriz Γn es in-

vertible, por el Teorema 2.3.1, se desprende que ϕhn = Γ−1
n γhn y entonces la fórmula

(2.1.13) puede escribirse como

vhn = γ(0)− γ
h
n

′
Γ−1
n γ

h
n;

puesto que γhn = (γ(h), γ(h + 1), . . . , γ(h+ n− 1))′ → 0 conforme h tiende a ∞, por

(2.4.18), tomando el ĺımite cuando h → ∞ en la igualdad anterior, se obtiene que

ĺımh→∞ vhn = γ(0). tu

Por otro lado, el otro resultado que intuitivamente pareció natural en la Sección 2.2

fue la relación de monotonicidad (2.2). Observando que la función de autocovarianza

en el Ejemplo 2.2.1 satisface la condición (2.4.18), se desprende que en ese contexto las

matrices Γn son invertibles, y entonces el análisis de dicho ejemplo muestra que (2.2)

no puede garantizarse aún bajo condiciones que garantizan la invertibilidad de Γn.

Para concluir esta sección, se mostrará que la validez de la relación de monotonicidad

depende de la información disponible en el tiempo n. Suponga que al momento n se

han observado no sólo X1,X2, . . . ,Xn, sino todas las variables Xt con t ≤ n y defina

Hn como la cerradura del espacio generado por las variables Xt con −∞ < t ≤ n:

Hn = L(Xt, t ≤ n). (2.4.19)

Denotando por X̃n+h a la proyección de Xn+h sobre Hn, esto es,

X̃n+h = PHnXn+h

se tiene que X̃n+h es el mejor pronóstico lineal de la observación futura Xn+h en

términos de la información disponible en el tiempo n representada por Hn. El corres-

pondiente error cuadrático de pronóstico es

ṽhn = ‖Xn+h − X̃n+h‖2 = ‖Xn+h − PHnXn+h‖2.

Teorema 2.4.2 Con la notación precedente, se tiene que

ṽhn ≤ ṽh+1
n , h = 1, 2, 3, . . .
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Demostración. Se presentará un bosquejo del argumento: Observe que por la defini-

ción del operador de proyección y la especificación de la cerradura de un subespacio,

ṽhn = ‖Xn+h − X̃n+h‖2

= mı́n
k

mı́n
a1 ,a2...ak

∥∥∥∥∥Xn+h −
k∑

i=1

aiXn+1−i

∥∥∥∥∥

2

,

y aplicando la estacionaridad de {Xn} se obtiene que

ṽhn = mı́n
k

mı́n
a1,a2...ak

∥∥∥∥∥Xn+h −
k∑

i=1

aiXn+1−i

∥∥∥∥∥

2

= mı́n
k

mı́n
a1,a2...ak

∥∥∥∥∥Xh −
k∑

i=1

aiX1−i

∥∥∥∥∥

2

= ‖Xh − PL(Xs, s≤0)Xh‖2

= ‖Xh − PH0Xh‖2;

por lo tanto,

ṽhn = ‖Xh − PH0Xh‖2 = ‖Xh‖2 − ‖PH0Xh‖2. (2.4.20)

Procediendo de forma similar,

ṽh+1
n = ‖Xn+h+1 − X̃n+h+1‖2

= mı́n
k

mı́n
a1 ,a2...ak

∥∥∥∥∥Xn+h+1 −
k∑

i=1

aiXn+1−i

∥∥∥∥∥

2

,

y entonces

ṽh+1
n = mı́n

k
mı́n

a1,a2...ak

∥∥∥∥∥Xn+h+1 −
k∑

i=1

aiXn+1−i

∥∥∥∥∥

2

= mı́n
k

mı́n
a1,a2...ak

∥∥∥∥∥Xh −
k∑

i=1

aiX0−i

∥∥∥∥∥

2

= ‖Xh − PL(Xs, s≤−1)Xh‖2

= ‖Xh − PH−1Xh‖2.

En consecuencia,

ṽh+1
n = ‖Xh − PH−1Xh‖2 = ‖Xh‖2 − ‖PH−1Xh‖2. (2.4.21)
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Debido a que H−1 ⊂ H0, por (2.4.19), se tiene la desigualdad ‖PH−1Xh‖2 ≤
‖PH0Xh‖2, relación que al combinarse con (2.4.20) y (2.4.21) implica que ṽh+1

n ≥ ṽhn,

la cual es la conclusión deseada. tu

Los teoremas de esta sección muestran que, aunque las impresiones intuitivas men-

cionadas en la Sección 2.2 no son correctas en general, si son válidas bajo condiciones

apropiadas o cuando se reformulan adecuadamente.



Caṕıtulo 3

SERIES AUTORREGRESIVAS Y

DE PROMEDIOS MÓVILES

En este caṕıtulo se introduce una clase importante de procesos estacionarios que

surgen resolviendo ecuaciones en diferencias, los cuales se denomina procesos ARMA.

La variablilidad de esos procesos se debe a la presencia de un ruido blanco que influye

en los datos observables de una manera simple, generando un modelo que es sencillo

de analizar, pero lo suficientemente versátil para ser utilizado, ya que la función de

autocovarianza de cualquier serie estacionaria {Yt} puede aproximarse, tanto como

se deseé, por la función de autocovarianza de un proceso ARMA adecuadamente

seleccionado. La presentación incluye una discusión sobre la existencia y unicidad de

processos ARMA, y finaliza con la introducción del concepto de causalidad de un

proceso respecto a un ruido blanco.

3.1. Procesos ARMA

En esta sección se introduce un clase muy importante de procesos estacionaros,

a saber, la familia de procesos autorregresivos y de promedios móviles, comúnmente

referida como la clase ARMA de series estacionarias.

Definición 3.1.1 Considere un ruido blanco {Zt} ∼ WN(0, σ2) y sea {Xt} una serie

estacionaria con media nula.

22
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(i) La serie {Xt} es un proceso de promedios móviles de orden q (MA(q)) si existen

números θ1, . . . , θq ∈ R tales que

Xt = Zt + θ1Zt−1 + · · ·+ θqZt−q

(ii) El proceso {Xt} es autorregresivo de orden p (AR(p)) si

Xt = φ1Xt−1 + · · ·+ φpXt−p + Zt

para números φ1, . . . , φp ∈ R; (iii) La serie {Xt} es un proceso autorregresivo y

de promedios móviles de orden (p, q) (ARMA(p, q)) si existen números φ1, . . . , φp

y θ1, . . . , θq tales que

Xt = φ1Xt−1 + · · ·+ φpXt−p + Zt + θ1Zt−1 + · · ·+ θqZt−q. (3.1.1)

Son varias las razones por las que los procesos ARMA desempeñan un papel im-

portante en la teoŕıa y aplicaciones de las series de tiempo: Primeramente, el problema

de prónostico puede analizarse de manera sencilla para esos procesos, y algoritmos

generales –como el algoritmo de innovaciones– se implementan de manera simple y

eficiente para estos procesos. Por otro lado, es claro que ningún proceso real obede-

cerá de manera exacta a un modelo teórico, pero para cualquier proceso estacionario

{Yt}, es posible seleccionar un proceso ARMA {Xt} cuya función de autocovarianza

esta arbitrariamente cercana a la de {Yt}, en el sentido de que máxh |γX(h)− γY (h)|
es tan pequeña como se deseé si el orden (p, q) y los coeficientes del proceso ARMA

se eligen adecuadamente (Brockwell y Davis, 1998, Fuller, 1988).

Si φ1, . . . , φp y θ1, . . . , θq son como en la Definición 3.1.1, los polinomios φ(z) y

θ(z) se especifican mediante

θ(z) = 1 + θ1z1 + · · ·+ θqz
q (3.1.2)

y

φ(z) = 1 − φ1z1 − · · · − φpzp, (3.1.3)

los cuales se denominan polinomio de promedios móviles y autorregresivo, respecti-

vamente. Evaluando estos polinomios en el operador de retardo B, se obtiene que

θ(B)Zt = (1 + θ1B + · · · + θqB
q)Zt = Zt + θ1Zt−1 + · · ·+ θqZt−q
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y

φ(B)Xt = (1 − φ1B − · · · − φpBp)Xt = Xt − φ1Xt−1 − · · · − φpXt−p

de tal manera que las ecuaciones que satisface un proceso {Xt} cuando es MA(q),

AR(p) o ARMA(p, q) pueden escribirse como

Xt = θ(B)Zt, φ(B)Xt = Zt, y φ(B)Xt = θ(B)Zt,

respectivamente. Las siguientes secciones se ocupan de los problemas de existencia

y unicidad de soluciones a la ecuación (3.1.1). Más expĺıcitamente, se analizarán las

siguientes preguntas: Dado un ruido blanco {Zt} y los polinomios θ(z) y φ(z) ¿Existe

un proceso estacionario {Xt} que satisfaga (3.1.1)? y en caso afirmativo ? es única la

serie {Xt}?

3.2. Existencia

En esta sección se establece un criterio suficiente para garantizar que las ecuaciones

(3.1.1) tengan una solución {Xt}. Las condiciones involucran a las ráıces del polinomio

autorregresivo φ(z). Primeramente, note que si φ(z) = 1, las ecuaciones (3.1.1) se

reducen a Xt = θ(B)Zt = Zt + θ1Zt−1 + . . . + θqZt−q, t = 0,±1,±2, . . ., ecuaciones

que claramente tienen solución única. En adelante, se supondrá que φ(z) tiene grado

p > 1, de manera que φp 6= 0. En este caso, φ(z) posee p ráıces, las cuales (pueden

repetirse y) se denotarán mediante ξ1, . . . , ξp:

φ(ξi) = 0, i = 1, 2, . . . , p. (3.2.4)

Debido a que φ(0) = 1 (vea (3.1.3)), el polinomio autorregresivo se factoriza como

φ(z) = (1 − z/ξ1)(1− z/ξ2) · · · (1− z/ξp) =

p∏

i=1

(1− zξ−1
i ). (3.2.5)

Teorema 3.2.1 Si las ráıces del polinomio autorregresivo φ(z) satisfacen

|ξi| 6= 1, i = 1, 2, . . . , p,

entonces las siguientes afirmaciones (i)–(iii) son válidas:
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(i) La función 1/φ(z) se expande en serie de Laurent alrededor del ćırculo unitaro

|z| = 1 ( Alfhors 1980, Rudin 1984, Apostol 1980). Más precisamente, existen con-

stantes R0 y R1 con R0 < 1 < R1 tales que

1

φ(z)
=

∞∑

k=−∞

ψkz
k, R0 < |z| < R1 (3.2.6)

donde la serie converge absolutamente en la región indicada:

∞∑

k=−∞

|ψk||z|k <∞, R0 < |z| < R1

(ii) Considere la sucesión ψ = {ψk, k = 0,±1,±2, . . .} y el correspondiente filtro

ψ(B). Si la serie estacionaria {Xt} se define como

Xt = ψ(B)θ(B)Zt, t = 0,±1,±2, . . . ,

entonces {Xt} satisface las ecuaciones ARMA en (3.1.1).

(iii) Si {Xt} y {X̃t} son dos soluciones a las ecuaciones (3.1.1), entonces Xt = X̃t

para todo t.

De acuerdo a este resultado, cuando las ráıces de φ(·) no tienen módulo 1, entonces

existe un proceso estacionario que satisface las ecuaciones ARMA, y dicho proceso es

único. El argumento para establecer este teorema utiliza los resultados preliminares

que se establecen en el siguiente Lema.

Lema 3.2.1 Sea a ∈ C tal que |a| 6= 1. En este caso, las siguientes expansiones en

serie son válidas para 1/(1 − z/a).

(i) Si |a| > 1, entonces, para cada entero positivo m,

1

(1 − z/a)m =
∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
zk−m+1

ak−m+1
si |z| < |a|.

Similarmente,

(ii) Cuando |a| < 1 y m = 1, 2, 3, . . .

1

(1− z/a)m
= (−1)m

∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
ak+1

zk+1
, cuando |a| < |z|.
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Demostración. Recuerde que para cualquier número complejo r con |r| < 1, se tiene

la sigiuente expansión en serie :

1

1 − r = ĺım
n→∞

n∑

k=0

rk =
∞∑

k=0

rk. (3.2.7)

Usando esta relación con |r| en lugar de r, se tiene que

∞∑

k=0

|r|k = 1/(1 − |r|) <∞,

de manera que la convergencia de la serie anterior es absoluta. Puesto que una serie

puede derivarse término a término en su región de convergencia (Fulks, 1982, Khuri,

2002), a partir de (3.2.7) se desprende que

d

dr

1

1− r =
1

(1− r)2
=

∞∑

k=1

krk−1

Derivando sucesivamente,

d

dr

1

(1 − r)2
=

2 · 1
(1 − r)3

=
∞∑

k=2

k(k − 1)rk−2

d

dr

1

(1 − r)3
=

3 · 2 · 1
(1 − r)4

=
∞∑

k=3

k(k − 1)(k − 2)rk−3

d

dr

1

(1 − r)4
=

4 · 3 · 2 · 1
(1 − r)5

=

∞∑

k=4

k(k − 1)(k − 2)(k − 3)rk−4

En general, aplicando esta idea, se llega a la siguiente expresión para cualquier entero

m ≥ 1:
(m− 1)!

(1 − r)m =
∞∑

k=m−1

(k)m−1r
k−m+1,

donde (k)s = k(k − 1) · · · (k − s+ 1) es el número de permutaciones de tamaño s de

una conjunto de tamaño k. Recordando que

(k)s
s!

=

(
k

s

)
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se desprende que

1

(1− r)m
=

∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
rk−m+1, |r| < 1, m = 1, 2, . . . (3.2.8)

donde la serie converge absolutamente.

(i) Suponga que |a| > 1 y sea z tal que |z/a| < 1. Sustituyendo r por z/a en (3.2.8)

se desprende que

1

(1 − z/a)m =
∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
zk−m+1

ak−m+1
, |z| < |a|, m = 1, 2, . . . (3.2.9)

y la serie es absolutamente convergente.

(ii) Suponga ahora que |a| < 1 y sea z tal que |a/z| < 1, esto es |z| > |a|. Usando

(3.2.8) con a/z en lugar de r, se obtiene

1

(1 − a/z)m =
∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
ak−m+1

zk−m+1
;

multiplicando ambos lados por 1/(z/a)m = (a/z)m se desprende que

1

(z/a− 1)m
=

∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
ak+1

zk+1
,

y entonces, para todo z tal que |z| > |a|

1

(1− z/a)m
= (−1)m

∞∑

k=m−1

(
k

m− 1

)
ak+1

zk+1
, m = 0,±1,±2, . . .

tu

Demostración del Teorema 3.2.1. Sean a1, . . . , ad las ráıces diferentes de φ(·).
Con esta notación, cada ai es igual a algún ξj en (3.2.5); si mi es el número de veces

que ai se repite en la sucesión ξ1, . . . , ξp, la factorización (3.2.5) puede escribirse como

φ(z) =
d∏

i=1

(1 − z/ai)mi

de manera que
1

φ(z)
=

1
∏d

i=1(1 − z/ai)mi

(3.2.10)
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Utilizando la descomposición en fracciones parciales para una función racional (Fulks

1982, Khuri 2002), la anterior expresión puede escribirse como

1

φ(z)
=

d∑

i=1

mi∑

j=1

Aji

(1− z/ai)j

Por el Lema 3.2.1, cada término en la suma precedente puede expresarse como

Aji

(1 − z/ai)j
=

∞∑

k=−∞

ψ
(i j)
k zk

donde la serie converge absolutamente en una región de la forma

Ri j < |z| < Ri j

donde Ri j < 1 < Ri j. Combinando las tres relaciones desplegadas se deduce que

1/φ(z) puede expresarse como en (3.2.6), donde la serie converge absolutamente en

la región R0 < |z| < R1, y las constantes están dadas por R0 = máx{Ri j} < 1 y

R1 = mı́n{Ri j} > 1. (ii) Como la serie en (3.2.6) converge absolutamente en una

región que incluye al ćırculo unitario, se desprende que la
∑

k |ψk| <∞. Por lo tanto,

el filtro ψ(B) está bien definido y la serie Xt = ψ(B)θ(B)Zt es estacionaria. Más aún,

φ(B)Xt = φ(B)ψ(B)θ(B)Zt = θ(B)Zt (3.2.11)

pues, recordando que φ(z)ψ(z) = φ(z)[1/φ(z)] = 1 obtiene que

Wt = φ(B)ψ(B)Wt

para cada serie estacionaria, hecho que fue utilizado con Wt = θ(B)Zt para establecer

la segunda igualdad en (3.2.11). Por lo tanto, Xt satisface las ecuaciones ARMA.

(iii) Si

φ(B)Xt = θ(B)Zt, y φ(B)X̃t = θ(B)Zt,

entonces φ(B)Xt = φ(B)X̃t; aplicando el filtro ψ(B) en ambos lados de esta igual-

dad se concluye que Xt = ψ(B)φ(B)Xt = ψ(B)φ(B)X̃t = X̃t, completando la de-

mostración del teorema. tu
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El argumento usado para establecer el Teorema 3.2.1 revela que en la expansión

(3.2.6) aparecen potencias negativas de z sólo cuando alguna de las ráıces ξi de φ(z)

tiene módulo menor a 1. Este hecho es importante, y para propósitos de referencia

futura se resalta a continuación.

Corolario 3.2.1 Si todas las ráıces de φ(z) tienen módulo mayor que 1, entonces los

coeficientes ψk en (3.2.6) son tales que ψk = 0 para k < 0, de manera que

Xt =
∞∑

k=0

ψkZt−k.

3.3. Ráıces Sobre el Ćırculo Unitario

El criterio para la existencia de un proceso ARMA establece que si el polinomio

autorregresivo no se anula sobre el ćırculo unitario, entonces tal proceso existe. Luego,

es interesante analizar que sucede cuando φ(z) = 0 para algún z con módulo 1; como se

muestra en el siguiente teorema, en ese caso las ecuaciones ARMA no necesariamente

tienen solución.

Teorema 3.3.1 Suponga que los polinomios φ(z) y θ(z) no tienen ráıces comunes.

En este caso, si φ(α) = 0 para algún número complejo α con |α| = 1, entonces,

no existe proceso estacionario {Xt} que satisfaga las euaciones φ(B)Xt = θ(B)Zt,

t = 0,±1,±2, . . .

Demostración. Como φ(z) y θ(z) no tienen ráıces comunes, la condición φ(α) = 0

implica que

θ(α) 6= 0.

Por otro lado, debido a que α es una ráız de φ(z), es posible factorizar φ(z) como

φ(z) = (1− zα−1)φ̃(z) (3.3.12)

donde el polinomio φ̃(z) tiene grado p−1. A partir de este punto el argumento es por

contradicción. Suponga que para algún proceso estacionario {Xt} se satisface que

φ(B)Xt = θ(B)Zt



30

y considere el nuevo porceso estacionario {Yt} especificado mediante

Yt = φ̃(B)Xt

En este caso
Yt − α−1Yt−1 = (1 −Bα−1)Yt

= (1 −Bα−1)φ̃(B)Xt

= φ(B)Xt

= θ(B)Zt,

donde se utilizó la factorización (3.3.12) para establecer la tercera igualdad. A con-

tinuación, a partir de la igualdad Yt − α−1Yt−1 = θ(B)Zt se desprende que

Yt = θ(B)Zt + α−1Yt−1 = θ(B)Zt + α−1θ(B)Zt−1 + α−2Yt−2,

y en general, para cada entero positivo N ,

Yt =
N∑

k=0

α−kθ(B)Zt−k + α−N−1Yt−N−1

Ahora se estudiará la suma en esta expresión:

N∑

k=0

α−kθ(B)Zt−k =
N∑

k=0

α−k
q∑

s=0

θsZt−k−s

=

N∑

k=0

q∑

s=0

α−kθsZt−k−s

de donde se desprende que

Yt − α−N−1Yt−N−1 =
N∑

k=0

q∑

s=0

α−kθsZt−k−s. (3.3.13)

En esta última sumatoria, se agruparán los términos de acuerdo al valor dem = k+s,

y lugo se sumara desde m = 0 hasta su valor máximo, que es m = N + q:

N∑

k=0

q∑

s=0

α−kθsZt−k−s =

N+q∑

m=0

∑

s,k: s+k=m, 0≤s≤q, 0≤k≤N

α−kθsZt−k−s

=

N+q∑

m=0

∑

s,k: s+k=m, 0≤s≤q, 0≤k≤N

α−kθsZt−m

=

N+q∑

m=0

Zt−mcm
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donde

cm =
∑

s,k: s+k=m
0≤s≤q, 0≤k≤N

α−kθs; (3.3.14)

combinado este desarrollo con (3.3.13) se obtiene

Yt − α−N−1Yt−N−1 =

N+q∑

m=0

Zt−mcm (3.3.15)

Ahora se analizará el valor de cm. Suponga que q ≤ m ≤ N y note que en la suma que

define a cm, la igualdad k = m − s ocurre y 0 ≤ s ≤ q, de manera que la condición

0 ≤ k ≤ N se satisface automáticamente. Por lo tanto,

cm =
∑

s,k: s+k=m
0≤s≤q, 0≤k≤N

α−kθs

=
∑

0≤s≤q,

α−(m−s)θs

= α−m
q∑

s=0

αsθs

= α−mθ(α)

y puesto que |α| = 1, se desprende que

|cm| = |θ(α)| si q ≤ m ≤ N. (3.3.16)

Tomando ahora la norma cuadrática en ambos lados de (3.3.15) y recordando que

{Zt} ∼WN(0, σ2), se obtiene que (Graybill, 2001, Lipchutz 1995)

‖Yt − α−N−1Yt−N−1‖2 =

N+q∑

m=0

‖Zt−m‖2|cm| ≥
N∑

m=q

‖Zt−m‖2|cm|2

y entonces

‖Yt − α−N−1Yt−N−1‖2 ≥
N∑

m=q

σ2|θ(α)|2 = (N − q)σ2‖θ(α)|2.

Finalmente, la desigualdad del triángulo y la estacionaridad de la serie {Yt} implican

que

‖Yt − α−N−1Yt−N−1‖ ≤ ‖Yt‖+ |α|−N−1‖Yt−N−1‖ ≤ 2γY (0)
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y junto con la precedente desigualdad desplegada, esta relación implica que 4γY (0) ≥
(N − q)σ2‖θ(α)|2, y entonces

4γY (0)

N − q ≥ σ2‖θ(α)|2.

Tomando el ĺımite cuando N tiende a infinito, se llega a θ(α) = 0, lo cual contradice

(3.3). El origen de esta contradicción es el supuesto de que existe una serie estacionaria

{Xt} que satisface φ(B)Xt = θ(B)Zt, y entonces tal serie no existe. tu

3.4. Causalidad

De acuerdo al Teorema 3.2.1, cuando el polinomio autorregresivo φ(z) no tiene

ráıces sobre el ćırculo unitario, las ecuaciones φ(B)Xt = θ(B)Zt tienen la única solu-

ción

Xt =

∞∑

k=−∞

ψkZt−k (3.4.17)

donde ψ(z) =
∑∞

k=−∞ ψkz
k = θ(z)/φ(z). La perturbación Zt se manifiesta en el

tiempo t, aśı que

si ψk = 0 para k < 0, entonces Xt =
∞∑

k=0

ψkZt−k

y la observación Xt es una función de las perturbaciones Zr que han ocurrido antes

de t, o en el tiempo t. En contraste, si ψk 6= 0 para algún k < 0, entonces la suma

en (3.4.17) contiene el término ψkZt−k, en el cual t − k > t, indicando que Zt−k se

mainfestará en un tiempo posterior a t, de modo que Xt depende de perturbacions

que surgirán en el futuro, situación que no se antoja razonable. Cuando ψk = 0

para k < 0, se dice que la serie {Xt} es una función causal de {Zt}. A partir de la

demostración del Teorema 3.2.1, es claro que para que un coeficiente ψk con k < 0

sea no nulo es necesario y suficiente que el polinomio autorregresivo φ(z) tenga ráıces

dentro del ćırculo unitario. Por lo tanto, la causalidad del proceso {Xt} depende sólo

del polinomio autorregresivo.

Definición 3.4.1 Un polinomio φ(z) de grado p mayor a cero se denomina causal si

y sólo si todas sus ráıces ξ1, ξ2, . . . , ξp se ubican fuera del disco unitario, esto es,

|ξi| > 1, i = 1, 2, . . . , p.
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Debido a que determinar las ráıces de un polinomio φ(z) no es, en general, una

tarea sencilla, es conveniente disponer de un criterio que permita decidir si el poli-

nomio es causal o no, sin determinar sus ráıces. En la literatura, es posible encontrar

enunciado uno de tales criterios para polinomios de grado dos, el cual se discute a

continuación. Como se verá después del siguiente análisis, el problema de construir

un criterio para la causalidad de un polinomio es realmente interesante.

Ejemplo 3.4.1 En la literatura se propone el siguiente criterio para la causalidad de

un polinomio

φ(z) = 1 − φ1z − φ2z
2

de grado dos con coeficientes reales. Para que φ(z) sea un polinomio causal es necesario

(Brockwell and Davis, 1998) que los coeficientes (φ1, φ2) satisfagan

φ1 + φ2 < 1,

φ1 − φ2 < 1, (3.4.18)

|φ2| < 1.

Estas condiciones se proponen como necesarias y suficientes en Shumway y Stoffer

(2006).

A continuación se analizará la necesidad de las condiciones (3.4.18) para la causa-

lidad de φ(z). Como antes, las ráıces de φ(z) se denotarán mediante ξ1 and ξ2. Uti-

lizando que φ(z) = (1− ξ−1
1 z)(1− ξ−1

2 z) se desprenden las siguientes expresiones para

los coeficiente φ1 y φ2:

φ1 =
1

ξ1
+

1

ξ2
, φ2 = − 1

ξ2ξ1
. (3.4.19)

Para verificar la necesidad de las condiciones (3.4.18) debe mostrarse que

|ξ1| > 1 and |ξ2| > 1⇒ (3.4.18). (3.4.20)

Considere los siguiented dos casos:

Caso 1: Las ráıces de φ son genuinamente complejas, en el sentido de que su parte

imaginaria es no nula:

ξ1 = a+ ib, y ξ2 = a− ib, b 6= 0.
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En estas circunstancias

φ1 =
1

a+ ib
+

1

a− ib
=

2a

a2 + b2
, φ2 = − 1

(a+ ib)(a− ib)
= − 1

a2 + b2

aśı que

φ2 − φ2 =
2a+ 1

a2 + b2
.

Observe ahora que

φ2 − φ2 < 1 ⇐⇒ 2a+ 1

a2 + b2
< 1

⇐⇒ 2a+ 1 < a2 + b2

⇐⇒ 2 < (a− 1)2 + b2

Aśı, si (3.4.20) ocurre, entonces debe tenerse la siguiente implicación:

a2 + b2 > 1⇒ 2 < (a− 1)2 + b2.

Sin embargo, si se asigna a = 1.01 y b = 0.01 se sigue que a2 + b2 > 1 y (a − 1)2 +

b2 =0.0002 < 2, de manera que la implicación anterior no se satisface, y por lo tanto

en el caso actual, la afirmación (3.4.20) no es correcta.

Caso 2: Las ráıces ξ1 y ξ2 son reales.

En este contexto se analizarán tres caso exahustivos.

(i) ξ1 > 0 y ξ2 > 0.

En esta situación, si (3.4.20) es válida, entonces la siguiente afirmación es correcta :

ξ1 > 1 and ξ2 > 1⇒ φ1 − φ2 < 1

Por medio de (3.4.19) esto es equivalente a

ξ1 > 1 and ξ2 > 1⇒ ξ2 + ξ1 + 1

ξ1ξ2
< 1

Sin embargo, si se tiene ξ1 = 2 = ξ2, no es dif́ıcil ver que que la implicación anterior

es falsa. En consecuencia, (3.4.20) falla también en el cotexto actual.

(ii) ξ1 < 0 y ξ2 < 0.

En estas condiciones, ξ1ξ2 > 0 y
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ξ1 < −1

y

ξ2 < −1




⇒





φ1 − φ2 =
ξ1 + ξ2 + 1

ξ1ξ2
<

ξ1
ξ1ξ2

=
1

ξ2
< 0 < 1

φ1 + φ2 =
ξ1 + ξ2 − 1

ξ1ξ2
<

ξ1
ξ1ξ2

=
1

ξ2
< 0 < 1

|φ2| =
1

|ξ1ξ2|
=

1

ξ1ξ2
< 1

Aśı, (3.4.20) ocurre en el presente contexto.

(iii) Las ráıces son reales con diferente signo. En este caso ξ1ξ2 < 0 y, sin pérdida de

generalidad, puede suponerse que ξ1 < 0 y ξ2 > 0. Note ahora que

ξ1 < −1 y ξ2 > 1⇒ φ2 < 0 y |φ2| =
1

|ξ1|ξ2
< 1

ξ1 < −1 y ξ2 > 1 ⇒ ξ1ξ2 < 0, ξ2 > 1 y ξ1 + ξ2 + 1 > ξ1

⇒ ξ2 > 1 and
ξ1 + ξ2 + 1

ξ1ξ2
<

1

ξ2

⇒ ξ1 + ξ2 + 1

ξ1ξ2
< 1

⇒ φ1 − φ2 < 1

⇒ φ1 + φ2 < 1

donde la penúltima implicación se debe a (3.4.19), y la desigualdad φ2 < 0 fue uti-

lizada en el último paso. Las dos últimas relaciones desplegadas implican que (3.4.20)

ocurre en las presentes circunstancias. tu

El siguiente resultado establece un criterio para la causalidad de un polinomio, y

una demostración puede encontrarse en Chacón Hernández (2010).

Teorema 3.4.1 Si φ(z) es un polinomio con ráıces distintas a1, a2 . . . , ad, cada una

con multiplicidad m1,m2, . . . ,md, respectivamente, y si φ(z) 6= 0 para todo z tal que

|z| = 1, entonces

(i) El número de ráıces de ϕ(z) dentro del ćırculo unitario está dado por

∑

i: |ai|<1

mi =
1

2πi

∫

C

φ′(z)

φ(z)
dz,
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donde la integral en el lado derecho es una integral compleja sobre el ćırculo unitario

C = {z | |z| = 1}. Por lo tanto,

(ii) El polinomio φ(z) es causal si, y sólo si,

∫

C

φ′(z)

φ(z)
dz = 0.

Como se establece en el siguiente resultado, si una serie estacionaria {Xt} satisface

la ecuación autorregresiva ϕ(B)Xt = Zt, donde {Zt} es un ruido blanco, entonces no

hay pérdida de generalidad, si se supone que ϕ(z) es un polinomio causal, esto es,

que todas sus ráıces tienen módulo menor a 1.

Teorema 3.4.2 Suponga que la serie estacionaria {Xt} satisface la ecuación ϕ(B)Xt =

θ(B)Zt, donde {Zt} es un ruido blanco y ϕ(z) y θ(z) son polinomios. En este caso,

existe un polinomio causal ϕ̃(z) y un ruido blanco {Z̃t} tales que el proceso {Xt}
satisface la ecuación

ϕ̃(B)Xt = θ(B)Z̃t, t ∈ N.

Este teorema puede describirse verbalmente como sigue: Cuando se considera un

proceso ARMA, siempre puede suponerse que el correspondiente polinomio autorre-

gresivo tiene sus ráıces dentro del ćırculo unitario. Una demostración de este resultado

puede encontrarse en Brockwell y Davis (1998), Fuller (1998) o Shumway y Stopoffer

(2006).



Caṕıtulo 4

ECUACIONES DE

YULE-WALKER

4.1. Autocovarianza de un Proceso ARMA

En esta sección se describe el sistema de ecuaciones que permiten determinar

recursivamente la función de autocovarianza de un proceso ARMA(p, q). Como punto

de partida, se analizará el caso de un proceso autorregresivo {Xt} que satisface una

ecuación de diferencias de la forma

Xt + ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p = Zt (4.1.1)

donde las variables aleatorias Zt son no-correlacionadas de media cero y varianza

común σ2 > 0, de manera que el proceso {Zt} es un ruido blanco; vea, por ejemplo,

Anderson (1971) pp. 166–176, o Box y Jenkins (1976), pp. 53–65. Como ya se ha

mencionado, tal proceso existe si y sólo si el polinomio

ϕ(z) := 1 + ϕ1z + · · ·+ ϕpz
p

es tal que ϕ(z) 6= 0 para todos los números complejos z con |z| = 1, y en este caso no

hay pérdida de generalidad al suponer que el polinomio ϕ(z) es causal, esto es, que

ϕ(z) 6= 0 para todo z con |z| ≤ 1, condición que se supondrá en la siguiente discusión.

Considere el problema de determinar la función de autocovarianza γ(·) de {Xt}, la
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cual está se denota por

γ(h) := Cov (Xt+h,Xt) , h = 0,±1, . . . (4.1.2)

Como punto de partida, sea i un entero positivo y multiplique ambos lados de (4.1.1)

por Xt−i para obtener

XtXt−i + ϕ1Xt−1Xt−i + · · ·+ ϕpXt−pXt−i = ZtXt−i

si se toma el valor esperado en ambos lados de esta expresión se desprende que

E[XtXt−i] + ϕ1E[Xt−1Xt−i] + · · ·+ ϕpE[Xt−pXt−i] = E[ZtXt−i],

relación que al combinarse con (4.1.2) conduce a

γ(i) + ϕ1γ(i− 1) + · · ·+ ϕpγ(i− p) = E[ZtXt−i], (4.1.3)

Recuerde ahora que la causalidad del polinomio ϕ(z) implica que la variable Xt−i se

expresa como una combinación lineal (infinita) de las variables Zt−i, Zt−i−1, Zt−i−2, . . . ,

esto es,

Xt−i =

∞∑

r=0

ψrZt−i−r (4.1.4)

donde
∑∞

r=0 ψrz
r = 1/ϕ(z) para |z| < 1. Recordando que i > 0, se tiene que

E[ZtZt−i−r] = 0 para todo r ≥ 0 (recordando que {Zt} es un ruido blanco), y entonces

la expresión anterior implica que

E[ZtXt−i] =

∞∑

r=0

ψrE[ZtZt−i−r] = 0,

y combinando esta igualdad con (4.1.3) se desprende que

γ(i) + ϕ1γ(i− 1) + · · ·+ ϕpγ(i− p) = 0, i = 1, 2, 3, . . . (4.1.5)

Por otro lado, multiplicando ambos lados de (4.1.1) por Xt se desprende que

XtXt + ϕ1Xt−1Xt + · · ·+ ϕpXt−pXt = ZtXt

de manera que al aplicar el operador de esperanza en ambos lados se llega a

E[XtXt] + ϕ1E[Xt−1Xt] + · · ·+ ϕpE[Xt−pXt] = E[ZtXt],
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relación que al combinarse con (4.1.2) implica que

γ(0) + ϕ1γ(−1) + · · · + ϕpγ(−p) = E[ZtXt]

y aplicando la simetŕıa de la función de autocovarianza, se concluye que

γ(0) + ϕ1γ(1) + · · ·+ ϕpγ(p) = E[ZtXt], (4.1.6)

Usando ahora la expresión (4.1.4) con i = 0 se obtiene

Xt =

∞∑

r=0

ψrZt−r

de modo que

E[ZtXt] =

∞∑

r=0

ψrE[ZtZt−r] = ψ0E[Z2
t ] = ψ0σ

2

como ψ0 = ψ(0) = 1/ϕ(0) = 1, a partir de (4.1.6) se concluye que

γ(0) + ϕ1γ(1) + · · ·+ ϕpγ(p) = σ2 (4.1.7)

esta discusión se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Considere el proceso autorregresivo Xt+ϕ1Xt−1 + · · ·+ϕpXt−p = Zt

donde el polinomio ϕ(z) = 1 + ϕ1z + · · ·ϕpzp es causal. En este caso, la función de

autocovarianza γ(·) de {Xt} satisface las ecuaciones

γ(0) + ϕ1γ(1) + · · ·+ ϕpγ(p) = σ2

γ(i) + ϕ1γ(i− 1) + · · · + ϕpγ(i− p) = 0, i = 1, 2, 3, . . . ,

Observación 4.1.1 Un sistema de ecuaciones análogo al anterior es satisfecho por la

función de autocovarianza de un procesoARMA(p, q); la diferencia con las ecuaciones

precedentes se ubica en los lados derechos de las ecuaciones.

4.2. Procedimiento Recursivo

El Teorema 4.1.1 permite establecer un procedimiento de computo para la función

de autocovarianza de un proceso autorregresivo, el cual se describe en Brockwell and

Davis (1987), p. 97.
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Fase 1. Determine γ(0), γ(1), · · · , γ(p) resolviendo el sistema

∑p
k=0 γ(k)ϕk = σ2

∑p
k=0 γ(|i− k|)ϕk = 0,

(4.2.8)

el cual es el sistema de ecuaciones de Yule-Walker asociado al polinomio ϕ(·)

Fase 2. Usando la relación

γ(i) = −
p∑

k=1

γ(i− k)ϕk, i > p,

determine γ(p+ 1), γ(p + 2), γ(p + 3), . . ., recursivamente.

Para que este procedimiento quede bien establecido, es necesario mostrar que el

sistema (4.2.8) tiene una única solución, un hecho que puede verificarse fácilmente

para valores “pequeños”del grado de ϕ(z), por ejemplo p = 1 o p = 2, pero el

problema se vuelve realmente interesante para polinomios de grado mayor. Como

ya se mencionó, el principal objetivo de este trabajo es mostrar que el sistema de

ecuaciones de Yule-Walker tiene solución única para un polinomio causal de grado

arbitrario. Esta conclusión fue obtenida por Luthkephol (2000), pero el argumento

que se presenta en este trabajo es nuevo, basandose en ideas básicas de álgebra lineal.

Aśı, el problema fundamental que se analiza a continuación se establece como sigue:

Dado un polinomio ϕ(z) = 1+ϕ1z+ · · ·+ϕpz
p , determine una condición necesaria y

suficiente para que el sistema (4.2.8) tenga una única solución {γ(h) |h = 0, 1, · · · , p}.
La solución a este problema se presenta más adelante en el Teorema 4.4.1, y arroja

el siguiente criterio: El sistema de Yule-Walker asociado a un polinomo ϕ(z) tiene

sólución única si, y sólo si,

rirj 6= 1, i, j = 1, 2, · · · , p

donde r1, . . . , rp son la ráıces del polinomio ϕ(z). Note que cuando ϕ(z) es un poli-

nomio causal, todas sus ráıces ri se ubican dentro del disco unitario, y en este caso es

claro que la condición (4.2) se satisface claramente. La demostración de este resultado

utiliza el método de inducción, y será presentada después de establecer las herramien-

tas técnicas necesarias. La organización del material subsecuente es como sigue: En

la siguiente sección se introduce la notación y terminoloǵıa necesarias, para formular
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posteriormente el principal resultado como Teorema 4.4.1. A continuación, en la Se-

cción 5 se establecen las herramientas técnicas necesarias para demostrar el teorema

principal, y el argumento se presenta en la Sección 6, y la presentación concluye en

la Sección 7 con algunas observaciones finales.

4.3. Notación y Terminoloǵıa

En el desarrollo del caṕıtulo Z and N denotan a los conjuntos de todos los

números enteros y enteros no negativos, respectivamente, y C representa al conjunto

de números complejos. El espacio vectorial complejo L consiste de todos los vectores

v : N→ C con la propiedad de que v(k) = 0 para todos los ı́ndices k suficientemente

grandes y L esta dotado con las operaciones usuales de adición y multiplicación por

escalar. En este contexto, el operador de traslado s : L → L se define como sigue:

Para v ∈ L

s(v)(0) := 0, y s(v)(k) := v(k − 1), k = 1, 2, . . . ; (4.3.9)

adicionalmente, la n-ésima composición del operador s consigo mismo se denota me-

diante sn, aśı que

s0(v) = v, y sn(v) = sn−1(s(v)). (4.3.10)

Por otro lado, las filas y columnas de una matriz cuadrada M se numeran iniciando

desde cero, y DetM representa el determinante de M . Para vectores v0,v1, . . . ,vn ∈
L, se define una matriz cuadrada Mn+1(v0,v1, . . . ,vn) de orden (n+ 1) mediante

Mn+1(v0,v1, . . . ,vn) := vi(j), i, j = 0, 1, . . . , n, (4.3.11)

mientras que span{v0, . . . ,vn} denota al espacio vectorial generado por v0, . . . ,vn; la

dimensión de este espacio se denota mediante dim span{v0, . . . ,vn}. Para finalizar,

dado un polinomio ϕ(z) = ϕ0 + ϕ1z + · · · + ϕpz
p de grado p, los vectores −→ϕ , ←−ϕ ∈ L

se definen como sigue:

Para k = 0, 1, . . . , p −→ϕ (k) : = ϕk y ←−ϕ(k) : = ϕp−k,

(4.3.12)

y, para k > p, −→ϕ (k) =←−ϕ(k) = 0.
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mientras que la siguiente convención notacional referente a los coeficientes del poli-

nomio ϕ(z) se utilizará:

ϕk := 0 si k < 0 o k > p. (4.3.13)

4.4. Resultado Principal

Sea ϕ(z) un polinomio de grado p. El objetivo de esta sección es enunicar una

fórmula para el determinante de de la matriz correspondiente al sistema Yule-Walker

(4.2.8). Como punto de partida note que para i > 0,

p∑

k=0

γ(|i− k|)ϕk =
i∑

k=0

γ(i− k)ϕk +

p∑

k=i+1

γ(k − i)ϕk

=
i∑

j=0

γ(j)ϕi−j +

p−i∑

j=1

γ(j)ϕi+j

y usando la convención (4.3.13) se desprende que

p∑

k=0

γ(|i− k|)ϕk = γ(0)ϕi +

p∑

j=1

γ(j)[ϕi−j + ϕi+j].

Aśı, el sistema de Yule-Walker (4.2.8) se puede escribir como

p∑

k=0

γ(k)ϕk = σ2

(4.4.14)

γ(0)ϕi +

p∑

j=1

γ(j)[ϕi−j + ϕi+j] = 0, i = 1, 2, . . . , p.

La matriz cuadrada de este sistema se denotará mediante M(ϕ). Con esta notación,

no es d́ıficil ver que M(ϕ) es de orden (p+ 1) y está dada por la siguiente expresión:

Para i = 0, 1, 2, . . . , p,

M(ϕ)i 0 := ϕi, and M(ϕ)i j := ϕi−j + ϕi+j , j = 1, 2, · · · , p (4.4.15)

por ejemplo, M(ϕ)00 = ϕ0 y, si j > 0, M(ϕ)0 j = ϕ0−j + ϕ0+j = ϕj, en concordancia

con la primera ecuación en (4.4.14). El siguiente teorema presenta una fórmula para



43

el determinante de M(ϕ) y, como un subproducto, se obtiene un criterio para la no

singularidad M(ϕ).

Teorema 4.4.1 Sea ϕ(z) = 1+ϕ1z+· · ·+ϕpzp un polinomio complejo de grado p. Si

las ráıces de ϕ(·) son r1, · · · , rp y M(ϕ) es como en (4.4.15), entonces las siguientes

afirmaciones (i) and (ii) son válidas:

(i) El determinante de M(ϕ) está dado por

DetM(ϕ) =
∏

1≤i<j≤p

[1− (rirj)
−1]

p∏

i=1

(1− r−2
i ) (4.4.16)

donde, siguiendo la convención usual, para p = 1 el primer producto en esta relación

desplegada es 1.

Consecuentemente,

(ii) M(ϕ) es invertible si, y sólo si, rirj 6= 1 para todo i, j = 1, . . . , p.

Este resultado se establecerá en la Section 6; por el momento, es conveniente notar

que la parte (ii) se desprende como consecuencia directa de la fórmula en la parte (i).

Por otro lado, (4.4.16) se verifica fácilmente para valores pequeños de p. Por ejemplo,

para p = 1, el polinomio ϕ(z) está dado por ϕ(z) = 1 + ϕ1z y la fórmula (4.4.15)

establece que

M(ϕ) =

[
1 ϕ1

ϕ1 1

]

aśı que DetM(ϕ) = 1 − ϕ2
1 , expresión que coincide con (4.4.16) para p = 1, ya que

ϕ(·) tiene la única ráız r1 = −1/ϕ1. Cuando p = 2 factorice ϕ(z) como

ϕ(z) = (1 + a1z)(1 + a2z),

donde las ráıces de ϕ(z) son ri = −1/ai, i = 1, 2. En este caso se desprende que

ϕ(z) = 1 + (a1 + a2)z + a1a2z
2

y la matriz M(ϕ) está dada por

M(ϕ) =




1 a1 + a2 a1a2

a1 + a2 a1a2 + 1 0

a1a2 a1 + a2 1



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Entonces, expandiendo DetM(ϕ) por la tercera columna, se obtiene la siguiente

expresión:

DetM(ϕ) = a1a2[(a1 + a2)− a1a2(1 + a1a2)] + (1 + a1a2)− (a1 + a2)
2

= −(a1 + a2)
2(1− a1a2) + (1 + a1a2)[1− (a1a2)

2]

= (1− a1a2)[−(a1 + a2)
2 + (1 + a1a2)

2]

= (1− a1a2)(1− a2
1)(1 − a2

2),

y al sustituire ai por −1/ri se obtiene la fórmula (4.4.16)para el caso p = 2. La

demostración de (4.4.16) en el caso general se realizará por el método de indución y

será presentada en la Sección 6.

4.5. Resultados Auxiliares

Esta sección contiene las herramientas técnicas que se utilizarán en la demostración

del Teorema 4.4.1. El punto de partida es la siguiente idea.

Definición 4.5.1 . Sea ϕ(z) = 1 + ϕ1z + · · · + ϕpz
p un polinomio de grado p. La

sucesión Vϕ = {V ϕ
t | t ∈ Z} ⊂ L se define como sigue:

(i) Para 0 ≤ n < p,

V ϕ
n (0) := ϕn, y V ϕ

n (k) := ϕn−k + ϕn+k, k = 1, 2, . . . .

(ii) Si n ∈ N
V ϕ
−n : = sn(−→ϕ ) y V ϕ

n+p : = sn(←−ϕ);

en este punto es conveniente recordar la notación introducida en (4.3.9)–(4.3.12).

Comparando la definición anterior con (4.3.9)–(4.3.13) se desprende que la suce-

sión Vϕ está relacionada con la matriz M(ϕ) a través de la siguiente igualdad:

M(ϕ) = Mp+1(V
ϕ
0 , V

ϕ
1 , . . . , V

ϕ
p ). (4.5.17)

El siguiente teorema es el principal resultado técnico de esta sección.
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Teorema 4.5.1 Suponga que ϕ(z) = 1 + ϕ1z + · · · + ϕpz
p tiene grado p y satisface

ϕ(b) = ϕ(1/b) = 0 para algún b ∈ C \ {0}. En este caso las siguientes afirmaciones

(i)–(iii) son válidas:

(i) dim span{V ϕ
−1, V

ϕ
0 , · · · , V

ϕ
p+1} ≤ p + 1.

(ii) Para cada a ∈ C,

DetMp+2(V
ϕ

0 + aV ϕ
−1, V

ϕ
1 + aV ϕ

0 , · · · , V
ϕ
p+1 + aV ϕ

p ) = 0.

(iii) Para todo a ∈ C, DetM [(1 + az)ϕ(z)] = 0.

La demostración del Teorema 4.5.1 se ha dividido en cuatro fases establecidas en los

siguientes Lemas. La siguiente notación será útil.

Definición 4.5.2 Sea V = {Vt|t ∈ Z} una sucesión en L. (i) V tiene la propiedad

D(p) si, para cada n ∈ N,

dim span{Vt| − n ≤ t ≤ p+ n} ≤ p+ n.

(ii) Dado a ∈ C, la sucesión TaV = {TaVt | t ∈ Z} se define mediante

[TaV]t ≡ TaVt := Vt + aVt−1, t ∈ Z.

El inicio de la demostración del Teorema 4.5.1 es el siguiente resultado.

Lema 4.5.1 Sea ϕ(z) = 1 +ϕ1z+ · · ·+ϕpz
p un polinomio de grado p y a ∈ C \ {0}.

Si θ(z) = (1 + az)ϕ(z), entonces Vθ = TaV
ϕ.

Demostración. Sea n ∈ {1, 2, . . . , p} un entero arbitrario. a partir de la Definición

4.5.1 se desprende que

V θ
n (0) = θn = ϕn + aϕn−1 = V ϕ

n (0) + aV ϕ
n−1(0) = TaV

ϕ
n (0),

y para k = 1, 2, . . .,

V θ
n (k) = θn+k + θn−k

= (ϕn+k + aϕn−k) + (ϕn−k + aϕn−k−1)

= (ϕn+k + ϕn−k) + a[ϕn−1−k + ϕn−1+k ]

= V ϕ
n (k) + aV ϕ

n−1(k)

= TaVnϕ(k)
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Estas dos últimas relaciones desplegadas muestran que, para 1 ≤ n ≤ p, V θ
n = TaV

ϕ
n ,

y para completar el argumento esta igualdad debe verificarse n < 0 y n > p. Para

alcanzar este objetivo, note primero que
−→
θ = −→ϕ + as(−→ϕ ) y

←−
θ = s(←−ϕ) + a←−ϕ,

relaciones que se obtienen de (4.3.9) y (4.3.12). entonces, para n ≥ 0,

V θ
−n = sn(

−→
θ )

= sn[−→ϕ + as(−→ϕ )]

= sn(−→ϕ ) + asn+1(−→ϕ )

= V ϕ
−n + aV ϕ

−n−1

= TaV
ϕ
−n

Similarmente,

V θ
n+p+1 = sn(

←−
θ )

= sn[s(←−ϕ) + a←−ϕ]

= sn+1(←−ϕ) + asn(←−ϕ)

= V ϕ
n+1+p + aV ϕ

n+p

= TaV
ϕ
n+1+p.

Luego, se ha establecido que V θ
−n = TaV

ϕ
−n y V θ

n+1+p = TaV
ϕ
n+1+p para todo n ∈ N,

como ya se ha mencionado, esto completa la demostración. tu

En el siguiente lema se analiza la relación entre la propiedad D(k) con la trans-

formación Ta; vea la Definición 4.5.2.

Lema 4.5.2 Sea a ∈ C un número arbitrario, y suponga que V = {Vt | t ∈ Z} ⊂ L
tiene la propiedad D(k). En este caso, TaV tiene la propiedad y D(k + 1).

Demostración. Observe que TaVt ∈ span{Vt, Vt−1}, lo cual implica que, para cualquier

r ∈ N, se tiene que span{TaVt|−r ≤ t ≤ k+1+r} ⊂ span{Vt|−(r+1) ≤ t ≤ k+(r+1)}.
A continuación, note que, debido a que la sucesión V tiene la propiedad D(k), el espa-

cio en el lado derecho de la anterior igualdad tiene dimensión menor o igual a k+r+1

y, por lo tanto,

dim span{TaVt | − r ≤ t ≤ (k + 1) + r} ≤ (k + 1) + r.
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Esta relación muestra que TaV tiene la propiedad D(k + 1), puesto que el número r

fue arbitrario. tu

Los siguientes dos Lemas relacionan la propeiedad D(k) con sucesiones de la forma

Vϕ; vea la Definición 4.5.1.

Lema 4.5.3 Sea ϕ(z) un polinomio de grado p ≥ 1 y suponga que ϕ(1) = 0 ó ϕ(−1) =

0. En este caso Vϕ tiene la propiedad D(p).

Demostración. Primero suponga que p = 1. Cuando ϕ(1) = 0 el polinomio ϕ(z)

esta.do por ϕ(z) = ϕ(0)(1− z) y, usando (4.3.13), se desprende que −→ϕ = −←−ϕ, lo cual

impica que, para n ≥ 0, se tiene V ϕ
−n = sn(−→ϕ ) = −sn(←−ϕ) = −V ϕ

n+1. Si ϕ(−1) = 0 se

desprende que ϕ(z) = ϕ(0)(1 + z), y entonces −→ϕ =←−ϕ, lo que conduce a V ϕ
−n = V ϕ

n+1

para todo n ∈ N. Luego, en cualquier caso para cada entero r ∈ N,

span{V ϕ
t | − r ≤ t ≤ 1 + r} = span{V ϕ

t | 1 ≤ t ≤ 1 + r}

y puesto que el espacio en el lado derecho tiene r + 1 generadores, se sigue que

dim span{V ϕ
t | − r ≤ t ≤ 1 + r} ≤ r + 1, i.e., Vϕ tiene la propiedad D(1); vea la

Definición 4.5.1. La demostración se completará ahora por inducción. Suponga que el

resultado ocurre para p = k, y sea ϕ un polinomio de grado k + 1 anulandose en 1

ó −1. En este caso es claro que es posible factorizar ϕ(z) como ϕ(z) = (1 + az)θ(z),

donde a ∈ C y θ(z) tiene grado k y satisface θ(1) = 0 o θ(−1) = 0. Por la hipótesis

de inducción, Vθ tiene la propiedad D(k) y, usando los Lemas 4.5.1 y 4.5.2, se sigue

que Vϕ = TaV
θ tiene la propiedad D(k + 1). tu

El siguiente Lema es la etapa final antes de la demostración del Teorema 4.5.1.

Lema 4.5.4 Sea ϕ(z) un polinomio de grado p ≥ 2 el cual satisface ϕ(b) = ϕ(1/b) =

0 para algún b ∈ C \ {0, 1,−1}. Entonces, Vϕ tiene la propiedad D(p).

Demostración. El argumento es similar al usado para establecer el Lema 4.5.3.

Primero, suponga que p = 2. En este caso

ϕ(z) = ϕ(0)(1 − bz)(1− z/b) = ϕ(0)[1− (b+ b−1)z + z2],



48

y usando (4.3.12) se desprende que −→ϕ = ←−ϕ; por la Definición 4.5.1 (i), esto implica

que V ϕ
−n = V ϕ

1+n para todo n ≥ 0, y entonces, para cada r ∈ N,

span{V ϕ
t | − r ≤ t ≤ 2 + r} = span{V ϕ

t | 1 ≤ t ≤ 2 + r},

y puesto que el espacio vectorial en el lado derecho tiene r+2 generadores se desprende

que

dimspan{V ϕ
t | − r ≤ t ≤ 2 + r} ≤ r + 2,

esto es, Vϕ tiene la propiedad D(2). El resultado para p arbitrario se obtiene por

medio de un argumento de inducción similar al usado para demostrar el Lema 4.5.3.

tu

Los lemas anteriores se usarán a continuación para demostrar el Teorema 4.5.1.

Demostración del Teorema 4.5.1. Sea ϕ(z) = 1 + ϕ1z + · · ·+ ϕpz
p un polinomio

de grado p con ϕ(b) = ϕ(1/b) = 0 para algún b ∈ C \ {0}

(i) Cuando b = 1 o b = −1, el Lema 4.5.3 implica que Vϕ tiene la propiedadD(p), y en-

tonces el Lema 4.5.4 permite obtener la misma conclusión cuando b 6= 1,−1. Entonces,

por la Definición 4.5.2(i), se desprende que dim span{V ϕ
−1, V

ϕ
0 , . . . , V

ϕ
p , V

ϕ
p+1} ≤ p+ 1.

(ii) Note que

span{V ϕ
r + aV ϕ

r−1 | r = 0, 1, . . . , p+ 1} ⊂ span{V ϕ
t | − 1 ≤ t ≤ p + 1}

y entonces dim span{V ϕ
r + aV ϕ

r−1 | r = 0, 1, . . . , p + 1} ≤ p + 1, por la parte (i). Se

sigue que los p + 2 vectores V ϕ
r + aV ϕ

r−1, r = 0, 1, 2, . . . , (p + 1) son linealmente

dependientes en L, lo cual implica la dependencia lineal de las filas de la matriz

Mp+2(V
ϕ
0 + aV ϕ

−1, · · · , V
ϕ
p+1 + aV ϕ

p ); como una consecuencia de este hecho se tiene que

DetMp+2(V
ϕ

0 + aV ϕ
−1, · · · , V

ϕ
p+1 + aV ϕ

p ) = 0

vea, por ejemplo, el caṕıtulo 5 de Hoffman and Kunze (1971).

(iii) Defina ψ(z) := (1+az)ϕ(z). En este caso ψ(z) tiene grado p+1, y usando (4.5.17)

con p + 1 y ψ en lugar de p y ϕ, respectivamente, se desprende que

M(ψ) = Mp+2(V
ψ
0 , V

ψ
1 , · · · , V

ψ
p+1)

= Mp+2(V
ϕ
0 + aV ϕ

−1, · · · , V
ϕ
p+1 + aV ϕ

p
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donde el Lema 4.5.1 se utilizó para establecer la segunda igualdad; a partir de este

punto, la parte precedente implica que DetM(ψ) = 0. tu

Esta sección concluye con un hecho que será útil en la demostración del Teorema

4.4.1.

Lema 4.5.5 Sea ϕ(z) un polinomio de grado p con ϕ(0) = 1. En este caso

DetM(ϕ) = DetMp+2(V
ϕ
0 , V

ϕ
1 , . . . , V

ϕ
p+1).

Demostración. Defina L := Mp+2(V
ϕ
0 , V

ϕ
1 , . . . , V

ϕ
p+1) y observe los siguientes hechos

(a) y (b):

(a) Combinando (4.3.11) con la Definición 4.5.1(i) se sigue que la submatriz obtenida

eliminando la última fila y la última columna de L es Mp+1(V
ϕ
0 , V

ϕ
1 , . . . , V

ϕ
p ).

A continuación, se evaluán las componentes en la última columna de L. Primero,

recuerde la Definición 4.5.1 y note que L0 p+1 = V ϕ
0 (p+1) = s0(−→ϕ )(p+1) = −→ϕ (p+1) =

0. Por otro lado, para 1 ≤ n < p, se tiene que Ln p+1 = ϕn+ p+ 1+ϕn−p−1 = 0, donde

la convención 4.3.13) se utilizó en la última igualdad. Finalmente,Lp p+1 = V ϕ
p (p+1) =

s0(←−ϕ)(p + 1) =←−ϕ(p+ 1) = 0, y Lp+1 p+1 = s(←−ϕ)(p+ 1) =←−ϕ(p) = ϕ0 = ϕ(0) = 1.

En resumen:

(b) La última columna de L consiste enteramente de ceros, excepto por el elemento

en la última fila, el cual es 1.

Para concluir, expanda DetL por la última columna, y usando los anteriores hechos

(a) y (b) se desprende que DetL = Mp+1(V
ϕ

0 , V
ϕ
1 , . . . , V

ϕ
p ) = DetM(ϕ), donde la

última igualdad es consecuencia de (4.5.17). tu
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4.6. Demostración del Teorema 4.4.1

Los resultados preliminares establecidos en la sección anterior se usarán ahora

para demostrar el principal resultado de este trabajo.

Demostración del Teorema 4.4.1. Como ya se mencionó, es suficiente establecer

la parte (i). Sea ϕ(z) = 1 + ϕ1z + · · · + ϕpz
p un polinomio de grado p y factorice ϕ

como

ϕ(z) =

p∏

i=1

(1 + aiz),

donde las ráıces de ϕ(z) son −1/ai, i = 1, 2, · · · , p. Con esta notación, (4.4.16) es

equivalente a

DetM

[
p∏

i=1

(1 + aiz)

]
=

∏

l≤i<j≤p

[1− aiaj]
p∏

i=1

(1− a2
i ), (4.6.18)

igualdad que se verificó en la Sección 4.4 para p = 1 y p = 2. La demostración

de (4.6.18) se completará ahora por inducción. Suponga que (4.6.18) es válido para

p = n ≥ 2, y sean a1, a2, · · · , an+1 números complejos distintos de cero. Defina

ψ(z) :=

n∏

i=1

(1 + aiz) (4.6.19)

y, para cada c ∈ C, defina

F (c) := DetMn+2(V
ψ
0 + cV ψ

−1, · · · , V
ψ
n+1 + cV ψ

n ). (4.6.20)

Combinando los Lemas 4.5.1 y 4.5.17 se desprende que

(a) F (c) = DetM [(1 + cz)ψ(z)]; en particular,

F (an+1) = DetM

[
n+1∏

i=1

(1 + aiz)

]
. (4.6.21)

Usando la multilinealidad de la función determinante, (4.6.20) implica que

(b) F (c) es un polinomio de de grado ≤ n+ 2 en c; vea, por ejemplo, el caṕıtulo 5 de

Hoffmann and Kunze (1971):

Ahora, se determinarán las ráıces del polinomio F (c). Primero observe
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(c) F (1) = F (−1) = 0.

Para verificar esta afirmación, defina ψ∗(z) := (1 + z)
∏p

i=2(1 + aiz) y note que

ψ∗(−1) = 0, y (1 + z)ψ(z) = (1 + a1z)ψ
∗(z); vea (4.6.19). Entonces, una aplicación

de la anterior propiedad (a) implica que

F (1) = DetM [(1 + z)ψ(z)] = DetM [(1 + a1z)ψ
∗(z)] = 0,

donde la última igualdad se desprende del Teorema 4.5.1(iii) con ψ∗(z) y −1 en lugar

de ϕ(z) y b, respectivamente. De forma similar puede mostrarse que F (−1) = 0.

(d) F (1/ai) = 0 for i = 1, 2, · · · , n.

Para establecer esta afirmación, sea k, i ∈ {1, 2, . . . , n} un entero fijo con k 6= i y

defina

ψ̃(z) : = (1 + z/ai)

(k)∏
(1 + ajz), (4.6.22)

donde

(k)∏
indica el producto sobre todos los enteros j entre 1 y n que satisfacen j 6= k;

note que

(1 + z/ai)ψ(z) = (1 + akz)ψ̃(z). (4.6.23)

A partir de (4.6.22) se obtiene que ψ̃(−ai) = 0 y, puesto que k 6= i, el polinomio ψ̃(z)

contiene al factor (1 + aiz), y entonces ψ̃(−1/ai) = 0. Por lo tanto, a partir de (a)

y (4.6.23) se sigue que F (1/ai) = DetM [(1 + z/ai)ψ(z)] = DetM [(1 + akz)ψ̃(z)], y

una aplicación del Teorema 4.5.1(iii) con ψ̃ y −ai en lugar de ϕ y b, respectivamente,

lleva a la conclusión de que F (1/ai) = 0.

Para continuar, suponga por el momento que a1, a2, . . . , an son números diferentes

en C\{0, 1,−1}. En este caso, los puntos anteriores (c) y (d) muestran que el polinomio

F (c) tiene n+2 ráıces diferentes, a saber, 1,−1, y 1/ai , i = 1, 2, · · · , n. Combinando

este hecho con (b) se desprende que F (·) tiene grado n+ 2 y que puede factorizarse

como

F (c) = F (0)(1− c)(1 + c)
n∏

i=1

(1− aic).

Conociendo c = an+1 y usando (a) se sigue que

DetM

[
n+1∏

i=1

(1 + aiz)

]
= F (0)(1− a2

i )
n∏

i=1

(1 − aian+1). (4.6.24)
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A continuación, usando (4.6.20) se ve que F (0) = DetMn+2(V
ψ
0 , V

ψ
1 , · · · , V

ψ
n+1), y

entonces F (0) = M(ψ), por el Lema 4.5.5 aplicado al polinomio ψ, el cual tiene grado

n, y entonces la hipótesis de inducción permite concluir que

F (0) =
n∏

i=1

(1− a2
i )

∏

1≤i<j≤n

(1− aiaj).

Combinando esta igualdad con (4.6.24) se desprende que

DetM

[
n+1∏

i=1

(1 + aiz)

]
=

n+1∏

i=1

(1− a2
i )

∏

1≤i<j≤n+1

(1 − aiaj), (4.6.25)

relación que es (4.6.18) con p = n + 1. Aunque (4.6.25) ha sido establecida bajo el

supuesto de que a1, . . . , an+1 son números diferentes en C \ {0, 1,−1}, la igualdad

ocurre para ai, . . . , an+1 ∈ C \ {0} arbitrarios, puesto que ambos lados de (4.6.25)

dependen continuamente de las ai’s. En resúmen, suponiendo que la igualdad (4.6.18)

es válida p = n, se ha demostrado que también ocurre para p = n + 1, concluyendo

el argumento de inducción. tu
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4.7. Observaciones Finales

Dado un polinomio ϕ(z) con ϕ(0) = 1, se ha establecido una condición necesaria y

suficiente para el sistema correspondiente de Yule-Waker tenga solución única, y se ha

demostrado que tal condición se saisface cuando el polinomio ϕ(z) es causal. Además

de proporcionar una base firme pare el procedimeinto de dos etapas descrito en la

Sección 4.2, hay otras partes en la teoŕıa de las series de tiempo en donde es importante

saber que el sistema de Yule-Walker tiene una solución única. Por ejemplo, considere

el siguiente resultado: Dado p >0 y una función de autocovarianza γ(·), con γ(h)→ 0

conforme h → ∞, existe un proceso {Yt} autorregresivo de orden p cuya función

de autocovarianza γY (·) coincide con γ(·) para h = 0, 1, · · · , p. Una demostración de

este resultado se encuentra en Brockwell and Davis (1987), pp. 232-233, y es oportuno

mencionar que en un pasaje del argumento se utiliza que, para cierto polinomio causal,

ϕ(·), tanto {γ(h)|0 ≤ h ≤ p} como {γY (h) | 0 ≤ h ≤ p} satisfacen (4.2.8), y entonces

se concluye de inmediato que γ(h) = γY (h) para 0 ≤ h ≤ p. Aśı, se está suponiendo

en el mencionado argumento que el sistema de Yule-Walker de un polinomio causal

tiene una solución única, un hecho que, por el Teorema 4.4.1, es realmente cierto.
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