Revista Agraria -NuevaEpoca- Afo |. Vol 1. No1

Teoria General sobred Listado de un Conjunto

Gerardo Sanchez Martinez

Depto. de Estadisticay Calculo, Universidad AutonomaAgraria Antonio Narro, Buenavista, Saltillo, Coah., México

Abstract. General Theory on thelisting of a set. The aim of this note isto focus on the problem of producing
alist of dlmembers of a set. The main purpose isthe construction of an order relationship in the studied
set. A general algorithm for the listing must be developed, which has a great importance for the calcula-
tion of estimators using nonparametric methods.
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Resumen. El proposito de este trabajo es dar un enfoque al problema de predecir una lista de todos los miembros
de un conjunto. La intencion principal es la construccion de una relacion de orden en el conjunto de interés. Se
elaborara un algoritmo general para el listado, el cual es de gran importancia para el calculo de estimadores

usando métodos no paramétricos.
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I ntroduccioén

En estetrabajo se analiza el siguiente problema general
de enumeracion o listado: Dado un conjunto finito 4,
producir una lista en la que cada elemento de A aparezca
solo una vez. Aprimera vista, éste parece ser un problema
simple; después de todo, una manera de especificar un
conjunto es precisamente proporcionando una lista de
todos los elementos. Por ejemplo, al escribirA = (3, 6, 9,
12,151, se estdn enumerando los miembros de A. Sin
embargo, existe otra forma de determinar un conjunto, la
cual se denomina método de comprension o regla, de
acuerdo a la cual los elementos de conjunto se distinguen
mediante una propiedad que los caracteriza; vea por
ejemplo, Suples (1971), o Dolciani et al. (1986). Por
ejemplo, si B es el conjunto de todos los enteros positivos
menores de 17 que son multiplos de tres, se puede
establecer con toda seguridadque (a) 2 v~ B, pues a pesar
de que dos es un entero positivo y menor a 17, dos no es
multiplo de tres, (b) 21 & B, pues aunque 21 si es un
entero positivo multiplo de tres, 21 no es menor a 17,y
(c) 9 E B, pues nueve es un entero positivo que es tanto
multiplo de tres como menor a 17. El aspecto fundamental
en esta discusion es que la propiedad que se estipula para
los miembros de B permite decir, sin ambigiiedad alguna,
si un objeto determinado pertenece o no a dicho conjunto.
Aun cuando originalmente se especifique un conjunto
mediante una caracterizacion de sus miembros,
frecuentemente es necesario disponer de una lista de

elementos, esto es, debe utilizarse la propiedad que
distingue a los objetos que constituyen B para producir
una lista de todos sus miembros—- equivalentemente, para
enumerar todos los elementos de B. En el caso
especificado en el parrafo precedente, no es dificil mostrar
que B=(3, 6,9, 12, 1>} .es decir B coincide con A , de
manera que en estas circunstancias es sencillo pasar de la
caracterizacion del conjunto B por el método de
comprension, a la descripcion de B mediante el listado o
enumeracion de sus miembros. Sin embargo, en general
la situacion es mas compleja. Considere, por ejemplo, el
conjunto C que consiste de todos los digitos (enteros entre
cero y nueve, inclusive), que aparecen por lo menos cuatro
ocasiones dentro de las primeras veinte cifras de la parte
fraccionaria en la expansion decimal del nimeron:.En este
caso, C constade a lo mas cinco miembros; producir una
lista de €. sin embargo, requiere de que se tenga la
expansionde  hasta 20 cifras significativas, y es necesario
de disponer de algoritmos especiales para este fin. Este
ejemplo muestra que, a pesar de que un conjunto tiene
pocos miembros—— a lo mas cinco en caso de C—— generar
una lista de sus elementos no es, en todos los casos, un
problema simple; mas bien, con frecuencia reclama un
analisis esmerado y, tal vez, complejo. En el caso del
conjunto C puede mostrarse que consiste de un unico
elemento, a saber, cinco (Papadopoulus (1997)).

El proposito general de este trabajo es disefiar un
procedimientopara enumerar los miembros de un conjunto
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finito arbitrario, y para alcanzar este objetivo, la expansion ha sido organizada de la manera siguiente: En la Seccion
2 se discute la relevancia del problema de listado en el campo de la estadistica no paramétrica, tratando de ubicar el
problema general abordado desde una dptica que muestre su relevancia. Posteriormente, en la Seccion 3 se discute la
relacion entre el problema general de listado, y la construccion de un orden total en el conjunto de interés, y se
introducen las nociones de elemento maximo y minimo en un conjunto ordenado. La Seccion 4 trata sobre la idea de
sucesor de un elemento, la cual es una nocioén central para formular, en la Seccidn 5, el resultado principal de este
trabajo, a saber, el algoritmo general de listado. Después de establecer este procedimiento, en la Seccion 6 se introduce
una relacion de orden total entre vectores de 7, a saber, el denominado orden lexicografico (Munkres (1%#7511.y la
exposicion concluye con algunos comentarios breves en la Seccion 7.

E1Angulo Estadistico

Antes de emprender la tarea de disefiar un método para enumerar los miembros de un conjunto finito arbitrario, es
conveniente enfatizar, una vez mas, la razon por la cual este problema es de gran importanciaen el analisis estadistico.
El punto de partida es la observacion de que enumerar (listar) los elementos de un conjunto finito puede ser un
problema complejo por dos razones:

(a) Es dificil determinar explicitamente los elementos del conjunto, por ejemplo, este en el caso para el conjunto
C considerado en la Seccion 1.
(b) El conjunto de interés tiene un ntimero grande de elementos.

En el andlisis estadistico, particularmente al emplear métodos de estimacion no paramétrica, la dificultad para
enumerar los miembros de un conjunto de interés se origina, frecuentemente, por la segunda de las causas mencionadas.
Por ejemplo, considere las siguientes tres clases de objetos construidos a partir de una poblaciéon P que consta de N
objetos, los cuales, sin pérdida de generalidad alguna, se supone que son los primeros N enteros positivos, i.e.,

P12 N 2.1

. La clase P {™.™1. la cual consiste de todas las permutaciones de tamafio N de la poblacion P .

Relaciones de Orden

La observacionclave para abordar el problema de listar un conjunto finito A, es que cuando se produce una lista de
sus miembros, de inmediato se induce un 'orden' en el conjunto, donde los elementos que se escriben primero son
'menores’ que aquéllos que aparecen después. Para aclarar esta idea, considere el conjunto

A={A*01) (3.1)

Suponga ahora que se pide producir una lista de los miembros de A. Ante este requerimiento, se podria responder
con

AL 3.2)

En este caso, si se convienen en que un elemento es menor que cualquiera de los que estan a su derecha en la lista,
se tendria que
" 1A " vk "e 1
I" es menor que 'A I' es menor que y 'I'" es menor que'0
'A' es menor que “*7, 'A' es menorque'Q y "* es menor que'O (3.3)

Esta 'relacion de orden' fue inducida por el listado (3.2), y es claro que al formar otra lista de los miembros de A,
la relacion de orden se alterara. Por ejemplo, si en vez de (3.2) se enumeran los miembros de A como

AlL*O0

12



Revista Agraria -NuevaEpoca-Afo |. Vol 1. No1

Entonces la primera afirmacion en (3.3) debe de
cambiarse a ' A es menor que '!". La discusion puede
extenderse a cualquier conjunto, en el sentido de que al
disponer de una lista de miembros, puede definirse una
relacion de orden. El proposito de esta seccion es
establecer la proposicion inversa: Si se dispone de una
relacién de orden adecuada en un conjunto finito A,
entonces, dicha relacion puede utilizarse para generar un
listado de A, el resultado se demostrara posteriormente
en el Teorema 3.1. Por el momento, es oportuno definir,
de manera precisa, cual es la idea de relacion de orden
que se utilizara.

Definicion 3.1. [Munkres (1975), Suples (19711]. Sea A
un conjunto finito, y considere una relacion, denotada
mediante ~—~; - definida en el conjunto. Esta relacién es
un orden completo en A si satisface los siguientes
requerimientos:

(a) [Transitividad] Para a, b, ¢ E A,

(b) [Completez] Para todos los miembros a, b £ A, se
tiene que exactamente una de las siguientes alternativas
es valida.

En esta definicion, la condicion (a) es bastante natural
desde un punto de vista intuitivo, mientras que el
requerimiento (b) impone la condicion de que dos
elementos distintos de A sean comparables, i.e.,si a “*h.
debe tenerse que a —; b, o bien b—; a. Es costumbre leer
la expresiéna —; b como 'a precede a b', en lugar de 'a es
menor a b'; el proposito es no confundir la relacion de
orden recientemente introducida, con el orden usual en
los niimeros reales cuando A i=R. Por otro lado, el hecho
de que a preceda a b, esto es, a+ b, también se escribe
como bx a, esto es,

La expresionb i a se lee como 'b sucedeaa ,0 " bes
posterior a @' . similarmente "7 ~ b' con frecuencia se
expresa verbalmente como 'a es anterior a b'.

Ejemplo3.1. SeaA={A, *.0, !}. el conjunto considerado
al inicio de esta seccion. La relacion (3.3) puede
expresarse, con la notacion recientemente introducida,
como

Con esta definicion de la relacion de precedencia, no
es dificil verificar que las propiedades de transitividad y

completez se satisfacen. Por lo tanto (3.5) determina un
orden completo en A.

Dado un conjunto finito A dotado con un orden
completo “—; ~, existen dos elementos especiales, a saber,
el elemento minimo y el elemento maximo.

Definicion 3.2. Sea A un conjunto finito dotado con un
orden completo “~;'. En este caso, (a) m E A es un
elemento minimo si para todo a £ A con a “*mm, se tiene
que m+ a. Similarmente, (b) M E A es un elemento
maximo si siempre que 8 E A sea tal que a *}1. entonces
a+ M.

Teorema3.1. Sea A un conjunto finito y no vacio dotado
de un orden completo. En este caso,

(a) A posee un elemento minimo, Mas aun, (b) A tiene
exactamente un elemento minimo. Similarmente, (¢) A
posee un elemento maximo, y (d) El elemento maximo de
A es tinico.

Demostracion. (a) El argumento es por induccion en el
numero de elementos de A, el cual se denota por n. Primero
observe que si A tiene n = 1 elementos, entonces la
afirmacion es clara. Suponga que si un conjunto dotado
con un orden completo tiene k miembros, entonces tiene
un elemento minimo, y sea A un conjunto den=k + 1
elementos. En estas circunstancias, se verificara que A
posee un elemento minimo. Con esta finalidad, seleccione
un elemento cualquiera, a* ¢ A, y defina conjunto 4§
mediante

(3.6)

En este caso, 4 es un conjunto de k elementos, y por
lo tanto tiene un miembro minimo, por la hipotesis de

induccion. Sea f# E 4 un miembro minimo de §, iv .

Para demostrar que el conjunto original tiene un
minimo, primero observe que M E A . y por lo tanto
m # a” (vea(3.6)). Considerando que dos elementos
distintos de A son comparables, por definicion 3.1, esto
implica que ocurre alguna de las siguientes dos
alternativas:

Caso 1: a™ —; . En estas situacion se verificara que g°

es un elemento minimo de A, i,e.,
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En efecto, si a £ A es diferente de ", entonces
a E A (vea (3.6)). Por lo tanto, c«« fi, obiens «a;
bajo la primera alternativa se tiene que a*~ a, pues se
supone que ¢r -4 V ## — a, mientras que si la segunda
posibilidad ocurre, se obtiene que a*~; #fir y B < a, de
tal forma que usando la transitividad de la relacion de
orden, se obtiene (1 <t Este argumento muestra que la
implicacion (3.8) es valida, y por lo tanto, 4" es un
elemento minimo de A.

Caso 2: fri<a’ enestas circunstancias, /i es un miembro
minimo de A. En efecto, seleccione aw= A tal que et # #i
y observe que existen dos alternativas posibles: (1) a— a*,
circunstancia en la que se tiene

m-a (3.9)
pues a=a*,y(2)si a=a *entonces a £ A (vea(3.6)),y
como jies un minimo de 7§ . se tiene que (3.9) también
ocurre cuando a # fr#. En resumen: Suponiendo que un
conjunto con k miembros siempre tiene un elemento
minimo, se ha mostrado que cualquier conjunto k+1
elementos también posee un minimo, completando el
argumento que establece la parte (a) por el método de
induccion.

(a) Suponiendo que m y m, son dos elementos minimos
de A, se demostrara que m =m, . Primero, observe que

-y asm=>m=<a (3.10)

(Vea la Definicion 3.2), y similarmente

Suponga ahora que m = m,. En este caso, a partir
de(3.10) con a = m, se desprende que

Mientras que utilizando (3.11)con @ — m, se obtiene

que
m, = m

Sin embargo, las dos ultimas desigualdades
desplegadas ocurren de forma simultanea, contradiciendo
la condicién de completez en la Definicion 3.1. Esta
contradiccion muestra que el supuesto del que se origina,
i.e., m#m,, es falso, de manera que m=m,,
completando la demostracion de la parte (b). El resto del
teorema puede demostrarse mediante argumentos analogos
a los utilizados para establecer las partes (a) y (b).

El Sucesor de un Elemento

En esta seccion se presenta una importante idea para
la formulacién de un algoritmo general de listado de los

miembros de un conjunto. En forma simple, esta nocion
es la de 'elemento siguiente’, o 'sucesor inmediato' a un
miembro de un conjunto ordenado.

Definicion 4.1. Sea A un conjunto finito dotado de un
orden completoDado @& . sea b= A un elemento
que satisface las siguientes condiciones:

a=<b 4.1)
Y

Si ¢ € A satisface a < ¢, entonces h <=¢ (4.2)

En este caso, b de denomina sucesor de a; note que en
(4.2), a = b es una forma abreviada de la expresion
a=b:

< h e a<b o a=b

a~<h o

Para entender esta idea, suponga, que los elementos
de A recolocan en una linea horizontal, de manera que si
X, y E A son tales que ¥ =< y, entonces X se encuentra a
la izquierda de y. Suponga ahora que se recorren los
miembros de A de izquierda a derecha; en este caso, un
sucesor de aes un elementob E A que se ubicaa la derecha
de A con la propiedad de que al moverse de a hacia b no
se encontrard elemento alguno de A 'en el camino'. El
siguiente teorema muestra que, con la excepcion del
maximo, todos los miembros de A tienen un sucesor, y
que éste es unico.

Teorema 4.1. Sea A un conjunto finito dotado con un
orden completo, y suponga que a E A es diferente del
maximo elemento de A. En este caso, a posee un suceso,
el cual es tnico.

Demostracion. Considere el conjunto
(4.1)

esto es, .4[i#] contiene a todos los miembros de A que
sucede al elemento a . Debido a que a + M, se tiene
que a <M, de tal forma que M E 4[i). Por lo
tanto,%[¢r] es un conjunto no vacio, el cual posee un tinico
elemento minimo, por el Teorema 3.1, el cual se denotara
mediante h . Puesto que b £ S (a),se tiene que

a < h

vea (4.1), Ahora considere un elemento arbitrario
c E Atal que a ~ c. En este caso, se tiene que
¢ E S (a),de manera que b = c, pues hes el minimo
de los elementos de ¥ [¢s]. Esta discusion puede resumirse
como sigue: Se ha demostradoque @ < b yque b = ¢
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para todo ¢ que satisface a = ¢ . Por lo tanto, b es un
sucesorde a . Para concluir, supongaque b y b,son dos
sucesores de a . En este caso,

d=h oy e s b o (4.2)

Similarmente

Al I VS B L - R (4.3)

Usando la implicacion en (4.2) con ¢=b,, se desprende
que
b - b) )

mientras que a partir de la implicaciénen (4.3)con c=b,
se obtiene

b - b,

y por lo tanto, si b = b,, las dos ultimas relaciones
desplegadas implican que b < b, y b, < b ocurren
simultaneamente, lo cual se opone a la propiedad de
completez en la Definicion de orden total. Por lo tanto,
b = b, , estableciendo la unicidad del sucesor de A.

Definicién 4.1. SupongaqueA es un conjunto finito que
consiste de mas de un elemento. Defina la funcion

Suc:A " \} + A4
mediante
ate A (M).

Ejemplo 4.1. Considere el conjunto A introducido en el
Ejemplo 3.1, eso es, A = i A.%.101,1} en el cual la relacion
de orden completo esta dada por

Suc (a)= sucesor de a,

P e !

(4.4)

Como se menciono anteriormente, M = 0 es el maximo
de A . El sucesor de cada elemento de A diferente de O esta
dado, de acuerdo a (4.4), por

Suc(!)=A, Suc(A)=" Suc(*)=0. (4.5)

Como consecuencia del Teorema 4.1y de la definicion
de la funcion Suc, se desprende el siguiente corolario.

=l A& <l vy ¥ 20

Corolario 4.1. Dado un conjunto finito con mas de un
elemento, la funcién Suc es uno a uno. Mas aun, Suc es
una biyeccionentre A \ {M) y A\{m).

Demostracion. Primero se verificara que Suc es una
funcién uno a uno, esto es, que la siguiente afirmacion es
valida:

Para verificar esta afirmacion se utilizara el método de
contradiccion. Con este fin, denote mediante b al valor
comin de Suc(a)y Suc(8), esto es,

b= Suc(a)= Suc(a),

y suponga que a “ i! . En este caso, alguna de las dos
alternativas ocurre:

e w0 of = el
y sin perdida de generalidad alguna, se supondra que la
primera de estas posibilidades es valida. En este caso, se

tiene que
a

donde la segunda relacion de procedencia se debe a la
definicion de sucesor de ¢ . Sin embargo, b es también el
sucesor de a de manera que la anterior relacion desplegada
implica que

b

y entonces i sucede a a, pero es anteriora Suc(a) = b, lo
cual se opone al hecho de que b es el sucesor de a. Esto
muestra que el supuesto a # it conduce a una
contradiccion, y por lo tanto la implicacion (4.6) es valida.
Para concluir, recuerde que el dominio de la funciéon Suc
esA \{M).Ademas, m, el elemento minimo de A no puede
ser el sucesor de ningun miembro de A pues, por la
Definicion 3.2(a), m no sucede a ninglin elemento de A .
Por lo tanto, Suc toma valores en A \ {m), es decir, Suc
transforma cada miembro de A\ {M) en un elemento de A
\{m};

Puesto que ambos conjuntos en este enunciado tienen
el mismo numero de elementos y la funcién Suc es uno a
uno, se desprende que Suc transforma A \ {M) sobre A \
{m), esto es, SuC es una biyeccidon entre ambos conjuntos.

Ejemplo 4.2 De nueva cuenta, seaA ={A, =.0, !} dotado
con el orden descritoen (4.4). Como ya se ha determinado
con anterioridad, en este caso m = ! es el elemento minimo
de A, mientras que M = 0 es el miembro maximo. En este
caso,

AL Aty
Note que de acuerdo a (4.5),

1} I WL |-

Suc () =A
Suc(A) = *
Suc (*) =0,

De manera que Suc establece una biyeccion entre {A,
=1} v {A, = 0), en concordanciacon el Corolario 4.1.

El Procedimiento General

Después de la teoria desarrollada en las secciones
precedentes, ha llegado el momento de presentar el
resultado central de este trabajo, a saber, un procedimiento
que permite enumerar, o listar todos los elementos de un
conjunto finito una sola vez. La premisa fundamental es
que se ha definido un orden completo en el conjunto de
interés, y la idea detras del algoritmoes la siguiente: Inicie

1
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la lista con un elemento minimo del conjunto, y vaya
agregando el sucesor del elemento que se ha anotado mas
recientemente, deteniendo el procedimiento cuando el
ultimo elemento incorporado no tenga sucesor, lo cual
puede ocurrir s6lo cuando dicho término es el maximo de
los miembros del conjunto (vea el Teorema (4.1)).

Algoritmo General de Listado

Datos:. (a) Un conjunto finito A con dos o mas elementos,
dotado con un orden completo.

(b) Se conoce el elemento minimo de A, denotado por m,
asi como la funcion Suc, esto es, se puede determinar el
sucesor de cualquier elemento que no sea el maximo, y
ademas se puede detectar si un elemento dado no tiene
sucesor, de tal forma que dicho elemento es el maximode A.

Fase 1: [Inicializacion.] Defina k = 1, a, —m, el

elemento minimo de A

Fase 2: [Fase de prueba.] Suponga que se tiene la lista
(posiblemente) parcial de elemento  de A:

a, .d,,...d,

(1) Si a, tiene un sucesor, vaya a la Fase 3.

(2) Si a, no tiene sucesor, vaya a la Fase 4.

Fase 3: [Fase de iteracion.](1) Incremente k en una unidad
y defina a: _ como el sucesor de a,, esto es,

ke bl oy = Sue( a, )

(c) Retorne a la Fase 2.

Fase 4: [Fin de algoritmo.] La lista completa de los
miembros de A es

Antes de demostrar la validez del algoritmo general
de listado, se ilustrard su aplicacion en el caso que ha
sido utilizado anteriormente para ilustrar las ideas
introducidas en este capitulo.

Ejemplo 5.1. Como antes, seaA = { A, *. 0, | |. dotado
con la relacion de orden (4.4). Como se verifico en el
Ejemplo 3.2, el elemento minimo de A es m=!y la funcion
Suc esta determinada en (4.5); vea el Ejemplo 4.5. La
aplicacion del algoritmo de listado es como sigue:

Fasel: k=1, a,=!, pues el elemento minimo de A es"!"

Fase 2: En este momento se tiene la lista parcial

Puestoque a — ! tiene sucesor, la ruta es hacia la Fase
3

Fase 3: (1) Se incrementa k en 1 y de define
a, =Suc(!)= A. Después de hacer estos
cambios, se tiene.

E 2y a,

'_ il A

Fase 2: En este momento k = 2 y la lista parcial es
I, A
Puesto que a, — A tiene sucesor, la ruta es hacia la
Fase 3.

Fafle 3: (1) Se incrementak en 1 y de define a, — Suc(A)
=~ . Después de hacer estos cambios, la situacion se
resume en

ki oy o La, = A,

(2) Se retorna a la fase 2.

Fase 2: Ahora el mas reciegte de los elementos
incorporados a la listaes a, — . Puesto que a, tiene
sucesor, la ruta es hacia la Fase 3.

Fase 3: (1) Se incrementa k = 3 en 1 y se define

o _=SUC(* 0. Después de hacer estos
cambios, la situacion se resume en.
E o4 yao “a.=A,a, =%, a,

(2) Se retornaa la Fase 2.

Fase 2: El tltimo elemento agregadoa la listaes a, — 0
y no tiene sucesor. Por lo tanto, la ruta es hacia la Fase 4.

Fase 4: El Algoritmo concluye: A tiene k = 4 elementos,
y la lista de los elementos de A generada por el algoritmo
es I A *. 0

Teoremab5.1. Dado un conjunto finito A dotado con un
orden completo, el algoritmo general de listado produce
una enumeracion de todos sus elementos.

Demostracién. El argumento es por induccion en el
numero de elementos de A.
Se demostraré que:
Si A tiene m elementos, entonces el algoritmo termina
después de m visitas a la Fase 2 (5.1)
Esta afirmacion es claramente valida para m = 2. Suponga
que (5.1) ocurre cuando un conjuntoA dotado con un orden

completotiene m = n ~ 2 elementos, y sea A un conjunto

con nt1 miembros, entre los cuales se ha construido
un orden total. Si M es el maximo de A defina el nuevo
conjunto
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el cual tiene n miembros (uno menos que el nimero de elementos de A ). Por lo tanto, aplicando el algoritmo al
conjunto _f la hipdtesis de induccion implica que, después de n visitas a la Fase 2, se habra completado una lista de
todos los miembros de { . De hecho, en la visita nimero n, se encontrard que @, no tiene sucesor en .J.y la
bifurcacionsera a la Fase 4. Sin embrago, esto tltimo ocurre si el interés se centra en . Si lo que se busca es listar los
miembros del conjunto original A, se detectara que a, , si tiene sucesor (el cual es M) y la bifurcacion sera hacia la
Fase 3, en el cual se pasarade k=n a k=n*1 ysedefinira ¢  — Sh‘c'(a,: 1 — M Después de este paso, se
retornara a la Fase 2 haciendo la visitan + 1, en la cual se detectaraque M no tiene sucesor, y el flujo se dirigira hacia
la Fase 4, finalizando la lista de los miembros del conjunto original con n *+ 1 pasos por la Fase 2. Este argumento
verifica que (5.1) es valido con m =n +1, y concluye el argumento de induccioén.

El Orden L exicografico

Cuando un conjunto finito A esta dotado con un orden total (completo), el algoritmo propuesto en la seccion
anterior produce una lista de todos los miembros. De hecho, combinando el Teorema 5.1 con los comentarios plasmados
en la seccidn 2, es claro que los problemas de generar una lista de los miembros de un conjunto finito y de definir una
relacion de orden total entre sus miembros, son problemas equivalentes. En las aplicaciones, la utilizacion del Teorema
5.1 para generar listados, depende de que se tenga a la mano una relacién de orden completa. Los ejemplos presentados
hasta ahora han tenido una finalidad ilustrativa, y han dejado a un lado la consideracion de los conjuntos mas complejos
-la clase de permutaciones y la familia de subconjuntos— que son de interés primordial. Para dichos conjuntos, el
problema de generar una lista de sus miembros tiene gran importanciaen la Estadistica no paramétrica; sin embargo,
dichos conjuntos se ubican dentro de " para algun entero p ~ 2 , y es necesario introducir una relacion de orden en
este espacio multidimensional.

Definiciéon 6.1 La relacién ‘ﬁe orden lexicografico en RPesta determinada de la siguiente manera: Si
a = ( dy, dy, ..., ] y h=1h S "", son los miembros arbitrarios de fi I, entonces.

a — b siysoélosiexiste unentero k& ~p tal que

a,=b, para l<i<k, y a, <h,

Verbalmente, esta relacion puede describirse como sigue: Para comparar los miembrosa, b E fi, recorraa y b
de izquierda a derecha simultaneamente, hasta encontrar la primera posicion en que las componentes correspondientes
de a y b difieran. En este caso, de declara que a —; b si en dicha posicion la componente de b es mayor que la de a,
mientras que b —; a en otro caso; por supuesto, si todas las componentes de a y de b coinciden, se tiene que a = b. Por
ejemplo, considere el caso dep = 5 y sean

a (Aa 4710, bo(a 5410, 11).
En este caso, al recorrera y b de izquierda a derecha, se observa que difieren en la posicion nimero k = 4, y que la
cuarta componente de b es 10, la cual es mayor a la cuarta componente de a (la cual es 7):

De acuerdo a la Definicion 6.1, se desprende que a —; b. El siguiente teorema establece que la relacion introducida en
la Definicion 6.1 es, efectivamente, una relacion de orden total.

Teorema 6.1. La ordenacion lexicografica en RP es completa (total) en el sentido de la Definicion 3.1

Demostracidon. Se verificara que el orden lexicografico tiene las propiedades de transitividad y completez:
(a) [Transitividad.] Suponga que a, b, ¢ B ff"son tales que

a<b.yv hr (6.1)
En tal caso, existen enteros k, y & . entre 1 yp tales que




Revista Agraria -Nueva Epoca-Afo |. Vol 1. No1

Considere ahora los siguientes casos: (1) k = k, = k,.
En estas circunstancias, (6.2) implica que a, =1t
siempre que 1 i<k mientras que
a, =« <M =h <v = . esto es, es la
primera f)osicién pafa la cual los componentes de ay C
difieren, la componente C es mayor. Por lo tanto,

a < c.

(2) k, < k.. En este caso, defina k = k, . Utilizando
(6.2), se tiene que

a=>5b, 1<i<k, y a <b

Ademas, debido a que k < & ., setiene que b, = ¢'.,
1 <i < k, por lo tanto, la ultima relacion desplegada
implica que

da =t 1€i<k, y a<é€,

i

de tal forma que a «; ¢. (3) & > k.. En este caso,
defina k =1 De nueva cuenta, utilizando (6.2), se

obtiene, puestZ) que & >k =%, que
Y B

mientras que

1<i<k, h - .

Por lo tanto, a partir de estas relaciones desplegadas
se obtiene

o IZ'_ '

i =b,.

! I

I1gizk, a,=b <é&,

de tal forma que, a —; C. Este argumento ha demostrado
que, en cualquier circunstancia, se tiene que & —-; C
siempre que (6.1) sea valida, esto es,

a<b, vy b<ecbhbax<e,

estableciendo la propiedad de transitividad.

(b) [Completez.] Dados dos vectores a, b = f ", debe
demostrarse que exactamente una de las siguientes
alternativas ocurre:

(6.3)

Suponga que a “«h. En este caso, ay b difieren en
alguna componente; defina k como el primer entero
en el que las componentes correspondientes de a y b
son distintas, esto es,

a<b, a=b., o b<a

o b, I~ K, a, A

Si a, <A ,laDefinicién 6.1 implica a —; b, mientras
que si a, >h , entonces b —; a. Por lo tanto, se ha
demostrado que si a "*h, entonces exactamente una de
las otras dos relaciones en (6.3) ocurre; esto establece
que el orden lexicografico es completo, y concluye la
demostracion del Teorema.

Conclusioén

En este trabajo se ha estudiado el problema general
de listado (enumeracion) para un conjunto finito A.La
presentacion puso de manifiesto la equivalencia entre
este problema y la construccion de una relacién de
orden total entre los miembros de A, y se formul6 un
algoritmo general de listado, el cual permite enumerar
todos los miembros de un conjunto finito arbitrario,
tan pronto como se haya definido una relacion de orden
total entre sus miembros. Sin embargo, debe sefalarse
que la aplicacion efectiva de dicho procedimiento
depende de las siguientes condiciones:

(a) Construir un orden total en el conjunto de
interés;

(b) Determinar el elemento minimo del conjunto;

(c) Especificar completamente la funcién Suc, la
cual transforma un miembro de A que no sea el
mAximo, en su Sucesor.

El punto (a) fue considerado en la Seccién 6, donde
se introdujo el orden lexicografico en R T,y se
demostrdé que es un orden total, de manera que un
conjunto contenido en f£ I, siempre puede considerarse
dotado del orden lexicografico. Sin embrago, los
aspectos (b) y (c) son especificos del conjunto A bajo
consideracion, esto es, la dificultad de determinar el
minimo de A y la funcién Suc dependen de las
caracteristicas de cada conjunto contenido en R", ¢
implican un analisis detallado cuya complejidad
depende del caso especifico analizado.
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