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Abstract

Starting from amodel of genomic sequencing, it isdemonstrated that the asymptotic distribution of the coverage
rate is normal and, on the basis of this, a credibility interval is established, in which the analyzed proportion of

nucleotidesislocated.
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Resumen

A partir de un modelo de secuenciacion gendémica, se demostrd que la distribucion asintética de la tasa de
coberturaes normal y en base a esto se establecié un intervalo de credibilidad en el cual se ubicala proporcion

analizada de nucledtidos.

Palabrasclave: Secuenciacidn genémicatotal, cobertura, proceso de Bernoulli, intervalo de credibilidad

Introduccion

L asecuenciacién gendmicaes unatécnicaqgue consiste
en descifrar el orden delos nucledtidos del genomade un
organismo en particular, y hatenido una gran relevancia
enlos Ultimos afios pues se ha utilizado para secuenciar el
genoma de diferentes especies, incluyendo lahumana.

En este trabaj o se utilizaun model o de estatécnicacon
lafinalidad de estudiar el comportamiento asintético de
una variable denominada tasa de cobertura, la cua esun
indicador de la eficiencia de la técnica. El objetivo es
demostrar que estavariable se distribuye asintéticamente
normal y, en base a esto, construir un intervalo de
credibilidad. Cabe destacar quelaprincipal diferenciaentre
el enfoque de este trabgjo y el modelo cominmente
estudiado, por ejemplo en Ewensy Grant (2005), es que
en la literatura se utiliza la aproximacion de Poisson a
procesos de Bernoulli, mientras que en e desarrollo de
este trabajo se emplea directamente un proceso de
Bernoulli.

El Modelo
El genoma se puede establ ecer como unasucesion G

cuyas componentes W, pertenecen aun conjunto finito.

Endonde B estaconstituido por losnuclettidosA, G Cy
T (De acuerdo a la inicial de la base nitrogenada que
poseen: adenina, guanina, citosina, y timina,
respectivamente), mientrasque g eslalongitudde G, es
decir el nimero de nucledtidos que constituyen el genoma.

Bajo este modelo, se asume ala sucesién G como una
muestraal eatoria (con sustitucién) del conjunto B.

La técnica de Secuenciacion Gendémica Total (whole
genome shotgun) consiste en fragmentar varias copias
del genomay de los fragmentos generados, se selecciona
una muestra de fragmentos constituidos por L bases.
Posteriormente los fragmentos seleccionados son
secuenciados y ensamblados en bloques de acuerdo ala
similitud de sus extremos. A partir de los bloques se
determinala secuenciadel genoma.

El model o de fragmentaci 6n tiene como componentes
basicas: un parametro de longitud y una sucesién de

variables aleatorias {X n } con las siguientes propi edades
X Xy Xy , son independientes
X, ~ Ber(p) paratodo i 2

Endonde p~m/g y m esel nimero de fragmentos

secuenciados, es decir que el parametro es proporcional
al tamano de la muestra.
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Enlaexpresion (2), Ber(p), denotaaladistribucion

Bernoulli con pardmetro, de manera que para cada i =
123,..

PX, 1] p=1-P[X, =0

Conrelacion a genoma G en (1), lainterpretacion de
X, eslasiguiente: Si X, =1, entonces el fragmento que
iniciaenlaposicioni del genomay se prolonga L unidades
esanalizado y secuenciado, mientrasquesi X, =0, no se

analizafragmento alguno cuyo extremoizquierdo sealai-
ésima posicién. De esta manera es natural asociar con
cada variable aleatoria un segmento de los nUmeros
natural es como se hace en lasiguiente definicion.

Definicion 1. Paracadak = 1,2,3,..., e segmento |,
de nimeros natural es esta definido mediante.

Il =[k k+L),s X, =1.
I, =0,s X, =0.

La variable de estudio en este trabagjo es |la tasa de
cobertura, lacual serefierealaproporcion de posiciones
del genomaque son efectivamente analizadasen el proceso
de secuenciacién. Esta variable se expresa en términos
de variables de cobertura, ambas se definen a
continuacion.

Definicion 2. Las variables de cobertura Y,,Y,, Y;,...

se definen parai = 1,2,3,..., como: Y,

' =1,siiel,,s
paraagun k

Y, =0,si¢l, paratodo k

Definicion 3. Para cada entero positivo, |la tasa de
cobertura hasta la posicion n se denota mediante o, y

1 n
se define mediante & = HZYk
k=1

A continuacidon se enunciaran dos lemas que son
importantes en el andlisis subsecuente. En €l lema 1 se
enumeran las propiedades de | as variables de cobertura.,
en el lema 2 se establece el comportamiento limite de la
varianza de la tasa de cobertura.

Lema 1°
(i) Paracada j < PlY, =1]=1-(1-p) estoes Y,~
Ber (1-(1- p)')

(i) Paracada j>L P[Y, =1]=1-(1-p)" estoes~
(iit) Para

(iv) Para parai , j enterospositivos. S | > i+L.
Entonces |os vectores (Y,,Y,,......,Y,) ¥

(v) Dos vectores (Yi'Yi e Yo g ) y

(Y, Y, 1,0eeeesY,.4 ) sONidénticamente diistribuidos:
cud j>LYy j=i+d+L

(YJ. B ST IV ) son independientes

Lema 2 Paracada n > | definalo siguiente

SV, vi= diy(d)

o1

a, =—
Nzt de—L
endonde y(d) = (1- p)11- p)* -1~ p)* s
d<L y(d)=0s |d>L
L
En este caso %LTnvar[an]: ZV(d):V
d—L

Distribucion Limite

Unasucesion {W, } devariablesaleatorias converge
en distribucion a la distribucion normal con media O y

varianza v denotada por N(O, v) , S paratodo x e R
lim P|W, < x]=d(x/v) 3)
donde ®(x/v)= jfl %X es 1a funcion de
“ A2
distribucion normal estandar. Cuando (3) ocurre paratodo
. d
xe R , seescribe {w | N(0,v)-

El resultado central de este trabajo se formula a
continuacion.

Teorema 1. Conforme n — o«

In (o, - d )l N(O,v)

El instrumento bésico para establecer este resultado
es el siguiente teorema clasico, conocido como Teorema
Central del Limite, cuyademostracion puede encontrarse,
por ejemplo en (Lange, 2003).
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Teorema 2. Sean T,,T,,T;,.......

independi entes e idénti camente di stribuidas con media 1
y varianza v . En estas circunstancias

ﬁ(iz T, - #j—i N( 0,v)

i=1

variables aleatorias

Esteteoremano puede ser utilizado directamente para
obtener el Teorema 1, debido a que como lo establece €

Lema 1, las variables de cobertura Y, no son

idénticamente distribuidas y ain més importante no son
independientes, como lo demuestra el hecho que la

covarianza entre dos variables distintas Y; y Y; no son

necesariamente 0. La estrategia para demostrar el
Teorema 1 usard el Teorema Central del Limite después
de hacer las adecuaci ones necesarias. El punto de partida
esintroducir lassiguientesvariables al eatorias auxiliares.

Definicion 4. Sea r un entero positivo fijo, para k =
1,2,3,...... defina

1 (k-1) r+1)L+L
o=~ DY

|
L i (k-1) (r+1) L+ 1

k(r+1)L
1 ZY

[
L i = (k-1)(r+1)L+L+1

b =

(4)

Conesto sedividealasvariables de coberturaen grupos
sucesivosdetamafio (r + 1). Después de formar [osgrupos,
el promedio de las primeras L variables se usa para

construir 8, , mientrasque el promedio delasrestantesL r
variables genera f3, . Note que para cada j <k, las

variables de cobertura involucradas en el promedio f3,
tienen indice que supera en, por 1o menos, L unidades al

indice de cualquier variable aleatoria Y, que aparece en
el promedio 3,y a partir del lema 1(iv) se desprende

que S, f,, Bsi ... son independientes, mientras que la

parte (v) del mismolemaimplicaque estasvariablestienen
lamismadistribucion. Similarmente, puede establecerse

que las variables 6, son independientes. Estas

conclusiones se establecen formalmente en el siguiente
lema.

Lema 3. Con lanotacion en ladefinicidon 3.5.1
(i) 8,, 6,, 05 , ... sonindependientes
i) B, B, Bs. ... sonindependientes eidénticamente
distribuidas
Lema 4. Para cada n>2(r+1)L, /nlo,-a’] se
representa como-/nla, - o' |= Z, + D, + R,
Endonde ¢ = 1-(1- p)"ylasvariablesdel lado derecho
satisfacen las siguientes propiedades
Q) [R,[<(r+2)L//n

L
ii = Var(D,|<——=
(i) E[Dn]—Oy [D,] (r+1)
.- d !
(i) 7, SN(©,,) ¥ 7 = + DL Var oy, |

El siguiente lema es la Ultima etapa antes de la
demostracion del Teorema 1.

Lema 5. Dado ¢ € (0,1) seantal que
r+2)L)
”>((+g)) )

y ﬁ[an -a*]zzn +D,+R, .Enestecaso, las
siguientes desigual dades son validas:

. 1
P[ﬁ[an -a ]S X]S P[Zn <X+ 28]+(I’+l)82 (6)

* 1
Pl/nlo, —a'|< x]> P[z, < x+ 28]_(I’+1)82 @

Demostracion. Como punto de partida note que (5)
implicaque (r + 2)L/-/n<¢

de donde se desprende que |R (< & ©)
Y dado que x e R , observe que

ﬁ[an —a*]SxQZn+Dn < x-R,

=7Z,+D, < X +¢

n =

donde se utilizd (8) paraestablecer laimplicacion. Por lo tanto

[ﬁ[an —a*]s X]C [z, +D, <

[z, +D, <

X +¢]

x +¢, D <¢e|ulz, +D, <

n =

X +¢&,

0> ¢]

h <
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=[z,< x +¢-D,, |D,/<&]u[D,|>¢]
C[Zné X +e+e, ‘Dn‘ég]u[‘Dnbg]
C[ZnS X + 2¢, ]UHDH‘>5]
Por lo tanto
Pl/nfe, —a']< x|< Pz, < x +2¢, ]+ P[ID,|> ¢]
Observe que ladesigualdad de Chebichevy e Lema4 (ii) implican que
Var[D, ]
& (e O
y combinando éstas dos Ultimas rel aciones se obtiene
L
(r +1e?
estableciendo (6). El argumento parademostrar (7) es similar. Note que a partir de (8) se obtiene:
Z, < X—-2 =7, +R < X —¢.Porlotanto
[2,< x —2¢]c[z,+R, < x —¢]
:[ZH+R]£ X —g+Dn]

P, > o]

P[ﬁ[an—a*]s X]S Pz, < x+2¢ |+

-[z,+R +D,< x -¢+D,, |D/<¢]ulz,+R,+D, < x —¢+D,, |D,|>¢]
c|z,+R +D, < x, D|<¢]u[D|>¢]

c[z,+R,+D, < x]u[|D,|>¢]

Por lotanto [Z, < x — 2] /nfa, —a" < x]u[\Dn\ > €]

y entonces via \m[an -a*]: Z,+D, + R, sedesprende que

Pz, < x —2¢]< P[/n[a, —a” < x]|+ P[|D,| > £]

y empleando (9)

1

Pl/nla, ~a']< x]2 Plz, < X—ZS]—W

Demostracion del Teorema
Dado ¢ < (0,1) sea n tal que n> (r + 2)*L? / &2, de maneraque |as desigualdades (6) y (7) en el Lema5 son
validas. Tomando como limite conforme n tiende a oo en las mencionadas desigual dades, se desprende que

limP[z, < x—zg]—(rfi)g2 < lim Pl/nfe, —o' | < %]

limP[/nle, ~a’'|< X< limP[Z, < x+ 2¢]+

n—oo

(r +1)s?
Recordando que Z, _d> N(0,z,) . Por e Lema4 (iii), setiene que

limP[Z, < x+2¢]—> O((x+¢)/z,)

n—o

y sSimilarmente L'_TO P[Z, <x-2s]> ®((x-¢)/7,). Por lotanto:
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. * C
aez < dmPlinle - le] <o) ) T

o((x-2)/z,)-

(10)

Por otro lado de acuerdo a Lema 2 r!'i[]on Var [a'n]: V de manera que
(r+1DLVar [a'(wl),_]: VST — oo,
de manera que a partir de laférmula para 7, se desprende que !'_[Q T, =V,
Combinando este hecho con la continuidad de CD() después de tomar el limite cuando r tiende a oo en (10) se
ovtieneque P(x—¢)/z, )< limPLlnfo, o' <3| <d((x+e)s,).
Y tomando €l [imite en éstarelacion conforme ¢ tiende a cero por laderecha, se arribaa
®(x/v)<  lim PL/nfa, —a' < x| <@(xv) demaneracue /u o, - |5 Mo

A partir del Teorema 1 se establece el siguiente interval o de credibilidad para la tasa de cobertura. Denotando a

Z.;, como el percentil derecho de orden ¢/2 para la distribucion normal estandar, se tiene que para‘ n grande’,
P[— VZy, < ﬁ[an —a ]S vzc/z]z @(vzc/z/v) - 45(— vzc/z/v) =1-¢

Conclusiones

Latasa de cobertura ¢, estandarizada, se distribuye asint6ticamente normal, y como €l tamafio del genoma es

grande, setiene que a4 se ubica, con probabilidad aproximadamentel-c, dentro del intervalo a + VZ, / @ .

Como seindico anteriormente, el pardmetro p es proporcional a nimero de fragmentos secuenciadosen latécnica,
por lo tanto esteintervalo indicalos val ores entre los que se ubicala proporcion de nucledtidos analizados en funcién
del tamafio de la muestra de fragmentos secuenciados
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