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disefio factorial 2K; disefioc factorial frac
cionade 2X-P. disefio central compuesto; -

diseno rotable; andlisis candnico.

E1 presente trabajo contiene una exposicidn de l1os -

3]

aspectos importantes del andlisis de la metodologia de la su
perficie de respuesta. Se esta principaimente interesaco en
los resultados cldsicos en este campo, asi como en aigunos -

desarroclios recientes.



Aungue esencialmente no se obtienen nuevas técnicas,

se hace un analisis general de las técnicas de mayor interés.
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ABSTRACT

Fundamentals of Analysis
of the Response Surfaces

By
JORGE CARLOS VIVANCO TORRES

MASTER OF SCIENCE
EXPERIMENTAL STATISTICS

UNIVERSIDAD AUTONOMA AGRARIA ANTONIO NARRO
BUENAVISTA, SALTILLO, COAHUILA. OCTOBER 1988

M.C. Regino Morones Reza. - Advisor -

key words: Response surfaces, first order design,
central composite design, rotatable design,
oK factorial design, 2K°F fractional factorial

design. second order design.

Thnis work contains an exposition of some important
aspects about the analysis of the Response Surface Methodo
logy. It is mainly concerned with the classical results in
this area, but some recent developments in this field are

presented.
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Although essentially no new techniques were obtained,
it does an general analysis of the most importan topics of -

this area.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

La metodologia de la superficie de respuesta es, en
esencia, un conjunto de métodos matemdticos y estadisticos -
que se utilizan para ana1iiar sistemas o ftendémenos en los -
cuales se pretende encontrar la respuesta dptima de alguna -
caracteristica continua de interés, cue estd en funcidn de -
variables independientes (sujetas a control) dentro de un -
drea restringida de interés. Este conjuntc de métodos, a sa-
ber: mé&todos de optimizacidén matemdtica, estrategia experi -
mental o inferencia estadistica, permiten al experimentador

analizar de una manera empirica al sistema de interés.

1

la metodologia de la superficie de res-

2
-ty

Inicialimente
puesta fue desarrollada en el drea de quimica experimental,
sin embargo, ha sido ampliamente utilizada en ofras areas cQ

mo: biolocfa, agronomia experimental, nsicologfa, industria

de los alimentos, educacidn, entre ciras.

Tales métodos fueron inicialmente desarroilados por
Box y Wilson (1951), dando origen a un gran interés por el

uso de tales métodos.

A partir de dicha pubiicacién, el aporte de los in -

vestigadores ha sido en su mayoria en el drea de la -



estrategia experimental, esto es, en Ia creacibn de disenos
experimentales que permitan obtener un conocimiento empirico

del sistema con el menor costo posible.

Asi, el objetivo primordial del presente andalisis es
profundizar los aspectos tebricos de las técnicas utilizadas
en la metodologia de la superficie de respuesta, con la fina
lidad de proporcionar al investigador una hervamienta, la -
cual, como ya se menciong, minimiza el costo de 1a investiga
cién debido a la considerable reduccidn del nidmero de unida-

des experimentales y subsecuentemente, el manejo y andlisis -

de 1as mismas.

A continuaci6én se presenta una breve descripcidn de

los tépicos abordados en los siguientes capitulos.

Fn el capitulo dos se enuncian los principales estu-
dios realizados referenies a la Metodologia de la Superficie

de Respuesta.

Algunos conceptos preliminares sobre Algebra de los
Modelos Lineales, asi como también sobre Inferencia Estadis-

tica, son tratados en el tercer capitulo.

Como cuarto capitulo se comentan los fundamentos y

finalidades de la Metodologia de la Superficie de Respuesta..

E1 quinto capitulo es dedicado a la descripcidn de -

las técnicas utilizadas en el anali

(V2]

is de Ja superficie ajus
tada o ecuacidén de respuesta, entre éstas se incluyen el Ana

Tisis Candnico y el de Cordillera.



E1 siquiente capitulo trata sobre disefios de primer
orden, los cuales son utilizados generalmente para iniciar -
la investigacidn empirica en donde se presupone se encuentra

el 6ptimo.

E] capitulo siete es dedicado a 1os disefos de segun
do orden, los cuales, como cerd visto, constituyen una de -
Tas principales técnicas de la Metodologia de la Superficie

de Respuesta, ya que la mayoria de 1os fengémenos naturales -
presentan una tendencia cuadratica. Algunos de los tépicos -

abordados en este capfitulo son los disefios centrales compues

tos y los disenos rotabies.

Finalmente, debido a que en ccasiones el ndmero de -
puntos experimentales necesarios para realizar el andlisis -
es excesive, se presentan en el capitulo ocho algunos comen-

tarios sobre el uso del blogueo en los disefios de Superficie

de Respuesta.

(o8]



CAPITULO 2
REVISION DE LITERATURA

Una de las contribuciones mas importantes a la Meto-
dologfa Estadfstica en los Gltimos afios, ha sido el desarro-
110 de procedimientos sistemdticos para determinar experimen
talmente aquellos niveles de los factores cuantitativos que
producen una respuesta 6ptima de alguna funcién, a estos pro

como técnicas de 1a -

D

cedimientos generaimente se les conce

superficie de respuesta, Ostile (1

o
~d
~

—

E1 objetivo de dichas técnicas es encontrar la combi

ores (tratamientos)

ot

nacién Sptima de los niveles de los fac

[y
7
o

gque produce la mdxima respuesta, e investigar la superficie
de respuesta cercana a la produccidn dptima. En general, la
superficie de respuesta serd una funcidn nc Tineal la cual -

puede ser aproximada adecuadamente por un polinomio cuadrati

co (2° crden) en una pequefiz regidn cercana a la condicidn -

O

74).

[y

6ptima, Anderson-Mc Lean

La metodologia de la superficie de respuesta es esen

>

e

cialmente un conjunto particular de métodos matemdticos y &s
tadisticos usados por los investigadores para ayudar a la so
Tucién de ciertos tipos de problemas relacicnados con proce-

sos cientificos. Los procedimientos de la superficie de -



respuesta son una coleccidn que involucra estrategia experi-
mental, métodos matemdticos, e inferencia estadistica, los -
cuales, cuando son combinados, permiten al experimentador ha
cer una exploracidn empirica eficiente del sistema de inte-

rés, Myers (1971).

Cochran y Cox (1978) han incluido un capitulo dedica
do exclusivamente a la discusién de la Metodologia de ta Su-

perficie de Respuesta.

E1 presente capituloc se encuentra dividido en tres -

secciones:

I. Postulacidn del problema

perimental.

I1. Seleccidn del diseno ¢

>

111. Analisis de los datos.

i. Postulacidén del Problema

Fn su revisién de literatura sobre Metodologfa de 1a

I's

uperficie de Respuesta, Hill y Hunter 7196

D

) afirman que €S

ta fue inicialmente desarrcllada por Bex y dilson (1951).

En dicho reporte se supOne que una respuesta n es -

e}

v

funcidn de los nivel

D

8

s de g factores cuantitativos xi1,Xos-: s

Xy Tos cuales pueden ser controlados vy suiatos a mediciodn.
Si se llevan a cabo N combinaciones factoriales o de trata -

mientos, se tiene:

b
il
ot
Do

]

~
2z

n; = % (x1i, Xzi, XKi) :



F1 problema es encontrar,con el menor ndmero de expe
rimentos, el punto de la regidn experimental en el cual n -
Jlega a su maximo. La suposicidén principal del reporte de -
Box y Wilson es que la respuesta puede ser aproximada por un
polinomio en los niveles de los diferentes factores involu -

crados.

Sugieren que, aunque dicho reporte se basa en inves-
tigaciones gquimicas, las conciusiones obtenidas y métodos -
usados pueden ser de utilidad en otros campos donde la expe-

rimentacidn secuencial pueda llevarse a cabo y el error expe

rimental es peguefio.

Las ideas de Box y Wilson fueron extendidas y discu-
tidas por el mismo Box (1954) , Box y Youle (1955). En estos
reportes se asumid que, aungue la experimentacidn sobre un -
proceso fuera secuencial, deberfan ser definidos claramente
perfodoé experimentales durante loscuales los procesos bajo
investigacidn estén sujetos a una ascala completa de experi-

mentacidn.

Ademds, Box (1954) discute desda un punto de vista -
geométrico la funcidn respuesta en la regidén cercana al &pti
mo y propone un método secuencial para explorar la superfi -

cie de respuesta.

I11. Disefios Experimentales

Box y Hunter (1957) definen un disefio experimental -

r.dimensional de orden & como el conjunto de N puntos en el



espacio k-dimensional de las unidades o factores, escogido -
de manera tal gue usando los datos generados por la observa-
cién en cada uno de los N puntos, todos los coeficientes en

el polinomio de grado d puedan ser estimados.

Box y Wilson (1951) remavrcan que, debido a la suposi
cién de que la respuesta n puede ser aproximada por una fun-

cién polinomial, existen dos fuentes de error:

i) E1 error experimental en 1la estimacién de la fu

cién polinomial, ¥

e

i) E1 sesgo debido a las discrepancias entre la fun

cién polinomial asumida ¥ 1a respuesta verdadera.

-

Asi, para decidir sobre algidn disefio experimental, -
1a varianza de la funcidn polinomial asumida y la diferencia

entre las dos funciones deben ser consideradas.

Box (1954) sugiere el uso de las variables indepen -
dientes o factores en una forma estandarizada, en la cual el

origen es tomado como el centro del disefic.

Box y Hunter (1957) sugieren gue si la funcidn res -
puesta n va a ser aproximada por un polinomio, el disefio ex-

perimental debe cumplir:

a) E1 disefio debe permitir la aproximacidn polino -
"mial de grado 4 (tentativamente asumido para ser
Ta representacidn adecuada) para ser estimada con

suficiente exactitud dentro de la regién de -



interés.

b) Debe permitir una comprobacifn sobre la represen-

tacibén del polinomio.

c¢) No debe contener un nimero excesivo de puntos ex-

perimentales.
d) Debe prestarse a "bloqueoc".

e) Debe de ser posible extenderio a uno de mayor or-

den.

Ademds, introducen el concepto de funcidn varianza -

para los disefios y definen el disefio rotable, el cual tiene

O

la propiedad de que su funcidn varianza es casi es esféri~
ca, 1o cual quiere decir que la varianza de 1a respuesta es-
timada en un punto tiene un valor que depende solamente de -
la distancia entre éste y el centro del disefio, y no de la -

direccidn que tiene dicho punto con respecto al origen.

Box y Wilson (1951) comparan las caracteristicas de
algunos disefios experimentales e intvoducen por vez primera

el concepto de Disefioc Compuesto.

Box y Draper (1959) sugieren que el disefic adecuado
es aquél que minimiza la esperanza del cuadrado medio del -
error sobre la regidn experimental, el cual contiene dos com
ponentes: uno asociado con el error muestral y otro con el -
error debido al sesgo (mide las discrepancias entre la fun -

cién polinomial asumida y Ta verdadera respuesta).



Disefios Experimentales de Primer Orden

los disefios experimentales que permiten 1la estima -
cién de los pardmetros en un modelo de primer orden (lineal)

son 1lamados disefios de primer orden.

Los reportes de Box y Hunter (1961 a,b) contienen al

factoriales y factoria-

s e R

L)
W

z

gunos tépiccs e ideas de 1os di
les fraccionados, los cuales son muy Gtiles en trabajo de ex

ploracidn para el ajuste de relaciones lineales entre ia res

K tores.

—h
i

ac

w

puesta y 1o

<

Box (1952) demuestra cdmo construir disefios Gptimos
de tamafio minimo para el ajuste de un polinomio de primer -
grado. Muchas de las conclusiones obtenidas en este Gltimo -
reporte tienen su fundamento en la publicacidén de Placket y

Burman (1946). Los disefios utilizados por Box (1952) son, en

general, Disefios Ortogonales.

Box y Hunter (1957} demuestran que un disefic rotable
de primer orden tiene las mismas caracteristicas gue 10s usa

dos por Box (1952).

Disefos Experimentales de Segundo Orden

.
(D
-3
M
3

Box vy Wilson (1951) sugi el uso del disefio facto

i

rial 3%

y ademds introducen el Disefio Compuesto para el ajus

te de un polincmio de segundo grado.

Box y Hunter (1957) comentan los disefiocs ortogonales

de segundo orden y sugieren el uso de Disefics rotables para

tal fin.



Box y Behnken (1960) obtienen Disefios rotables de -

segundo orden a partir de disefos simplex.

De Baun (1959) proporciona algunos disefios expecifi

cos sobre este téoico, en el caso de tres fTactores.

Hartley (1959) discute el uso de disefios compuestos

formados a partir de un factorial fraccionado an-kK

Ya que se puede considerar que el Sptimo serd un -
maximo o un minimo absoluto, rara vez se utilizan disefos -
de tercer orden, algunas referencias sobre este punto son:

Draper (1960, 1962); Gardiner et al. (1959)

Bloqueo

Box y Hunter (1957; 1961 a,b) desarrollan criterios
adecuados para la eliminacidn de factores externos {efecto

del bloque) y describe el andlisis correspondiente.

Box (1959) comenta el aspecto de repeticidén y blo -

7

queo en disefos compuestos centrales.

De Baup (1955) discute la influencia de los efectos

del bloque en la determinacidn de condiciones 6ptimas.

TI1. Anélisis de Datos

La metodologia de la superficie de respuesta se ba-
sa en gran parte en las técnicas usadas en Regresidn Lineal
Miltiple v mds generalmente en las de Modelos Lineales, ta-

les técnicas son citacdas en Graybill (1961), Drapery Smith{1566)

10



y Searle (1971), entre otros.

sugieren el usc del método del -

S~

Box y Wilson (1951
ascenso por la mdxima pendiente en la bdsqueda de Ta regiodn

estacionaria cercana al o6ptimo.

Box (1954) discute desde un punto de vista geométri-
co la funcidn respuesta en la regidn cercana al dptimo, e in

vestiga a dsta por medio del andlisis candnico en Ta superfi

%]

cie ya ajustada. Ademds, propone un método secuencial para -

explorar la superficie de respuesta.

Noble (1969) comenta los fundamentos del andlisis -
canénico, Box y Youle (1955) dan algunos ejempios del uso de
la transformacién candnica y las conclusiones que se pueden

obtener a partir de tal transformacion.

Draper (1969) discute el usc de la técnica del andli
sis de cordillera para el estudic de superficie de respues -

ta.

Brooks y Mickey (1961) exploran algunas consideracio

nes técnicas del uso del método de z2scenso rdpido.

Draper (1961a) describe el procedimiento del andli -

sis de la M.S.R. cuando se han perdido algunos valores.



CAPITULO 3
PRELIMINARES

En este capitulo se da una breve revisidn scbre al -
gunas definiciones basicas y teoremas relacionados con Regre
sién Maltiple, los cuales son fundamentales para el desarro-
110 y entendimiento de Tla metodologfa de 1a superficie de

respuesta.

fomnd
R—

Definicién 3.1. Sea el modelo ¥ = X8 + e (3.

donde:

Vyy.: vector de observaciones

[l

Xyx (k+1) ¢ matriz de variables conocidas con r(X)=K+1:sN
8(x+1)x1: vector de pardmetros

exyyx1: vector aleatorio con el supuesto e vNN(0,0%T)

Se conoce como modelo de Regresidn Lineal MGltiplie o

Modelo de Rango Completo.

Teorema 3.1. E1 mejor estimador Tineaimente insesgado del mo

delo citado antericrmente se obtiene al minimizar la suma de
cuadrados del error, sin importar las propiedades distribu -

cionales de éste.

Teorema 3.2. Si Y vN(u,v) [donde V es una matriz positiva de

finida]l y A es una matriz de rango X + 1, entonces:



5=

Del

de cuadrados del evror [(y - x3)

se obtiene:

(x'x)p = x'y (3.2)

(AY ~ N(A

Teorema 3.1. se sigue que, al minimizar la suma

L AVA')

y por definicidn del modelo se sigue:

B o= (x'x)7xX'y | (2.3)
por lo que, conforme al Teorema 3.2, se tiene que:
g AuN[B,o?(x'x)"1] (3.4)

De (3.3) se sigue que la suma de cuadrados del error

admite la expresidn:

S.C.E. = (v - xB)'{v - XB)

Ya que las formas cuadrdticas.juegan un pape

v'[1 - x{x'z)" " x' ]y {

1t

[@%]

S.C.total -~ S.C.regresidn

4
i

[®]

en la Teoria de los Modelos Lineales en general, se verdn a

continuaciodn

Definicibn 3.

algunas caracteristicas de dichas formas.

2. Si Y es un vector N x 1 con el i-th elemen

to v; y A es

ai-, entonces

> =
Z

g

13

1

una matriz N x N con el ij-th elemento igual

1a forma cuadrdtica Y'AY es definida como

Y;iyi@isg

a

—

muy importante

(y - x3)] con respecto a 8 -



14

Para cualesquier forma cuadrdtica existe una y s61o
una matriz tal que Tla forma cuadratica puede ser escrita co

mo Y'AY, donde A es una matriz simétrica.

Una forma cuadrdtica Y'AY se dice que es positiva de
finida si y s6lo si ¥v'ay>0 ¥ Y # 0; se dice que es positiva
semidefinida si y sdélo si Y'AY 20 V Y ¥ y'ay = 0 para algin

vector ¥ # 0.

Una matriz simétrica es positiva definida si y sdlo
si puede ser escrita como P'P donde P es una matriz no singu

Tar.

Teorema 3.3. Para cada matriz simétrica A existe una matriz

ortogonal 0 tal que 0'AO = D, donde D es una matriz diagonal
cuyos elementos principales son las raices caracteristicas

de A.

A continuacién serdn vistas algunas propiedades dis
tribucionales de la forma cuadrdtica Y'AY cuando Y n NN (4, V)

donde V es no singular (que es la situacién mds generalj.

Teorema 3.4. Cuando Y vNN(yp,V) entonces:

i) B(Y'AY) = trazs (av) + u'Au
ii) Cov (Y', Y'AY) = 2VAu

iii) Var (Y'Ay) = 207 tr(a)? + 457 p'Au

2

Teorema 3.5. Cuando YraNN(ugv) entonces Y'AY ~ y ia
- [r(n),2 = ==H

si y s6lo si AV es idempotente.
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Teorema 3.6. Cuando Y ~NN(yu,V), entonces Y'AY y BY estdn -

distribuidas independientemente si y sélo si BVA = 0.

Teorema 3.7. Cuando Y ~ NN(u,v) Tas formas cuadrdticas Y'AY

y Y'BY estdn distribuidas independientemente si vy sé6lo si =

AVB = 0 o equivalentemente BVA = 0.

Teorema 3.8. Si Y AN'(u,V) y A; es una matriz simétrica N xN
P

de rango K; (i =1,2,...,p}) y £ A; = A cOn rango X, -
i=1 7

entonces:
Y'A Y v 3% ki, xo=% u'Ay) y las Aj son mutuamente
independientes
Ademés:

YIAY o P2 (K, A o=k ou'Ay)
si y sé6lo si:

i) Cualesquiera dos de: (a) A;V es idempotente ¥V i
(b) Azvay = 0 V i < 3
(c) Aav si es idempotente,

son ciertas, ©

J

1) (c¢) es cierta y (d) k = ¢

iii) (d) es cierta y (e) B3V ,...,A(p-1)V son -

idempotentes y ApV es no negativa definida.

Asi, debido al Teorema 3.4 y a la expresidn dada en
3.5, se tiene que un estimador insesgadc de la varianza, de-

notado por o¢» admite la expresidn:



"Yz — SCE
c N - (K +1)

y de acuerdo al Teorema 3.5, se sigue que:

SCE N 2
G2 X[N*(Ki—l)]
SCR 5

L= -
G* XT(x +1), B'X"XB/0?]

Yy ya que:

[T - X(XX)7'X']{X(x'%) 'x'] =0

se tiene que la SCE y la SCR son independientes.

Ahora bien, ya que uno de los aspectos mds importan-
tes del método cientifice es la prueba de hipdtesis, a conti
nuacién se presenta el procedimiento de la prueba de hip6te-
sis general Hp: C'8 = m en modelos lineales. La teorfa gene-
ral referente a las pruebas de hipotesis puede consuitarse -
en Lehmann (1959), Mood et al (1974), Brunk (1965), Hoog y -

Craig (1970), entre otros.

Siguiendo el criterio de la funcidn de prueba de Tla

razdén de verosimilitud, denotada por o, se tiene que:

s - LH (‘;7)

5 = LHo\W) 3.6
Lo (2) ( )

donde: LHO(@) = funcidn de verosimilitud bajo la hipdtesis -

nula evaluada en el punto w que maximiza di-

cha funcidn.



Lé(Q) = funcidén de verosimilitud del espacio parame -
tral, evaluada en el punto 8 que maximiza di-

cha funcion.

De 1.1 se sigue que Y ~ N (X8,0% ) por To que la ecua

cién de verosimilitud admite la expresidn:

(y-xg) ' (¥-XB8)

f(yi,0°,8) = ETRLIE 202 (3.7)
Asi
in f(yi,02;6)==~% in 2% - % in o? - (Y-Xﬁé;£Y-nX8)
para obtener L({) se tiene que:
57%7£ln f(yi,cz,ﬁ)} - ZX“YZQZZX‘XB = 0
por 1o que:
g = (X'x)~ ' X'y (3.8)
Ahora bien:
srolin £y 0%, ) C-xp) T(L = 2B - T,
cbteniéndose asfi:
n2 o AY - XB)'(Y - XB) (3.9)

N

Systituyendo (3.9) y {3.8) en (3.7), se tiene que la

funcién de verosimilitud L{}) admite la expresiodn:

17



L(GL) =

La hip6tesis a considerar es Hg: c'g = m

donde: Bi(x+1) vector de pardmetros

J,X}_
Cley (k1) = cualesqguier matriz con »(C) = t
me x 1 = vector de constantes especificadas

Para determinar L(w) es necesario conocer el estima-
do da g bajo la hipdtesis nula. por 1o que, usando minimos -

cuadrados restringidos, se tiene que:

SCE(y.x.) = (Y -XB)' (¥ -XB) +2xt[gte - m] (3.11)
donde 2A' nos representa un vector de multiplicacdores de La- ;m

W

grange y SCE(y.r.) denota la suma de cuadrados del error del

modelo reducido por la hipdtesis.

A1 minimizar (3.11) con respecto a 8 y A se obtiene:

“§F'ESCE(M.RQ)} = X'XB - X'Y + CA
3 [scE ] = 2[C'E - m]
3% Eu.r.)1 7 m

A partir de estas dltimas ecuaciones se sigue gue:

™R
I

8 - (x'x)™*t Ca ' (3.12)



por 1o que:
C‘té ~ (X'x)7CA] = m
y asf, A» admite la expresidn:
v o= [C'(x'x)~rc1TriC's -~ m) (3.13)

Sustituyendo 3.13 en 3.12, se obtiene:

o0

5= p - (X'X)7ICICT(X'X)TICITH[X'E - m] (3.14)

por lo tanto:

SCE o.m) = (¥ - xB) (¥ - xB)

it

w8
St

(v - XB)'(Y - XB) + (B - B)'X'X(p -

(

(o8
feed
o
S

©d
-
>

Al sustituir i en 3.15, se obtiene:

SCE (. my = (¥ =XB) (Y -XB)+[C'B-m]’ [C'x'X)Trer X' 8 -m]
(3.16)
y puesto gue g = 8 se sigue que

donde SCy denota la suma de cuadrados debida a la hipétesis.

Y ya que:

se sigue que:
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sCu 5
5’ X [t, M
donde » = [C'g - m]'[C'(X'X) *x]7"[C.8 - m]/20"
Y va que
c'B »m:=c'mﬁm"HUY—m=c'mﬁm‘lw[Y—Xcm'm'Hm
se tiene que:
sCy = {Y~XC{X'X}"1m}!{X(X'X)_lC[C‘(X'X)"lc]nlc'(X'Xylx‘}
(y-xclcrcl ™ m}
Debido a lo anterior, L(w) admite Ta expresidn .
w
) NE/2  oTN/2 ™~
L{w) = (2.17)

(2m) /2 (v -xB) (v -xB) 1N E

L L =xp) (¥ mxB) N
h oc & N
[(Y -XB) " (Y -X3)] 7

sustituyendo 3.5 y 3.16 en 1a ecuacifn anterior, se sigue que:

" . N/z2
TS N o W /
) SCE(mM.c.)+ SCEn
D
= { - 3

Claramente ¢ es una funcidn monGétona decreciente -

cuando la razdén S.Cu/SCE(y ¢y Se incrementa, por 1o que -



esta Gltima puede ser usada como prueba en lugar de @.
Asi, se tiene que:

sCylN = (K+1)1 . ., ,
SCE(t) N {t,N"\K*}‘l);)\]

donde » es nulo si y sélo si Ta hipdtesis Hpo: C'B = m e€s ver-
dadera. Debido a lo antericr, se tiene la siguiente regla de

decisifn:

Si Fe 2 Fre,n-(x+1)1a un nivel de significancia del

(Y

100 por ciento, se rechaza Hp: C'B = m

21



CAPITULO 4
FUNDAMENTOS DE LA METODOLOGIA
DE LA SUPERFICIE DE RESPUESTA

Se supone que el experimentador esta interesado en -

el estudio de una relacidn funcional.
n =f(51,€2;---a€k) (4"1)

entre una respuesta n tal como produccidn, los niveles &;,£,,
...,Ex de un grupo de k variables cuantitativas o factores cQ

mo riego, fertilizacidn, etc.

Cuando solamente un factor £ es estudiado, la fun -
cién respuesta (4.1) poderfa ser graficada de Ta siguiente -

manera:

Figura 4.1. Curva de respuesta para un factor.



Con dos factores la funcidn de respuesta, podria ser
representada por una superficie semejante a una montafia, don

de los contornos representan respuestas constantes (Figura 4.2).

Xy

X0

Figura 4.2. Curvas de respuesta para

dos factores

Fs frecuente encontrar superficies atenuadas en la
cercanfa del méximo (figura 4.3}, como también cordilleras -

estacionarias (Figura 4.4) y puntos de silla (Figura 4.5).

X

Xy

Figura 4.3. Mdximo atenuado Figura 4.4. Cordiliera estacionaria

23
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Xy
80 &5
;
R o 2% 70
) 70 § 75
65/M—~\\\\ ! 80
60 { \
\
X20 X2

Figura 4.5. Punto silla

La forma de la relacidén funcional en 4.1, muchas de
las veces es desconocida, o si 1o es, es muy complicada para
manejarse analiticamente, por 10 gue se usa una aproximaciodn

polinomial de bajo orden.

La razdn fundamental para usar la aproximacidn poli-
nomiral de f, estd basada en la expansién de una serie de Tay
Tor. Asi, el éxito de la Metodologia de la Superficie de Res
puesta depende de la aproximacidn de la funcidn f por el po-

Tinomio de bajo orden en la regidn experimental.

Los objetivos de la Metodologia de la Superficie de

Respuesta son:

i) Encontrar los valores de los g's que optimizan -

Tas respuestas.
ii) Representar la funcidn n en la regidn de interés.

En la Metodologia de 1a Superficie de Respuesta fre-

cuentemente la experimentacién se lleva a cabo en forma -



secuencial, para ir localizando 1os puntos de operacién Opti
ma. Usualmente se inicia con disefios de primer orden (dispo-
sicién de los valores de los £'s que permite estimar los po-
lTinomios de primer grado) y en la cercania del dGptimo se uti
1iza un disefio de segundo corden. Rara vez son utilizados 10s
disefios de tercer orden debido a que se considera gue el O0p-
timo serd un maximo local o minimo. Pueden existir superfi -
cies de tercer orden que tengan un mdximo local y otro abso-
luto, 1o cual es raro, la mayoria de los fenémenos naturaies

se ajustan bien a superficies cuadrdticas (por 1o menos en -

las regiones cercanas al 6ptimo).



CAPITULO 5
DETERMINACION DE LAS CONDICIONES OPTIMAS

Frecuentemente, en el trabajo experimental, el inves
tigador es llamado para encontrar las condiciones de experi-
mentacidon mds deseables, dependiendo de algln criterio de -

preseleccidn.

Un investigador puede iniciar su estudio suponiendo
una ignorancia total acerca de dicha investigacidn e iniciar
1o en un regién remota de la dptima, por 1o que ese plan de
investigacion debe llevarse a cabo de una manera sistematica
de forma tal que secuencialmente se vaya aproximando a la -

regién de interés.

Ahora bien, el investigador puede tener conocimiento
2 priori de que cierta regidn experimental contiene el punto

6ptimo e iniciar su trabajo en dicha regidn.

Notacidn. Serdn utilizadas las variables estandarizadas defi

nidas de Ta siguiente forma:

(Ein = Ei) gonde s = {
§i u

Wi

Xiu

por 1o que es claro que:

li



Andlisis de una Superficie Ajustada

En esta seccidén se considera 1a situacidn en

27

la cuai

el experimentador tiene seleccionada una regidén de experimen

tacidn en la cual é1 estima que se encuentra el Gptimo.

AsT, suponiendo un modelo de 2° orden:

n

se tiene la ecuacidn de estimacidn:

7a cual puede ser representada matricialmente por:

donde:

Y

o)

Bo

X
+

3:.

1

.
j<m

7
j<m

I binXixm +,
]

Loz Sjmxjxm +

K

R

B. 34
L R

2

L bidxj
=1 ~

bo + X'b + X 'BX
= [Xl ,XZ,-.-,XK], b’ = {bl,bz,oo-ybl’
m by Pupsa - - -bixse ]
b, 'sz/z
DR-1,K-2
bxx

2 (5.1.1)

(5.1.2)

]
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E1 punto estacionario X, estd dado por 1o encontrado

al resolver:

2 = L [by + X'b +XBX] = 0
o]

por lo que:

b + 2BXy = 0

X, = - 2.5 (5.1.3)

Debe tenerse en cuenta que Xo no necesariamente es -
un mdximo (Figura 4.2), puede ser un minimo o bien un punto

silla (Figura 4.5).

Puede suceder también que en lugar de un solo punto

estacionario exista una regidén (Figura 4.4).

Si el punto estacionario se encuentra alejado de la
regién experimental, puede presentarse el caso de una cordi-

Tlera ascendente (Figura 5.1).
Xy

Figura 5.1. Sistema de cordillera ascendente
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Andlisis Candnico

E1 objetivo de este andlisis es determinar la natura
leza del punto estacionario y del sistema de respuesta, por
medio de una transformacién de la ecuacién 5.1.2, de manera

tal que €sta sea mds fdcilmente interpretada.

~

La respuesta estacionaria Y, puede ser escrita en -
términos de b,, el punto estacionario X, y el vector b de -

coeficientes de primer orden.

Asf:

Y, = b, + X!b + X!BX, | (5.2.1)
sustituyendo (5.1.3) en (5.2.1) se sigue que:

Y,= b, + X{b/2 (5.2.2)

transladando el origen de la funcidn respuesta (5.1.2) al -
punto estacionario mediante la definicidn de t = X - X, se -

tiene que:

Y-

by, + (£ + Xg)'b + (£ +X,) " B(t + X;)

b, +X}b +X!BX, +t'b +t'BX, +X}Bt +t'Bt  (5.2.3)

relacionando (5.2.3) y (5.1.2) se sigue:
Y = Y, + t'[b + 2BX,] + t'Bt (5.2.4)
sustituyendo (5.1.3) en (5.2.4) se obtiene:

Y = ¥, + t'Bt : (5.2.5)
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Asi, la ecuacién anterior representa una superficie

de 2° grado

trasladada a un nuevo origen (X105 Xoose -+ 2XK0) -

Puesto que B es simétrica, se tiene que:

t'Bt

= >\1W12+ >\2W22+ T ?\HWDQ (526)

debido a que t = P, donde P es una matriz ortogonal cuyas c0

lumnas son 1los vectores caracteristicos de B.

A continuacidén se incluye un ejemplo numérico.

Ejemplo: Una reaccién guimica involucra la temperatura T, 1a

concentracién de uno de 10s reactivos C, y el tiempo de reac

cién t. Se quiere investigar cémo la produccidn vy de la reac

cién varia cuando T, C y t son alterados dentro de ciertos -

Timites.

T = 167°C, C

debe variar

Experimentos preliminares conducen a los niveles -

= 27.5 por ciento, t = 6.5 hr y es indicado que

+ 5°¢c, ¢ + 2.5 por ciento y t = 1.5 hr.

Sean las variables estandarizadas:

X

1

(T - 167) - (C -27.5) (t - 6.5)
5 1Sz T 2.5 B 1.5

por 1o que el rango de interés es - 1 ¢ X3 s 1

Supéngase que la siguiente ecuacidn es encontrada re

lacionand

Y

o Y con las variables independientes.

57.79 + 1.78 x, + 0.5 /3 x, + 1.08 /3 X,
- 1.4 x2- 1.4 x#- 1.4 /3 %%, = 1.2 /3 Xy %s

- 1.2 x, X4
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E1 valor Y es estacionario cuando 3y/ox; = 0. AsT:

2.8x, + 1.4Y2 xo + 1.2V3 x5 = 1.78
1.473 x4 + 1.2 x4 = 0.5V3
1.2/3 %, + 1.2 xo + 2.8%3 = 1.08V3

siendo las soluciones de este sistema de ecuaciones:

/

xy = 0.1i X2 = 0.1/3; x5 = 0.3/3
Llevando a cabo el siguiente cambio de vafiables:

t; = X, - 0.1; t2 = X, = 0.1V3; ts = X3 ~ 0.3/3
se tiene:

Y =58.55 S 1.4t,2-1.4t2-1.4/3 t1ty ~1.2/3 tits—1.2 t,ts

siendo el objetivo de la transformacion eliminar los términos

lineales en Y. Esta Gltima ecuacidn puede ser representada -

por:
v = 58.44 - t'At
donde:
1.4 0.7/3 0.6V3
k
A= 0.7/3 0 0.6
0.6/3 0.6 1.4
Las rafces caracteristicas de la matriz son 21 = 3.0,
A, = 0.5, a3 = -0.7, con los correspondientes vectores carac

teristicos normalizados:
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ti

[0.4/3 ,0.4 ,0.6], t} = [0.3V3,0.3,-0.8],

ty = [0.5 ,-0.5Y3 ,0]

y puesto que t = Pw donde P es una matriz ortogonal tal -

que Plt; to ty], se sigue que:

r 7

Y = 58.44 - 3.0wi®- 0.5w.”+ 0.7w:’

Ahora, ya que w = P't, tenemos:

0.4/3 (x, ~0.1) +0.4(x, —0.1V/3) +0.6(x3 -0.3Y3)

£
-
il

g
N
It

0.3/3(x7 ~0.1) +0.3(x, -0.1,3) -0.8(x3 -0.1V3)

w3 = 0.5(x, — 0.1) - 0.5/3 (x, — 0.1V3)

que son las ecuaciones que relacionan las variables w y x.

Interpretacién del Sistema

La determinacién de la naturaleza del punto estaciona
rioc y la del sistema de la Superficie de Respuesta se puede -
Tlevar a cabo mediante la observacidn del signo y la magnitud

de los »'s. Asi, se tienen las siguientes situaciones:

a) Si todas Tlas Aj son negativas, se tiene:

¢ = Yy - rawf - Aowim ... - Wk

al alejarse éstas de X, la respuesta decrece y, por 1o tanto,

es un maximo.

b) Si los A, son positivos y al alejarse éstas de X,

la respuesta se incrementa, se tiene que X, €s un minimo.
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c) Si los »xj difieren de signo, el punto estaciona-
rio es un punto silla. Por ejemp1p, sea el caso de dos va -
riables donde »; < O ¥y x2 > 03 al moverse a través del eje
w, a partir del punto estacionario, la respuesta estimada -
decrece mientras que si x, Se aleja de X, la respuesta se -

“incrementa (Figura 5.2.) -

X

X10

Figura 5.2. Punto silla en dos variables

La magnitud de los a's puede también ofrecer informa
cién acerca del sistema. Por ejemplo si k = 2 y si a1 ¥ x;
son negativos ysupfngase que |na] < [zzi, se tendria la si

gquiente grafica (Figura 5.3.).

Xy

X2

Figura 5.3.. . Maximo alargamiento a To largo del eje wa
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Es decir, los Ai miden la rapidez con la cual cambia

la respuesta al moverse las x's a lo largo de los ejes wj.
1

Si alguna x; es o tiene un valor cercano a cero, in-
dica que a 1o largo del eje correspondiente no hay ningln -

cambio apreciable en la respuesta.

Nota: En los casos en que no existe punto estacionario en la regidn ex-
plorada, se planean nuevos experimentos para localizarlo y poder
hacer la transformacidn candnica.

Método de Ascenso por la Pendiente Maxima

E] procedimiento de ascenso por la pendiente mdxima

es un método por el cual el experimentador procede secuen

cialmente a lo largo del camino de maxima pendiente, es de

cir, a 1o largo del camino de mdximo incremento en la res

puesta.

Este método es utilizado cuando no se tiene un cono

cimiento a priori sobre la localizacidn del punto 6ptimo o
cuando no son encontrados puntos estacionarios en 1la regidn

de exploracidn.
Los pasos en el procedimiento son Tos siguientes:

i) E1 investigador ajusta un modelo de respuesta -
de primer orden en alguna regidn restringida de

las variables x;,x,s-:5xx

ii) La informacidn obtenida en el paso anterior es

usada para localizar un camino de ascenso por



la maxima pendiente.

iii) Se llevardn acabo mas expe
mente por el camino encont
rior, hasta que no se obte

respuesta.

iv) Los tres pasos anteriores

1a nueva regidn de explora

v) Si la curvatura es evident
2° orden que permita estim
aproximado por un polinomi
Con este experimento se 10
determina la naturaleza de

puesta.

Para el primer paso considérese
- N-
y = by + I bixj

en la cual los coeficientes pueden ser

fo factorial 2X o bien un factorial fra

Es asumido que se desea avanzar
del origen del disefio preliminar sobre
hiperesfera, tal que la maxima respuest
cir, si las variables son codificadas ¢

fo siendo (0,0,...,0) el experimentador

35

rimentos secuencial -
rado en el paso ante-

nga incremento en la

se llevan a cabo en -

cidn.

e se usa un disefio de
ar un modelo de S.R.

o del mismo grado. -
caliza el mdximo y se

la superficie de res

la funcidn respuesta:

estimados por un dise

ccionado.

R unidades a partir -
la superficie de una -
a sea obtenida. Es de-
on el centro del dise-

desea encontrar l1os -

valores de (x,,%,,-..>Xg) que maximicen:

bo + .3 bixi
J=1
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sujeto a la restricciodn:

Usando multiplicadores de Lagrange, se€ tiene:

5L 3 K K
- o ¢ . e 2 2y1. 3 =1
57 ——~—3Xj {bo+ L, bixj u(i__z_1 %= RN 1,2,..-4K
por 1o que
aL/oxy = by - 2ux3
y
K
oL/snu = — (. Z x;2 - R?}
i=1
obteniéndose asfi:
;j = bj/zu j = 1,2,...,K (5'4‘1)

Fijando algln valor arbitrario de u (que corresponda
a una R arbitraria) de manera tal que defina un incremento -
fijo de una variable, se determinan 10s incrementos de las -

variables restantes.

E1 experimentador continda con el paso tres del pro-
cedimiento. Un ejemplo numérico ilustrando el método se da a

continuaciodn.

Ejemplo: Se desea maximizar una respuesta dependiente de xi:
Xos X3 Y Xu- Se usa inicialmente un factorial fraccionado -

54-1 en la siguiente regibn:



\ -1 + 1

5
£ 1 10 15 [ factor Al
Eo \ 1 ‘ 2 [factor B]
£ 3 25 - 35 [factor C]
£y \ 75 85 [factor D]

Usando ABCD como generador de 1a part

servaciones tomadas estan dadas por:

(1) ab cd ac ad bc

ici6én, las ob

—-*_~“—*———"~—**—-——————w—w#—-d-ﬁﬂw-__ﬂ_“~_,

bd abcd

para el modelo ajustado

donde 10S x; representan las variables codifi
‘nen 1os siguientes estimadores dados por el m

mos cuadrados:
0 =63.44; b, =l.9625; b, =2.1125; b3 =-0.3

Supéngase que es decidido escoger u t

62.0 69.0 57.0 64.5 61.8 64.7 62.2 66.3

cadas, se tie

dtodo de mini

125; by, =-1

6125

al que el cam -

bio de una unidad de 1a variable g, defina un incremento a 10

largo del camino {A) En las variables codificada

ponde a 1/2.5 = 0.4. E1 coeficiente by &s POS

s esto corres

jtivo, por 10

que el valor de x; para la primera coordenada a 1o 1argo del

caming es + 0.4.



1.9625

U ZW = 2.453

Los valores de xz, X3 Y Xu pueden calcularse por me-
dio de la ecuacion 5.4.1. E1 Cuadro 5.1 representa coordenadas
a 1o largo del camino usando 10S incrementos anteriores, né—
tese que en 1as repeticiones 9, 10, 11 y 12 estan fuera de -
la regidn experimental original, por 1o que 1o0s experimentos

adicionales en dichas coordenadas fyevron llevados 2 cabo.

Cuadro 5.1.Coordenadas a lo largo del camino de mixima pendien

te (variables descodificadas).

e
£ Y

Repeticidn £ £y €3 £y
“_,__,_wﬁ_ﬂ____w.___~,_*,_,_,,_,__~_~Mﬁ~_ﬂ__*__ﬂ__~,,_,__._w
base 12.5 1.5 30 80
« A 1.0 g.215 -0.319 -1.643
base *+ A 13.5 1.715 29.681 78.357

base + 2A 14.5 1.930 29.362 76.714

base + 3A 15.5 2.415 29.043 75.071
9 base + 4A 16.5 2.300 28.724 73.428 74.0
10 base + 6A 18.5 2.790 28.086 70.142 77.0
11 base + 8A 20.5 3.220 27.448 66.856 81.0

12 base + 9A 21.5 3.435 27.129 65.213 78.7
_ﬂ_,A_,_ﬂg,#—ﬂ___,ﬂ_,,_#“_ﬂ_ﬁM_,__W_#,_ﬂ__,_ﬂ_#*___,,___#,__

NGtese que en 1as repeticiones 9, 10, 11, la respues
ta se incrementa y en la repeticidén 12 el decremento sufrido
es muy poco, por 1o que es conveniente llevar a cabo otro ex

perimento (0,0,...,0) en 1as cercanias de la repeticidn 12.



podria considerarse que estas repeticiones extras -
producen una curvatura evidente, por 1o que hay que Tlevar a
cabo un nuevo experimento para determinar qué tipo de cuvrva-
tura hay (andlisis canénico). El enfoque depende del conoci-

miento a priori que tenga el experimentador.

£l procedimiento del ascenso por pendiente maxima -de
pende fuertemente de las escalas de l1as variables indepen -
dientes, por 10 Qqué e] camino tomado por- el procedimiento de

pende de l1as unidades usadas.

Andlisis de Cordillera

En ocasiones 11ega a ser dif{cil tomar decisiones sg
bre las condiciones de operacidn gptimas después de que el -
anilisis candnico ha sido 1levado a cabo. Como por ejemplo,
en situaciones tales como cordilleras ascendentes O puntos
<illa, el 6ptimo no ha sido sefialado con exactitud, por lo -

que €s necesario llevar a cabo otro tipo de andlisis con los

datos existentes O adicionar puntos experimentales.

La funcidn de respuesta estimada puede ser sujeta a
un andlisis adicional el cual frecuentemente sirve como una
herramienta al experimentador para determinar 1as mejores -

condiciones. Este método es 1iamado anidlisis de cordi]iera{

1tiplicadores Indeterminados de Lagrange

Mu p
Un muy conocido método de obtener el punto estacio -

nario o puntos de cambio de una funcidn f(xl,xz,,..,xK) de K
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variables xi1,X25.--5%XK sujetas a las restricciones sobre 1as

x5 tales como:

gy = (X1, 827-+-:%g) =0 3=1,2,..-,0 (5.5.1)
es el siguiente: Forme Ta funcion:

) Ay 93 (5.5.,2)

|

Il

th

!
e &

3

donde los xr's son desconocidos. Ahora:

5F  _ of Y895 g . 4=
T = oxi jglxj —9—}8Xi 0 ; i=1,2,....k (5.5.3)

Frecuentemente 1as cantidades Ay son jgnoradas; sin
embargo, en algunos casos, 1as soluciones para 1las x's son -
ficilmente obtenidas si las A's son evaluadas primero; en -
otros, puede ser més facil especificar valores de los A's en
las ecuaciones 5.5.3 Y considerar otras cantidades en las -

ecuaciones 5.5.1 como desconocidas en lugar de ellas.

Supéngase ahora, que (xl,xz,...,xK) = (@q s@05--+523K)
es una solucién de las ecuaciones 5.51 y5.,53 después de elimi

nar l1os A's

Sea:
| a%F/ 8%y’ 32F /8% 10X2 32F /3% 15% |
!
i 32F /8% 1 0% 32F/ 5% ,° 32F / 3% 5 3XK
M(X) = N_(Xl fXoppess ,XK) =
32F/9xgxy 0 F/3XK3X2 32F /%K’
(5.5.4)

La matriz de derivadas parciales de se segundo orden.
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y sea M(al,az,...,aK) 1a matriz resultante después de que Ta
solucidn a' = (ag-aps--->ag) Na <ido sustituida en 5.5.4. En

tonces, si m(a) es:

i) Positiva definida, es decir si ¥Y'MY > 0 Vy

ii) Negativa definida, es decir si Yy'MY < 0 YV vy

donde Y' = (yl,y2,...,yK) es cualesquier vector real 1 x k,

1a funcién f(Xl’XZ""’XK) alcanza:

Il

i) un minimo Jocal en x = a

ii) un maximo local en x a

i

respectivamente. Pero si expandemos ¥ 2 través de una serie
de Taylor de derivadas parciales, recordando que todas las -

derivadas parcia1es de F son cero en X = 3 se sigue:
F(a + h) -F(a) = % h'M(a)h + 0(h?)

donde p representa un vector de pequefos incrementos hj del
mismo orden Yy o(n?) representa un residuo de tercer orden en
tales incrementos. Asi, el orden h?, si M(a) es positiva de-

finida:
F(a + h) > F(a) ¥ b pequefo

Si h varia solamente en forma tal que 1as restriccio
nes sean ain catisfechas, esto implica que:

fa + h) > £(a)

es decir, fla) es localmente un minimo sujeto a que la -

AA.AN.

JORY
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restriccidn se mantenga. AsT, M(a) positiva definida es sufi
ciente pero no necesaria para un minimo local restringido de

f en x = a.

Derivacidn del Método

Dertivacion 2= ==——

Considere 1a S.R. de segundo orden en K variables -

Xy 5Xp 5w 0%K dadas por:

Y = bo + bixa * by xz +...tPRXK * bir x1+ b2z x2> + .

(5.5.5)
..t bKKXK2 + by Xx1X2 *F ..+ br-1, KXK-1XK
siendo el punto (0,0,...,0) el origen de medicidén de las va-
riables X1 ,%X 25+ XK -

supongamos que imaginamos una esfera (en el espacio
x—dimensional) con el centro en‘e1 punto (0,0,...,0) y que
el radio de ésta €s R. Entonces, en algunos puntos de la es-
fera existirfa un maximo absoluto y y del mismo modo un mfni
mo absoluto v,y posiblemente también valtores de v en los -
cuales exista un maximo o0 un minimo localess; €5 decif, un -
maximo 0 un minimo para todos 1os puntos cercanos sobre la -
esfera, pero no un maximo y minimo absoluto cuando todos los
puntos de la esfera sean tomados en consideracidn. Si inves-
tigamos 10sS valores estacionarios de la funcidn Y sobre la -
esfera, €s decir, los valores estacionarios sujetos a la res-

triccidn:
g (x1,X2 e XK) = %1%+ x2© ..t Xy’ - R> =0 (5.5.6)

podemos encontrar todos.aquellos maximos y minimos locales ¥
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absolutos.Usando el método de los multiplicadores de Lagran-

ge, sea:
F =Y - Ag
N
3F  _ 3f = . 893 -
= 2= - § a2 =0
3Xl BXl i=1 aXl

después de un arregio y divididos por un factor, de (2)

se sigue:
(byz - A)x1 + 3 biaXp +eeet L bigxg = -3 by
L boixy + (b?_z - A)Xz +...+ ;ﬁ bogxx = '—1/2 b
(5.5.7)
i bgixi + 3 bgoxgy + ..t lbrx ~ Mxg = ~% by
los cuales pueden ser representados matriciaimente por:
(B - A\I)X = -4 b (5.5.8)
donde:
‘—bll 5 b1 ... 5bix| I by T x1 ]
i %bgl bzz "‘%b?-K bgr X2
B = | . . ‘ , b= R , X =
L Lbxi1 % bx:2 . bxx J | bx XK-1
xx

e T es la matriz identidad K x K.

Ahora, tedricamente, las (x + 1) ecuaciones (5.5.6)
y (5.5.8) pueden ser resueltas para conjuntos de xXisXos.- s

xg Y A correspondientes a los diversos valores estacionarios
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de v sobre la esfera de radio R. Ya que 1a solucidén en esta
forma 1leva muchos cilculos, un método mas facil y equivalen

te de solucidn es el siguiente:

i) Considérese R variable, fijdndose A en su lugar
ii) Sustituyase el valor seleccionado de *» a tas -
ecuaciones (5.5.8) ¥ resuélvalas para xl;xz,,..,
XK'
ii1) Calcdlese R = (xi + x3 b))t = (xR

jv) Evalde ¥

Diferentes vatores de » dardn origen a diferentes -
puntos estacionarios, 10s cuales estardn situados sobre la -

misma esfera de radio R.

i

Sin embargo, un valor estacionario particular, ya
sea el maximo absoluto, minimo absoluto, maximo ©O minimo l1o-

cal, es determinado por el valor de Xx.

Propiedades del valor Estacionario

Propiedades del Val®f =2-f% —————

Sean las rafces caracteristicas de la matriz B deno-

tadas por ai(i = 1,2,...,K). Entonces, Tas @i son ta]es»que:
BX = aX (5.5.9)
6
(B - oI)X =0 (5.5.10)

Por 10 que:

B = aI| =0 (5.5.11)
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donde el determinante proporciona una ecuacion de grado K--

CON YaiCesS a1,02s...508K:

Supdngase que A = A1 Y A = A, son sustituidas en la
ecuacién (5.5.8) y las soluciones Xi = (@ais,azs---sag) ¥ -
Xy = (c1,C0,...,Cx) resultan; asi, tenemos dos . valores esta

cionarios ¥, y ¥, sobre las esferas XiX; = Ri® y XX, = R,*

respectivamente. Entonces se tiene
'l) Si Ry = R, ¥ A1 > A2, entonces Y; > Y.

Prueba. Sabemos que:

(B - 21I)X1 = % b (5.5.12)
(B - AI)X2 = -% Db (5.5.13)
X1X; = XX, = R? (5.5j4)
Y, = XIBX; + Xib + by (5.5.15)
Y, = XIBX, + Xib + by (5.5.16)

Premultiplicando (5.5.12) y (5.5.13) por X; y X, res

pectivamente y sustrayendo, se tiene:

|

X! (B - *}1I)X:1 = -% xib

XL (B - A2I)X

i

I
N

b
o=
o

Por 1o que:

XéBXz - )\2X‘2X2+ ]/2 X'2b = O

Asi se obtiene:

X1BX, - X}BX, + %5(X; -X,)'b = (Ay = Xp)R? (5.5.17)



Usando (5.5.15) y (5.5.16) se tiene:
I, - Y, = X1BX; - X3BX, + Xib - Xib
Z‘Xl'BX], - XéBX?_ + (Xl - Xz)‘b
De acuerdo a (5.5.17) se sigue:

Yl - Yz = %(Xl - Xz)"b + ()\1 - Xz)RZ (5.5.18)

Premultiplicando (5.5.12) y (5.5.13) por xi y X, respectiva-

mente y sustrayendo, se obtiene:

()\2 —AI)X:{XZ = %(Xl ""X"é) ‘b ' (5-5.19)

ya que X}BX, = XIBX, y ¥,'X; = XiX,. De (5.5.18) y (5.5.19)
se tiene:

~

Y, - ¥, = (A1 = A2) (R? = X3Xy)

N .
Pero R?2 — X,'Xy = (@124 @2+ ...+ ag?) (c 2+ c22+...+cK2)%u
(a,c, + @asc, +...+ agxcg) > 0 por lo que A1 > rz implica que

Y1 >Y2.

ii) Si R1 = Rz, M(x:) es positiva definida y m(x2) -

~

es indefinida, entonces v, « v,
Prueba. De 5.5.4 se sigue:
M(xi) = B - a;1

para el punto estacionario Xi‘ Fntonces, si y es cualquier

vector K x 1

46
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< 0 para al menos un vector y=qg (g #0)

<
w
!
>
~N
i
0
In

Y'(B - x1I)y >0 Vy, incluyendo y = g

Por 1o tanto:
A2g'g z g'Bg > Aiq'g

1o cual implica que x2 > x;. Del resultado anterior se sigue
que Y, < Y,. Similarmente, si Ry = Ry, M(X;) es negativa de-

finida y M(X,) es indefinida, entonces ¥; > ¥,

7i1) S a1 > «; (Vi) entonces X; es un punto en el -
cual Y alcanza un mdximo local sobre la esfera de radio Ry
si a1 < a;(¥;) entonces X; es un punto en el cual ¥ obtiene

un minimo Tocal sobre la esfera de radio R;.

Prueba

1l

Y'M(X,)Y = Y' (B - A1I)Y

1l

Y'BY - A1Y'Y

Y'Y(a - X21)

si o es cualquier raiz caracteristica de B.

Asi, si a1 > ai(vi), m(x,) es negativa definida y -
por 1o tanto X; es un punto sbbre la esfera de radio R en el
cual Y obtiene un mdximo; si a1 < a; (Vi), M(X,) es positiva
definida y por lo tanto Xi es un punto sobre la esféra de ra

dio R en el cual Y obtiene un minimo.
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iv) Supdngase que conforme R se incrementa se trazan
diagramas de puntos estacionarios (mdximo absoluto, minimo -
absoluto, minimo o maximo locales) y se examinan los cambios
de Y. Entonces, como R se incrementa, ¥ cambia en alguna de

las siguientes formas (cuando la s.r. es cuadrdtica).

a) Decrece mondtonamente

b) Se incrementa monGtonamente

c) Pasa a través de un mdximo y entonces decrece mo-
nétonamente.

d) Pasa a través de un minimo y entonces se incremen

ta mondtonamente.

Si (c¢) o (d) suceden se debe a que el locus ha pasa-

do por el centro del sistema cuadratico.

Prueba

Y = b, + X'BX + B'b

i

b, + AX'X + % X'b (5.5.20)

Supdngase que hacemos un pequefioc cambio §x en 11 es-
to inducird un pequefo cambio &X en X en la ecuacién (5.5.8),
un pequeno cambio SR en R y un cambio pequefio §Y en Y. Asf
Y+ 6% =b, + (A + 8A)(x + 6x)"'(x+6x) +%(X +8X)'b
(5.5.21)
Sustrayendo (5.5.20) de (5.5.21) se obtiene:

8Y =2AX'6X + SAX'X + &% §X'b + Q= (5.5.22)
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donde Q, denota términos de segundo orden en éx y éx. Sea -

i

X2 A+ Ay A; = A, X, = X + 88X y X; = X en la ecuacidn -

(5.5.19) se tiene:
SAX'X + %6X'b = QF (5.5.23)

donde Q; denota otros términos de segundo orden en §x y 6X.

Asi, (5.5.22) y (5.5.23) implican que:

~

§Y

il

20X'3X + Qb - ' (5.5.24)
y ya que X'x = R? se sigue que:

~

Y

il

2AR SR + QF ' (5.5.25)

Dividiendo por S8R y estableciendo que todos los in -

crementos tienden a cero, se obtiene:
3Y/3R = 2R | (5.5.26)

1o cual es cero cuando R‘= 0 y cuando » = 0. Cuando R = 0

estamos en el origen y el valor de Y cuando R = 0 es el va -
lor inicial para el Tocus del maximo absoluto y minimo abso-
Tuto Y. Cuando R # 0, Y es estacionario con respecto a R s0O-
lamente cuando A = 0, pero si A = 0 las ecuaciones (5.5.8) -
producen como solucién el centro de una superficie de segun-

do orden, ya que se obtendria el punto en el cual:
3Y/3x; = 0 ; (i =1,2,...,K)

Asi, cualesquier locus, pasando a través del centro

de la superficie, satisface (c) o (d). De otro modo satisface



(a) o (b).
Ejemplo: Considérese las S.de R. en dos factores:

¥ =82.17 ~1.01x; =8.6%, +1.4x,2~ 8.76%2 - 7.2%1X5

Los contornos de respuesta constante son graficados
en la Figura 5.4. Los. puntos sobre la figura representan -

la localizacién de Tos puntos del disefio. Asf:
Xy = (-0.439 , -0.311)

Tas rafces caracteristicas de B son las raices de la ecua -

cién

; 1.4 - a -3.6 z -0
| -3.6 ~8.76 o |
Tas cuales son: a; = - 9.9063 y a, = 2.5463.

Asumiendo que el experimentador desea obtener la -
m&xima produccién, los valores de X mayores que 2.5763 son

sustituidos en (5.5.8).

X2

(0,1}

=
(-1,0) 1 80
Xo| (1,00 | 85 X
85 o
80 &

75:::::::::::

Figuré 5.4. . Sistema de Respuesta

/.
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Por 1o que es necesario resolver:

1.4 - X -3.6 Txq, ] ih.sos
) -8.7 = A -

X, | |4.305

1
1
(98]
()]

0 11.0742 - 0.505 u
A2 + 7.6% - 25.224

7.845 - 4.305y
A2+ 7.36% -25.224

Estos valores dan la localizacidn de puntos sobre la
cordillera méaxima absoluta para ¥. Para un punto particular,

R es calculado por:

R2 = Xlz + X22

y la respuesta estimada en ese punto estd dada por la fun -

cidn respuesta.

1

Asi, sea por ejemplo 2 4. Sus coordenadas corres -

pondientes son:
x; = 0.4479 y X, = -0.4637

E1 radio estd dado por:

R = v (0.4479)2 + (0.4637)2 = 0.644

y la respuesta estimada es: Y = 85.602
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CAPITULO 6
DISENOS DE PRIMER ORDEN

Los disefios de primer orden son tos que se usan en -
las etapas preliminares y sélo para poder determinar las di-
recciones a seqguir. Supdngase que el efecto de k variables o
factores g,,£,5---565 SObre una respuesta n va a ser analiza
do en una regidn de la éuperficie de respuesta, de manera -
tal que ésta pueda ser representada adecuadamente por uh pla

no (y) tal que:

E(y) =n , Ely - n)? =07 (6.1)

Considérese un experimento con N > k pruebas, los re

sultados serdn usados para estimar los pardmetros del modelo:

Y = vo + Y181 * y282 * ... t vk

E1 problema es decidir cudl de las N combinaciones -
de - niveles usar de modo que las constantes que definen el -

plano sean estimadas con la mayor exactitud posible.

E1 presente capftulo es dedicado a la discusidn de -

disefios para ajustar modelos de primer orden.
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Disefio Ortogonal

Si el valor actual del u-th nivel de la variable i -

es denotado por Eyy; sea la variable codificada denotada por

v definida por

Xiu
% - g:Lu - gl 121,2’_. K
1a Si u=1,2,...,N
donde:
N -
§; = { LA N/C }% i=1,2,...,K

las utilizadas en la matriz disefio (D).

Debe ser notado, que para las variables codificadas se tiene:
N

) Xiuz = N/C
=1

K
Y = 85 + I BiXiy +Eu ua=1,2,...,N

donde, para fines de pruebas de hipdtesis, se supone:

En "~ N(0,0%)

Supéngase que el verdadero plano de regresidn consi-

derado es:

n = BRg + B1xX3 + PBxXz + ... * BrXxk (63)
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el cual admite la expresion matricial

ﬂ=X181 (6-4)

donde X; = [U iD] y cada elemento de la columna vector U es
la unidad. Si Y es una columna vector de observaciones y;,
Va2s,-..,yy hecho en estos puntos experimentales y el rango de
X, es K + 1, estimadores lineales by,bi,...,bg de cada uno -~
de los g's pueden ser calculados. Para un disefio particular
D, estimadores lineales teniendo la menor varianza son pro -
porcionados por el método de minimos cuadrados y estédn dados
por:: B; = (XiX,;)7'X'Y = T'Y, es bien conocido que la matriz
de varianzas y covarianzas de los estimadores es (XiX;) ‘o?*
Por lo tanto, tenemos que escoger D tal que los elementos -

diagonales de (XiX,) ' sean minimizados.

Considérese el determinante simétrico de la suma de
cuadrados y productos A = |Cj5| = |X;X;| y denGtese por -
Cun €] cofactor de cpp en A y por Ciy gy €1 cofactor de cys en’ Cyy.

Usando la expresion de Cauchy, tenemcs:

A = &hnhChh - O (6.5)
donde QO es una forma cuadrdatica de las K variables
Chi(izo,l,...,h"l, h+1,...,k) ¥

Q = © ¢hiChi3iCij-hh (6.6)
ij#h

Ahora, ya que el rango de X; es K + 1, Q es necesa -

riamente positiva definida y A es positiva. A partir de (6.2)
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se sigue que Chh = N y V(bn) = o0?Chnh/A donde V(bn) es la va-

rianza de bh. Reacomodando (6.5) se tiene:

V(by) = N"!' 02{1 + A"*(forma cuadrdtica p.d. en cpji)’

Asi, lavarianza V(bnp) es minima solamente cuando ca-
da uno de 1os cpj (Tas K éumas de productos de la h-th varia
ble con cada una del resto de las variables) es cero. Cuando
esto sucede, todos los Cp; deben ser cerc también, y por 1o
tanto by es no-correlacionado con cada uno de los otros esti
madores y tiene varianza s2/N. Para una mdxima eficiencia pa
ra todos los coeficientes, se sigue que {cj5} = NI y un dise
fio D apropiado es reemplazado por cualesquiera K columnas -
después de la primera, de una matriz N?0, donde O es ortogo-

nal con los elementos de su primera columna iguales.

Los disefios ortogonales mds frecuentemente usados pa
ra ajustar modelos de primer orden son los factoriales 2K,
. - . . K-P . - .
los disefios factoriales fraccionados 2° y los disefos sim-

plex.

Disefios Factoriales

Un disefio factorial 2X requiere de todas las posi -
bles combinaciones de dos niveles de cada uno de los K facto

res, cada posible combinacidn representando un tratamiento.

o

Sea, por ejemplo, un factorial 23 con A, B y C como
factores, y 6-8, 10-12 y 14-20 como niveles de cada factor -

respectivamente, el nidmero posible de combinaciones es ocho



y son representadas de la siguiente manera:

Combinacidn

Tratamiento A B C
(1) 6 10 14

a 8 10 14

b 6 12 14

ab 8 12 14

o 6 10 20

ac 8 10 20

bc 6 12 20
abc 8 12 20

Donde la presencia :{ausencia) de uno de los dos nive
les posibles de cada factor en el tratamiento es representa-
~da por la presencia (ausencia) de Ta letra minldscula corres-

pondiente a cada factor.

Estandarizando los factores, como se menciond ante -

riormente, se tiene que:

8 - 2
, @ (si3-f1) _ (6 -7)*+ (8-T7)%+ -8 =TV
SatEi=1 N - 8 B
SBZ= 1 '
SC2: 9

X3 = T = -1
.o 8-7) _
Xy, = g =1
xg = B2AZLT) o g

3



X388 = 3

Por lo que la tabla anterior se transforma a:

Cuadro 6.1. Matriz Disefio de un Factorial 2°

(20 - 17) _

Tratamiento

Combinacidn

A B C

(1) -1 -1 -1
a +1 -1 -1

b -1 +1- -1
ab +1 +1 -1
C -1 -1 +1
ac +1 -1 +1
bc -1 +1 +1
abc +1 +1 +1

Para un factorial
los puntos experimentales) contiene K columnas y 2K

glones a partir de la cual se genera la matriz de variables

2K 1a matriz disefio (enlistado de

57

N ren-

independientes X. Esta dltima, en caso de estar completa, de

be contener 2K renglones y 2X columnas. Asi, siguiendo con -

el ejemplo, se sigue gue la matriz X estd dada por:

Tratamiento
(1)
a
b
ab
c
ac
bc

abc

I
+1
+1
+1
+1
+1
+1
+1
+1

AB
+1
-1
-1
+1
+1
-1
-1

+1
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donde, en este caso en particular:

8' = {Bo,B1,82,83,B812813823,B123}

Asi, un disefio factorial advierte la expresidn:

Y = XB + ¢€
con el supuesto e v ~N(0,0%Iy)

Y ya que la matriz X es de rango completo por colum-
nas, se sigue que el m.e.l.i. del vector de parametro g es-

td dado por:
B = (x'x)7t x'y

Ahora bien, puesto que la finalidad del disefio facto
rial en la M.S.R. es ajustar una ecuaci6én de primer orden, -

se tiene que, en general, el modelo a ajustar estd dado por:

g =

Y = Bg + Bix; + ¢

1=1

ignorando las interacciones entre los factores.

Fjemplo. Supdéngase que las variables x;, x, ¥ X3 tienen in -

fluencia en alguna respuesta de acuerdo al modelo
3
Y:BO+_ZSiXi+€

Un disefio experimental 2° factorial es usado y el vector de -

observaciones y la matriz x estdn dadas por:



3.0 ]
5.0
7.0
12.0
2.0
4.0
5.0
14.0 !

Il

It

Claramente (x'x)™*! =

(X'x)7'X'Y = £+ [5

(1
a
b
ab
Y =
C
ac
bc
abc
B:
y asi:
B 6.
Y ya que:
SC REG
se tiene:
SCREG

obteniendo el

(83

8

451

siguiente ANVA

1
8

2

.

A B C
1 -1 -1 -1
1 +1 -1 -1
1 -1 +1 -1
1 +1  +1 -1
1 -1 -1 +1
1 +1 -1 +1
1 -1 +1 +1
1 +1 +1 +1 ]

I., por 1o gue

18 24 =2}

- Fuente S.C. g.1l cM Fc Fyg
95%
Regresibn 451 4
8o 338 1 338
31 40.5 1 40.5 9.52% 7.71
By 72 1 72 16.94%
B 5 0.5 1 0.5 0.11
Error 17 4 4.25
Total 468 8
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Las conclusiones del andlisis de varianza para este
caso son que Bs; no difiere significativamente de cero mien -

tras que las contribuciones de 81 Y 8, son significantes.

Debe tenerse en cuenta que al ajustar una respuesta
en un modelo lineal en el modelo asumido se ignoran las in.—
teracciones de los factores; asf, en un factorial 2X tales
interacciones proporcionan 2X - K - 1 grados de libertad a -

la SCE cuando una observacién por tratamiento es tomada.

Asf, la SCE representa la contribucidn de los 2Kk - Kk
- 1 interacciones factoriales y no el error experimental pu-
ro. Esta suma de cuadrados es conocida como SC de falta de -

ajuste.

Para obtener un estimador de ¢?* pueden repetirse pun
tos experimentales bajo las mismas condiciones. Tal estima -
dor se dice que representa el error puro, ya que solamente -
la variacidn aleatoria puede influenciar el resultado y pro-

porcionar diferencias entre dichos puntos.

. . 2
F1 estimador de error puro de o° es encontrado como

sigue:
Y n : i i X
Y . ¥ ,...,¥ , son N, observaciones repetidas en 41
Y Y Y n i i X
sy 2 Toprecston, SON D, observaciones repetidas en 42
Yo s Yy,..., Yy son By observaciones repetidas en Xx

asi, la contribucidén a la suma de cuadrados del error puro -

en el punto X, es:
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E1 total de la SCEP = (Yi5 - ¥3) ? con grados

de libertad totales dados por,gl(ni - 1)= n; - K

Asi, el C.M.E.P. es:

X ny

T8 (Yis - ¥y) ?
g 2 - =1 d=1 +J i) }
Me.p. ’ K

r n; -k
i=1

y representa un estimador de o

La S.C.E.P. puede ser introducida en el andglisis de
varianza siendo la funcién de prueba la razén F = CMpa/CMgp
con el 100a por ciento de una distribucidn F con sus respec-

tivos grados de libertad.

Disefios Factoriales Fraccionados 25°F

Un disefio factorial fraccionado, como su nombre lo -
dice, es un disefio que consta de una fraccidn de un experi -
mento factorial completo. Puede ser particularmente (til cuan
do la cantidad de experimentacién requerida por el factorial
completo es mds de la que el experimentador puede proporcio-
nar. E1 disefio 2K-P es usado en la S.R. para ajustar modelos
de regresién, cuando k es grande y pocas o0 ninguna interac -

cién son consideradas para ser importantes.
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Como ejemplo, considérese un experimento en el cual

se asume el modelo:
n = Bo + lel + BZX?_ + 63X3 + SL}XL)

en Tugar de 1levar a cabo un experimento factorial 2* comple
to, los siguientes puntos experimentales son observados: a,

b, ¢, d, abc, abd, bcd y acd. La matriz X estd dada por:

X1 X9 X3 Xy
! 1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1
S R 1 -1
% = 1 -1 -1 -1 1
1 1 1 1 -1
1 1 1 -1
1 -1 1 1 1
L1 1 -1 1 1 ]

E1 disefio sigue siendo ortogonal, ya que (X'X) = 8Is;
asi, los estimadores By, f1»> B2s Bss By SON no-correlaciona-

dos.

Los puntos experimentales sacrificados son: xi1x,, =
XiX3, X1Xu, XoX3, Xo¥u, X3Xy, X1X2X3, X1X Xy, X31X3Xy, XX3Xy

Y X1X2X3Xy.

Nétese que el contraste usado en la estimacidn de x
es igual al que se usarfa al estimar x,xsx; COn excepcion -

del signo. Es decir:
x(1 -1 -1 -1 1 1 -1 1) = xoX3xy (-1 1 1 1 -1 -1 1 -1)

Asi, se dice que los efectos de x, ¥y x,xsx, estdn -
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confundidos uno con otro. E1 efecto de x; se dice que es -

_aTiaS de XoX3Xy .

Fs ficil observar que: (el signo = denota alias con)

X3z —X31X3Xy

X3Z —X1XXy

Xyp= —X31X9X3
X1Xo= —X3Xy
X1X3= —Xo2Xy
X1Xy= —X2X3

E1 efecto de xix,xsxs es completamente sacrificado y
Ta interaccién (usualmente la de mayor orden) que es sacrifi

cada, se le denomina definicidn de contraste.

Construccién de un Factorial Fraccionado 2%7*

Sea x,%,... = AYIBY2... Ta definicidn de contraste -
escogida, donde y; = 0 ¢ 1. Definase el conjunto de varia -
bles Z1,22,...,%x asociadas con a,b,c,... respectivamente.
Para una combinacién particular, Zj séré uno si su correspon
diente letra (a,b,...) aparece en la combinacidn, o cero de-
otro modo. Por ejemplo, si k = 4, 2; =1, Z, =1 y todas las
otras Z's son ceros, se tiene combinaciodn ab. Entonces se -

evalua:

para las 2% combinaciones (1), a, b,.... AsT, para los 2% va

lores de L.

S = L{Mod. 2)



son calculados. Esto implica evaluar L/2 y tomar S como elre
siduo (0 6 1). E1 procedimiento resultard en 2%-1 combinacio

nes con S = O y un igual numero con S = 1.

En el fraccional 2¥-! cada efecto tiene un alias, el
cual es determinado multipiicando el efecto en cuestidn por
la definicidn de contraste seleccionado, con los exponentes

reducidos al médulo 2.

Por ejemplio, sea el contraste de definicidn xix:x3xu

(aBCD), el efecto A tiene como alias a: A{(ABCD) = A*BCD =BCD.
Ejemplo: Considérese el ejemplo 2 <citado anteriormente

Con xixo.x3xy como definicidn de contraste:

=
I

Z1 + Zo + Z3 + Zy

1

ya que Y1 Yz = yY3 = vy = 1. As{, se obtienen los siguientes

valores de S.

Cuadro 6.2. Valores de S para un F.F. 2%"* con definicidn
de contraste ABCD

Combinacidn S Combinacidn S
(1) 0 d 1

a 1 ad 0

b 1 bd 0

ab 0 abd 1

c 1 cd 0

ac 0 acd 1

bc 0 bcd 1
abc 1 abcd 0
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E1 disefio escogido consiste en los puntos experimen-

tales (combinaciones) teniendo § = 1 6 s = 0.

En algunas ocasiones, cuando el nlmero de factores -
(K) involucrado es muy grande, resulta conveniente escoger -
un diseno md&s pequeno que 2K=1_ Sin embargo, hay que tomar -
en cuenta que cuando se trabaja con 1/4 a 1/8, etc. de un di

sefio factorial, se sacrifica mucha informacidn.

Un cuarto de fraccidén requiere que el experimentador
escoja dos contrastes de definicidn (2K~2 =% 2Ky, a’lm;..

y A¥1BY¥2.

Debe notarse que un tercer contraste de definicidn -
es obtenido al multiplicar los dos iniciales y reduciendo -

los exponentes al médulo 2.

Uno entonces determina:

Il

g Y1Z1 + Y222 + ... + YZ k

Wi1Z1 + WoZo + ... + WxZk

1l

L,

y el correspondiente 5, = L, médulo 2 y 5, = L, médulo 2 pa-
sa cada una de las 2¥ combinaciones. Esto resulta en cuatro

conjuntos de combinaciones:

| S: = 0‘ %sl = 0. S, = 11 Jsl = 1‘
? s, = of ’Tsz-lr :Sls, = or P ]se =1

cada uno conteniendo 2X~2 combinaciones. Cualesquier de es -

tos conjuntos proporciona la fraccidn de un 2X72
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As{, supdngase que un experimentador desea ajustar un

modelo del tipo:
Y = Bg + I Bixi + €

y decide utilizar un f.f. 2°"2 con definiciones de contraste

ABDE y CDEF.
La tercera definicidn de contraste estd dada por:
(ABDE) (CDEF) = ABCF

si se escoge el conjunto en el cual 8, = 8, = 0 para la ex -
presidn
La
Lo

Il

Zl+Zz+ZQ+Z5
Zg+ZL;+ZS:}‘ZG

se obtienen las siguientes combinaciones: (1), ab, de, cf, -
adf, acf, acd, ace, bed, bef, bce, bdf, abde, abcf, edef, -

abcdef.

Otras fracciones de factoriales pueden ser obtenidas

aplicando el procedimiento anterior.

Ya que cada efecto principal tiene uno o m&s alias -
en el andlisis de un experimento factorial fraccionado, cada
coeficiente de regresidn de primer ordentiene como alias coe
ficientes de mayor orden, los cuales actlan como sesgos en
Ta presencia de un sistema mds complicado que el de primer -
orden asumido. Por ejemplo, si la verdadera funcidn respues-

ta estd dada por:

I~ w

Y = Bg + BiX; + Bi2X1X2 + ¢

i=1
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y el modelo de primer orden es ajustado usando un experimen-
to factorial fraccionado con definicidén de contraste I =ABC,
entonces el estimador b; estard sesgado por el coeficiente -

B, 5 e€s decir:

E(bg) = f3 + f(BlZ)

donde f£(g,,) implica que el sesgo es alguna funcidn del coe-

ficiente gy,

Supéngase entonces que el experimentador postula el

modelo:
Y = X381 + ¢

donde ¥ es el vector N x 1 de respuestas, X, es una matriz
N X p,y B, es el vector p, x 1 de pardmetros postulado por
el experimentador (N z p;). Sin embargo, supéngase que la -
verdadera funcidén respuesta involucra los p, pardmetros mds
p, adicionales, estamos interesados en los sesgos de los coe

ficientes del vector

e o= (X1Xy) 'x'Y

1

en la presencia del modelo
Y = X181 + X282 + ¢

donde X, es N X p, ¥ B, es un vector p, x 1 de pardmetros -

adicionales



68

E{(X1X1)7*X1Y}

1l

E(81)

E{(X{X1) 71X [X181 + X282 + €]}

1

E{(X1X1) TIX{X]{81 + (XI1X1) X X,B8,+ (XiX;) 'X

il

B1 + (XIX;) 'X1iX,B,= B1 + AB»

G.

bajo el supuesto E(¢)

E1l alcance de los sesgos dependerd de la magnitud de

(a)

vez de los puntos experimentales escogidos.

los elementos de la matriz alias tas cuales dependen a s

Ejemplo: Supdngase que el disefio usado para ajustar un mo-

le

u

delo de primer orden es un 2K factorial y la verdadera fun -

cidn es:

2
Y Bo +B1Xy1 + BoXp + BipX1Xp + B11X1" + Bar Xo22 + ¢

las matrices necesarias para calcular 10s sesgos son:

X1 X X1X2 X3 X2
! -1 -1 7 I 1 1
1 1 -1 l -1 1 1
X1 1 -1 1 r Ko i -1 1 1
1 1 1 l |2 11
La matriz alias estd dada por:
Ty 0 0 T l‘o 4 0 1 1
A= 0 b 0 |0 0 0| = |0
0 0 ¥ | | o 0 0 0 0

]



69

Por lo que:

Bo 0o 1 1] Blzw 8o B11 Boz
E(R) = 8 + Ag, = |B1] *|0 0 O0})6un = | B2
_ng 0 0 0] Bzzj B2 _ J

y asi by estd sesgado por 811+ B2 mientras que by y b, per-

manecen insesgados.

Adicién de Puntos en el Centro del Disefio 2K Factorial

E1 disefio 2K como ha sido ejemplificado anteriormen-
te, no proporciona un estimador de la varianza del error ex-
perimental, ya que la suma de cuadrados del error contiene -
variacién debida al error experimental mas la falta de ajus-
te de la ecuacidn de pfimer grado. En algunas ocasiones, el
estimador del error puro puede ser obtenido debido a experi-
mentos previos; otras veces dicho estimador puede ser logra-
do al repetir los puntos experimentales; pero este procedi -
miento no es siempre deseable debido a la cantidad de puntos

experimentales involucrados.

Un procedimiento por medio del cual puede obtenerse
un estimador de la varianza del error libre de la falta de
ajuste, es aumentar el disefio bdsico con puntos experimenta-
les en el centro del disefio, siendo éste tomado como el pun-

to experimental en el cual:

(XIIXZI"'XK) = (OIOI“°IO)



Si el origen de un disefio factorial se repite n, ve-

ces, se logra:

i) n, -1.grados de libertad para estimar el error -
puro, el cual es utilizado para las pruebas de -
significancia de la variacidn encontrada debida

a la falta de ajuste.

ii) Un grado de libertad para obtener cierta informa
cién acerca de la existencia de términos cuadra-

ticos puros en la superficie actual.

Para ilustrar la particién de los grados de libertad
para un disefio factorial aumentado con puntos centrales, se-

rd el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Considérese un factorial fraccionado 2% % con defi-
nicién de contraste I = ABCD aumentado con cuatropuntos centra
les. La particidn del coeficiente de primer orden estd dada

en &1 Cuadro 6.3

Cuadro 6.3. Particidén de los grados de libertad para un fac
torial fraccionado con definicidn de contraste

I = ABCD aumentado con cuatro puntos centrales.

Fu;gte g.l. Fuente g.l.
8 o 1 Falta de ajuste 4
g1 1 Productos cruzados 3
B 1 Cuadrdtico puro 1
B 1 Error 3
By 1 Total 12




71

Los tres grados de libertad de productos cruzados re
presentan en este caso la variacidn debida a la interaccidn

de dos factores. Es decir: Biz= Bsus Biz= Ban ¥ Bog = Biy -

Disefos Simplex

E1 disefio simplex es un disefo ortogonal cuya princi -
pal caracteristica es que requiere exactamente de N =K * 1
puntos experimentales. Asf, N puntos experimentales pueden -
ser obtenidos de cualquier matriz ortogonal 0 con elementos

en su primer columna todos iguales y X = N%O. Ahora bien, ya

que x = [u : D], el rango de D es K = N- 1, los N puntos ex-
perimentales son 10s vértices de una figura regular N -1 di-

mensional o simplex.

Sea Xy el u-th renglén de X y dendtese poOr 6ys el-
dngulo que se forma respecto al origen entre los puntos expe
rimentales u-th y s-th, ya que X = [U: D la distancia de ca

da punto experimental al origen es (N —1)%y
X4Xe = 0 = 1 + (¥ - 1) Cos bus

por 10 que:
Cosdye = - (N - 1)7 % (Vu#s)

'sik =2 yN =3 los puntos experimentales son Tos -
vértices de un tridngulo equildtero; si K =3 yN =4 los -
puntos experimentales forman un tetraedro regular y asi suce

‘sivamente.
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Nétese que ninguna restriccién es necesaria sobre 1a

orientacién del disefo.

Como un ejemplo, la Figura 6.1 muestra dos orien-
taciones particulares del disefio Sptima para N = 4 y K = 3.

X3

3
hxz
Xi —- X,
1// (0,0) \\\
> i
Figura 6.1. . Orientaciones del disefio 6ptimo para N = 4 Y
K = 3.
cuyas matrices diceno son:
X1 X2 X3 X1 X2 X3
-1 -1 1"\ 1y =v3  =VZ/V3 -1/V37
@1 -1 -1 2| Y2 =V2/Y3 -1/Y3
Da - sDb - —
3 1-1 1 -1 (3) o 2/2/Y5 -1/V/3
@1 1 1 (4) 0 0 3/V3 |

y es facilmente notorio que:
(Xa) ' (Xa) =[UiDa}l '[UiDal =[UiDb] '[UiDp] = 4TI

por lo que las varianzas y covarianzas de los estimadores -
permanecen constantes bajo la rotacidén del disefio ortogo -
nal; sin embargo, 10s sesgos de los coeficientes de regresion

en la presencia de una s.r. cuadrdtica dependen definitivamente



de la orientacidn del

simplex usado.
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CAPITULO 7
DISENOS PARA AJUSTAR
DISENOS DE SEGUNDO ORDEN

Los disefios experimentales para ajustar superficies
de respuesta de segundo orden deben contener ail menos tres -
niveles de cada variable para que los coeficientes involucra
dos en el modelo puedan ser estimados. As{, el mds usual de-
berfa ser el disefio factorial 3¥ . Sin embargo, tal tipo de -
disefio tiene el inconveniente del nlmero excesivo de observa

ciones requeridas.

Box y Wilson desarrollaron un procedimiento alterna-
tivo al sistema factorial 3%, el cual, en este caso particu-
lar, es llamado disefio compuesto central. Tal disefio es muy
utilizado en el ajuste de Superficies de Respuestade.segundo

orden y serd discutido en el presente capitulo.

Disefio Compuesto Central

Este disefo fue ideado como una alternativa para el
factorial 3% en el ajuste de modelos de segundo orden. Bdsi-
camente estd constituido por un nicleo consistente en un fac
torial 2¥ o un factorial fraccionado cuyos niveles se codifi
can de la manera usual (+1,-1), ademds, contiene uno o mas -

puntos centrales ¥y 2X puntos axiales que se encuentran a una
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distancia = o del centro del diseno.

As{, la matriz disefio D en el caso de 3 variables, -

estd dada por:
x;7 -1 1 -1 +1 -1 +1 =1 +1 0 -« o« 0 O oo“

''=x,{ -1 -1 +1 41 -1 -1 41 4+1 0 06 0 -a o 0 O
3/ -1 -1 -1 -1 +1 +1 4+ +1 0 0 0 0 0 -a oc_l

la cual grdficamente estard representada por:

-
e 4

2

V7
i/

|

/
R 1

_._.{...._._ —
PN TR R
l

[
/
/
7
/

i
:
...__.__.___}..
1
'

Figura 7.1. Disefio compuesto central para k = 3

Sup6ngase que hay F nilmero de puntos factoriales y
T = 2k + n, nGmero de puntos adicionales, donde nz represen-
ta el nlmero de puntos experimentales en el centro del dise-

fio. Para k = 2 y n, = 1 el modelo

2 2
v =8y + BiXy +* BaX, F BpXiXy t BnXy"t B2X:

es idéntico a

y = By t 511}21 + B, X, t BiXy t BeXoy t B1pX Xy

B11 (Xl‘z; 1’212) + 82'2 (XZ‘Z" }222)
Fs decir, considerando el modelo con los términos cuadrati -

cos puros corregidos por su media, se tiene:



/0

y =R+ Bixy t BaXa2 +t B1pX1X2 + 811(X1?“‘ x%) + B2 (x,% - X )

Asi, si F =4 y T = 5 se tiene que:

) BY B1 Bo B12 811 B o2
1 -1 -1+l 1-v  1-Y
1 41 -1 -1 -y 1=
1 -1+ -1 1-v 1=
1 +1 4+ +1 1-v 1=
X = 1 0 0 0 - Y - Y
1 -« 0 0 a’oy - Y
1 a 0 0 a’-y =X
1 0 -a 0 -y of-y

1 o 0 -y o=y
2 52
donde: y = 4 +92a FF++;<1
Por lo tanto:

h - -

9 0 0 9 @

0 § 0 0 0 0

0 0 & 0 0 0

X'X = 0 0 0 4 0 0

2 0 0 0 D g

o 0 0 0 a p

donde:
Q=4 + 20% = F + 2a?
5 = 4(1 - Y) - 3Y + 2(a® = V)
p o=4(1 - M)+ 37+ 2(® - V)7

41 - 5+ T - 4(e? - ) (y)

Q
li
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obteniéndose asi, después de dlgebra, Tos siguientes resulta

dos:

o =0
20 16 4
=5 "5t

1o cual puede generalizarse a:

_ FT - 4Fg? - 2[F + T - 2]q"
P F + T

_ FT - 4Fg? - 44"
94 = F o+ T

La inversa de la matriz

P q q
q e . d
g q p |
esta dada por:
T e f £
£ e . f
_ £ £ e |

donde:

e = [p+ (k - 2)q)] {[p-gllp+kg-qgl}~*

£ =q {[qg~-opllp + (k = 1)g}-?
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por lo que:

var (%) = o?/N

Var (83) = oZ[F + 2a2]17% i =1,2,...,k

Var (8i3) = o2F7} i # 3
Var (8ii) = ole i =1,2,...,k
COV(éj_j_réjj) = ¢g?f i# 3

Notese que si o # 1 cada variable es medida en 5 ni-
veles y que el nlGmero de puntos experimentales necesarios -
son sufiéientes para ajustar una superficie de segundo orden.
E1 disefio compuesto central permite una experimentacién se -
cuencial ya que si el experimentador comienza su investiga -
cién de la superficie de respuesta con un factorial 2k y des.~
cubre falta de ajuste en el andlisis de varianza, s6l10 nece-
sita adicionar 2k + ﬁz puntos experimentales los cuales per-
mitirdn Ta estimacidn de una superficie de respuesta de se -

gundo orden.

Ahora bien, si @ es escogido de manera tal que las -
covarianzas f sean cero, el disefio serd completamente ortogo

-~

nal; asf, si £ = 0, entonces g = 0 por lo que:

2

g = FT - 4Fc? -4a* =0

donde:

[(F + T) - F¥]

O
il
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Disefios Rotables de Segundo Orden

Un disefio se dice que es rotable cuando la varianza
de la respuesta estimada (v) estd en funcidn solamente de la
distancia del punto de interés hacia el origen y no de la di

reccidn de éste.

Matriz de Momentos

Si k = 2 variables y se considera un disefio de segun

do grado, la ecuacidn a ser ajustada estd dada por:

y = By + BiXa1 t Ba2x2 t Br1X1” + RBroXo2>+ B1aXi1Xo2
y la matriz N7!X'X es:
T 1 [1] [2] [11] [22] [12]
[11] [12] [111] [122] [112]
S.
1mé [22] [112] [222] [122]
. :
Ty [1111] [1122]  [1112]
a
[1222] [1222]
- [1122]

donde la cantidad entre paréntesis denota Tos momentos del -

) N N ,

disefio, es decir, [1] = N'3 xiu, [112] = N7'3 x1%uXou y asi
u=1 u=1

sucesivamente. As{, la matriz N7'X'X es la matriz de momen -

tos y su inversa N(x'x) ! es llamada la matriz precisiin.

La Funcidn Varianza para el Disefio

DenGtense las k coordenadas-xj,Xz,...,%X; de un punto

en el espacio de las variables por el vector K + 1 X-= {x;)-



Supongase que.§x es la respuesta estimada en el punto X usan
do un polinomio ajustado por minimos cuadrados a N observa -
ciones hechas de apuerdo con algidn disefio experimental D. La
varianza V(yyx) del valor estimado es una funcién de X y o2 -
y puede ser reducida incrementando N. La cantidad V(xX) =
NV(yy)/c? es una medida estandarizada de Ta exactitud con la
cual el disefio D permite que la respuesta en el punto X sea
estimada; asi, NV(yy)o? serd llamada la funcidén varianza del

disefio.

As{, para cualquier disefio k-dimensional, si la va -
rianza de la respuesta estimada por el polinomio ajustado es

funcidn solamente de

tal que la grdfica de las varianzas en el espacio de las va-
riables son circulos, esferas o hiperesferas centradas en el
origen del disefo, sera llamado para tener una funcién varian-
za esférica V(e). Un arreglo de puntos con una funcidn va -

rianza esférica serda 1lamado un disefio rotable.

Momentos de un Diseno Rotable

En el caso de un disefio experimental para ajustar -
una s.r. de orden d en k variables, el momento del disefio de

orden o estd dado por:

-1 o 2
N z Xiqg X2\ . e o Xk

80
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Sea 2' = [Z21,Z2,...,%], denétese por z'[Pl el vec-

tor de potencia derivadas de grado p definido por:

(le)p :‘Z'[P] Z{p]

(z'27)2 =[2% + 2% +24% +22%2% +22%z2% + 22323]

por lo que
g2l = (g, 2f z4V2 Z1%2,72 Z123,V2 Z,Z3]

Ahora, si un vector z es transformado a un vector X
por X = HZ, la p-th matriz Schlaflian nirl es definida tal -
que x[P1 = g Plzlpl , por lo que [HK]PI = Pl g Pl y es fa-

cilmente visto que si H es ortogonal, también lo es Hipl |

Considérese la respuesta estimada yy ajustada por un
polinomio de grado 4 en el punto cuyas coordenadas estdn da-

das por los Gltimos k elementos del vector X' definido como

k+d>
d

nos y la respuesta estimada en el punto x;,x3,...,x €S:

X' = [1,K%;,X5,...5X ). E1 polinomio contiene ( = I, térmi-

§7X = b0+ blxl + bzXz + e« . + kak + bllxlz‘l‘ b22X22+...
brkXy * bioxiX, +ooot broy,k X1 %k F bip Xi°+ ...etc.

1o cual puede ser representado por:

9}( — X!{d]b

Supdngase que la verdadera respuesa en este punto -
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estd dada por:
T]X = X'{d] B

Entonces, para una matriz disefio dada D para la cual existe -
una matriz de variables independientes X de rango completo L

la varianza de yyx es:

V(¥y) = E[L(¥x - nx) (¥x - nx) '] = X' @I E{(b-8) (b-p) '} xld]

= x' Al [xr'x]7txldiq?

" Considérese ahora la varianza de un segundo valor es
timado vz el cual estd a la misma distancia p del origen y -
cuyas coordenadas son los dltimos k elementos del vector -
7 = R'X, donde R es una matriz ortogonal (k + 1) x (k + 1)
consistiendo de una matriz ortogonal arbitraria H marginada
por un primer renglén u' = (1,0,0,...,0) y una primera colum

na u. AsfT:

x'[dl rrldl (x'x)7ir0A] xldl o2

1t

v (yz)

2

xt[d] (R'[4) x'x Rldal)~*xldl 2

i

Para satisfacer la condicidén de que la varianza es -
constante sobre esferas centradas en el origen del disefo, -

es necesaric que V(yx) = V(yz), por lo que:
x'x = r'ldl xr'xrlidl
para cualguier matriz ortogonal R.

Sea el vector t' = (1l,t;,ts,...,tx) ¥y considérese la
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expresidn:
0 = N~tgldl xorxetd]

Ta cual es funcidén generatriz de momentos de orden 2d y meno
res del disefio, ya que si X! = (1,X,y:Xpys---s%Xku)> X'X =

5oxH xeldl se tiene:

u=1
[d] . [d] [daj [dl
o -1 b
0 =N etdl (o xld xeldl e
u=1
N
= N7V r o (e'R i) ]
u= 1
N a
. N_l z (1 + tlxlu -+ ty_Xp_u + ...t thku)z
u=1
N
Asi, si [1%42%2,...,k%k] representa el momento N ! g
1=1
x%1x%2...x%k entonces, el caeficiente de t3%,t%%,...,tk% en
0 es

y ya que el disefio es rotable si y sdélo si:

0 = N-teddl xixeldl = 7t lal gr(dl xrxrldl ¢ 04l

NTr(t'r")[A] x'x (tR)ld]

se tiene que es rotable s y ss Q@ es alguna funcidn de t't y
ya que ésta es un polinomio en los t's, debe de ser de la -

forma:

O
Il
lea

n



F1 coeficiente de t3i',t5%,...,£% en esta expresidn

es:

asi se obtiene que:

(2d)3 [10.]_ 2012 ’kOLk]' _ a@(%’ o) !
k ’ e k v
T oajl(2d-a)! o (Bag)!
1=1 i=1
por 1o que:
k
it as !
a1 %2 0k, _ ac(®%)!1(2d —a} ! | i=31 7t
[1%:,2%2, ..,k k1 = 2 531 -
I (3ei) !
haciendo i=1

aq2%/? (5 o)1 (2d —a) !
2a

Ao =

se tiene que los momentos de un disefio rotable de orden 4

son:

[1%%,2%2,...,k%%] = 0 si uno o mds de losaj son nones

k
90/ 2 n (%) son par

Asi, supdngase que se tienen k variables y se desea

1 si todos los ajy

ajustar un polinomio de grado dos. Los momentos de un disefio

84

rotable de segundo orden adecuado para esta situacidn son ta

®

les que todos los momentos nones son cero y los momentos res

tantes son:
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1 !
(11337 = i sEREH 1 = o
[111i] = Ay {—2—2%—,—} = 3y

por 1o que la matriz de momentos de un disefio rotable de se -

gundo orden es de la forma:

0 1 2 ...k 11 22 ... kk 12 13 ... k=-1,k
o1 * 11 1 & ]
1 1
2 1
* * *
k "1
ll 1 3)\4 >\l{. “ e }\4
2] 1 Ay 3hy ... Ay
° * : * ° *
kki 1 Ay Ay 3\
12 Ay
13 Ay
N * * *
k-1,k| Ay

donde 1os asteriscos denotan submatrices nulas.

La matriz inversa (matriz precisidn) estd dada por:
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¥ ¥
V(T3 =" (T+3) ] (" -T) v("{-1) iz -
T(=T) + W[ (T-3) =" (T43]) ] ¥ ("(=T) ¥z -
Z("Y-T)+ - - Y (7Y(=1) FLT-3) =" (T+Y) ] ¥hy{zg-
X
LAk CAS VANCA vhy(Z- Y(Z+ M)jve _
ORI 2z T 0
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donde:

A o= [2x4{(k +2) Ay - k}]71

AsT:
5 ..
Wbe) = 2% x +2)4 O D -k -1a
o
NV (bj) |
=1 N Covi(bg,bii
0-2 ) (02 ll) — "2)\1{-A
NV(bij) :*L_ N COV(biirbij) — (1 —XQ)A
g2 Ay 0?2

por To que todos los coeficientes de primer y segundo grado
son no correlacijonados a excepcidn de los coeficiente cuadrd

ticos que tienen un coeficiente de correlacidn.
{02/(1 = 2u)] = (x+1)17%)

Si Ay = 1se tiene:

NV (bg) - k + 2 NV{(bii) ~ L
g2 2 o? :
NV(bi) 1 N COV (bOlbii) 1
2 = 2 2
o o
NV(?jj) - N Cov (bjji.by3) _ g
o} a-

por 1o que Tlas correlaciones entre los coeficientes cuadrdti -
cos son cero. Debido a 1o anterior, se sigue que la funcidn
varianza de cualesquier disefio de segundo orden rotable gene

ral estd dada por:
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NVIyx) = N var(b, + tbixi + zbiixi®+ I Ibijxixj]
° o i i 1<j

donde x1,X0,.-.,Xx €5 el punto de interés.

Ahora bien:

N /f INI R N . i
myi%Xi = = [Var by + = xfVar by + I xy'Varb;;+ I sxixiVar bij
o o i i i<y oo
Lo 2 W 2.2
+ 2% x;?Coviby,bii) + 20 xixy Covib;j, by4)

i i<3j

= AT20E (k2)40 H1/R) 4202 (=204) T +=% [T x; "Var (by )+
i

rr xixivar(byy) + 23 x2x? Cov(biji.b33) 0

2
i<3 i<j +d

Y ya que:
N . N . ; N
-z Var (bii) =7 Covi{bii,b33) + =7 var (bij)
se sigue que:
- -5 . i
EiYELEXAlA: A{20E (k+2)+2p 220 (Au=1) (k+2} } + Q% {rx;iVar(bii) +
g o
2% ZX%X% - [Cov(bjiji,by5) + %Var bijl}
i<j

se obtiene:

NOVaZ ¥x) - a(2n, (k+2) +2p%hs (Aa=1) (k+2) 40" [ (k1) Aw = (k=1)1)
g



Notese que en la ecuacién anterior la varianza de la respues

ta estimada en algln punto (x,,x, ...xyx) de un disefio rota -

ble de segundo orden depende de ,,», VY k.

Ay = 0.6

X =0.8

[ng=1.0

f/
/

/

N var(?x)/a‘

P
Figura 7.2. N Var(y )/q? como una funcidn de pqn, ¥y K=2

Como lo indica la grdfica 7.2, . 1os valores mayores
de », proporcionan una buena precisidn en el centro del dise-

Ao perdiéndose ésta para valores de 5 > 1.

Ahora bien, es conveniente escoger , de manera tal
que la precisidn esté uniformemente distribuida en la vecin-
dad inmediata del disefc; es decir, que la varianza en o = 1

sea igual en - = 0.

F1 Cuadro 7.1 muestra los wvalores de i, requeridos

b
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para que 1a varianza en p = 1 sea igual a la existente en -

p = 0.

Cuadro 7.1. Valores de A, para los cuales V(p = 1) = V(p = 0)

| _
e [ s | 7 | 3 }
l Au | 0.7844 | 0.8385 | 0.8704 | 0.8918 | 0.9070 | 0.9184 | 0.9274]

!

£1 valor de A, puede ser alterado por el experimenta-
dor por medio de la repeticidén de puntos experimentales en el
centro del disefio rotable, cuya finalidad es aproximarse 10 -
mas posible al valor de ), necesario para una precisién uni -

forme en el diseno.

Disefio Central Compuesto Rotable

Este tipo da2 disefio es el que mds uso tiene en la = -

practica. Se construye escogiendo adecuadamente el valor de
1os puntos axiales (o) de manera tal que el disefio resultante

sea rotable.

Este se forma teniendo como nticleo un disefo central
coppuesto, ast, considérese la siguiente matriz de un dise

Ao central compuesto, en tres variables:



1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 1
1 -1 .1 -1 -1 1 -1 1 1 1
1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X = 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -o 0 0 0 0 0 a? 0 0
1 o 0 0 o 0 0 «? 0 0
1 0 -« 0 0 0 0 0 a* 0

1 0 o 0 0 0 0 0 ot 0

1 0 ~ 0 0 0 0 0 q?

1 0 a 0 0 0 0 0 o?
B¢ B1 Bz Bs BiB2 BiBs BaBs 8E g3 83

De 1a matriz anterior se sigue:

N
b Xif} =8 + 2a*=F + 2o
u=1
N (1=1,2,...,k)
I xigx4 =8 =F
u=1
[131 = 0 (i # 3) [11i] = O
[ii3] = O [ijk]l = 0
[iii9] = 0 (i # 3) {iijk] = 0

Ahora bien, puesto que un disefio rotable debe‘cump1ir con:

q

a) Todos los momentos que tengan ai mMenos un o; non

son cero y

b) Los cuartos momentos puros -[iiii]- son tres ve



decir:

N N
)
i =

" 2 2
LOX; = 3 Xip  X4u
=1 u u=1 J

Por 1o anterior se sigue que:
F + 2a% = 3F
y asfi:

a = (F)%

El CQuadro 7.2.. da los valcres de o para varios va -
lores de o para un disefio central compuesto rotable, también

se proporcionan los valores de F y T.

Dicho cuadro estd formado tomando en cuenta que el di
sefio contiene s6lo un punto experimental en el centro del di-

sefio, 10 cual no significa que siempre se debe utilizar sélo

uno.
Cuadro 7.2. Valores de o para un disefio central compuestc
rotabie.
K F T N a
o 2 4 5 g 1.414
3 8 7 16 1.682
4 16 9 25 2.000
5 32 11 43 2.378
5 (% Rep) 16 11 27 2.000
6 64 13 77 2.828
6 (4 Rep) 32 13 45 2.378
7 128 15 143 3.364
7 (% Rep) 64 15 79 2.828
8 : 256 17 273 4.000
8 (% Rep) 128 17 145 3.364




Debe tomarse en cuenta que el parametro iy puede ser
adecuadamente alterado para obtener una precisidn, si no uni
forme, por lo menos 1o mds cercana posible.

A4
N. 2 )

Ya que I x;5 =F + 2a°

u=1

s

Z

9% VF ¥ 2a°

es el factor con el cual el disefioc es escalado.

Se sigue que: [iiii] (¥g + 2ag")/N

= g"(3F) /N

= 3NF/(F + 20?}°

= 3N/ (F - 4F% + 4)

y para que el disefio sea rotable, [1iJj] = rs = 1/3[iiidi],

entonces:

Ao = N/(F + 4F% + 4)

Debe notarse gque la adicidn de puntos centrales no -
afectan las condiciones necesarias para la rotabilidad, por
7o que por medio de la ecuacidn anterior, se puede determi -
nar e1 valor mds conveniente de is (precisidn uniforme u or

togonalidad) por la adicién de puntos centrales.

Ejemplos de Disefios Rotables de Segundo Orden

Es importante considerar los disefios construidos a -
partir de conjuntos de puntos, teniendo cada conjunto todos

sus puntos equidistantes del origen.
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Estos son Tlamados conjuntos equiradiales y p es la distancia
de cada punto al origen. Si todos los momentos de orden -
2a de un conjunto tal son invariantes bajo rotacidén, se -

dice que el conjunto es rotable equiradial de orden d.

Un conjunto rotable equiradial de orden 4 no necesa-

riamente proporciona un diseho.

k
Para un conjunto de puntos g% = § x;,°% para u = 1,
=1
2,...,N, por 1o tanto:
N k k
VIR S R s 2 - . _
0 = I X L x{lu - & {ll] = K
u=1 1= i=1
N k k k k
p* = NT' ro Lz oxiu’}? o= 3 [4i44] 4+ 7 3 [ii33]
u=lo 1= i=1 i=1 372

por 1o que:

3KAy + K(K - 1)xy = K

y asi:

) K

R+ 2

el cual, si es sustituido en A, ésta se hace infinita y los
términos cuadrdticos y el término constante no som estimables -

-

separadamente; asi., se dice gue x; tiene un valor singular.
g

Supnéngase ahora, que se tienen S conjuntos rotables
equiradiales de puntos teniendo el mismo origen, tal que en

el w-th conjunto existan ny puntos distantes cada uno py -
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puntos distantes cada uno py del origen; asi, el valor de iy

para el agregadoc total es:

S
NK ¢ nw Pw
w=1 (7 4 4)
2 = - T S
Ay (K‘f"l} ,\LHWQWZ)Z

el cual, en general, no serd un valor singular.

Combinando conjuntos equiradiales, se pueden obtener

disefios rotables.

Disefics en Dos Dimensiones

Primeramente se demostrard que para los vértices de

un n-gon regular, todos los momentos mayores de orden n -1 -

son invariantes bajo rotacidn.

Supéngase que las coordenadas del u~-th punto son

o Cost(s + 2ru/n) Yy cSen(6 + 27u/n) y que a = el® y -
12w/,

Asi, el momento [pal, el cual es de orden p + g

r P C - y re Iy Pra ; 1
lpaly= 2 xibxyd = L (o)pta{Cos(e + 2mu/n) P{sen(o +2mu/n) 1%
O u=3 u=0
n-1 AL N Iy - . -
N e dlBF2mu/nl | -i[a+2uu/nt v o1 ilB+2mu/n]
= 1 (z/2)prifle L 2 + e B wois e cm/m
u=1 L
—1ie+2ia/nl o
- 1
n-1
= I

(p/2)9+q(i)*q{awﬂ+a“1w’u}9{awﬂ+(i)Za‘lw”u}q
0
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donde:

—_ js} - B .
{a“w + a lw—.u}p = E ( (})ap ZI'wp\l—-?.ELl

b q e
faw + (i)%a W )9= 3 (g ) i%a Tty tuad-ty ug-ut

C=0

4 11 Sy 2t.g-2t gu—2tu
= I (é) (i) *tad9 A
t=0

por lo que:

P g 3 ., D1 y[ptg-2 (rht) ]
L (i) 2* q(E) (%)apﬂLq 2(zht) . MHPTA

pgl, = (p/2)P*d
e r=0t=0 u=

Si a =1 en la expresidn anterior y el resultado se resta, se

obtiene el cambic en el valor del momento después de la rota-

ci6n a través de un dangulo g, es decir:

p d . e - n=1 . .
lpalg - [pal = /2P ¢ 3 (90 @ aptar? rela] ¢ wa [pro-2 (r+t)]
r=0 t=0 n=v (7.4.2)
Notese que:
n-1 .
7 owulp+a-2(e+t)] = n si p+g-2{r+t) =0 (7.4.3)
u= ¢

= 0 de otra manera

y =(p+q) 2 p+tg-2(r+t) g p+g. AsT, si(p+qg) < n la expre-
sién de la izquierda en (7.43) es cero a menos que p + g =

2(r + t), pero en este caso g pre-2+)l - 1 = g. Por lo tan
to, si p + g < n entonces (7.4.2) es igual a cero cualesquie-

ra que sea el valor de @ asi la afirmacidn es probada.
Y
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AST, una clase de disefios rotables de dos dimensio -
nes de segundo orden, puede ser construido a partir de dos o
mds circulos concéntricos de puntos equiespaciados con radio
desigual. Los puntés en el origen constituyen un circulo de
radio cero y.cada circulo cuyo radio sea diferente de cero -
debe de contener al mencs cinco puntos. E1 nlmero de puntos
en cada conjunto y Tas distancias radiales determinardan el -

valor de Xy de acuerdo a Ta ecuacidn (7.4.1).

Disefic Equiradial en Dos Variables
(Ejemplo)

Sean n1 £ 5 puntos equidistantes sobre un circulo de
radio o aumentado por n:2 puntos centrales. Si el primer pun-
to del disefio forma un dngulo ® con el eje real, entonces la
porcion de Ta matriz disefio involucrando los puntos sobre un

circulo puede ser escrita de la siguiente manera:

2{1 XZ

{p Cos[® + 2un/nil; {p gen[® + 2vu/n1] u=0,1,2,...,n -1

Supéngase un disefio experimental con seis puntos igualmente -

espaciados sobre un circulo mds n2 puntos centrales, asfi:

o Cos 8§ p Sen 6
o Coslic + =/3] o Sen(e + =/3)
o Cosl[e + 2xw/3] o Sen(e + 2n/3)
o Cosf{s + =] s Senf{s + =)
b= o Cosf{e + 4/3x] o Senis + 4/37w]
p Cosle + 5n/3] Senl[s + 5n/31 |
0 0
= O O P




Para obtener los elementos de X'X considérese:

Hl"l n—1 A
5 {p Cos[® + 2mu/ni] 1P
0

i
g
o

il
Il

[aw® + a~‘tw™u]P

1l

ke

~

[\

e

o]
ot jo]
e o

b L .n-1 o
= (p/2)P ¢ (Pyap 2r 3 yp+2tiu
t=0 T u= 0
donde :
1’11 -1 \
5 wlp—2riu o . S p = 2r
u=0
=0 de otra manera
Ahora:
ni-1 . ong-l
T Xoyg r {p Sen [6 + 2Zwu /nil34
u=0 =0
g n +1
= (p/29(1) 288 & (§y ettt T oglaTen
’ t= 0 t u=

donde nuevamente debe notarse que:

g owla=2tiu =n, si g = 2t
=0 de otra manera

Tomando en cuenta lo anterior se obtiene:

o Xiuxou = 0

98
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n-1 ) n-1 )
5 X16Xouw = L Xauxou = 0
u=1 u=0

ni-1 s ny~1 .

T Xia T T Xou = 0
u=90 u=0

ny—-1 ni-1
u=0 u=0 !

n,—-1 oon.-=1 . .
1y xiu¥= I Xau = 3nip*/8
=90 u=9

n,-1 )

T xXiuXou = nio*/8
u=0

n.—1 n~——1
1. 3 " 3
L Xi1iu Xou T % XiuXau = 0
u=20 u= ¢

observindose que las condiciones necesarias para un disefo

rotable son conservadas O mantenidas.

Para que la matriz de momentos sea consistente con la

escala convenida, cada punto del disefio debe de ser multipli

cado povr:
ok = 1 2(n, + nai)
0 / ni
obteniéndose asi el valor de awx para un disefio equiradial el
cual es:
n, + Ny
Ay = 213
Asi, manipulando de 1a manera mis favorable posible

los valores de n n,, es posible obtener ya sead un disefno
1 ).

ortogonal o bien un dis

rotable efio rotable para una precision uniforme.



CAPITULO 8
DISENOS PARA EXPERIMENTOS EN BLOQUES

Muy frecuentemente, debido a limitaciones, fisicas,
cuando es ajustada una s.r., es necesario conducir el experi
mento en bloques. Muchas de las veces es necesario asignar -
los tratamientos a grupos mds pequefios que el conjunto total,
con la finalidad de lograr condiciones mds homogéneas en el
material Jentro de cada uno ae estos grupos; asi, el blo -
gue 1llega a formar en estos casos una parte esencial del -
procedimiento experimental. Si es asumido que T1a influencia
del blogue es representada por un efecto aditivo, uno puede
ajustar la funcidén de respuesta libre del efecto del bloqueo.
En este capftulo, el bloqueo, en l1os casos de primer y segun
do orden, son tratados. Por lo que respecta al diseno, uno -
busca disefios para los cuales los efectos de blogue (los cua
les deben ser tomados en cuenta en el modelo de respuesta),

sean ortogonales a los coeficientes. Tales disefios son llama

dos disefios para blogueo ortogonal.

Bloqueo en el Caso del Modelo de Primer Orden

Un conjunto de disefics muy utilizado son los facto -

riales 2k, divididos en 2P b?oques (p < k).
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Para un disefio 2% factorial en 2P blogues, uno selec
ciona o definiciones de contraste. Asi, para el caso en el -
gue 2 bloques son requeridos, p = lcontraste de definicidn -

es seleccionado, siendo éste de la forma:
aAvipy2, ..

donde Y, es cerc 0 la unidad. La ecuacidn de definicidn

L = vi21 + v222 e SN

médulo 2 es evaluada para cada combinacién de factores. Los
valores de z son cero o uno, dependiendo si el factor corres

pondiente aparece o no en el tratamiento.

La mitad de los tratamientos produce L = 0 y la otra
mitad . = 1; asf, la asignacidn de los tratamientos a los -

blogues es como sigue:

Bloque 1 Blogue 2

Bajo este procedimiento, el efecto representado por
el contraste de definicidn estd confundido con los blogues,
s decir, la influencia del blogue y el efecto debido al con

traste de definicidén no son separables.

En general, para el casc de 2P bloques, p contrastes

WAAAN ‘488



de definicidén son necesarios y seleccionados por el experi -
mentador, mientras que 2P - p - 1 efectos adicionales son -

confundidos haciendo un total de 2P - 1 efectos confundidos.

Fs decir, si los dos contrastes de definicidn selec-

cionados son ABCD y CD, entonces:

(ABCD) (CD) = ABC?D? = AB

es también confundido con el efecto de los bloques.

Ejemplo: Supdéngase que un factorial 2% se desea llevar a ca-
bo en cuatro blogues con cuatro tratamientos cada bioque.
Los contrastes de definicidén seleccionados son las interac -

ciones ACD y BCD. Asft:
(ACD) (BCD) = AB
es también confundido con ids bloques.

Los contrastes de definicidn son escritos como:

Ly, =27+ 23 + 24
IJ2:22+Z3+ZL}-
ET blegue L, = L, = ¢ (llamado el bloque principal) contiene

Tos tratamientos:

{{1), cd, abd, abc}

(L1 =0, Lo=1){b, ¢, ad, bcd}
(L; =1, Lz=20){a, bc, acd, bd}
(L1 = Lo = 1) { ab, abcd, d.c}
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Uso del 2k Factoriales en p Bloques
para Ajustar S.R. de Primer Orden
Disefios experimentales del tipo descrito anteriormen
te son utilizados para ajustar modelos de primer orden, debi
do a gque los efectos del blogue son ortogonales a Tos estima
doresde Tos coeficientes de primer orden. Ya que la funcidn
de respuesta de primer orden contiene‘normaimente términos -
que corresponden solamente a la contribucidn de efectos prin
cipales, es importante que. ningln efecto principal sea con -

fundido con bloques.

Ejemplo: Sea un factorial 2° con definicién de contraste -

ABC. Asi:
| (1) I a7
|
o
ac c |
ke | S_jﬁ
blogue 1 blogue 2
siendo el modelo asumido:
yu = Bo * BiXy * BoXou F BaXgy + 8121u + 8zzZzu *oeu fu=1,2,...,8)

donde §, y &, representan los efectos del primer y segundc -
bloque respectivamente y la zjy toma el valor de 0 6 1 (1 si

la u-th observacién estd en el j-th bloque).
E1l modelo anterior puede ser redefinido de la siguien
te manera:

Vo = B + BixXiu + BoXpu + BaXsu t &fZiu —zu) + 82 (2zu Z) + eu
(u=1,2,...,8}
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y asi:
Ry By B2 B3z &1 OS2
{1 1 -1 -1 -1 % %
ab 1 1 1 -1 5 -k
ac bloque 1 101 -1 1 % %
be 1 -1 I R
y= |=--- X = e e e e e == -
a 1 1 -1 -1 -5 %
b 1 -1 1 -1 -5 %
c blogue 2 1 -1 -1 -1 -5 %
abc 1 1 1 1 -4 %

NGtese que las § columnas son ortogonales a las res

tantes columnas de X ¥ asi los estimadores son:

a +ab +ac +abc - (1) -b - ¢~ DhC 1
5 -

8
bgl—'——ZX‘S" ?blz[
1

b+ab+bc+abc~(1)—a—w:»ac]
8

by = [

c +ac +bc +tabe ~- (1) —a -b ~-ab ]
8

b3=: [

E1 esquema de los grados de libertad para el andli -

sis de varianza se muestra @ continuacidn.

. de L.

o

Fuente de variacion
Media
Bioques
Factor A
Factor B

Factor C
Falta de ajuste
Total

00 W e s e




Bloquec en Modelos de Segundo Orden

Existen muchas clases de disefios de segundo orden -
que admiten bloqueo ortogonal. Un disefic apropiado para una
situacién dada depende del nlmero de factores y el nlmero de

bloques dictado por la situacidn experimental.

Para N puntos experimentales asignados a m bloques -

con n', puntos en el w-th bloque, se tienes

B 0w ZWD +
1 1

Nu

U &

XK
w 1513 iu¥ju

donde g,y es el valor esperado de la respuesta en el w-th -
blogue en las condiciones experimentales correspondientes al
origen del disefio y Zwu es una variable dummy que toma el va
tor unitario para aquellos puntos experimentales gue se en -

cuentran en el w-th bloque y cero para todes los otros pun -

tos experimentales.

Nétese que el modelo anterior puede ser representado

equivalentemente de la siguiente manera:

t k k : m R

Ny = By + j§13ixiu + igljglgijxiuxju"g" "\Z_ﬂz__-fl@w(zwm = Zy)
donde :

m Nt -

Bo = ‘Z _ﬁj‘i Bow ,8w = Bow - Bo i Zw = n'w/N

V=1

nGtese que:
3
B — Ty = 1 - I_w cuando el u-th conjunto de condiciones -

N estd en el w-th blogue.

= T Tyx  de otro modo
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Las condiciones para el bloqueo ortogonal en un poli

~nomio de segundo grado son:

21 XiuXju (Zyu = 2w} = 0 (i,3=1,2,...,%t)
u:
Es decir:

N N

I XiuXjulZwa T Zw L XiuXju

Ahora bien, para cualesquier disefio rotable de .segundo orden,

si i # 3, XiuXju = 0

e =

u=1

Por 1o tanto, para un bloqueo ortogonal se requiere:

'y
I XiuXjy = 0] i #F 3, 2=1,2,...,m
u=1

donde la sumatoria incluye sd6lo aguellos valores de m en el

w-th bloque. AsT (i) todas las sumas de productos entre x1,

X2,...,Xx deben ser cero para cada biogue.

Una segunda condicién procede estableciendo i = j.

Por 1o tantov

N N
A 7 “ .2
T XiuZwa T &y L Xiu
u=1 =i

por lo que

N . "]':,\7

LoXinzZ LoRig©

- f 2 14y Lo X4

7 = N'y _ usg Siufwu 2 %id
' N N N

= . 2

Z Xiuz L_Xiu
u=1 u::.:l

Asi (ii) la fraccidn de la suma total de cuadrados -

para cada variable proporcionada por cada bloque debe ser -
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proporcional al ndmero de observaciones en cada blogue.

Disefio Central Compuesto - Uso de Dos Bloques

E1l disefioc central compuesto consiste de nc puntos en
el vértice de un cubo correspondiendo a unbzk factorial (o -
alguna fraccién) con cdordenadas (x1,+1,...,%1) conjuntamen-
te con N, = 2k puntos .axiales con coordenadas (ia,0,0,...,O)
(0,+0,0s+..50)5 -..(0,0,0,...,%a) y no puntos en el centro -

del disefio con ccordenadas (0,0,...,0).

E1 conjunto de puntos en los vértices del cubo y el
conjunto de los puntos axiales son cada uno de ellos disenos
rotables de primer orden. Estas dos partes del disefio propor
cionan una base para una primera.divisidon del disefio compues
to en dos bloques. E1 bloqueo serd ortogonal si es posible -
distribuir los puntos centrales a las dos partes, tal que el
ndmero totai de puntos en cada parte es proporcional a Ta su
ma de cuadrados.para cada variable contribuida por esta par-

Si Necoy meoson los ndmeros de puntos centrales en la par

-t
4]

te chbica y axial respectivamente, entonces es requevrido:

Y
2a° _ na t+ nag

Nea Ne + Neo

por lo que para cualesquier diseno central compuesto con:

se obtiene bloqueo crtogonal.

Ahora, para la rotalidad ¢ =net por 1o que para ob

tener un disefio rotable con bloqueo ortogonal se requiere:
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2 _ Ma * Nao

T )
nece Nc T Nco

Ejemplo: Los datos en la figura provienen de un disefio expe-

rimental hexagonal para dos factores en dos bloques:

e
*86.0

2= Bloque |
o =Blogue 2

*#86.3
ndtese que los puntos experimentales (no los centrales) que

forman un blogque constituyen un disefo simplex.

1 -1.0 0 1.0 0 0 5 -k b

1 0.5 /075 0.25 0.75 V3/16 L . ]

1 0.5 -0.75 0.25 0.75 3716 & =8 g !
1 0 0 0 0 0 X ~ u

1 0 0 0 0 0 TR

1 -0.5  V/0.75 0.25 0.75 -/3/16 -k 3 b

1 -0.5 ~-v0.75 0.25 0.75 Y3716 % 3 ; ,
1 1.0 0 1.0 0 0 % 5 q

1 0 0 0 0 - 3 .

1 0 0 0 0 i >

) xp % oxE o xE o oxx, 8 &3

Yy asi:
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10 0 0 3 30 ] T 834.8000 |
30 0 0 0 49.5500
30 0 0 9.7858
X% = 2.25 0.75 0 X = 230.7250
2.25 0 229.8750
0.75 = 5.1527"]

obteniéndose por minimos cuadrados 10s siguientes estimado -

res:
b; = 93.5500 ; b1 = 16.5150 ; b, = 3.2616
b, = -16.5077 ; b,, = ~17.0744 ; b, = -6.8701
siendo las coordenadas del punto estacionario x10 = 0.5013
Yy %35 = - 0.0053. Los valores x en el andlisis canénico son

1as series caracteristicas de la matriz:

f -16.5077 ~-3.4350
R =

| =3.4350 ~17.0744
obteniéndose: xy; = -13.3443 y X, = =20.2378

indicando gue el punto estacionario representa la localiza -

cidén de una respuesta estimada mdxima.

E1 an&lisis de varianza es Tlevado a cabo de la mane

ra usual.

SC para regresion lineal = b; (48.55) +b,(9.7858) = 850.24
SC para regresion cuadratica = b11(230.725) +bas (229.875) +
b1y (=5.1527) +b}(834.80) ~ (834.8)2%/10

= 708.12



cuya representacidn estd dada en seguida.

Andlisis de varianza del ejemplo 8.4.1.
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Fuente G. de L. SC ™ F
Bloques 1 37.64 37.64 32.17
Reg. Lin. 2 860.24 425.12 363.35
Reg. Cuad. 3 708.12 236.04 201.74
Falta de ajuste 1 10.44 10.44 18.92
Errovr 2 2.34 1.17




LITERATURA CITADA

Anderson, V.L. and McLean, R.A. 1974. Design_of experiments.
Marcel Dekker, Inc. New York. 387 p.

Box, G.E.P. 1952. Multifactor designs of first order. Biome-
trika. Unitéed.Kingdom. 39:49-57.

..1954. The exploration and explotation of respon-

se surfaces. Biometrics. USA. 10:16-60.

1959. Answer the query: replication of non-cen -

tral point in the rotatable and near-rotatable cen -

tral composite design. Biometrics. USA.715:139.

Box, G.E.P. and D.W. Behnken. 1960. Simplex-sum design: A -
class of second order rotatable designs derivable -
from those of first order. Ann. Math. Statist. USA.
31:838-864.

Box, G.E.P. and N.R. Draper. 1959. A basis for the selection of 2

response surface design. Biometrika. U. Kingdom. 50 :335-352.

Rox, G.E.P. and J.S. Hunter. 1957. Multifactor experimental
designs for exploring response surfaces. Ann. Math.
Statist. USA. 28:195-241.

1961a. The 25°P fractional fac-

torial design, Part. I. Technometrics. USA. 3:311.

1561b. The 2%-P fractional fac-

torial design, Part. II. Technometrics. USA., 3:449.



112

BOX,vG.E.P. and K.B. Wilson. 1951. On the experimental .-
attainment of optimum conditions. J. Roy. Statist. -
Soc., Ser. B. ENGLAND 13:1-44.

Box, G.E.P. and P.V. Youle. 1955. Exploration and exploita -~
tion of response surface: an example of the Tink -
between the fitted surface and the basic mechanism of
the system. Biometrics. USA.11:287-322.

Brocks, S.H. and M.R. Mickey. 1961. Optimum estimation of -
gradient direction in steppes ascent experiments. Big
metrics. USA.16:48-56,

Brunk, H.D. 1965. An introduction to mathematical statistics.
Blaisdell Publishing Company, A division of Ginn -
and Company. Waltham, Boston. 5387 p.

Cochran, W.G. and G.M. Cox. 1978. Disefic de experimentos. Ed.
Trillas. México. 661 p.

De Baun, R.M. 1956. Block effects in the determination of -
optimum conditions. Biometrics. USA. 12:20-22.

. 1959. Response surface designs for three factors

at three levels. Technometrics. USA 1:1-8.

Draper, N.R. 1960. Third order rotatable designs in three -
dimensions. Ann. Math. Statist. 31, 865.

1962. Third order rotatable designs in three -

factors: Analysis. Technometrics. USA. 4:219-234

1969. Ridge analysis of response surfaces. -
Technometrics. USA. 5:469-479,

Draper, N.R. and H. Smith. 1966. Applied regression analysis.
John Wiley and Sons, Inc. New York. 556 p.

Gardiner, D.A., A.H. Grandage and R.J. Hader. 1959.Third order
rotatable designs for exploring response surface. Ann.
Math. Statist. USA. 30:1082-1096.



113

Graybill, F.A. 1961. An introduction to linear statistical

models. Mac Graw-Hi11 Book Company Inc. MNew. York. 463 p.

Hartley, H.0. 1959. Smalliest composite designs for quadratic
response surfaces. Biometrics. USA. 15:611-624.

Hill, W.J. and W.G. Hunter. 1966. A review of response surfa
ce methodology: a literature survey. Technometrics.
USA. 8(4):571-590.

Hoog, R.V. and A.T. Craig. 1970.- Introduction to mathematical
statistics. The Mac Millan Co. of Canada, Limited. To
ronto. 438 p.

Lehmann, E.L. 1959. Testing statistical hypoteses. John Wi -
ley and Sons, Inc. New York. 368 p.

Mood, A.M., F.A. Graybill and D.C. Boes. 1974. Introduction
to the theory of statistics. Mac Graw-Hill. New -
York. 564 p.

Myers, R.H. 1971. Response surface methodclogy. Allyn and -
Bacon, Inc. Boston. 246 p.

Noble, B. 1969. Applied linear algebra. Prentice-Hall. Engel
wood Cliffs. USA. 670 p.

Ostle, B. 1977. Estadistica aplicada. Ed. Limusa. México. 629p.

Ptacket, T.R.L. and J.P. Burman. 1946. The design of optimum-
multifactorial experiments. Biometrika. United King -
dom. 33:305-325.

Searle, S.R. 1971. Linear models. John Wiley and Sons. New -
York. 532 p.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125

