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las bases estadisticas para trabajar en la modelacién de pruebas de vida acelerada.
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accelerated life models with Birnbaum-Saunders distribution.
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INTRODUCCION

¢

La estimacién es uno de los objetivos fundamentales en la estadistica, donde
se han desarrollado una serie de técnicas en las distintas dreas en la que esta se pre-
senta. Asf la confiabilidad nace como una disciplina de la Ingenierfa que tiene como
propdsito desarrollar métodos y herramientas para predecir, evaluar y demostrar

caracteristicas relacionadas con las componentes, equipos y sistemas.

Los métodos probabilisticos de la confiabilidad van dirigidos a la descripcién
del funcionamiento de entidades, asi como su desgaste, y ylos modelos se utilizan
para resolver problemas de optimizacion de la sobrevida o del tiempo medio de vida
de éstos. Los aspectos estadisticos de esta teoria van dirigidos a la solucién de
problemas relacionados con la prediccion y estimacion de las distribuciones de vida

de las entidades.

Una de las aplicaciones directas de la confiabilidad, es el uso de pruebas
de vida acelerada, en las cuales se puede obtener informacién oportuna sobre la
confiabilidad de materiales, componentes, detectar modos de falla, correccién de
disenos, comparar productos, etc. Las pruebas de vida acelerada por lo general se
llevan a cabo en laboratorios en donde cada componente o subsistema es sometido
a una serie de pruebas para las cuales se simula su capacidad de “aguante” ante
un sobre-estresamiento de sus condiciones de operacién, hasta que la falla se llegue

a presentar. Aqui cada periodo de tiempo de prueba representa una cantidad maés



extensa de tiempo.

Sin embargo las pruebas de vida acelerada a menudo generan conjuntos
muy pequenos de datos, los cuales pueden modelarse razonablemente bien mediante
algunas familias de distribuciones de vida de dos parametros. La regién de mejor
ajuste es usualmente la central. En pruebas de vida el interés por lo general se centra
en las colas de las distribuciones, en consecuencia, la falta de observaciones en las
colas causa problemas en la seleccién de la densidad que se utilizard para modelar

las observaciones.

En general en el marco paramétrico los datos son usualmente modelados
de la siguiente manera: (i) Adoptar una funcién de riesgo base (base-line) para
modelar los datos. (ii) Sustituir para una distribucién de parametros 6, en un
modelo de aceleracién g(-) que depende de los niveles de estrés en aceleracién (y
otros parametros). (iii) Obtener estimaciones de los pardmetros desconocidos en
elevados niveles de estrés y luego usar estas estimaciones para hacer inferencias

acerca del valor de los mismos, en uso de condiciones normales.



PREREQUISITOS

Confiabilidad y Sobrevivencia

Inicialmente, la confiabilidad nace como una disciplina de la Ingenieria que
tiene como proposito desarrollar métodos y herramientas para predecir, evaluar y
demostrar caracteristicas relacionadas con las componentes, equipos y sistemas.
Basicamente, la confiabilidad aplica el conocimiento cientifico para asegurarse de
que un producto realice su funcion durante Ya duracion requenida dentro de wn en-

torno dado.

La confiabilidad intenta crear modelos mateméticos de prediccién validos
para obtener una tecnologia estable dando lugar a la teoria matematica de la con-

fiabilidad, llamada Teoria de Confiabilidad.

La Teoria de Confiabilidad trata problemas probabilisticos y estadisticos,
que tienen relacién con distribuciones de tiempos de vida de entidades. Pudiendo
ser éstas componentes o sistemas. Los métodos probabilisticos de esta teoria van
dirigidos a la descripcién del funcionamiento de entidades, asi como su desgaste,
y los modelos se utilizan para resolver problemas de optimizacién de la sobrevida
o del tiempo medio de vida de éstos. Los aspectos estadisticos de esta teoria van
dirigidos a la solucién de problemas relacionados con la prediccién y estimacién de

las distribuciones de vida de las entidades.



Asi, Confiabilidad, Sobrevivencia, son nombres que se dan a la rama de
Estadistica que estudia la duracién de la vida hasta que ocurre algin evento de
interés. El evento puede ser la falla de una componente o sistema manufacturado,
en el caso de Confiabilidad, una respuesta fisioldgica de un érgano o individuo, en
el caso de Sobrevivencia, o la finalizacién de una tarea. Como consecuencia, la
teoria de estos analisis tiene aplicaciones en Ingenierfa, Ensayos Clinicos, Psicologia

y Economia, entre muchas otras areas. Algunos ejemplos de aplicaciones son los

siguientes:

e Para evaluar la garantia de un componente manufacturado, el fabricante nece-
sita conocer informacién relacionada con la duracién del componente, para asi

establecer tiempos de garantia.

e A un investigador le interesa analizar la etapa en que un nuevo tratamiento

puede incrementar la sobrevivencia de pacientes con SIDA.

e Una compania farmacéutica compara la velocidad de disminucién del dolor de

un nuevo producto frente a uno que ya esta en el mercado.

Confiabilidad y Sobrevivencia tienen muchas cosas en comtin, entre ellas el
concepto de Calidad, aunque en un sentido distinto. Al estudiar el comportamien-
to de la vida de una entidad, se persigue mejorar la calidad de vida de ésta. A

continuacién se vera cémo se relacionan los conceptos de Calidad y Confiabilidad.

Definicién 2.1. (Calidad) Un producto o servicio se dice de Calidad st

éste se desempena satisfactoriamente para el fin al que fue diseniado.

Definicién 2.2. (Confiabilidad) Es la disponibilidad de una entidad para



operar satisfactoriamente durante un dominio de tiempo (segin norma ISO 8402).

Otra definicién es: “Confiabilidad es la fidelidad de un sistema, tal que esa
fidelidad justifique ponerlo en servicio”. En esta definicién, se afirma que confiabi-
lidad es un concepto global y que resume los atributos de disponibilidad, seguridad

y proteccion.

Definicién 2.3.(Disponibilidad) La disponibilidad de una entidad es la
probabilidad de que éste esté funcionando en un instante de tiempo y se diferencia
del concepto de Confiabilidad en que en esta dltima la entidad debe funcionar inin-
terrumpidamente durante un intervalo de tiempo. En este sentido, la disponibilidad

de una entidad es menos rigurosa que la Confiabilidad de ésta.

Confiabilidad es entonces, la disponibilidad de una entidad para operar sa-
tisfactoriamente durante su vida 1til, es decir, es la extensién de la calidad durante
un periodo de tiempo. Desde un punto de vista probabilistico, confiabilidad es la
probabilidad de que una entidad funcione adecuadamente durante un intervalo de

tiempo.

Definicién 2.4. (Falla) La falla es un suceso puntual, que ocurre en un
momento especifico provocando que la entidad cese en el desarrollo de sus funciones,
es decir, es el término de la capacidad de una entidad para realizar una determinada
funcion o actividad. Una entidad o articulo tiene a su haber una duracién minima de
existencia, y ademas estd sometido constantemente a factores externos influyentes
que hacen variar su tiempo de duracion provocando la falla. Entre las muchas causas

fisicas que individual o colectivamente pueden ser responsables de la falla de un



articulo, en algin instante particular, se cuentan los siguientes t1pos:

e Fallas estaticas. Este tipo de fallas ocurre cada vez que a un articulo se le aplica

presién o fuerza, provocando la grieta o fractura del mismo.

e Fallas debido a la inestabilidad. Esta ocurre cuando a un articulo se le aplica

estrés en un lugar determinado.

Fallas debido a corrosiones.

Fallas debido a una mala asignacién de materia prima.

Fallas debido a variacién de voltage.

Evoluciéon de la Confiabilidad

La Confiabilidad ha evolucionado a través del tiempo y tltimamente ha
recibido gran atencién, principalmente por la demanda de tecnologia. Sus principales

etapas se pueden resumir de la siguiente manera:

e “Se inicia junto con la Primera Guerra Mundial (1914-1918). El concepto de
Confiabilidad se introduce, formalmente, por primera vez cuando se media la

seguridad operativa de aviones de guerra.”

e “El concepto de Confiabilidad queda olvidado durante algin tiempo y se re-
toma para la Segunda Guerra Mundial (1939-1945), a raiz de que se disenaron
sistemas militares complejos, conformados por muchas componentes, las que

a menudo fallaban. Surge entonces la inquietud por mejorar la Confiabilidad



global del producto a través de la mejora de la Confiabilidad de las componentes

individuales.”

“Después de la Segunda Guerra Mundial, Wernher Von Braun desarrolla el
misil V-I'y se le informa que los diez primeros misiles no funcionaron, queda
nuevamente en evidencia la importancia de la Confiabilidad. Se nombra como
asesor al probabilista Robert Lusser el que desarrolla la ley de probabilidad de

productos conectados en serie.”

“Luego de la guerra comienza el auge tecnoldgico por el mundo, se desarrollan
productos mas complejos y por ende con muchas componentes, lo que a diario

ponia en aprietos a la confiabilidad global de estos productos.”

“Durante los anos 40 los estudios de Confiabilidad se limitaron practicamente

al area de Control de Calidad.”

“La Era de la Automatizaciéon pone nuevos desafios a la Confiabilidad y se

resuelven problemas atin mas complejos.”

“En los anos 50, la Confiabilidad se enfocé principalmente en problemas de
confiabilidad de misiles. La Confiabilidad empezé a recibir una gran atencién
tanto por los estadisticos matematicos como por los ingenieros que trabajaban
en la industria militar compleja. Uno de los primeros grupos que se enfrenté
seriamente al problema de la Confiabilidad fueron las aerolineas comerciales.
Las aerolineas crearon una organizacién denominada Aeronautical Radio, Inc.
(ARINC) que, entre otras funciones, recogian y analizaban elementos defec-
tuosos y los devolvian al fabricante. Desde 1950, este programa ARINC se ha

dedicado a problemas de confiabilidad en el dmbito militar. En Diciembre de



1950, Air Force y el grupo de confiabilidad de equipos electrénicos estudiaron la
situacion de un equipo complejo y recomendaban medidas que incrementaran
la confiabilidad del equipo y redujesen el mantenimiento. En el afio 1952, el
Departamento de Defensa creé el Advisory Group on Reliability of Electronic
Equipment (AGREE). AGREE publicé su primer informe de confiabilidad en

Junio de 1957.”

“A fines de los 50 y comienzos de los 60’s EE.UU. concentra su atencién en la
construccion de misiles e investigacién espacial. A fines de los 60’s EE.UU. y
la U.R.S.5. envian al hombre a la Luma, todo lo cual, sin duda, pone mayo-
res dificultades para estimar la Confiabilidad de estos complejos y sofisticados

sistemas.”

“A fines de los 60 se crea la primera revista cientifica del tema, la cual existe

hasta el dia de hoy. Se trata de IEEE-Transactions on Reliability.”

“A partir de los anos 60 la confiabilidad ha logrado un espectacular progreso

debido también en parte al desarrollo de los computadores.”

“En los 70 los estudios de confiabilidad en ingenieria se dirigfan al analisis de
arboles de falla. Esto estuvo motivado, y actualmente sigue todavia motivado,

por cuestiones de seguridad de la ingenieria de los reactores nucleares.”

“En los 80 la Confiabilidad es considerada como un aspecto importantisimo
para el aseguramiento de la Calidad. Asimismo, en esta década, un importante
estudio trata sobre la confiabilidad de redes computacionales, motivado por el

gran auge de Internet. Aunque el estudio de los problemas de confiabilidad de



redes es un tema bastante complicado, es posible utilizar algoritmos eficientes

para clases especiales de redes.”

“En los 90 la competividad de los mercados internacionales, las normas ISO9000
y las exigencias de la Comunidad Europea, hacen que un producto no sélo debe
ser de Calidad sino que ademés debe tener una alta Confiabilidad, es decir, debe

ser Confiable.”

“En este tercer milenio, empresas que hace ya un tiempo se preocuparon de la
Calidad actualmente estdn alcanzando indices de calidad notoriamente eleva-
dos, cercanos a la meta de cero defectos. De este modo, en un futuro cercano
estas empresas ya no se preocuparan de la Calidad, pues ya la habran alcanzado,
sino de la permanencia de ésta en el tiempo, lo que le da atin méas relevancia a
la Confiabilidad. Muchas empresas estan incorporando dentro de su estructura
organizacional, aparte de sus departamentos de Calidad, también departamen-
tos de Confiabilidad. Como la Confiabilidad, a diferencia de la Calidad, sélo
se preocupa de aspectos estadisticos y probabilisticos, la tendencia indica que
la Jabor del Estadistico y de la Estadistica dentro de la industria sers cada vez

mas imprescindible.”

“En la actualidad se vive la llamada Era de la Informacién, lo que hace que los
productos introduzcan dia a dia mayor complejidad en sus disefios, por lo cual

en el futuro se debe seguir investigando en el tema.”



Evolucién de las Distribuciones de Vida

Las técnicas de Confiabilidad pueden dividirse en paramétricas y no para-
métricas. Uno de los principales aspectos de la Confiabilidad paramétrica son las
distribuciones de vida, cuyo descubrimiento, aplicacién y uso ha tenido también una

evolucion en el tiempo, la que describimos a continuacién.

e Una de las primeras areas de la confiabilidad que fueron enfocadas con sofisti-
caciéon matematica fue el area de mantenimiento de maquinas. En un principio,
las técnicas usadas para resolver problemas que involucraban la reparacién o
la inspeccién fueron las técnicas de la Teorfa de Renovacién y la Teoria de Co-
las, teniendo sus inicios en las experiencias exitosas del ingeniero danés A K.
Erlang. Fue Erlang, en 1918, uno de los primeros en utilizar empiricamente la
distribucién Exponencial, para modelar los tiempos entre llegadas de llamadas
teléfonicas, y la distribucién Gamma de pardmetros n y A (posteriormente lla-
mada distribucién de Erlang), cuando con motivo de su tarea profesional, le
tocd estudiar los problemas vinculados con el tréfico telefénico de la ciudad de

Copenhague.

e Enfocandonos en Confiabilidad, las aplicaciones de la Teoria de Renovacién
a problemas de reemplazo empezaron a tratarse por primera vez en 1939 por
Lotka, aunque es a Feller (1941) a quien se le atribuye el desarrollo de la Teoria

de Renovacién como una disciplina matematica.

e En 1951, se empez6 a trabajar en el campo de los tiempos de vida de entidades,

dando como resultado un gran nimero de articulos. Marcando el inicio de la
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hipotesis ampliamente difundida, de la utilidad de la distribucién Exponencial
para modelar tiempos de vida de entidades. En 1952, D. J. Davis publicé un
articulo en el que se presentaban datos de fallas y los resultados de varias prue-
bas de bondad de ajuste para distribuciones de vida. Estos datos parecieron
dar un enfoque distinto a la distribucion Exponencial, pero la respaldaron co-
mo una util distribucién de vida. Por esta razoén, el articulo de Davis ha sido
hasta hoy ampliamente citado para justificar la hipétesis de una distribucién de
falla Exponencial. Con la publicacion de este articulo, junto con el articulo de
Epstein-Sobel (1953), la distribucién Exponencial adquirié una posicién tnica

en tiempos de vida de entidades.

Inicialmente, los intentos por justificar la distribucién de Poisson como la dis-
tribucion del niimero de llamadas recibidas en una central telefénica, se basaron
en la distribucion Exponencial como la distribucién de tiempos entre ocurren-
cias de un evento. Sin embargo, Erlang y Palm sélo entregaron argumentos
heuristicos para respaldar la distribucion de Poisson como una distribucién
limite del nimero de llamadas a una centralita. Fueron, finalmente, Ososkov
(1956), y luego Khintchine(1960), quienes entregaron demostraciones rigurosas

y dieron condiciones necesarias y suficientes para esta aproximacion.

El papel de la distribucion Exponencial llegé a ser mas importante en 1957
con el informe AGREE del Departamento de Defensa de los EE.UU. Este mo-
delo probabilistico, como muchos otros, se basa en la idea de un tamano de
poblacién finito. Tomando limite, cuando el tamafno de la poblacién tiende

a infinito, obtenemos las propiedades caracteristicas de la distribucién Expo-
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nencial destacando la propiedad de carencia de memoria. Una de la razones
fundamentales de la popularidad de la distribucién Exponencial, y su amplia
explotacién en Teoria de la Confiabilidad, es que tiene una tasa de falla cons-
tante (debido a su carencia de memoria) y un procesamiento de datos sencillo,
lo cual era importante en esa época. Junto con esta fama de la distribcién
Exponencial, surge también el uso de la distribucién Gamma para modelar la

suma de tiempos de falla Exponencial.

Otros estudios empezaron a encontrar componentes cuya vida se modelaba
mejor a traveés distribuciones de tiempos de falla diferentes al modelo Exponen-
cial. Algunos autores (por ejemplo, Lieblein y Zelen en 1956 y Kao en 1959,
entre otros) comenzaron a poner atencién en la distribucién Weibull, la que
_parecia ajustarse mejor a datos de falla. Esta distribucién hab{a sido planteada
por Walodie Weibull en 1951 como una distribucién propia para describir la re-
sistencia de la ruptura de los materiales. Este interés por la distribucién Weibull
crecié y llegé a ser de gran importancia debido a la publicacién del articulo de
ZelenDannemiller que senalaba que muchos procedimientos de pruebas de vida

basados en la distribucién Exponencial no eran robustos.

Asi fue como en 1968, altamente motivados por los problemas de vibracién
encontrados en los nuevos aviones comerciales y en los problemas de fatiga de
materiales, Birnbaum y Saunders presentaron un modelo probabilistico inge-
nioso para tiempos de vida de estructuras bajo carga dindmica. La distribucién
de Birnbaum-Saunders fue derivada a partir un modelo que muestra que las fa-

llas se deben al desarrollo y crecimiento de un “crack” dominante. Desmond en
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1985 demostré que la distribucién de Birnbaum-Saunders describe totalmente
el tiempo de falla que ha transcurrido cuando cierta clase de dafio acumula-
do excede un umbral. Aunque esta distribucién es conocida como Birnbaum-

Saunders, ésta fue previamente obtenida por Freundental y Shinozuka en 1961.

e A comienzo de los 70 s comenzaron a proponerse otras distribuciones de vi-
da, tales como las distribuciones Log-normal en 1972, Inversa Gaussiana en
1977 y la distribucién Log-logistica en 1980. Asimismo, se comenzaron a uti-
lizar otros modelos probabilisticos como distribuciones de vida, aunque estos
no hayan surgido con una motivacién en pruebas de vida, como por ejemplo,
las distribuciones Log-gamma, de Valores Extremos o de Gumbel y Normal

truncada.

e Ultimamente se ha retomado la distribucién de vida Birnbaum-Saunders.

Impacto de la Estadistica en Calidad

El pensamiento estadistico y principios estadisticos son el corazén de re-

cientes desarrollos y direcciones en:
e Paradigmas y practicas del Control de Calidad.

e Normas y estandarizaciones (ISO9000, QS9000).

Hay muchas técnicas estadisticas que han sido construidas como herra-

mientas en la Ingenieria para implementar su prictica, como por ejemplo:
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e Procesos de Control, Muestreo de Inspeccién.
e Diseno de Experimentos (DOE), Diserios Robustos, Disefios de Tolerancia.
o Confiabilidad, Mantenimiento, Analisis de Garantia.

e Capacidad de Proceso, Anélisis de Datos.

Objetivos de un Estudio de Confiabilidad

En Confiabilidad, como en cualquier otro estudio, hay necesidad de definir
objetivos o metas. Los objetivos dependerdn de varios factores, como por ejemplo
de quién ha fomentado el estudio y por qué ellos lo han realizado. Los objetivos

pueden ser:

e Determinar si una entidad ha logrado un nivel especifico de ejecucién.
e Estimar el costo de lograr un nivel dado de ejecucién del sistema.
e Valorar la probabilidad de lograr una misién exitosa.

e Decidir la direccién de recursos para lograr los resultados éptimos.

Algunos objetivos en un estudio de confiabilidad pueden ser realizados sin

un recurso estadistico.

Para los propdsitos de este trabajo sélo interesan aquellos objetivos que
involucran un andalisis estadistico. Las tres preocupaciones principales en un anélisis

estadistico para un estudio de Confiabilidad son:
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1. Valoracién. Se preocupa por la estimacién de la distribucién de la vida de la

entidad o por la probabilidad de realizacién exitosa de una tarea.

N

Identificacion. Es el proceso de identificar los rasgos significativos que afectan la

vida de las entidades que requieren mejoramiento para intensificar la ejecucion.

3. Prediccion. Es la extrapolacién en el futuro, basado en datos histéricos.

Para lograr los objetivos de un estudio de confiabilidad es necesario obte-
ner datos para inferir sobre los objetivos. Estos datos obtenidos por estudios de
confiabilidad pueden provenir de distintas areas, como ya se menciond. Algunos
ejemplos de datos de confiabilidad son los siguientes, cuyas definiciones detallaremos

mas adelante:
e S6lo datos de tiempos de falla o datos completos.

e Datos de tiempos de falla censurados por la izquierda, derecha y por intervalos.

e Datos de tiempo de falla acelerado con covariables.

Cuando se sigue un estudio de Confiabilidad, éste puede ser enfocado para

conocer y estimar los siguientes indicadores, que més adelante definiremos en detalle:
e La funcién de Confiabilidad o Sobrevivencia
e La funcién de riesgo o tasa de fallas.

e El tiempo medio hasta la falla del sistema o esperanza de vida.
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Sistemas

Definicién 2.5. (Sistema) Se entenderd por Sistema a un conjunto de
componentes que, al interactuar de manera ordenada, permiten que el dispositivo

funcione adecuadamente.

Definicién 2.6. (Sistemas Reparables) Un sistema se dice reparable si
cumple con la caracteristica de poder restaurarse, cuando sus componentes sufren
alguna falla, para que éste siga en funcionamiento. Generalmente el andlisis que se
hace sobre este tipo de sistemas se le denomina Andliss de Confiabilidad de Sistemas

Reparables.

El propésito de algunos estudios de Confiabilidad es describir la tendencia a
las fallas y los efectos que producen en todo un sistema o un conjunto de sistemas.
Las fallas en un sistema a menudo son provocadas al reparar una componente sin
la debida informacién. De este modo, se producen sucesivas fallas en el sistema,
causando lo mismo con los otros subsistemas. Cuando se repara una sola componente
o subsistema que forma parte de otro gran sistema, la distribucién del tiempo para
la proxima falla dependera del buen estado de todo el sistema y de que éste se repare
en el tiempo preciso para que vuelva a funcionar. Asi, la reparacién de un sistema
puede describirse con modelos que permitan cambios en su funcionamiento a través

del tiempo.

Definicién 2.7. (Sistemas No Reparables) En este caso, la unidad que
falla no puede ser restaurada sino mds bien debe ser reemplazada (si se requiere),

para el buen funcionamiento de todo el sistema. Generalmente el andlisis que se hace
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sobre este tipo de sistemas se le denomina Andlisis de Confiabilidad de Componentes

o de Sistemas no Reparables.

Los datos de unidades no reparables provienen de diferentes clases de esti-

dios de Confiabilidad, como por ejemplo:

e Pruebas de laboratorio para estudiar la durabilidad de los componentes o ma-

teriales.

e Pruebas de duracién operacional de sistemas complejos o subsistemas, realiza-
das antes de que un producto salga al mercado. Asi, si existe alguna falla la

unidad es reemplazada con anterioridad.

e Informacién sobre el mercado de clientes, es decir, conocer a quiénes les intere-
sa adquirir estos sistemas e informacién de las componentes que pueden ser

reemplazados después de que fallen.

En el caso de sistemas complejos, son muy relevantes los requerimientos de la
disponibilidad. En estos casos se suelen utilizar procesos estocasticos para investigar
y optimizar caracteristicas de la disponibilidad del sistema o incluso técnicas de op-
timizacién. En concreto, el analisis de sistemas reparables ha sido el principal objeto
de estudio de muchos ingenieros industriales, probabilistas y estadisticos. Existen
varias direcciones de investigacion en este topico. Mientras que los estadisticos in-
vestigan los problemas desde el punto de vista de la estimacién de las caracteristicas
de los tiempos de vida del sistema, los ingenieros industriales estudian métodos y

medios de mejora del disenio del sistema y de su operatividad, siempre restringido
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a clertos costos; los probabilistas, por otro lado, tratan sobre la evolucién de las

caracteristicas operativas de estos sistemas usando modelos estocéasticos apropiados.

Datos de Confiabilidad

En pruebas de vida y estudios de confiabilidad, se exponen n entidades a
condiciones ambientales similares a las que ellas tendrian en la realidad. Idealmente,
la prueba de vida continia hasta que la variable respuesta, la cual es usualmente el
tiempo hasta la ocurrencia de algtin evento, ha sido medida en todas las unidades.
En la realidad, la respuesta puede ser cualquier variable no negativa, incluyendo
tiempo, distancia, peso, tension, presidn, resistencia o temperatura, entre otras. Por
ejemplo, la variable respuesta en una prueba de vida para estudiar la confiabilidad
de las llantas de un automovil se realiza en términos de la distancia recorrida hasta
la falla, y no a través del tiempo desde que la llanta fue fabricada, pues asi realmente
se esta midiendo la vida til de la llanta. En estudios de compresion de hormigén
armado, la variable respuesta mas 1til es la presién requerida para el hormigén
se rompa. En estudios de resistencia de materiales, la variable respuesta puede
ser la tension requerida para que se rompa el material. En pruebas de materiales
inflamables, una variable respuesta util es la temperatura requerida para provocar
la combustion. En estudios de seguimiento académico, el tiempo de permanencia
en determinada carrera es la variable de respuesta de interés. En Meteorologia,
por ejemplo, las técnicas de Confiabilidad pueden utilizar para estudiar la cantidad
de agua caida y determinar cuando un ano es lluvioso, normal o seco. Como se

puede ver, los ejemplos y las variables que se pueden utilizar para cuantificar la
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vida de un entidad son numerosas. Las técnicas son la mismas en cada area, sélo la
terminologia empleada difiere de una drea a otra. Por esta razén, en este trabajo, los
términos tiempo de vida (lifetime) y tiempo de falla (failure time) seran usados como
un nombre genérico para referirnos a diferentes variables respuesta (T'), pudiendo
significar tiempo, distancia, etcétera, requeridos para la que ocurra un determinado

evento de interés, siendo sélo relevante que la mencionada variable no sea negativa

(T > 0).

Tipo de Estudios

Definicién 2.8. (Estudio Enumerativo) Son los que generan datos co-
rrespondientes a una muestra extraida de una poblacion finita de unidades identifica-
bles, haciendo posible la inferencia sobre ciertas cantidades asociadas a la poblacion,
denominados pardmetros, siempre y cuando la muestra sea representativa (aleato-
ria) de la poblacion. Sélo en este tipo de estudio es posible hacer inferencia acerca

de la poblacion de interés.

Definicién 2.9. (Estudio Analitico) Este es el mds frecuente de los es-
tudios de Confiabilidad. Los supuestos en que se basa la inferencia son las carac-
teristicas del proceso, tanto en el futuro como en el pasado, ya que la poblacion no

esta debidamente definida.

Escala de Tiempo

Existen diferentes formas de medir el tiempo, como ya mencion6 anterior-

mente, definidas como escalas de tiempo. Esto debido a que en algunos casos la
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duracion de las entidades puede medirse de distintas formas, como por ejemplo, dias
de servicio o distancia recorrida, en el caso de un automévil, horas de uso para un
foco de luz, etcétera. Se debe tener presente, entonces, que el tiempo de duracién de
un producto también se puede medir a través de los meses de servicio o por los ciclos
de utilizacién, siendo muchas veces este 1iltimo uno de los més usados como escala
de tiempo. En algunos casos existe mds de una medida de tiempo para evaluar la
duracion de un producto. Por ejemplo, la capacidad de la bateria de un automévil
para mantenerse cargada depende de la edad de la baterfa y del miimero de ciclos de
carga y descarga de ésta. Existen diferentes métodos que podrian usarse para mejo-
rar estos datos. De esta manera, es importante tener presente que cuando hablamos
de las variables aleatorias tiempos de vida, no se esta refiriendo al tiempo real, sino
al titempo de operacidn o incluso una variable que nada tenga que ver con el tiempo,

como por ejemplo cantidad de agua caida, o alguna otras.

Tiempo Inicial y Tiempo de Falla

En los estudios de Confiabilidad es impresindible definir los puntos de inicio
y de término de la duracién de un producto, aunque esto sea dificil de determinar
0 de definir en algunos casos, ya que a menudo depende de un juicio subjetivo.
Por ejemplo, para el tiempo inicial de un producto se puede tomar la fecha de
fabricacién, la fecha de venta del producto o la fecha de ensamblamiento (puesta en

funcionamiento).

Consideremos una entidad de cierta poblacién. Llamaremos tiempo de vida

de esa entidad al tiempo transcurrido hasta que ésta deja de pertenecer a la poblacién
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bajo estudio. En este contexto, ese evento se denomina falla.

Se considera tiempo de vida a la ocurrencia de algiin evento que es de interés
en alguna poblacién de individuos. Algunas veces los eventos de interés son muertes
de individuos y entonces el tiempo de vida es la duracién de vida de éste, o en otras

palabras el tiempo de sobrevivencia, dado un tiempo inicial.

Matematicamente, uno puede pensar el tiempo de vida de una entidad como
una variable con valor no negativo. Se representa el tiempo de falla mediante una
variable aleatoria no negativa, 7', que normalmente suponemos continua. La dis-
tribucién del tiempo de falla (o de vida), T, puede caracterizarse por sus funciones
de densidad, de confiabilidad y de riesgo. La decisién de cuél funcién o funciones se

estudiara depende de la conveniencia del modelo especificado.

Tipo de Datos

Para obtener informacién acerca de una distribucién de vida particular,
F(t), de una entidad, es necesario llevar a cabo pruebas de vida, de modo de obtener
sus tiempos de sobrevivencia. Si la prueba nos conduce a la muerte de todas las
entidades estudiadas, durante el tiempo que dura la experiencia, entonces el conjunto
de datos se dice completo. Sin embargo, en la mayoria de las veces el conjunto de
datos se encuentra incompleto, debido a que las entidades que participan en el
estudio de vida pueden desaparecer, no morir, morir por una causa ajena a la que
se estudia o simplemente porque es demasiado caro estudiarlas por mucho tiempo
y esperar la muerte o falla de todas ellas. Entonces, cuando al final del estudio una

entidad no ha muerto, probablemente por las causas antes mencionadas, se dice que
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el conjunto de datos estd censurado.

En la préctica, suponer que los tiempos de vida estdn idénticamente dis-
tribuidos, es equivalente a suponer que las entidades son nominalmente idénticas,
esto es, del mismo tipo y expuestas a las mismas condiciones medio ambientales y
de estrés. El supuesto de independencia indica que las entidades no serdn afectadas

por las muertes de otras entidades del estudio de vida.

Asi entonces, en el muestreo completo se observa hasta que mueren las n
entidades del estudio. En el muestreo censurado, sin embargo, no todas las entidades
llegan al final del estudio con la caracteristica de interés cumplida, esto es, la muerte
o falla. Para extraer la maxima cantidad de informacién desde una prueba de vida,
la prueba deberia realizarse hasta que todas las unidades bajo prueba hayan fallado.
En la practica, sin embargo, y como ya menciond, esto no ocurre, a no ser que
se practique una prueba de vida que, intencionadamente y utilizando factores de
aceleracion, conduzca a la muerte o falla de todas las entidades. Dicha prueba de
vida se denomina Prueba de Vida Acelerada. Como ejemplo, supongamos que un
fabricante de maquinas lavadoras de ropa desea determinar el tiempo bajo el cual
sobrevivirfa el 90% de su produccién. El fabricante coloca n maquinas lavadoras
escogidas aleatoriamente de su produccién y las pone en operacién hasta que fallen.
La duracién de la prueba de vida es desconocida al comienzo del estudio. Una
forma correcta de resolver este problema es disenar una prueba de vida que dure
un tiempo determinado o hasta que una cierta cantidad de maquinas haya fallado.
Alternativamente, es posible disefiar un experimento que determine los factores de

estrés que significativamente afectan la vida de las maquinas. Una vez hecho esto,
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establecer cudl es la relacién funcional entre el tiempo y la variable dependiente
(factor de estrés), de modo que, al acelerar el factor de estrés, es posible modificar
la escala de tiempo de la vida de la mdquina y asi lograr que todas estas fallen antes
de que concluya la prueba de vida. Este dltimo procedimiento es lo que se denomina
una Prueba de Vida Acelerada. La mayoria de las veces lo que se hace es censurar
la muestra y no aplicar pruebas de vida acelerada. Existen en la literatura cuatro

tipos de censura y estos se mencionan en la siguiente seccién.

Tipo de Muestreos Censurados

Censura Tipo I

Algunas veces por economia u otras razones, la duracién de la prueba de vida
se especificara hasta un tiempo ¢ = ¢,. Todas las entidades se observaran a partir de
un instante ¢ = 0, hasta que ocurra una muerte o se cumpla t = ¢y, es decir, cuando
la prueba de vida concluya. Esto es muy frecuente en investigaciones médicas. Al
final del experimento, sélo se conocerdn los tiempos de aquellas entidades que han

muerto antes de t = ¢g.

La informacién contenida en el conjunto de datos consiste en s < n tiempos

de vida observados en orden ascendente, esto es:

Ty <Tigy < < Ty

Se sabe que (n — s) entidades han sobrevivido al tiempo ¢ = #; (al menos

tedricamente) y esta informacién debe también ser utilizada.
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Como el nimero s de entidades que han muerto antes de t = #, es una
variable aleatoria, entonces existe la probabilidad de que ninguna de la entidades

haya muerto antes de t = ¢;. Esta es una desventaja de este disefio.

Censura Tipo II

Una alternativa al problema anterior, es fijar el nimero de entidades que
se desea que fallen, por ejemplo » (0 < r < n) y as{ asegurar que se tendrin r
entidades que cumplen con la caracteristica al final de la prueba de vida. El proceso
funciona de manera andloga al Censuramiento Tipo I, salvo que el estudio concluye

en el tiempo 7, y los tiempos de vida son:
Ty < Ty < -+ <Tiy)

con lo cual, se sabe que (n — r) entidades han sobrevivido al tiempo 7,. El tiempo
en que se cumple el estudio es aleatorio. Una desventaja de este disenio es que no se

sabe cuanto tiempo durara el estudio.

Censura Tipo 111

Este tipo de censura es una combinacién de los dos tipos anteriores. La
prueba de vida puede concluir cuando ocurra primero, la »—ésima muerte o halla

transcurrido un tiempo ;.
Censura Tipo IV

En este tipo de censura, n entidades idénticas son activadas en diferentes

instantes fijados de antemano y el tiempo de censura de entidad i—ésima s;, ¢ =
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1,2,...,n es aleatorio. Este modelo puede utilizarse también en la siguiente situa-
cién: suponga que existen razones obligadas para que la prueba de vida concluya
al tiempo t; ademas, los tiempos de activacién de las entidades son aleatorios co-
mo ocurre frecuentemente con estudios médico, ya que los pacientes se incorporan
aleatoriamente al estudio. En esta situacién, el instante de tiempo de activacién con-
junto de la entidades serd ¢t = 0, entonces el tiempo de censura puede ser considerado

como aleatorio.

Tipo de Censuras

La cantidad de informacién de vida contenida en muestras censuradas es
considerablemente menor que la de una muestra completa. Esta pérdida de in-
formacién disminuye la capacidad para detectar hipétesis incorrectas y decrece la
precision de las estimaciones y predicciones. De este modo, un anélisis correcto de
muestras censuradas debe incorporar tanto los datos completos como los censurados.
El problema es que un andlisis de datos censurados es mds complejo que uno sin
censura. Por ejemplo, los estimadores de momentos estdndar son més complicados
de obtener con muestras censuradas y, en algunos casos, éstos no se pueden hallar.
Ademas, el censuramiento complica las ecuaciones de verosimilitud, las que permiten
posteriormente hallar los estimadores de méxima verosimilitud de los parametros de

la distribucién de vida escogida.

La censura puede ser clasificada de varias maneras y, de acuerdo a esto y al
tipo de muestreo censurado que se haya empleado, es como debe incorporarse en la

verosimilitud.
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Censura por la Derecha

La censura por la derecha es lo que hasta ahora hemos denominado simple-
mente censura, es decir, el tiempo de falla de la entidad se registrara a la derecha
del tiempo de censura (establecido por el investigador) y se desconoce, por lo que se

registra como tiempo de falla el tiempo de censura.

Censura por la Izquierda, por Intervalos y Puntual

Una censura por la izquierda, sin embargo, no es propiamente una censura,
ya que el tiempo de falla que se registrd es efectivamente el que transcurrié hasta
que la entidad fall6, pero que se le dice censurado por la izquierda porque estd
a la izquierda del primer tiempo de inspeccién de la prueba de vida. De ahi en
adelante, si una entidad falla antes del tiempo de censura, fallard en un intervalo de
tiempo, por ejemplo entre la primera y la segunda inspeccién, o entre la segunda y
la tercera, y asi sucesivamente, por lo que dicho dato se dice que estd censurado en
un intervalo. Un cuarto tipo de censura, aunque poco usual, debido a la forma en
que suelen llevarse a cabo las pruebas de vida, es la censura puntual, la que registra

el tiempo exacto de falla de una entidad.

Modelos de Confiabilidad

Los modelos deterministicos son generalmente inadecuados para modelar
tiempos de vida. Experiencias con entidades bajo riesgo de falla indican que aunque

sean de caracteristicas idénticas y operen bajo ambientes iguales, éstas tendran
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diferentes tiempos de vida, es decir, la variacién es un fenémeno inherente a los

problemas de vida.

Un método apropiado para modelar tiempos de vida, y como ya se men-
ciond, es a través de variables aleatorias, las cual varian de acuerdo a un patrén
probabilistico subyacente, pero que no es completamente conocido. Por tanto, uno
de los principales problemas de la confiabilidad paramétrica es el de seleccionar un

modelo probabilistico.

En algunos casos, el investigador puede conocer bastante acerca del proceso
de fallas que esta estudiando, basado en su experiencia y en el conocimiento que
tiene del area por su formacién (ingeniero, médico, etcétera), por lo que su opinién
es muy valiosa, pues puede ayudar al estadistico a reducir la biisqueda a unas pocas
familias de distribuciones. Algunas familias populares de distribuciones de vida son
las distribuciones Exponencial, Weibull, Gamma y Log-normal. Estas distribuciones
han sido ampliamente estudiadas en la literatura y empleadas con bastante éxito en
algunos casos. Una distribucion ala que no se le ha prestado mucha atencién, aunque
su uso es exclusivo en el area de la Confiabilidad, es la distribcuién Birnbaum-

Saunders.

Si el investigador desconoce el proceso de fallas, entonces la labor del es-
tadistico es mas ardua y éste debe utilizar algunas técnicas, como el analisis ex-
ploratorio y otras técnicas basicas, para reducir el campo de accién en la bisqueda
del modelo que mejor se ajuste a los datos. Si finalmente el andlisis paramétrico
no es posible, entonces se debe recurrir a métodos de libre distribucién o también

conocidos como métodos no paramétricos. Siempre teniendo presente que cuando
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los dos métodos, el paramétrico y el no paramétrico, sean posible de aplicar, se debe
optar por el paramétrico, ya que las pruebas de hipétesis son més potentes y los

estimadores méas precisos.

Elementos de Confiabilidad

Funciones de Densidad y de Distribuciéon

Consideremos la variable aleatoria positiva T', la cual representa la vida
de una entidad. Supongamos el caso en que T es una variable aleatoria continua,
definida en [0, c0). Sea f(t) la funcién de densidad de T y su funcién de distribucién

dada por
t
Ft) =P <t) = | fle)da,
0
f(t) puede interpretarse como la variacién instantdnea que sufre la probabilidad de
muerte en (¢,t + At), con At — 0, ya que

P(t <T <t+ At)

fit) = A N
< — <
_ mnP@_T+Aﬂ P(T <t)
At—0 At
_ mﬂF@+Aﬂ—F@
At—0 At
_ dF(t)
dt

Funcién de Confiabilidad

Estadisticamente, la confiabilidad es la probabilidad de que una entidad

funcione satisfactoriamente durante un periodo de tiempo establecido, esto es, si
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T es la vida 1til de la entidad, entonces la confiabilidad al tiempo ¢ (o funcién de

confiabilidad) viene dada por:

F(t) = P(T>1)

1—-F(t)
— [ s,
t
para t > 0, y ademas se cumple que F(0) = 1, F(co0) = 0 y es una funcién continua

¥y no creciente.
Tiempo de Vida Promedio

El tiempo medio hasta que el sistema falle es otra funcién importante en el

analisis de confiabilidad, el cual se define como

EUU=/wﬁ@ﬁ,t>0 2.1)

0

Integrando por partes en (2.1) se tiene (siempre y cuando la integral exista):

E@)ziﬂM?~AmﬂWi

==ﬁﬂ—F@M?—AwG—F@Mt

= P —tF@)| -t + F(t)dt

= —tF@)|°+ | F(t)dt

se concluye que
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Funcién de Riesgo

Ademsés de la funcién de confiabilidad C(t) o F(t), presentada anterior-
mente, existen otras funciones para predecir la sobrevivencia o confiabilidad de una
entidad. Una de ellas, de fundamental importancia en un anélisis de confiabilidad
o sobrevivencia es la funcidn de riesgo, también conocida con el nombre de tasa de
fallas, razon de falla, razén de riesgo, funcién de azar, hazard rate, hazard function
o fuerza de mortalidad, entre otros. Esta funcién es particularmente importante
en Confiabilidad, ya que los ingenieros suelen manejarse a través de ella para in-
formar acerca de la vida de componentes. Por otro lado, en Sobrevivencia, los
investigadores suelen entregar sus resultados mas frecuentemente en términos de la

funcién de sobrevivencia.

La funcién de riesgo o tasa de fallas se define como la tasa instantanea de
fallas o como la propensién a fallar en el tiempo t + At, dado que la entidad ha

sobrevivido a ¢, esto es,

cuando f(t) existay C(t) > 0.

Una forma de deducir la funcién de riesgo es la siguiente. Consideremos
la funcién P(t < T < t + AT > t), donde At > 0. Esta es la probabilidad
condicional de que la falla, o algin otro evento de interés, ocurra en el intervalo
de tiempo (¢,t + At], dado que ya ha trancurrido un tiempo ¢ sin que este evento
ocurra. Esta probabilidad de falla condicional puede usarse para describir cuantas

unidades envejecen o se deterioran. Consideremos un valor pequenio para At > 0.
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Si las unidades tienden a envejecer con el uso, entonces entre mas se usan mas
propensién al fallo tienen. En este caso la probabilidad condicional de falla tiene
una funcién decreciente al tiempo t. La probabilidad condicional de falla tiende
a ser una funcién decreciente en ¢t para unidades que envejecen con el tiempo, y
es una funcién constante en t para unidades que no envejecen. Un problema con
esta probabilidad condicional de falla, sin embargo, es que depende del ancho del
intervalo At. Una solucién para este problema, es dividir la probabilidad condicional
de falla por At, y entonces resolver tomando el limite cuando At tiende a cero como

sigue:

< <t T t
Bt = lim Pt <T <t+ AtT > 1)
At—0 At
. Pt<T <t+ At)
= lim

At—0 P(T > t)At
1. Pt<T<t+Ar)
= —= lim

F At—0 At

£ (1)

F(t)’

cuando f(t) exista y F(t) > 0. Donde
i) h(t) 20 y
ii) / h(t) = oo.
0
A la ecuacién (2.3) se le conoce como funcién de riesgo o tasa de falla.
Si tomamos At > 0 y pequeno, h(t)At puede utilizarse para aproximar la
probabilidad de muerte en el intervalo (¢,¢ 4+ At) dado que la entidad sobrevivié a

t, esto es:

h(t)At = P(t <T < t+ At|T > t).
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Usando esta interpretacién, vemos la conexién entre la funcién de riesgo de una
“distribucién y cémo un organismo envejece con el tiempo o una componente de

manufactura se deteriora con el uso.

Los tiempos de vida de unidades que envejecen con el tiempo pueden ser
modelados por distribuciones con funcién de riesgo creciente. Motores de automoviles,
unidades de disco en computadoras, rodillos, entre otros, estan en esta categoria. Es
dificil tener ejemplos de componentes de manufactura que no son propensos al fallo
con el uso o mejoran con el tiempo. Supongamos que 7' es el tiempo hasta que un
trabajador tiene un cierto tipo de error. Si se entrena, es de esperarse que progrese
y gane experiencia con el tiempo y la probabilidad condicional de tener una falla
es decreciente. Unidades que no envejecen con el tiempo pueden ser modelados por
funciones de riesgo constantes. Circuitos electronicos pueden caer en esta categoria.
A menudo la tasa de falla suele comportarse como una curva de banera, es decir,
decreciente al comienzo, constante en el centro y creciente al final del periodo.

Este tipo de curva modela bastante bien a la mortalidad humana, ya que en la
infancia la tasa de mortalidad es alta, tendiendo a decrecer; ésta es relativamente
constante en una época de la madurez (donde generalmente son muertes por causas
aleatorias, como accidentes, por ejemplo) y finalmente vuelve a ser alta, pero ten-

diendo a aumentar en la vejez (vea Figura 1.1 ).

En este caso, si hablaramos de componentes de manufactura, en la primera
etapa tendriamos fallas por calidad, en la segunda fallas por azar y en la ultima es-
tariamos hablando de la Confiabilidad de las componentes. Cuando una distribucién

de vida es dominada por fallas prematuras, la funcién de riesgo es generalmente no
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@)

Infancia Vejez

Figura 2.1: Grafico Curva de Bafera
decreciente al principio, constante en una etapa intermedia y finalmente decreciente.

Asi, tenemos una tasa de falla unimodal, que puede ser el caso cuando se modelan

los tiempos de espera.

Si la funcién de riesgo estd disponible y proveé una razonable descripcién
de cémo las unidades envejecen, entonces la densidad, la funcién de distribucién
y la funcién de confiabilidad pueden ser encontradas a partir de ésta. Esto es
importante, porque si tenemos un estudio en el cual se sabe empiricamente cémo
se comporta la funcidén de riesgo, entonces podemos conocer cualquiera de otras

funciones mencionadas.

La forma de la funcién de riesgo varia de una familia de distribuciones a otra.
Por ejemplo, la familia Weibull es flexible y puede usarse para modelar eficientemente
distribuciones de vida cuando la tasa de falla es constante, decreciente o creciente,

dependiendo del valor del parametro o

i) Si a = 1, entonces la tasa de falla es constante (se estaria en presencia de la

distribucién exponencial).

ii) Si a > 1, entonces la tasa de falla es creciente.
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iii) Si 0 < a < 1, entonces la tasa de falla es decreciente.

iv) Si o = 2, entonces se estaria en presencia de la distribucién de Rayleigh.

En el caso de la distribuciones de vida Weibull se tiene que las funciones de

densidad, de distribucién y de riesgo son:

ad(At)* Lexp(—(At)*); sit>0
o = | 0000 e

0; en otro caso

F(t) = exp(—(At)%); t >0

h(t) = (aX)(M)* Y ¢ >0,

respectivamente.

La funcién de riesgo puede ser usada en conjunto con el conocimiento de los
efectos de los procesos de envejecimiento para asi seleccionar o descartar familias
de distribuciones de vida. Por ejemplo, si las unidades sufren desgaste y éste es
importante, de tal manera que se incrementa la probabilidad de falla, la familia
con tasa de riesgo constante puede quedar descartada para su consideracién. Otra
caso, si sabemos que los efectos de envejecimiento no son importantes, como en los
tiempos de vida de chips de computadoras, usamos una familia de distribucion con

tasa de riesgo constante que sea apropiada.

Observacién: Toda variable aleatoria, T', estd caracterizada por su fun-

ciones de densidad, f(t), distribucién, F(t), y de confiabilidad, C(t).
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Relacién entre la Funcién de Confiabilidad y f(t) y F(t):

La funcién de confiabilidad también puede ser expresada en funcién de f (t)

y F(t), esto es,

ct) = [ fwdu (2.4)

Clt)=1-P(T <t)=1—F(1). (2.5)

Reciprocamente la funcién de distribucién, F(t), y la funcién de densidad,

f(t), son determinadas a través de la funcién de confiabilidad, C(¢), esto es,

Fit)=P(T<t)=1-P(T >t =1-C(t) (2.6)
Yy
£ = 5 = (- c) = o). 1)

Relacion entre la Funcién de Riesgo y C(¢), f(t) y F(t)

De las ecuaciones (2.7) y (2.2) se ve que la funcién de riesgo se puede rela-

cionar con la funcién de confiabilidad de la siguiente forma:

maz—%0@~%ﬁz—%m0@. (2.8)

Luego, aplicando integral a la ecuacién (2.8) se obtiene que

/%@ﬁz—mam
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Expresado por F(t) f@) F(t) h(t)
z

F(t) - A Flu)du 1— F(t) 1 —exp (— Ot h(u)du)
7 2 F) - 250 | new (- [ hwas)
F(t) 1—F(t) :c Flu)du - exp (— /: h(u)du)

d

—F(t)

dt f) d . =
h(t) e < om | @ In F(¢) -

Tabla 2.1: Relacién entre las funciones F(t), f(¢), F(t) y h(t)

con lo cual

C(t) = exp{ - /0 h(u)du}. (2.9)

La funcién de confiabilidad, C(t), y la funcién de distribucién, F'(t) = 1 —

C(t), son determinadas mediante la funcién de riesgo, h(t), y viceversa.

Es posible expresar la funcién de riesgo a través de f(t) y F(t), utilizando
la ecuacién (2.2), entonces h(t) esta representada por las siguientes ecuaciones:

d 1

ht) = 3P0 5

(2.10)

h (2.11)

t
t) = ”o?]f(*)—“
/ f(u)du
t
Si se consideran las ecuaciones (2.2) y (2.9), se ve que la funcién de densidad, f(t),

puede expresarse por

f(t) = h(t) exp { - /Ot h(u)du}. (2.12)

En la tabla 2.1 se resumen las relaciones entre estas funciones.



37

Funcién de Riesgo Acumulada

La densidad f(t) puede ser integrada para obtener la funcién de distribucién
acumulada F(t), del mismo modo se puede integrar la funcién de riesgo, A(t), para
obtener la funcién de riesgo acumulada tasa de fallas acumulada, denotada por H(¢)

o FFRA(t), esto es,

t
H(t) = FRA(t) = / h(u)du. (2.13)
0
Esta integral puede ser expresada como
H(t) = —-InC(t),

donde la notacion In denota el logaritmo natural, neperiano o logaritmo en base

exponencial.
Funcién de Riesgo Promedio

Como la funcién de riesgo acumulado varia en el tiempo, es 1itil determinar
el nimero promedio que represente el comportamiento de la funcién de riesgo en
un intervalo de tiempo. Para definir la funcién de riesgo promedio en el intervalo
[t1,t2[, denotada por FRP(ty,t3), se integra la funcién de riesgo sobre el intervalo y

se divide por t3 — ¢, esto es,

(2]

/h(u)du

t1
to — 1
H(ty) — H(t)
te —
InC(t)) — InC(ts)

— . 2.14
r— (2.14)

FRP(thtz) =
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Si el intervalo de tiempo es desde 0 a ¢, la FRP se simplifica a

FRP() = Ht(t) _ ——lntC(t).

Esta cantidad es aproximadamente igual a F'(t)/t para valores pequefios de
F'(t), esto es, F'(t) menor a 0.10 aproximadamente. En el intervalo de tiempo de 0
a t, si se conoce la funcién de riesgo promedio FRP(t), la funcién de distribucién

acumulada, F'(t), para cualquier distribucion, est4 dada exactamente por la relacién
F(t) =1— exp(—FRP(t)),

lo cual es aproximadamente igual a t x FFRP(t), para valores pequenos de F|(t).

Método de Maxima Verosimilitud

Funcién de Verosimilitud (F.V.)

La funcién de verosimilitud de una muestra aleatoria de tamafio n, se define
como la densidad conjunta de n variables aleatorias Ty,. .., T, vista como funcién

de los parametros y esta dada por:

L) =L6;T) = chLi(ﬁ; t;)

i=1

donde L;(6;t;) es la probabilidad de la observacién i-ésima, ¢; es el tiempo obser-
vacién i-€simo, 6 es el pardmetro a estimar y ¢ es un término constante de propor-

cionalidad que no depende de 6.
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Funcién de Verosimilitud para Datos Censurados

Suponga que los tiempos de vida y tiempos de censura son independientes.
En la construccién de la funcién de verosimilitud con datos censurados es necesario
considerar cuidadosamente la informacién que entrega cada dato: Una observacién
no censurada corresponde a un tiempo exacto, el cual proporciona informacién sobre
la probabilidad de que este evento ocurra, lo que es aproximadamente igual a la
funcién de densidad de f(t) en ese tiempo. Luego, segin el tipo de censura de
las observaciones, el aporte individual de cada observacién censurada o no a la

verosimilitud es de la siguiente forma:

e Censura por la izquierda de t;:
t;
L(6) = / ft)dt = F(t;) — F(0) = F(t;).
0
e Censura en el intervalo [t;_y,%]:

Li(6) = /t " bt = F(t) — F(ty).

i

e Censura a la derecha de ¢;:

El aporte a la verosimilitud para una muestra de tamano n de tiempos de

vidas tomados de una poblacién con distribucién F(-) es la siguiente:

e [, observaciones censuradas por la izquierda en t;.
Rango: T < ;.

Verosimilitud: [F(¢;)]".
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e d; observaciones que fallaron en [T;_4, ;).
Rango: t, 1 <T < t;

Verosimilitud: [F(tv_) - F(ti_l)]di.

e 7; observaciones censuradas por la derecha en ¢;.
Rango: T' > t,.

Verosimilitud: [1 — F(¢;)]™.

Luego, la verosimilitud total, para n observaciones independientes es:
L(6) =L(0;t)
=C ][ Lip;ty)
i=1

m+1

=C H LIF() = F(t)]® [1— F)]

donde n = z7n+1(d + 7, + ;) y C es una constante que depende de la muestra,

pero no de 6.



PRUEBAS DE VIDA ACELERADA

La calidad de un producto no sélo debe de estar comprometida con la entrega
del producto, sino que ademas debe apoyarse en la confiabilidad del mismo, los
requerimientos para la alta confiabilidad han incrementado la necesidad de pruebas

mas avanzadas para materiales, componentes y sistemas.

La estimacién de la distribucién de tiempos de falla o el mejor rendimiento
de los componentes de un producto en alta confiabilidad, es el objetivo de nuestro
estudio. La mayoria de los productos modernos estan disenados para operar sin
falla por meses, anos o décadas. Asi pocas unidades fallaran, se degradaran en uso
de condiciones normales. Por ejemplo, el diseno y construccién de un satélite de
telecomunicaciones, puede llevar solamente algunos meses para probar sus compo-
nentes, para que den servicio durante 15 o mas anos. Para tales aplicaciones las
pruebas de vida acelerada son usadas ampliamente en el campo industrial. Sim-
plemente para obtener informacién oportuna sobre la confiabilidad de materiales,
componentes, detectar modos de falla, correccién de disefios, comparar productos,
etc. Las pruebas de vida acelerada por lo general se llevan a cabo en laboratorios
en donde cada componente o subsistema es sometido a una serie de pruebas para
las cuales se simula su capacidad de “aguante” ante un sobre-estresamiento de sus
condiciones de operacién, hasta que la falla se llegue a presentar. Aqui cada periodo

de tiempo de prueba representa una cantidad mas extensa de tiempo, por ejemplo,

baovou v TESIS
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una prueba de vida acelerada o de fatiga de 10 horas puede representar o simular

1.5 anos de operacién normal del componente o subsistema.

A la fecha, existen diferentes métodos de aceleracién:

e Incrementar la frecuencia de uso del producto. Por ejemplo, considere la con-
fiabilidad de un tostador, el cual esta disenado para una vida media de 20 afos,
asumiendo que la frecuencia de uso es de dos veces al dia, si en vez de ese uso,
se prueba el tostador 365 veces al dia, podemos reducir la vida media, alrededor

de 40 dias.

e Incrementar el tipo de dano. Por ejemplo incrementando los niveles de variables
experimentales como temperatura o humedad pueden acelerar ciertas reacciones

quimicas que a la larga conducen a la degradacién y a la falla.

e Incrementando los niveles de estrés, es decir, ciclos de temperatura (se dice que
la temperatura es el enemigo de la confiabilidad, incrementar la temperatura es
uno de los métodos que se usan para acelerar los mecanismos de falla), voltage,

presion etc. bajo las cuales las unidades de prueba operan.

Una unidad fallara cuando su resistencia caiga por debajo del estrés aplicado,
de este modo una unidad en un estrés alto generalmente fallar4d mas rapidamente

que el que opera en un estrés menor.

Tomando en cuenta que las alteraciones en las condiciones normales de uso
y la falla, no equivale a representar un dano que a manera de regla de tres pueda

calcularse en condiciones normales, no existiendo un criterio bien establecido para
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definir la duracién del componente. Todo depende de las caracteristicas particu-
lares de la funcién que debe desempenar el componente o subsistema, de los re-
cursos disponibles, del tiempo establecido para la realizacién del proyecto, etcétera.
Ademsés, debe tomarse en cuenta una premisa importante: Debe asegurarse que
durante el periodo de prueba no va a presentarse otro tipo de falla de la que se esté

investigando.

La interpretacion de las pruebas de vida acelerada requieren modelos que
relacionen las variables de aceleracién (tiempo-factor de aceleracién), como tempera-
tura, voltage presién con el tiempo de uso normal. La idea general, es que pruebas a
niveles altos de estrés aceleran la falla, entonces tratar de extrapolar a niveles bajos

de estrés.

Modelos de Riesgo Proporcional

El estudio de los tiempos de vida de los componentes del sistema involucra
s6lo al tiempo, pero si ademds de esta variable se incluyen en la modelacién variables
explicatorias o dependientes. Asi suponga entonces que para una entidad se define
un vector z, de orden ¢ X 1, de variables explicatorias, las que pueden representar,
por ejemplo: tratamientos, propiedades intrinsecas de los individuos (edad, zona
geografica etc.) o variables exdgenas, entre otras; existiendo incluso interacciones
entre ellas. De esta manera, la tasa de fallas al tiempo ¢, con covariables z llamado

modelo de riesgos proporcionales de Cox, se plantea como

h(t, z) = ho(t) exp(zf),
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donde hy(t) es llamado riesgo de referencia 'y 5 = (6y,...,05,) es el vector de coefi-

cientes de regresion. Una expresion mas general para este modelo, se puede plantear
h(t,z) = ho(t)¥(z),

luego se esta en presencia de una familia de distribuciones llamada de Riesgo Pro-

porcional.

Un tratamiento analogo puede darse a la funcién de sobrevivencia, esto es,

Ft2) = ho(t)T(2) exp <~\If(z) /0 thg(u)du)
= h(t,z) /Dth(u,z)du
= U(2)ho(t) [(—)Xp (— /0 t hg(u)du)rl(z)
fit,2) = U(2) (Fa()"™™ folt)
entonces

Fo(t,z) = exp(—H(t,2))

= exp (— /0 t h(u, z)du)
= xp (~—\I’(z) /0 tho(u)du)
- o [ooe))”

Folt,z) = (Ry(t)""
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Modelo de Vida Acelerada

Cuando las variables explicatorias son constantes, el modelo de riesgo pro-
porcional nos puede conducir al modelo de vida acelerada, para ello, se debe estable-

cer la relacion

de modo que,

Este modelo es denomidado Modelo de vida Acelerada y 1/x(z) es llamado el factor

de aceleracién, es proporcional al tiempo y modifica la escala del mismo.

Recuerde que el modelo de vida acelerada, el cual también define una familia

de distribuciones, viene dado por Fy(t,z) = Fy(tx(z)), de esta manera tenemos

dF(t,z)
dt
= —_dpocgi’ 2

f(t,Z) - =

h(t,z) f((i’ Z))
(tx(2)x(2)
Fy (t, Z)
(

= ho(tx(z))x(2)-

~ M

Este modelo conecta los modelos lineales con los modelos de riesgos pro-

porcionales. Asi, si T = Ty/x(z), donde Tj tiene funcién de sobrevivencia Fp(t),
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entonces

logT =log Ty — log x(z) + €
donde E(e) =0y E(logTy) = pp, con lo cual,
E(logTy) = po — log(x(2)).

En general x(z) puede tomar diversas formas, incluso se enfatiz4 la dependencia de

B a través de x(z, ), siendo una candidata natural

x(z, 8) = exp(zf)

con lo cual
E(logT) = po — 28
0 equivalentemente

logT =logTy — z0 + ¢,

es un modelo de regresién de la forma

Y =2z0+e

Esto es, para aplicar los métodos de regresién, es necesario realizar la transformacién

logaritmica a los datos.

Note que el modelo anterior, tiene la ventaja de que se pueden hallar ex-
presiones para (3 sin conocer la distribucién de los datos. Asi, si z; es el vector de

covariables de la entidad i-ésima que falla en t;, entonces
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e Sino hay empates (d; =1, Vj)

™

r(t, z;) At
L — »
(/8) HZTtZlAt

lER:
e (t) exp(Bz;)
1 To(t) D exp(Ba)

lER:
 exp(Bz)

i=1 Z exp(Bz1) ,

lER:

donde R, = {sobrevivientes en t}. L(f) no es una verosimilitud, pero bajo

ciertas condiciones (3 es asintéticamente Normal.

e 5i hay empates (d; =1, para algin j)

L) = H exp(f S;)

dg
= (Z eXP(,BZz))

lERy

donde Z 2

lER:

Ademas observe que el modelo de regresién de Cox puede utilizarse para
comparar curvas de sobrevivencia, el cual se une al método de bandas de confianza

y a la prueba de log rank. Por ejemplo se puede plantear lo siguiente:
Fz(t) = (F'l (t))exp(m
y en tal caéo, las hipétesis de interés serian

1 B=0<+= Hy: F\(t) = Fyt).
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Disenos Experimentales para una PVA

Suponga que una componente esta sujeta a m estresores o covariables, diga-

mos 2z, 22, - - - , Zm 108 que actuan simultdneamente sobre ésta y cada estresor ocurre
a n; mveles, 7 =1,... ,m con
(0) (1) ( j) :
o ( . n — ,
z;' Sz < <zy' o J ,...,m

donde zj(.o) < zj(-l) denota a la condicién normal de estrés.

Indudablemente, en una PVA el diseno experimental juega un papel fun-
damental, para fijar ideas y por simplicidad, se asumira la presencia de una sola

covariable, digamos z. La prueba experimental puede ser conducida mediante difer-

entes disenos, a continuacién se plantearan tres tipos.

Diseno tipo I

El experimento involucra k mniveles de z, esto es, z(1) < 20 < ... < (&
y 2@ < 2(1) es el nivel normal de operacién. Considere que cada nivel del factor
de estrés es replicado n; veces, con 7 = 1,... ,k y se aplica una censura de Tipo
IT (hasta que fallen r entidades). El experimento es llevado a cabo de la siguiente

forma:

1. un nivel de estrés z(¥) es elegido al azar desde 2V, z® . . %) y Se repite

n; veces sobre unidades elegidas al azar. La prueba de vida concluye cuando

7;(< n;) unidades fallan. Siendo Ty, Tia, . .. , T}y, los tiempos falla o censura.
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2. Otro nivel 2 es elegido al azar entre los restantes niveles de estrés y se repite

el paso 1. El procedimiento se repite hasta completar los k niveles de estrés.

Diseno tipo II

Se fijan k instantes de tiempo, digamos 0 < t; < ¢ <,...,< t, < t. Se
eligen al azar n unidades para ser probadas el tiempo ¢ = 0. en el intervalo [0,%] las
unidades son sometidas al nivel de estrés z("), en el intervalo [t,, t5] las unidades que
no hallan fallado son sometidas al nivel 2 y asf sucesivamente. Las unidades que
no hallan fallado al tiempo tj, se someteran a un nivel de estrés z*+1 hasta que

todas fallen (no hay censura). Las vidas de las n componentes seran T, T, ..., T,.

Diseno tipo III

Se eligen al azar n unidades de entre las unidades a probar y son sometidas
a un nivel de estrés Z(¢), el cual se incrementa con el tiempo hasta que todas las
unidades hallan fallado (no hay censura). Z(¢) se asume conocido y los tiempos de

vida seran 71, 75,... ,7T,

Modelacién Paramétrica en PVA

El primer paso de cualquier anélisis estadistico consiste en formular un mo-
delo probabilistico del problema, basado en un conocimiento a priori del diserio
experimental utilizado. Entonces, tal como antes, en PVA se requiere informacién

respecto de
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F(t, z), sobrevivencia en funcién del factor de estrés.

h(t, z), riesgo en funcién del factor de estrés.

Para conducir una modelacién paramétrica en PVA, se deben ir haciendo

secuencialmente las siguientes preguntas:

1.

O

., Cual es la distribucién de vida que se puede suponer a priori bajo condiciones

normales de operacién?

. Es posible postular estas distribuciones bajo las condiciones fisicas de opera-

cién?

. o Como afecta el sobreestrés a esta supuesta distribucién bajo condiciones nor-

males de operacién?

. Por ejemplo, bajo sobreestrés, jse preservard la distribuciéon supuesta a priori

en condiciones normales?

. Si asi es, jel efecto del sobreestrés s6lo modifica los pardmetros de la distribucién

bajo condiciones normales de operacién?

De ser asi, jen qué forma se relaciona el factor de estrés y el vector de parametros?
Esta relacién se establecera a través de 6(z) y apoyados en la fisica de la com-

ponente.

En cada PVA, la informacién requerida sera (para el disefio I)

(Z95ng15 T, D)3 =1,k

en tal caso, la funcién de riesgo se expresara como

h(t,0(z)) = ho(t)¥(6(z)) [ Modelo de Riesgos Proporcionales |
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h(t,0(z)) = ho(tx(0(2)))x(8(z)) [ Modelo de Vida Acelerada |.

Algunas funciones 6(z) que han sido éxitosamente utilizadas son:

0(z) = az + b, [ Modelo Lineal |,

éste es el mas frecuentemente utilizado para distintos fenémenos

8(z) = bz™*, [ Modelo Potencial ],

éste ha sido utilizado en fatiga de materiales eléctricos

6(z) = bexp(—b/z), [ Modelo Arrhenius |,
éste ha sido utilizado en envejecimiento térmico y de materiales semiconduc-

tores.

8(z) = bz exp(—b/z), [ Modelo Eyring Simple],

éste ha sido utilizado en estrés térmico constante.
Algunos modelos que representan a estas relaciones se presentan en la si-

guiente seccién

Relacién tiempo-factor de aceleracién

Relacién Arrhenius

La relacién Arrhenius es un modelo ampliamente usado para describir el

efecto que la temperatura tiene sobre el tipo de una reaccién quimica. La relacion
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puede ser escrita por

—F
R(ten = =
(temp) To P (l-cB x temp K >
B . —FE, x 11605
10 EXP temp K

siendo R la razén de reaccién y temp K = temp°C'+273.15 la temperatura absoluta
en la escala Kelvin. K = 8.6171 x 107® = 1/11605 la constante de Boltzman en
un electron volts por °C, E, es la energia de activacién en el electron volts. Los
parametros E, y 7o son caracteristicas de la reaccién quimica en particular del

material.

El factor de aceleracién Arrhenius es

R(tem
AF(temp, temp[], Ea) B W
U
11605 11605
= E, — 1
=P { (tempy K temp K )] (3:1)

y depende solamente de dos niveles de temperatura y de la energfa de activacion.
Si temp > tempy entonces AF(temp,tempy, E,) > 1, por simplicidad se usa
AF (temp) = AF (temp,tempy, E,) cuando tempy y E, se entienden que sean pro-

ducto del uso de la temperatura y una reaccién especifica de la energia de activacion.

Relacién Eyring

La relacién Eyring muestra los efectos que la temperatura tiene sobre un

tipo de reaccién, escribiendo en términos de la propia reaccién

_E
= t . 32
R(temp) = o X A(temp) x exp (k:B « temp K ) o
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Donde A(temp) es una funcién de la temperatura que depende de especificas reac-

ciones dindmicas y o y E, son constantes. Algunas variantes para A(temp) =

(temp K)™ con valores fijos para m

La relacion Factor de Aceleracién-Temperatura esta dada por

temp K

AFg,(temp, tempy, E,) = ( ) X AFy,(temp, tempy, E,)

tempy K

donde AFy, es el factor de aceleracién de Arrhenius (3.1).

Modelos para Degradacién

La falla de muchos productos pueden estar basados en un proceso de de-
gradacion; por ejemplo, en ciertos peliculas de polietileno, cuando se pierde mas del
50% de elongacién se considera que la unidad ha fallado; este nivel de falla puede
ser fijo o en algunos casos se puede considerar aleatorio. En algunas aplicaciones

existen mas de una variable de degradacién (o mas de un proceso de degradacién).

Meeker y LuValle (1995) presentan un modelo en el cual A, (¢) es la cantidad
de cierta sustancia disponible para la reaccién y A;(t) es la proporcién de la cantidad

que causa la falla en el componente al tiempo ¢, siendo esta reaccién de la forma

A ELooa,

con k; como constante de proporcién, teniendo la ecuacién

dA
dt
d A
dt

= —kA ¥

mklAl para kl >1



la solucién de este sistema de ecuaciones diferenciales es

Ai(t) = Ai(0)exp(—kit) y

Aa(t) = As(0) + A1(0) [1 — exp(—kyt)]

donde A;(0) y A2(0) son las condiciones iniciales. Si A3(0) = 0 tenemos lim A,(¢) =

t—o0

Al (0)7

As(t) = Ag(s0)[L — exp( )] (3.3)

Degradacién no lineal

Algunos simples procesos de degradaciones quimicas pueden ser descritos

por (3.3) en el siguiente modelo
D(t,temp) = Doo X {1 — exp[—Ry x AF(temp) x t]} (3.4)

Donde Ry es un tipo de reaccién al uso de la temperatura tempy, Ry x AF (temp)
es el tipo de reaccién a temperatura general temp y Do, es asintético. Cuando la
degradacion es medida sobre una escala decreciente de cero, en D, < 0 y especi-
ficando que la falla ocurre en pequefios valores de ¢ tal que D(t) < Dy. Igualando
D(T,temp) a Dy y resolviendo para ¢ tenemos el tiempo de falla en la temperatura

temp como

AF (temp)
T (tempy)
AF (temp)

T(temp) =

(3.5)

Donde —(1/Ry)log(l — D¢/ De) es el tiempo de falla en condiciones de uso.



El lado derecho de (3.5) muestra que el modelo vida/temperatura inducido
por este simple proceso de degradacién y el modelo de aceleracién de Arrhenius resul-
tan en un modelo SAFT (Scale Accelerated Failure Time). Con este modelo SAFT,
la degradacién por unidad en cualquier temperatura puede ser usado para determi-
nar la degradacidn (tiempo de falla) que la misma unidad tendra en otra temperatura
especifica, simplemente escalando el eje del tiempo por un factor AF(temp). Los
modelos de tiempo de falla también son escalados. Por ejemplo, Si T'(tempy), el
tiempo de falla al uso de temperatura, tiene una distribucién Weibull con parametro
de escala ay y forma § (i.e. T'(tempy) ~ WEIB(ay, 3)), entonces el tiempo de falla
en otra temperatura esta distribuido T'(tempy) ~ WEIB(ay/AF (temp), 3). Simi-
larmente, Si T'(tempy) tiene una distribucién lognormal con parametro de escala
exp(py) y parametro de forma o (i.e. T(tempy) ~ LOGNOR(uy,0))), entonces

T(tempy) ~ LOGNOR(uy — log(AF (temp)), o).

Degradacién Lineal

Considere que en el modelo (3.4), Ry x AF (temp) es pequeno entonces D(t)
es también pequeno en relacion D, obteniendo
D(t,temp) = Dy x {1 — exp[—Ry x AF(temp) x t]}

Do x Ry x AF(temp) x t

&

Il

Ry < AF(temp) X t. (3.6)

Es aproximadamente lineal en ¢ con pendiente R* x AF(temp) donde Rt = D, x
Ry. También algunos procesos de degradacién (llantas de autos) son naturalmente

lineales en el tiempo.
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Si la falla ocurre cuando D(T) < Dy, e igualando D(T,temp) a Dy y re-

solviendo para 7', tenemos que el tiempo de falla es

Dy 1 T (tempy)
t = — ==
T ( e Rg) “AF (temp)  AF(temp)

(3.7)

donde T'(tempy) = Dy/R}; es el tiempo en condiciones de uso. Asi mismo este

también es un modelo SAFT.

Aceleracién del voltage

Incrementar el voltage es otro de los métodos usados comunmente para
acelerar la falla de un material o componentes, como focos, capacitores, transfor-
madores, etc. El voltage estd definido como la diferencia en el potencial eléctrico
en dos puntos. los mecanismos de aceleracién del voltage, pueden estar dados al
mcrementar la carga en el voltage a niveles propios para disminuir la resistencia del
componente. Uno de los modelos para representar estos mecanismos de aceleracion,

es el de potencia inversa

Potencia inversa

Sea T'(volt) y T'(volty) los tiempos de falla que resultan para una unidad
particular al incrementar el voltage y las condiciones de uso del voltage, se obtiene

la relacién

Twolt) = Zr o) =

1+ \ 7
T'(volty) ( volt ) T(wolty)

volty



el cual es un modelo SAFT. Esta relacién de potencia inversa, voltage-factor de

aceleracion puede ser expresada como

T(volt it \™
AF (volt) = AF (volt,volty, ) = T(Z?Og:)) - (;;CZ?& ) '
U

Cuando volt > wolty, y f < 0, AF(volt,volty,() > 1. Siendo AF(volt) =

AF (volt,volt,, /) denota el factor de aceleracién.

Si el modelo para T'(volt) es un log-location-distribution, su pardmetro puede
ser expresado como p = By + Sy con o constante y x = log(volt) y (o es el valor
de p en volt = 1. Entonces log(t,) = o + 612 + ¢~ (p)o, los pardmetros 3, y ¢ son

caracteristicas del producto o material.

Método paramétrico para la estimacién de una PVA

Dos suposiciones son necesaria para empezar con el andlisis

1. La intensidad de los niveles de estrés (caracterizada por S, i.e. 219)) no cambia
el tipo de distribucién de vida, f(¢, 8(z)), pero los niveles de estrés han de influir

en los valores de los parametros.

0o

La relacién entre S'y 6(z) es decir § = ¢(S, a, b, ¢, ...) es conocida, excepto para
uno o mas de los pardmetros a, b, ¢, . . . ; es también necesario que se asuma, que

la relacion es valida para un cierto rango de elementos de S.

El objetivo aqui es obtener estimaciones para los parametros a, b, c, . .. basa-

dos en las pruebas de vida realizadas en grandes valores de S y luego usar estas
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estimaciones para hacer una inferencia acerca del valor de 6 en uso de condiciones

normales.

Es claro que el éxito del procedimiento depende de la eleccién correcta del
modelo. los modelos estan basados en las propiedades fisicas y caracteristicas propias
de los componentes a estudiar. Los modelos Arrhenius y Eyring parecen ser los
mas utilizados, sin embargo no esta de més intentar con algunos otros modelos

(presentados en la seccién anterior).

Para iniciar con el analisis, supongamos que tenemos ya determinada la fun-
cién de densidad de probabilidad apropiada a nuestro estudio, con lo cual, también
la funcién de riesgo asociada a los datos. Asumiremos que se realizé el disefio tipo

I, teniendo a §; como un estimador insesgado eficiente de §;

i
Ztﬁ —+ (T‘Li — ’I"i)trii

i

;

La fdp de 6; es la funcién de densidad gama con parametro de forma r;, asi que

g(6:) = W(%)I 6y

0_<_é.i<oo, r; > 1.

. R 6?
Claramente E(6;) =0 y Var(6;) = —.

Ty
Ha sido demostrado que si la distribuciéon es una exponencial, se tienen los

siguientes resultados

o 0= [—(ny — Dty + e+ -« + (s — 7 + 1)t.,4] /(1 — 1) siendo el estimador de

maxima verosimilitud de §;
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o Y =1y — 0; /n; es el estimador insesgado de minima varianza de Vi
o fy;y éi son independientes

e La fdp de 6; es la funcién de densidad gama con pardmetro de forma r; — 1,

tal que

>

Claramente E(6;) = 0 y Var(§;) = —

Dado que muchos modelos presentados anteriormente estan dados en términos
de la funcion de riesgo h;, es necesario ver la estimacién de esta funcién. Sea
h; = 1/6; un estimador de h; (basandonos en una distribucién exponencial), en-
tonces dado que g(éi) es conocida y dado que h; es mondtona en 6;, por un simple
cambio de variable, es facil ver que la fdp de h es la funcién de densidad gama

invertida, dada por

- =) gy 1y

= T
hi >0, R;>1,

donde R; = 7, o R; = 7; — 1 independientemente de que ; sea o no conocido.

Teniendo

] iR
E(h) = Ri ?1 para R; > 1
R2

h) = h2
Var(h;) h; (R~ 12(F —9)

para R; > 2.

Asi mismo h; es sesgado; sin embargo, si R; es grande h; tiende a ser insesgado y

también lo serd var(h;) & h;/R;. Valores grandes de R; implica que ; debe ser
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también grande, siendo esta una condicién con frecuencia dificil de cumplir ya que

en algunos casos es costoso hacer muchas repeticiones en los niveles de estrés zU).

Siguiendo con el analisis y asumiendo un modelo de potencial (o potencia
inversa) dado como 6(z) = C'/(2™")?, con C' > 0, para todos los valores de 2(® dentro
de un determinado rango. Un orden para obtener los estimadores de ¢! y P que son

independientes, y haciendo un ligero cambio en el modelo potencial, tenemos

C
0i(2) = ———,
ANy

para todos los valores de z() y siendo # la media geométrica ponderada, definida
I y g '

como

k k
s =[] (z0) "/

i=1
dado que la fdp de éi, g(éi) es conocida y debido al esquema de aleatorizacién
determinado en el disefio experimental tipo I, podemos asegurar la independencia

delas ;,i=1,2,... k. La funcién de verosimilitud de C y P, L(C, P|é) puede ser

escrita de la siguiente forma

k R z(i) PR Rl RLé z(i) P
—1 ) L4 ‘ _inb
EF (R;) I < p ) (@) exp o ( P ) ,

donde 8 es el vector [él, Os, ..., ti]. El estimador de méxima verosimilitud de P vy

C, Py C, respectivamente, estdn dados por la solucién de las dos ecuaciones:

X R (29)2)"

O k
Y B

(3-8)

E N Lo
ZRL-@( &> log —— =0 (3.9)
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Dado que las ecuacién (3.8) y (3.9) son no lineales, su solucién requiere de algtin

método mumnérico para obtenerla. Asi mismo, tenemos los siguientes resultados

£ 2 osric, o) ¥
- [ambg S - < )
& ‘ 2
[aczlog/:(c P|e)_ - ,
82log L(C, P|O) |
—E[ oPSC | 0

la varianza asintética y la covarianza asintética de P y C son

—1
. ()
Var(P) = Z&(log )} , (3.10)
=1 . B
Var(C) = o2 =C? (ZRL) (3.11)
i=1

Cov(P,C) = 0.

Procediendo a realizar inferencias para 6,, el tiempo de media de falla al

usar las condiciones de estrés z,,.

Sea 0, = C(z,/%)"" la estimacién de maxima verosimilitud de 6,, del resul-
tado de que C'y P son asintéticamente insesgados y asintéticamnete independientes,

y trabajando bajo muestras grandes, tenemos

E(d) = CE {(%“)“P} .

Si la aproximacion para muestras grandes para Py C es valida, entonces

CAN(C,o%) 'y  PAN(E,0%),
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donde ~N(C,5?) denota una “distribucién aproximadamente normal” con media L

y varianza o2.

SiJy = (24/2), Yo, = Jf y K. = log J,, entonces para un valor dado de z,,
es claro que

}/uNA [KuPa (A’uUP)2] )

donde ~A(u, 0®) denota “distribucién aproximadamente lognormal” con parametros

oy o®. De resultados obtenidos tenemos que

EY,Y) =exp E (Kuop)? - Kup)}

Fa

E@6,) ~C (@)43 exp Bcf% (log Z—“)z} :

Asi mismo, 6, es un estimador sesgado de 6,, pero dado que el sesgo es
términos de o y o, cantidades que son conocidas aproximadamente cuando el

tamano de muestra es grande, un estimador insesgado para 6, es

=0(%) "on [yt (162)]

la varianza de 6 es
~ 24\ 2 ~ 2\ P
Var(6) = exp [— (ap log —z—> } Var {O (M) } ,

teniendo que

Var {C’ (%E) —1 = BE(C*)E(5") - {E [O (%)_P} }2’

y dado que
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tenemos

Var@ = () {iot+ e [o3 (e )] -}

z

en la practica C'y P son desconocidas y por lo tanto una estimacién de la varianza

Var(6,) en términos de o2 y 0% puede ser obtenido usando P y C en lugar de P y

C.

Para obtener una aproximacién a los intervalos de confianza para 6 es nece-
sario asegurar que la funcién relativa de méxima verosimilitud de Oy Rn(6y) es
simétrica y en forma acampanada. Esto establece el hecho que la estimacién de
méxima verosimilitud de 8,, 6, estd distribuido aproximadamente normal. FEn-
tonces R,(6,) es obtenido colocando C' = 6,(z,/%)F en L(C, P|@) y maximizando
L(C, P|@) con respecto a P, se sigue que

k A\ Pe.)7 - A P(6)
1 -1 RL' Z(z) ~\ fi—1 Rﬂi Z(L)
Rn(6.) = 5 [T (R) [?(Z) } (6) " e [— - (Z ,

wu

k

TN & NN G R
log = — 0, | = log =
ZR‘ ng Hu;R <zu) o8 Zu

1

La siguiente tabla, muestra los resultados obtenidos, al aplicar estas férmulas
(el programa se hizé en Matlab) aplicando el método de Newton para encontrar una
estimacién de Py C de las férmulas (3.8) y (3.9), tenemos P = 2.9378, €' = 0.0390,
y de (3.10) y (3.11) tenemos que la varianza de P y € son 0.0344 y 1.5246F — 05
respectivamente. El estimador de maxima verosimilitud de 8;, 6; es calculado usando
0; = C’/(z('i)/é)ﬁ, i=1,2,...,5 1y el correspondiente estimador insesgado de 6, §

fue obtenido usando § = C'/(2® /)~ exp [—302log(z"/5)?] .
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DISTRIBUCION DE BIRNBAUM-SAUNDERS

Las pruebas de vida a menudo generan conjuntos muy pequefios de datos
los cuales, pueden modelarse razonablemente bien mediante algunas familias de
distribuciones de vida de dos pardmetros. La regién de mejor ajuste es usualmente
la central. En pruebas de vida, sin embargo, el interés por lo general se centra en
las colas de las distribuciones. En consecuencia la falta de observaciones en las colas
causa problemas en la seleccién de la densidad que se utilizard para modelar las

observaciones.

En la seleccién del modelo que usaremos para describir los datos, se deben
tomar en cuenta tanto el ajuste de distribucién a los datos como la relacién que tenga
tal densidad con el fenémeno que proporcionan los datos. Por ejemplo, consideremos
un sistema hipotético que consiste de una o mas unidades idénticas. Una de las
unidades es designada como la unidad primaria y las otras como unidades de respaldo
de ésta. El sistema opera usando inicialmente la unidad primaria. Suponga que la
primer unidad de respaldo es puesta en operacién al instante en que la unidad
primaria falla. Cuando la primer unidad de respaldo falla la segunda entra en
operacién (en caso de existir), y asi sucesivamente. El sistema opera tanto como
cada una de las unidades pueda operar. El tiempo de vida del sistema es asi la
suma de cada una de las unidades en el sistema. Asumamos que las unidades no

se desgastan con el uso y que las fallas de las unidades son idependié¢ntes una de
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otra. Bajo este escenario, suponga que el tiempo de vida de cada unidad puede ser
modelado por una distribucién exponencial. Entonces, el tiempo de vida del sistema

se modela como una distribucién gamma.

Como otro ejemplo, consideremos un sistema que consiste de n unidades
operando en serie. Esto es, el sistema falla cuando cualquiera de las unidades indi-
viduales falla. Asumamos que las fallas de cada unidad son independientes una de
otra y que el tiempo de vida de cada unidad tiene una distribucién exponencial con
media A. El tiempo de vida del sistema estd dado por una distribucién exponencial

con media A/n.

(GGénesis

Birnbaum y Saunders (1969) tenfan conocimiento acerca de un tipo de falla
en materiales debido a fatiga. Usaron esta informacién para derivar la distribucién
de vida que ahora lleva su nombre. En el proceso de fatiga que ellos estudiaron

asumen lo siguiente:

1. Un material estd sujeto a repetidos ciclos de cargas o choques, los cuales pro-

ducen una fisura o desgaste en el material.

2. La falla ocurre cuando la fisura o desgaste en el material sobrepasa cierto nivel

de resistencia (umbral) de este, denotado por w.

3. La secuencia de cargas impuestas en el material son las mismas ciclo tras ciclo.

=

La fisura o desgaste Y; durante el 1—ésimo ciclo se distribuye normal con media

p y varianza o2
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5. Las fisuras en diferentes ciclos son independientes.

El desgaste acumulado al fin del n—ésimo ciclo esta dado por Z, = > - | Yi.

Esto, aunado con los puntos 4 y 5, se tiene que Z,, tiene una distribucién normal

con media nu y varianza no?.

Ahora, sea N el miimero de ciclos hasta la falla. La funcién de distribucién

de N esta dada por

P(N<n) = P(N<n,Z,>w)+ PN <n,Z,<w)

= P(Z,>w)+P(N<n,Z,<w).

Note que P(N < n,Z, < w) tiene probabilidad positiva ya que Z, se distribuye
normal. Birnbaum y Saunders consideran esta probabilidad despreciable y usan la
siguiente aproximacion:

P(N <n)=P(Z, >w)
estandarizando, se tiene que:

Ly — Ny L
o\/n av/n

Iy — N N — W
= P <
( oyn T oyn )

-+

Birnbaum y Saunders usan la ecuacién (4.1) como una definicién de una

P(N<n) = P ( > y por simetria, obtenemos

distribucién continua de vida, reemplazando la variable aleatoria discreta N por

una variable aleatoria continua 7' y el argumento discreto n por el continuo ¢,
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i.e., reemplazan el mimero de ciclos hasta la falla IV, por el tiempo total de fun-

cionamiento T y el n-ésimo ciclo por el tiempo t. Tomando o = o/, /Wi, B = w/p

gt a,B) =a? (.\/t/ﬁ — wﬁ/t), se define la funcién

)

= ®(g(t;a,0)) (4.2)

para t > 0 y cero en otro caso. Esta es la funcién de distribucién acumulada para

la distribucién de tiempos de fatiga de Birnbaum-Saunders con pardmetros o y 3.

o= (V)

oo ¥ Ucr+ (U(r>2+1
po| 2 /Wi 2\ /wp

2

1 1.\?
= B |zUa+ §Ua +1] . (4.3)

Por otra parte de (4.1),

o equivalentemente,
2

La funcion de densidad de la distribucién, que se denotard por fr(-) = f(-),

es obtenida al diferenciar (4.2) y esta dada por
0
psod) = (Goas)slita.s)

donde ¢ es la densidad de la distribucién normal estdndar.

Asi
2
L[1et2 1p2) 1 L [ B
frito, ) = E[ 57 T tg/z}\/z_ﬂ_exp -3 Q2< B_\/;)
1 ! g 1 [t B |
- 5{\/‘;#@_%‘* 2m2t3}e"p<‘§;z'<g+;-2)) (4.4)
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para t > 0, y cero en otro caso. El soporte de la distribucién es [0, c0) y tanto el

pardmetro o como (3 son positivos.

Ahora, para encontrar la funcién de confiabilidad y de riesgo de la distribu-
cién Birnbaum-Saunders, desarrollaremos la ecuacién (4.2). Primero, sabemos que

®(z) es la fda de la distribucién normal estdndar, entonces

1 o 1
P(zY=P(Z2 < 2)= — ex —-t2>dt
(2) = P(Z < 2) V%/_w p(2

y como ésta distribucién es asimétrica respecto al origen

1
O(z) = exp (—~~t ) dt

ahora, tomando la aproximacién

0 1,2\k
exp <—%t2> = Z ﬁ—i—fj—
k=0

Asi
: 2 ‘(-3
/exp (——t)dt = /Z o dt
0 - O k=0

por lo tanto

Asi

1 1« (‘%)k -1 i b -
F(ta,B) = §+\/'2;Z(2k+1)k! (a (M%_\E))
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Ahora, la confiabilidad estd dada por F(¢) = 1 — F(t), entonces

0 el ()

Y- \/Qﬂazts]exp< (542 22)121'
%—757712( (+1 ( (fﬁ\f))

Propiedades Basicas

>
N
o+
p——
|
[
—

Sea T una variable aleatoria que se distribuye Birnbaum-Saunders con para-
metros o y . Birnbaum-Sainders probaron algunos resultados concernientes a esta
distribucién. El pardmetro o controla la forma de la distribucién. La distribucién
tiene un sesgo mas positivo conforme crece el valor de a y se vuelve mds simétrica,
cuando « se aproxima a cero. El parametro  es un parametro de escala, también

la mediana de la distribucién.

El valor esperado de T" usando (4.3), para (7'/3)" es

o ([5) - [z G ])
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r m
ademas con el teorema del binomio (a + b)? = Z o™ *b* obtenemos
k=0 \ L
2r - j
T " 27 o 2 Ji/r2 o 2r—j
E(|Z] ) = B(1|5U 2 .
(1) = 2| 7 e ({5 ) 50)
St s es tmpar L aU>2+1t 2yl =0, entonc
» (2 [2 } =0, entonces
T1" : 2r o \2 Tra q20-9)
E(|=]) = E(|(S0) + 1} Su
(FID R N E (GRS

aplicando nuevamente el teorema del binomio, en j

() - 5[ 7)e(5[ 1o @y

7=0 | 24 s=0 |\ g / =

d 2r d J [ rps—i) { Q200 Fs—3)
> ) E _(U)Z( e (5) }

E ([%] ) existe siy sélo si E [(U)Z(”s"“j)] existe. De Leiva, Diaz (2002) obtenemos

que la media y la varianza de la distribucién, estan dadas por

E(T) =g (1 + %az)

5
V(T) = (aB)? <1 + Iaz)
respectivamente. Si ¢ > 0, entonces ¢7I' tiene una distribucién Birnbaum-Saunders

con pardametro de forma « y escala ¢(3. La variable aleatoria 7! tiene una distribu-

cion Birnbaum-Saunders con pardmetro de forma a y pardmetro de escala 8! con

E(T1) = f71 (1 + a¥/2).
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Sea hr(t;a, 8) la funcién de riesgo de 7' va en aumento y luego decrece.
Esta no decrece hasta cero, como la funcién de riesgo lognormal, pero en cambio
decrece a una constante positiva. En efecto es facil comprobar que

1
2020

tlim hr(t; e, B) =

Birnbaum-Saunders considera este comportamiento de la funcién de riesgo positiva-

mente.

De modo sorprendente consideramos esta caracteristica particular de la dis-
tribucién como una virtud dado que va de acuerdo con los hechos observados. En

los datos de fatiga, no siempre podemos asumir que la razén de falla seré creciente.

.Es la familia de distribuciones Birnbaum-Saunders

una familia exponencial?

Existe una controversia en determinar si la familia de distribuciénes Birnbaum-
Saunders es de una familia exponencial, en McCarter (1999) dan el siguiente resul-

tado.
Recordemos que la familia de densidades,
{f(t;60):0 €0 C R}

se dice que es una familia exponencial con k parametros si y sélo si cada densidad

puede ser escrita por

f(t0) = a(6)b(t) exp ch(e)dj (t)) (4.5)
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donde a(f) y ¢;(0), j = 1,... ,k, son funciones de valor real del parametro 6 las

cuales no dependen de la observacion ¢ y donde b(t) > 0y d;(¢), j = 1,... ,k

> )

son funciones de valor real de la variable ¢ las cuales no dependen del parametro 6.
Denotando la densidad de la distribucién de Birnbaum-Saunders con pardmetro de
forma « y pardmetro de escala § por Fr(t;«,3). Entonces reescribiendo en (4.4)

obtenemos

fr(t e, 0) = 2—72\/3_—&——2 (\/%+ \/g) exp <—2—;—2 (é + —f— - 2>>
- T ) () ()

- e L (D)) as

Dado que 3 no puede ser factorizada del término (1/v/t + 3/ V) en (4.7),
necesitamos factorizar en (4.5) no siendo esto posible bajo esta parametrizacién par-
ticular, y apareciendo que la familia no es una familia exponencial de dos parametros.
Si 3 es conocido y « es desconocido, entonces claramente de la factorizacién en (4.6)
que la familia de distribucién es una de una familia exponencial de un parametro. No

es una familia exponencial de un parametro cuando « es conocido y 3 desconocido.
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Estimacion de Parametros de la distribucién

de Birnbaum-Saunders

Birnbaum-Saunders (1969) propusieron el siguiente método para calcular los
estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros. El estimador de méxima

verosimilitud de 3 es la dnica raiz positiva de
P -p{2H+ K@} +H{T+ KB} =0 (4.9)

donde

J=1
H — n—lzr‘[?j——l
L Jj=1
7 -1
K@) = [ (B+T)"
L =t

Habiendo calculado 3, el estimador de maxima verosimilitud & de o puede

ser obtenido directamente de la férmula
1/ X 1/2
a=2 [5 (Tﬂ”l + H‘lﬁ) - 1} (4.10)
como un valor inicial para usar en la solucién iterativa de (4.9) la “media-media”

es sugerido. Esto ademas muestra que si

1/2

2T < 3H +min(Ty, Ty, - - - , Ty).

El método iterativo de Newton-Raphson convergera a 8 para cualquier valor inicial

entre Ty H. Si 2H > T entonces la iteracién calculada de
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convergerd a [3.

La “media-media” (TH)Y2, referida anteriormente, tiene aproximadamente

una varianza (para n grande)

-1
nt E— (1 + —gaz) (1 - ioﬁ) ,82042] : (4.11)

El valor esperado es aproximadamente

B

1 3 1,\ 7
1 ~ {1 ~ 2 -2 2. —1 1.12
+4(+8a)(1+4a> an} (4.12)

1/2

para o < /2 se sugiere que (T'H)'? pueda ser usado en lugar del estimador de

méaxima verosimilitud de 3.

Ahmad (1988) noté que mientras el estimador de “media-media” es asintoti-
camente insesgado tiene un sesgo positivo para muestras de tamano finito, El sugiere
el siguiente estimador de Jacknife, basado en una muestra aleatoria 7,75, - ,T;,

de tamano n = myg (siendo m y g enteros). Dividiendo la muestra en m grupos

By, Bs, -+, By, de tamano g cada uno, calculando
B = _Z(L)_TJ
l Z(i) ijl
donde ),y denota la suma sobre todoslos j = 1,... ,n excepto j =i (i=1,...,m).

El estimador de Jacknife es

B =mBs— (1—m™) Z B (4.13)
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Donde

1/2

> T
j=1

Bo=1=
2.7
j=1

Ahmad (1988) también demostré que 3* definida en 4.13 es un estimador

consistente de 3 (como lo es también el estimador “media-media”).

Por otra parte una alternativa de aproximacién basada en la idea de la
ecuacién del primer momento nos lleva al estimador. Dado que a™! {(T/ B2

—(B/T)"?} tiene una distribucién normal.

6@
)" ()"

& Ti1/2
Ti—1/2

correspondiendo a cualquier estimador 3, y susitituyendo en (4.10) obtenemos

7 n 7 1/2
Q. = {n—l > (5;1 T +562T[1) — 2} . (4.14)

1=1 i=1

E =0

teniendo

n

n_lz

=1

obtenemos el estimador

/3/

Ademés, teniendo el valor de (3, el estadistico obtenido reemplazando . por 3 en la

ecuacién anterior nos da el estimador de maxima verosimilitud de a, distribuyendose

como axn/ /M-
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Comparando (4.14) y reparametrizando u = § y A = Ba~2 se observa que
existe una clara relacion entre las distribuciones Birnbaum-Saunders y la inversa

Gaussiana. Note que (4.8) es una mezcla (con igual peso) de la Inversa Gaussiana

IG(IB, ﬁ@ﬂ) y el reciproco IG(IB’ /3*1042)_

Engelhardt, Bain, y Wright (1981) senalaron que la fdp dada en (4.14) sa-
tisfacen las condiciones de regularidad que aseguran que los estimadores de maxima
verosimilitud (&, §) de (o, 3) tienen una distribucién normal bivariada conjunta con

media (o, 3), y matriz de varianza-covarianza

nBij(a',ﬁ)"l 1,7=1,2

donde
Bu(a,8) = 2a7! (4.15)
Biz(e, ) = Ba(a,p)=0
Bula,8) = 02 {3 +a 410}

siendo

rey=2 [ {1+ en) " - 5T¢<z>dz, #z) = ¥'(2).

Donde, &(t) = t'/2 — ¢t7'/2. Engelhardt (1981) utilizaron este resultado
para construir un procedimiento para inferencias en muestras grandes sobre o y [3.

La variable y/n(&a™ — 1) es aproximadamente un estadistico pivote, teniendo un

—-1/2

distribucién libre, como también lo es n'/2(351 — 1) {1+a2—1I(a)} por lo
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tanto el intervalo de confianza al 100(1 — €)% es

(éu {1 + (271)‘”1/21&17%} e {1 + (277,)"1/21% })

para « y

—1

i | e

Bll14+n1231+ (Z +a? - I(&)> ull/z}} g
1 —1/2 —L

1+n /2 {1 + (1 +a7% — I(@)) ul/ZH

~

s

para (.

Por otra parte Achcar (1993) desarrollé una estimacién Bayesiana, basada

en dos distribuciones conjuntas previas “noinformativas” para a y (.

Distribucién Seno Hiperbdlico-Normal

En esta seccién se considera el modelo log-lineal para la distribucién de Birn-
baum-Saunders. Tal modelo puede ser de uso en aplicaciones a materiales sujetos a
diferentes patrones de ciclos de estrés. Frecuentemente, existe el interés en predecir
la vida del material que se encuentra en fatiga a niveles bajos de estrés. Pero
conducir pruebas a niveles bajos de estrés, nos llevan a consumir mucho tiempo,
sin embargo para evitar este problema, se pueden hacer pruebas a niveles altos de
estrés v luego los tiempo de falla a niveles bajos de estrés son estimados dadas las
caracteristicas (empiricas) de las propiedades del material. Este tipo de prueba es

conocido como ‘“Pruebas de Vida Acelerada.”

Suponga que se tiene cierto metal sujeto a ciclos de carga, denotada por S

rango de estrés por ciclo o E rango de fuerza por ciclo ; o W, trabajo por ciclo, y



79

sea N el niimero de ciclos a la falla del especimen. Algunas leyes empiricas que han

sido probadas como ttiles son de la forma
log(N) = a+ bz (4.16)

donde z puede ser S, E, log(S), o log(E), o log(W,) segin la American Society for
Testing Materials (1981), la eleccidn de = depende del material y de las condiciones

de prueba.

La ecuacién (4.16) se basa en las siguientes suposiciones

1. El niimero de ciclos a la falla tiene una distribuciéon Birnbaum-Saunders y N

en (4.16) representa la mediana de la distribucién.

2. El parametro de forma o es independiente del trabajo por ciclo.

Por otra parte si 7" se distribuye como (4.8), y ademas si ¢ > 0 entonces
¢TI tiene una distribucion Birnbaum-Saunders con mediana ¢f y cumpliendo las
suposiciones anteriores, tenemos que la ecuacién (4.16) puede ser representada de la

siguiente forma
N = eothe§ (4.17)

donde § se distribuye Birnbaum-Saunders con parametro de forma « y escala igual

a 1. En (4.17) N es una nueva variable aleatoria, tomando logaritmo obtenemos
log(N) = a + bz + log(6) (4.18)

El modelo anterior es un modelo log-lineal. Note que el ruido aleatorio es ahora

aditivo.
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El siguiente teorema muestra la relacién de la distribucién Birnbaum-Saunders

con la Distribucién Seno Hiperbdlica Normal.

Teorema 4.1. Sea T una variable aleatoria con distribucién de Birnbaum-
Saunders, con parametro de forma o y pardmetro de escala 3, entonces la distribu-
cidn de Y = log(T') es una distribucién senh—normal con pardmetros de forma, de

localizacién y de escala dados por «, v = log(f3), y o = 2, respectivamente.

S1 T es distribuida como en (4.8) y Y =log7 (i.e. 7' =¢eY), entonces

- 1
O(Al (B~1/26Y/2 _ ,(31/28—Y/2) — 2oflsenh{5(y o 7)}

L

donde v = log § tien una distribucién normal unitaria. Este es un caso especial (o =
2) de la distribucién senh — normal denotada por SN(c,~, o), Rieck y Nedelman

(1991) analizaron la distribucién de Z si
207 'senh {(Z — ~)/o} (4.19)

tiene una distribucién normal unitaria. La fdp de Z es

pz(z) = 2 (aov2r) " cosh {z - 7} exp [—za*Zsenhz {E’_;_;l H . (420)

Esta distribucién tiene algunas propiedades interesante:
1. La distribucion es simétrica en el parametro de localizacion ~y
2. La distribucién es estrictamente unimodal para o@ < 2 y bimodal para o > 2

3. La media y la varianza estan dadas por E(Z) = v y var(Z) = o®w(a), donde
w(a) es la varianza cuando ¢ = 1. No hay una expresién en forma cerrada
para w(a) pero Rieck (1989) probd una aproximacién asintética para valores

pequenos y grandes de «
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4. 81 Zy ~ SN(a,~y,0), entonces S, = (Z —v)/(.bac) converge en distribucién a

la distribucién normal estdndar como « se aproxima a 0.

Una generalizacién de los modelos (4.16) y (4.18) nos permite analizar una

gran cantidad de variables.

Sea 14,75, ...,T, variables aleatorias independientes para las cuales, cada
T, se distribuye Birnbaum-Saunders con parametro de forma «; y escala 3;. En la
distribucién de 7; se asume que depende de un conjunto de p variables explicativas

denotadas por z; = (41, T2, - - . ,Tip), COMO sigue:

1. B; = exp(«;0) parai=1,2,... ,n, donde & = (6;,0s,... ,0,) es una vector de

parametros desconocidos, que seran estimados.

2. El parametro de forma es independiente del vector z;; esto es, a; = « para

1=1,2,...,n.

Birnbaum-Saunders (1969b) mostré que si ¢ > 0, entonces ¢7; tiene una
distribucién de Birnbaum-Saunders con pardmetro de forma « y escala ¢f;. Usando
este hecho y las suposiciones anteriores, podemos expresar a 7; = exp(z.0)6;, 6; se
distribuye Birnbaum-Saunders con o como parametro de forma y la escala igual a
1. Si representamos a Y; = log(7;), tendremos entonces Y; = ;6 + log(6;) dando
un modelo Log-Lineal para la distribucién de Birnbaum-Saunders en el cual log(é;)
es el error del modelo. Al usar el teorema 4.1 se observa que el término error se
distribuye SN(«,0,2). Rieck y Nedelman (1991) desarrollaron los estimadores de

maxima verosimilitud y minimos cuadrados para el modelo

Y; = z}6 + log(:) (4.21)
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obteniendo

4\ & Y — 26
&% = (;J ) senh? {—ng—} : (4.22)
i=1 =

v 6 como el estimador de méxima verosimilitud de 6. El analisis detallado de los

estimadores anteriores, se presentaran en el Modelo 1 del capitulo 4.



MODELACION DE VIDA ACELERADA

En este capitulo presentamos el uso de la distribucién Birnbaum-Saunders

a una prueba de vida acelerada.

En general en el marco paramétrico los datos son usualmente modelados
de la siguiente manera: (i) Adoptar una funcién de riesgo base (base-line) para
modelar los datos. (ii) Sustituir para una distribucién de parametros 6, en un
modelo de aceleracién g(-) que depende de los niveles de estrés en aceleracién (y
otros parametros). (iii) Obtener estimaciones de los pardmetros desconocidos en
elevados niveles de estrés y luego usar estas estimaciones para hacer inferencias

acerca del valor de los mismos, en uso de condiciones normales.

Un modelo de aceleracion, el cual ya fue usado con anterioridad, es el modelo

de potencia inversa, presentado de la siguiente forma
g(V) =~V (5.1)

donde la variable de aceleraciéon V' > 0 es un nivel de estrés asociado a las causas
que ocasionan la falla. v > 0 y n > 0 son parametros desconocidos. El modelo
(5.1) sera usado como base para el andlisis de los datos de la muestra 1, muestra 2

y muestra 3.

Ajustando el modelo con la distribucién de Birnbaum-Saunders a cada una

de las muestras en los tres niveles de estrés es posible, pero también pueden ser
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analizadas usando un modelo de PVA con la distribucién Birnbaum-Saunders dada
en (4.2) y el modelo potencia inversa (5.1), la pregunta es entonces, como debe ser
usado el modelo de aceleracién, dado que la media de (4.2) es una funcién de o y 33,
un simple reemplazo de la media por el modelo de aceleracién (como en el capitulo
2, en el cual se utilizé una distribucién exponencial) no es muy facil. Ademss, en
este capitulo mostramos tres modelos, pero solo resultados en el primero y tercero.
El primero muestra el trabajo hecho por Rieck y Nedelman (1991) en el cual se
sustituye (5.1) en el pardmetro (3, el segundo analiza el trabajo presentado por
Durham y Padget (1997) el cual, no desarrolla un verdadero modelo de PVA, si no
maés bién, hace una reparametrizacién de (5.1) y el tercero muestra una sustitucién

sobre la reparametrizacion en el segundo modelo.

Modelacion con Distribuciéon Birnbaum-Saunders

Modelo 1

Este modelo desarrolla un modelo de vida acelerada usando la sustituciéon

en el pardmetro 3 en (4.2) y basandonos en los resultados del teorema 4.1. Esto da

)T e

t>0,a>0,v>0,7>0.

una distribucién de la forma

[0

F(tV) = ¢{l

En Rieck y Nedelman (1991) se investiga un modelo muy similar a este,

dado que 3 es el pardmetro de escala, la variable aleatoria T' ~ BS(«, ) puede ser
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escrita como 1" = X, siendo X ~ BS(a,1). Si 8 es reemplazado por un modelo
de aceleracion, entonces T' = g(V)X. El modelo de aceleracién que sugieren Rieck
y Nedelman es g(V') = expla + bV], asi que después de tomar el logaritmo natural
obtenemos

logT = a+ bV +log X

siendo un modelo log-lineal. La estimacién de a y b puede ser obtenida por minimos
cuadrados y a solamente puede ser estimada usando méxima verosimilitud. El error
dado por log X tiene una distribucién seno-hiperbélico y las propiedades de esta
distribucién se dieron en el capitulo 3. Por otra parte, tomando g(V) = AV ™"y

aplicando logaritmo a T' = ¢(V)X tenemos
logT; = logy — nlogV + log X;.
denotando Y; = log T, .0 =logy —nlogV y & =logX.

Los estimadores de maxima verosimilitud de @ se encuentran resolviendo
log(L) = > log(W;) — > Z?/2+ K,
donde

W, = (2/a) cosh|(y; — «.6)/2] (5.4)

Z; = (2/a)senh((y; — 16)/2] (5.5)



86

Derivando log(L) respecto a & y «, (i.e. 7, n, ), obtenemos las ecuaciones

de verosimilitud

1
= QOparaj=1,...,p (5.6)

dlog(L)/da = —nja+ (1/a) Z ZF =0 (5.7)

una expresion para el estimador de maxima verosimilitud de a? en términos de los

estimadores de maxima verosimilitud de 6, se puede encontrar resolviendo (5.7)

4 Y, — 20
I 2 3 7
ot = (71) E senh {-—*2 }

1

Para estimar 8 de (5.3), usamos una estimacién de minimos cuadrados dada
por

0=(X'X)"'X'Y (5.8)

donde Y es un vector columna de y;’s y X la matriz del sistema. La matriz de

covarianzas de @ estd definida por

cov(0) = dw(a) (X' X)),

un estimador insesgado de w(a) es

Otra forma de estimar ¢ es por medio del método de Newton-Raphson o
el Método de Fisher, siendo éste tltimo un procedimiento iterativo de minimos

cuadrados para calcular los estimadores de méaxima verosimilitud, cuya férmula es

n(m) — ,r’(m—l) + [I (,r’(m—l))] —1 U(m—l)
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donde n(™’ = (0(’”)', a(’”)> es el vector de pardmetros estimados en la m-ésima
iteracién, I (n™=1) es la matriz de informacién evaluada en M=l y Ugmn-h g

el vector de las primeras derivadas de la funcién de log-verosimilitud evaluada en

(m—1

7 ). Sustituyendo en valores apropiados, obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones

X' X0 = X'y (5.9)
y

a™ = [al™ /2] { 1+) Z.?/n} : (5.10)

siendo Y* = X0 4 2/C (a(m_l))} R y R es un vector columna con la -ésima
componente dada por [Z;W; — (Z;/W;)] siendo W;, Z; las ecuaciones (6.4) y (5.5)

respectivamente, evaluadas en (9<m”1), a(m"l)).

El sistema de ecuaciones dado en (5.9) tiene la misma forma que las ecua-
ciones normales de minimos cuadrados excepto que estas ecuaciones tienen que ser

resueltas en forma iterativa, dado que Y* depende de los paramétros.

El algoritmo con el cual se estiman los pardmetros es el siguiente

1. Encuentre ) usando minimos cuadrados ordinarios de (5.8). Encuentre a(®

de 89 usando la rafz cuadrada de la solucién de (5.8)

o

.m—=1=0
3. Calcule R y luego Y™ usando a1 y gm—1),

4. Caleule 8™ usando minimos cuadrados ordinarios con X y Y*. Calcule a(™

de (5.10) usando 8™V y o(m=1) o 7.
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5.8 6™ — gtm=1) | v | a®™ — a1 | son suficientemente pequenos, entonces

pasar al paso 7
6. Agregar 1 a (m — 1) y pasar al paso 3.

7. Parar y usar n(™’ = (9("‘)’, a(m)) como un estimador de mixima verosimilitud.

La estimacién de percentiles es importante y ademés muchas veces es mas
necesario el valor de un percentil pequenio. Denotando a ¢,(V) como el percentil p%,

para (5.2) y un p especifico, tenemos

2
(V) = - |az, + Va2 1 1] (5.11)

A
siendo z, = ®71(p), el 100%p de la distribucién normal estandar y el estimador de
maxima verosimilitud de (5.11) puede ser obtenido por sustitucién de los estimadores
de maxima verosimilitud de «, , 7. Las bandas de confianza en (5.11) pueden ser
calculadas usando la distribucién asintética de £,(V) usando el teorema de Delta
Cramer y la distribucién multivariada de 6 = (é ,%,7)T. Asi mismo la derivacién de
la matriz de informacién de Fisher para el modelo (5.2) serd necesaria. Siguiendo
con los fundamentos del modelo 1, podemos comprender que para valores grandes
de m la distribucién aproximada de 0 puede estar basada en la teoria de normalidad
asintOtica para estimadores de méxima verosimilitud, dado que las condiciones de
regularidad existen, como m tiende a infinito (n;/m — p; > 0) para todo i =
1,2,... ,k, tenemos que [I,,(8; V)]0 — 8) — Z, donde Z es una distribucién
normal trivariada con vector de media cero y matriz de covarianza I,,(0, V) es la

matriz de de informacién de Fisher para (5.2) basada en m observaciones.

Dado I,,(6; V'), entonces la distribucién asintética para ¢, (V) en funcién de
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0 es por medio de el método de delta cramer
(£ (8; V)2 [6,(V) = (V)| = [Vi,(V)[ 2

Vit,(V) = el vector gradiente para t,(V), desde luego que las derivadas parciales
son obtenidas en términos de los elementos de 8. Para obtener 7,,(8; V') necesitamos

el valor esperado de las 6 derivadas siguientes
el 5l Pl
E ( da? )  F (80487) B (8a877>
Pl 021 Pl
EFl| — E e
(@72)’ <378n>’ E(anz)
Obteniendo las siguientes formulaciones
ol 2m
— 2
E ( B ) L (5.12)
52l Pl
= E = R
2(~az) = & (zaay) =° (>:19)
Pl m (1 1 ,
= (5s) = 5 (w+i) o
k
(57

77) _% (é * ZD > nalogVi, (5.15)
= (59)

i=1
Usando estas expresiones en I,,,(8, V'), la varianza asintética de los estimadores de

Il

lIe

iR

k

(55 + i) S ni(log Vi)®. (5.16)

1=1

e

maéxima verosimilitud de «, -, 7 son encontrados en los elementos de la diagonal de
I-1(8,V), asi mismo, estas varianzas pueden ser usadas para aproximar intevalos

de confianza para los parametros.
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Modelo 2

El desarrollo de este modelo fue dado por Durham (1997) , aqui la carga no es

ciclica y un tamano de efecto es incorporado al modelo

Suponga que un sistema es puesto bajo cargas de tensién que esta incre-

mentandose hasta que falla. Asumiendo que:
e El incremento de carga es en forma discreta en cantidades pequefas.

e Cada incremento de estrés causa una cantidad aleatoria de dafo D (variable

aleatoria no negativa) con funcién de distribucién Fp.

e El sistema tiene una resistencia fija teérica denotada por U, pero la resistencia
inicial del sistema es una cantidad aleatoria que es la reduccién de la resistencia
del sistema tedrica por una cantidad del dafio inicial. Esta cantidad de dafio
inicial es en cierta forma algo inherente en el sistema y esta representado por
la varialbe aleatoria Xj. Por lo tanto la variable W = ¥ — X, es una reduccién

aleatoria de la resistencia tedrica.

El dano acumulado del sistema después de n + 1 incrementos de estrés de tensién,

esta denotado por
Xn+1 =X, + D, (517)

en el supuesto de un dano aditivo. Aqui, los D,, son independientes e identicamente
distribuidos segun su distribucién Fp. El N denota el mimero de incrementos de

estrés aplicados al sistema hasta que este falle.

N=supy{n: X, ~Xo<¥—Xp,..., X, 1 — Xp < T~ Xp},
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P(N > n|¥ — Xy = w) = P(X, — Xo < w) = Fy(w), dado que {X,} es una
secuencia de terminos no decreciente. La probabilidad de sobrevivencia después de

n incrementos es entonces

P(N >n) = /OOO F(w)dGy (w)

donde G, (w) es la funcién de distribucién para la resistencia inicial W. Para va-

lores grandes de n, Durham (1997) demostré que F,,(w) es aproximadamente una

distribucién normal, iniciando en (5.17), se tiene que la cantidad de dafio acumulado

al estado n, es simplemente Z;:ol D; = X,, — Xy y debido a que D’s son iid. y

con n grande tenemos que X,, — Xy sera aproximadamente normal con media ny y
2

varianza no?, donde E(D) = pu y la Var(D) = o2, Asi que la aproximacién a la

funcién de sobrevivencia después de n incrementos de estrés esta dado por

P(N >n) 2 /OOOCI) F%%/;)] dGy (w) (5.18)

La distribucién Gy (w) propuesta para el modelo de resistencia inicial del
sistema de tamano L, es una distribucion Weibull de tres pardmetros, los cuales

estan dados por

(w — wp)

p
Gw(w) =1 —~exp{—L [——5———} }, w > wp,6 > 0,p > 0.

sustituyendo ésta ecuacién en (5.18) y después haciendo un cambio de variable y

una aproximacién a la integral, Durham obtuvo la forma

s[r(1+1)]
P(N>n)=9o (Vo Lie) = /nujo

Tomando 7" como una valor continuo de N (i.e. T es el estrés de N incre-
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mentos), La distribucién de la resistencia para el sistema de tamano L es

(5.19)

Fy(t; L) = P(T < t) = @{ﬁ B 7L—T/}

vV

donde v = p/o, v = §[T(1+ 1/p)]/o, n = 1/p. Esto es lo referente al modelo 2.

Observe que (5.19) representa la forma del modelo potencia inversa (con L
covariable) de una reparametrizacién de la distribucién de Birnbaum-Saunders dada

en (4.2). Note que (4.2) puede ser reparametrizada como

F(t)z(b{—?~—\%}, t>0, (5.20)

siendo v = a+/f y € = v/B/a. Cuando la distribucién esta parametrizada en este
sentido, la variable aleatoria 7" se distribuye (5.20), teniendo E(T") = 1*(£/v+1/2),
E(T ™) = (&/v+1/2)& y Var(T) = v (§/v + 5/4). La ecuacién (5.19) representa
el modelo de aceleracién potencia inversa de (5.20) tomando £ = L™, donde L es

la variable de aceleracion.

Modelo 3

Otra forma de modelo de aceleracién potencia inversa de la distribucién
de Birnbaum-Saunders puede ser desarrollada con una reparametrizacion de (5.20)

tomando v = vV " el nuevo modelo de PVA es

Rt V) = { ('ﬂ\//i) _ %} >0, (5.21)

el cual es un modelo diferente al (5.19). Note que usando la media y la varianza de

(5.20), el modelo (5.19) da E(T) = 12/2 > 0y Var(T) ~ 5v%/4 > 0 para valores
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grandes la variable de aceleracién L, mientras que el modelo (5.21) nosda E(T") — 0

y Var(T) — 0 cuando V es grande.

Para ajustar el modelo (5.21), los parametros deben ser estimados de los
datos experimentales observados a niveles altos de estrés. Aqui los k diferentes
niveles de estrés estan denotados por Vi, Vs, ..., Vi. En cada nivel de estrés V; las
pruebas son realizadas para n; componentes en pruebas de ciclos de falla, resultando

fallas por fatiga al t;; ciclo, j = 1,2,... ,n;, parat=1,2,... ,ky k > 2.

Dado que la distribucién de Birnbaum-Saunders no tiene una forma expo-
nencial, no hay estadisticos suficientes para los parametros en (5.21). Para una
rapida estimacién de los parametros, arreglamos los datos en forma creciente y us-
amos una estimacién de forma empirica de F(¢,V;) de las n; observaciones al nivel

de estrés V; para cadat=1,2,... , k. Esto es, un conjunto de

0, B¢
o~ [‘7 05] _ V& (5.22)
T

= v N
y la estimacién de los parametros usando una rutina de regresién no lineal (No hay
una representacién log-lineal como en el modelo 1). Este procedimiento tiene la
habilidad de producir estimaciones confiables, pero es necesario que la n; sea con-
siderable para cada i asi que la fda empirica puede ser aproximada adecuadamente
a la verdadera fda. No obstante estas estimaciones pueden todavia ser usadas como

valores iniciales en la rutina de maxima verosimilitud, cuya descripcién es

La funcién de densidad para el modelo (5.21) esta dado por

falt V) = LS {——————(t_f“/v_")z

- 2
2ar Ve T 2y2V ¢ }’ =0 (5.23)
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Teniendo como funcién de verosimilitud

1(6) = log (Hﬂfsm;m)

i=] g==1

ko ny
= k1) > log(ty+ &V, ") —mlogy

i=1 j=1

(tiy + &YV :
+77ZHL108V+7€222 j‘?vszv o (5.24)

=1 i=1 j=1

donde 6 = (£,v,7)F, m = Zle n; y kiks son constantes que no dependen de
los pardametros. Los estimadores de maxima verosimilitud son aquellos valores que
maximizan la ecuacion (5.24) y dado que las ecuaciones son no lineales, es mejor
maximizar (5.24) por medio del gradiente conjugado o preferentemente un método
de métrica variable (quasi-Newton) el cual solo requiere del vector de derivadas
parciales de (5.24). Dado que I(6) es una funcién suave, cualquiera de los dos

métodos seleccionados nos asegura una convergencia cuadrética.

El vector de gradiente Al(8) tiene como componentes a

;

) k 1<
=:4(0) = —+ = (5.25)
86 ; JZI tm + §7V 7 v ; 1/1 =1 j=1 ”
k k
) 1 (ti; + &YV,
—1(6) = - — 4 SR
87( ;;aﬁw" Y 73;] — VM,

k . N :
£ PP & > ti (5.26)

o (log Vi)V, &
—1 9 = ! 4 1‘10 ‘/1
ORI i RS

lel

Z 1°gv Z g (5.27)

i

Teniendo en mente que una técnica iterativa se necesita para encontrar el

vector 6, los valores iniciales para cada uno de los pardmetros seran necesarios. La
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técnica de regresion dada en (5.22) puede ser usado para esto.

La estimacién de percentiles es importante y ademés muchas veces es més
necesario el valor de un percentil pequefio. Denotando a #,(V') como el percentil p%,

para (5.21) y un p especifico, tenemos

2

2y —2
VT / 4¢

siendo z, = ®7}(p), el 100%p de la distribucién normal estandar y el estimador de
méxima verosimilitud de (5.28) puede ser obtenido por sustitucién de los estimadores
de maxima verosimilitud de ¢, 7, 7. Las bandas de confianza en (5.28) pueden ser
calculadas usando la distribucién asintética de #,(V) usando el teorema de Delta
Cramer y la distribucién multivariada de 6 = (é ,¥,%)T. Asi mismo la derivacién de
la matriz de informacién de Fisher para el modelo (5.21) seré necesaria. Siguiendo
con los fundamentos del modelo 3, podemos comprender que para valores grandes
de m la distribucién aproximada de 0 puede estar basada en la teorfa de normalidad
asintotica para estimadores de méxima verosimilitud, dado que las condiciones de
regularidad existen, como m tiende a infinito (n;/m — p; > 0) para todo i =
1,2,...,k, tenemos que [I,,(8; V)]*/2(@ — ) — Z, donde Z es una distribucién
normal trivariada con vector de media cero y matriz de covarianza I,,,(8, V) es la
matriz de de informacién de Fisher para (5.21) basada en m observaciones. los
términos de I,,,(@, V') no se pueden encontrar explicitamente, debido a lo intratable
de las integrales, pero pueden ser aproximadas usando el método de Laplace, en

donde la matriz de informacién para el modelo 2 es aproximada. Para mostrar el
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procedimiento de obtencién de E(—821/H£Hy), siendo

o0y = tU+§7V""

=1

—2 1 1N 1
—€7ZV nz ——ZV_—W

i=1 j=1 (tw +§’7V~n) - 7 i=1

la segunda derivada de I(0), con E[1/(T + &V ") y E[1/(T + &V )% cuyas

aproximaciones son 1/(26vV ™) y 1/(4£242V~21) respectivamente. Teniendo las

entradas de [,,(60, V)

&
E ( ) o n V7, (5.29)
o¢? 452 3 Zl
&1
E(afaf» = —15 —an (5.30)
(ﬂ) oL Zn logV; — = ZmV" log V;, (5.31)
65877 1—1 z—-l
&l £
E (57—2> = ——2- -f-z (5.32)
< il ) B —— Zn logV; — Zn V' log V; (5.33)
Ovn — 72 v
&1 | |
E (5?—75) = ———Ynz (log V;)? -2 va (log V;)2. (5.34)

i=1

Usando las expresiones anteriores para [,,(0; V'), la varianza asintdtica a-
proximada de los estimadores de maxima verosimilitud pueden ser encontrados de
los elementos de la diagonal de I,.}(6; V'), asi mismo, estas varianzas pueden ser

usadas para aproximar intevalos de confianza para los pardmetros.
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Estimacién en datos de fatiga

Los datos de la muestra 1, muestra 2 y muestra 3 representan los resultados
de una prueba de vida acelerada aplicada en 3 niveles de estrés V; = 2.1, V5 = 2.6

y V3 =3.1
Muestra 1

101 observaciones, méaximo estrés por ciclo 2.1 x 10%psi

3.70, 7.06, 7.06, 746, 7.85  7.97, 844, 855 858,

8.86, 886, 9.30, 9.60, 9.88, 9.90, 10.00, 10.10, 10.16,
10.18, 10.20, 10.55, 10.85, 11.02, 11.02, 11.08, 11.15, 11.20,
11.34, 11.40, 11.99, 12.00, 12.00, 12.03, 12.22, 12.35, 12.38,
12,52, 12.58, 12.62, 12.69, 12.70, 12.90, 12.93, 13.00, 13.10,
13.13, 13.15, 13.30, 13.55, 13.90, 14.16, 14.19, 14.20,  4.20,
1450, 14.52, 14.75, 1478, 14.81, 14.85, 15.02, 15.05, 15.13,
15.22, 1522, 1530, 1540, 15.60, 15.67, 1578, 15.94, 16.02,
16.04, 16.08, 16.30, 16.42, 16.74, 17.30, 17.50, 17.50, 17.63,
17.68, 17.81, 17.82, 17.92, 18.20, 18.68, 18.81, 18.90, 18.93,
18.95, 19.10, 19.23, 19.40, 19.45, 20.23, 21.00, 21.30, 22.15,

22.68, 24.40.

Estos datos fueron inicialmente reportados e investigados en Birnbaum,
Saunders (1969b), en donde se aplicé un ajuste con la distribucién Birnbaum-
Saunders pero s6lo para cada una de las muestras. El andlisis presentado aqui

se hizo para el modelo 1.

Para estimar los pardmetros del modelo 1 de (5.2), se tomaron como valores

iniciales a -y = 1124.046, 7 = 5.950 obtenidos apartir de (5.3) aplicando minimos



Muestra 2

102 observaciones, méximo estrés por ciclo 2.6 x 10%psi

2.33,
3.29,
3.50,
3.66,
3.80,
4.06,
4.23,
4.43,
4.70,

5.17,

2.58,
3.35,
351,
3.67,
3.82,
4.08,
4.26,
4.45,
473,

5.40,

2.68,
3.36,
351,
3.70,
3.89,
4.08,
4.28,
4.45,
474,

5.60.

2.76,
3.38,
3.52,
3.70,
3.89,
4.10,
4.32,
4.52,

4.76,

2.90,
3.38,
3.52,
3.72,
3.95,
4.12,
4.32,
4.56,

4.76,

3.10,

3.12,
3.42,
3.58,
3.74,
4.00,
4.16,
4.33,
4.60,

4.88,

3.15,

4.37,
4.64,

4.89,

3.18,
3.44,
3.60,
3.76,
4.00,
416,
4.38,
4.66,

4.90,

3.21,
3.49,
3.62,
3.79,
4.03,
4.20,
4.39,
4.68,

4.91,

3.21,
3.50,
3.63,
3.79,
4.04,
4.22,
4.39,
4.70,

5.03,
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cuadrados. Teniendo los valores anteriores calculamos « y éste fué estimado por

un procedimiento numérico (Newton-Raphson) usando méxima verosimilitud (5.6)

y (5.7). Obteniendo

de (5.12)—(5.16) se obtuvd

a = .225669

4 = 1124.046096

A = 5.93427

11938.686464, 0.00478467,

—5.071596,

5528.524737,

La desviacion estandar asintética estimada (DEA) para cada una de las estimaciones

de maxima verosimilitud es

DEA(&) = 0.009152,

DEA(Y) = 86.958029,

DEA(#A) = 0.080896
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Vi ta(V)
2.1 | 10.00678
2.6 | 2.817512

3.1 0.9921014

de los resultados de normalidad asintética los intervalos de confianza al 95% para
a, 7y, ) son:

(0.2076, 0.2437) para o
(940.7, 1277.7) para v

(5.779, 6.097) para 7

Muestra 3

101 observaciones, méximo estrés por ciclo 3.1 x 10*psi

070, 0.90, 0.96, 0.97, 099, 1.00, 1.03, 104, 1.04 1.05 1.07,
1.08, 1.08, 1.08, 109, 1.09, 1.12, 1.12, 113 1.14, 114, 1.14,
116, 1.19, 1.20, 120, 120, 121, 121, 123, 124, 124, 124,
124, 1.24, 1.28, 1.28 129, 1.29, 130, 1.30, 1.30, 1.31, 1.31,
1.31, 131, 131, 1.32, 132, 1.32, 1.33, 134, 134, 1.34, 1.34,
1.34, 136, 1.36, 1.37, 138, 138, 138, 139, 139, 141, 1.41,
142, 1.42, 1.42, 1.42, 142, 142, 144, 144, 145, 146, 1.48,
1.48, 149, 1.51, 151, 152, 155 156, 1.57, 1.57, 1.57, 157,

1.58, 1.59, 1.62, 1.63, 1.63, 164, 1.66, 166, 1.68, 170, 1.74,

Por otra parte, los resultados en el modelo 3

£=11.262 4 =093.091 # =5.888




Usando esto estimadores para obtener 1,,,(0) de (5.29)—(5.34) se obtuvé

111.736, 13.228, —1307.585,

1.635, —161.268 31775.231

Al igual que en el modelo 1, obtenemos

V | t1(V)
2.1 8.42
26| 2.98
3.1 1.16

100

Comparando las estimaciones de los percentiles con los datos de las muestras (1-3),

las estimaciones parecen ser razonables.
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CONCLUSIONES

En este trabajo, se presenté el uso de la distribucién Birnbaum-Saunders en
la modelacién de pruebas de vida acelerada, se trabajé con datos provenientes de
muestras que hasta cierto punto son muy favorables, en el sentido de que son 304
datos. La estimacién de los pardmetros nos obligd a programar en matlab y hacer
ser uso de técnicas numéricas. Los resultados obtenidos, fueron dados previamente
por Padget y Owen (1999), al final nuestros resultados, como era de esperarse, no

difieren con los de Padget y Owen.
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