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En el desarrollo tedrico que a continuacidén se
presenta, se aborda el problema de estimar la media
poblacional y la varianza del estimador, aplicando para tal
efecto, diversos disenos o procedimientos de muestreo. En

lo que corresponde al Capitulo Uno, la estimacidn de 1la



media poblacional y de la varianza del estimador se basa en
un muestreo simple aleatorio, sin reemplazo. En el Capitulo
Dos, la estimacién de tales parametros se 1lleva a cabo
haciendo uso del muestreo por conglomerados (monoetdpico),
en donde los conglomerados ( de diferente tamafio ) son
seleccionados mediante un muestreo simple aleatorio, sin
reemplazo. Teniendo como base a los dos disefos anteriores,
en el Capitulo Tres, la estimacidén de los parametros antes
mencionados se lleva a cabo considerando un muestreo por
conglomerados en dos etapas ( submuestreo ), en donde las
unidades seleccionadas en cada etapa son extraidas mediante
un muestreo simple aleatorio, sin reemplazo. Finalmente, en
el Capitulo Cuatro, se proponen estimadores ( insesgados )
tanto para la media poblacional asi como para la varianza
del estimador, cuyo desarrollo se basa en un muestreo por
conglomerados en tres etapas ( muestreo polietapico ), en
donde las unidades muestrales de la primera etapa son
seleccionadas con reemplazo y con diferente probabilidad,
mientras que las unidades de la segunda y tercera etapa son
extraidas wusando un muestreo simple aleatorio, sin

reemplazo.
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This work concerns the problem of estimation the

population mean as well as the variance of the

corresponding estimator under several probabilistic



sampling plans. Thus, in Chapter One such estimators are
builded under a simple randomized sampling scheme without
replacement and these results are extended in Chapter Two
to cluster sampling, where the clusters are of ( possibly )
lifferent size. Next, in Chapter Three the previous
constructions are used to study the estimation problems in
the context of two-stage sampling schems these =-called
sub-sampling case- under the assumption that sampling units
ire chosen according to a simple randomized procedure
vithout replacement. Finally, 1in Chapter Four the
astimation problems are studied in the case of a
three-stage sampling method which, @essentially, is
letermined by the following feature: the sampling units are
“hosen by means of a simple randomized plan with
replacement in the first-stage, and without replacement in

che remaining of the sampling process.
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| NTRODUCCION

El principal interés del diseho de encuestas por
muestreo es maximizar la cantidad de informacidén acerca de
un parametro poblacional a un costo minimo. El1 muestrea
aleatonia esthatificade es frecuentemente mads adecuado para
esto que el nuestrea osimple aleatonic, ya dque ademas de
reducir el costo por observacidén, la estratificacidén puede
producir un limite mds pequefio para el error de estimacidn
que el gque se generaria por una muestra aleatoria del mismo
tamafio. Por otra parte, y bajo ciertas condiciones, el
muesthea pon conglomenadonr es menos costoso que el muestreo
estratificado. Sin embargo, un conglomerado usualmente
contiene demasiados elementos para obtener una medicidén de
cada uno de ellos. Cuando esta situacidn ocurre, el
experimentador puede seleccionar una muestra de
conglomerados y después tomar una muestra de los elementos
dentro de cada conglomerado seleccionado. El1 procedimiento
que consiste en primero seleccionar conglomerados y después
escoger un nGmero especifico de elementos dentro de cada
uno de 1los conglomerados seleccionados es conocido como
submuesthea. Esto también se conoce como muesthrea en  doo
etapas. E1 procedimiento puede ser generalizado a tres o
mas etapas, lo cual se conoce como muestrea polietapica.

Las ventajas del muestreo por conglomerados en dos

o mas etapas sobre otros disefios son, entre 1las méas



importantes, las que a continuacién se mencionan. Primero,
un marco que liste todos los elementos de la poblaciédn
puede ser imposible o costoso de obtener, mientras que
obtener una lista de todos los conglomerados puede ser
facil. Segundo, el costo por obtener los datos puede
incrementarse por los costos de viaje si los elementos
muestreados estdn muy dispersos sobre una gran 4rea
geografica. Por 1lo tanto, muestrear conglomerados de
elementos que se encuentran juntos fisicamente suele ser
econdmico.

El objetivo que se persique en el presente escrito
es, proponer estimadores ( imesgades ) tanto para la media
poblacional asi como para la varianza del estimador, cuyo
desarrollo tedrico, el cual representa la parte culminante
de este trabajo, se basa en un muestreo por conglomerados

en tres etapas, es decir, en un muestreo polietapico.



CAPITULO UNDPO

EsTIMACION Y VARIANZA DEL ESTIMADOR
DE LA MEDIA POBLACIONAL
EN UN MUESTREO SIMPLE ALEATORIO

Introduccion

Una encuesta por muestreo tiene como finalidad
hacer una inferencia acerca de la poblacidén bajo estudio,
en base a la‘informacién contenida en una muestra. Existen
dos factores que distorsionan la cantidad de informacidn
contenida en la muestra vy, por lo tanto, afectan 1la
precisidén de nuestro procedimiento de hacer inferencias. El
primero es el tamafio de 1la muestra seleccionada de la
poblacidén. El1 segundo es la cantidad de variacidén en 1los
datos; la variacidén frecuentemente puede ser controlada por
el método de seleccidn de la muestra. El procedimiento para
seleccionar la muestra se denomina disefio de la encuesta
por muestreo. Para un tamafio de muestra dado, digamos n, se
consideran diversos disefios o procedimientos de muestreo
para la obtencién de las n observaciones en la muestra. El
mas simple dé los métodos del muestreo probabilistico es
conocido como Muestrea Fimple Aleatonic (M.S.A). Aungque
este método no es muy usado en la practica, se acostumbra
empezar con &l como parte introductoria en la presentacidn
de la teoria de encuestas por muestreo, vya que el

conocimiento de esta técnica es necesario en el estudio de



otros y mas sofisticados métodos muestrales.

En este capitulo haremos uso del muestreo simple
aleatorio para obtener estimadores tanto para 1la media
poblacional asi como para la varianza del estimador.
Propiedades basicas de estos parametros pueden encontrarse
en Ash, 1970; Koopmans, 1981 y Bickel, 1982. Feller, 1975;
Kendall, 1977 y Lehmann, 1983 contienen un tratamiento mas

avanzado.

Conceptos Basicos
El muestreo simple aleatorio es un método en el
cual a cada unidad de la poblacidén se le asigna la misma
probabilidad de ser seleccionada en la muestra, y en donde
cada unidad es extraida wha por una ( con o sin reemplazo )
hasta seleccionar n unidades, las cuales pueden ser

seleccionadas usando tablas de numeros aleatorios.

DEFINICION. Si N es el namero de unidades en 1la
poblacidn entonces 1la probabilidad de
seleccionar cualquier unidad en la primera
extraccidon es 1/N. La probabilidad de
seleccionar cualquier unidad disponible en
la segunda extraccidén es 1/(N-1), y asi
sucesivamente. A la muestra de tamafio n
obtenida bajo este procedimiento se 1le

llama muestra aleatoria, (sin reemplazo).

Una propiedad importante del muestreo simple

aleatorio se enuncia en el siguiente teorema.



TEOREMA 1. La probabilidad de que una unidad

especifica de la poblacidén sea seleccionada
en cualquier extraccidén dada es igual a 1la
probabilidad de que sea seleccionada en 1la

la primera extraccidén, es decir

_ _ i=1,2,...,N
Plr P1r=1 /N ! {r= 1,2,...,n
en donde

P. es la probabilidad de que la i-ésima

1r

unidad de la poblacidn sea seleccionada en

la r-ésima extracciodn.

Demostracion :

Sea

n el naGmero de unidades que forman la muestra. La

probabilidad de dque la wunidad especifica U. sea

1

seleccionada en la r-ésima extraccidn es, claramente, el

producto de:

(1)

(2)

la probabilidad de que ui no sea seleccionada en
cualesquiera de 1las r - 1 extracciones previas, y
la probabilidad de que U sea seleccionada en 1la

1

r-ésima extraccidén bajo la suposicidn de gue no fue
seleccionada en cualesquiera de las r - 1 extracciones

previas.

La probabilidad de que Ui:no sea seleccionada en la primera

extraccién es, por definicién, ( N - 1 )/N ; gque no sea

seleccionada en la segunda extraccidén, dado que no fue



seleccionada en la primera extraccidén, es (N - 2)/(N -1 ),
y asi sucesivamente. La probabilidad (1) es, por
consiguiente,
N - 1 N - 2 N -r + 1 N - r + 1
N N - 1 N - r + 2 N

La probabilidad (2) es claramente 1/ (N-r + 1) ,

por lo tanto

N -r +1 1 1

ir

N N -r +1 N

Lo anterior demuestra que la probabilidad de que
una unidad especifica de la poblacidén sea seleccionada en
la r-ésima extraccidn es independiente de r, en donde

r=1,2,...,n , ( Sukhatme, 1970 ).

Como una consecuencia inmediata del teorema

anterior, se desprende el siguiente corolario.

COROLARIO 1.1. La probabilidad de dque una unidad
especifica de la poblacidn esté

incluida en la muestra es igual a n/N.

Demostracion :



Ya que la unidad especifica puede ser 1incluida en la
nuestra en cualesquiera de las n extracciones, se sigue
Jue la probabilidad de que esté incluida en la muestra es
la suma de las probabilidades de n eventos mutuamente
axcluyentes, es decir, 1la wunidad especifica puede ser
incluida en la muestra en la primera extraccidn, o en 1la
segunda extraccidén, . . . , o en la n-ésima extracciédn.
jemos visto que cada uno de estos eventos tiene la misma
>robabilidad 1/N . Por lo tanto, la probabilidad de que 1la

inidad especifica se encuentre incluida en la muestra es

igual a n/N . -
Notaciodn
Sea
vV : el naimero de unidades en la poblaciodn.
1 : el tamafo muestral, es decir, el namero de unidades

en la muestra.

;] : la caracteristica de interés.

™~
se

el valor de la caracteristica de 1interés para 1la
i-ésima unidad en la poblacién, donde i =1,2,...,N .

el valor de la caracteristica bajo estudio para la i -

-~
[ X )

ésima unidad incluida en la muestra,donde i=1,2,...,n.
Io= N z:Yl : la media poblacional. (1)
i=1
— 1 n
| = — Y. : la media muestral. (2)



N
~a 1 2 — .
5 = o= z Y - NY : el cuadrado medio para 1la
N-1 Lyt
poblacidn. (3)
2 1 n — 2
5 = o1 z (‘Ji- Y)
i=1
1 : 2 m—
= z y, - ny : el cuadrado medio muestral.
i=1
(4)
1 - — 5
T(y) = 5~ ) (¥ - Y)
i=1
N-1 5
= —— S : la varianza de la poblacidn.

(5)

Con el afan de facilitar el desarrollo dque a

continuacidén se expone, supondremos gque a cada unidad Qﬂ

>n la poblacidn estd asociado un valor variable Y, ( 1 =
1

L,2,...,N ) para la caracteristica de interés y . Ademas,

supongamos que las n unidades en la muestra aleatoria

son U Uspeosy U ( seleccionadas en ese orden ), con los

1’

7r7alores de 1la variable Yor Ypreeer Y , respectivamente.

Estimacién De La Media Poblacional
Previamente se ha establecido que el objetivo de 1la

ancuesta por muestreo es hacer inferencias acerca de una
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oblacidén, a partir de 1la informacidén contenida en una
lestra. Una manera de hacer inferencias es estimar ciertos
arametros de la poblacidn, utilizando la informacidén de 1la
lestra. El1 objetivo de una encuesta por muestreo es,
recuentemente, estimar una media poblacional. El1 siguiente

sorema contempla la estimacidén de este parametro.

TEOREMA 2. En el M.S.A. sin reemplazo , la media

muestral
Y= )Y
i=1

"es un estimador insesgado de 1la media

poblacional Y.

emostracion :

omo lo hemos indicado, U U yeee il yee., U son n

2 i n'

nidades en la muestra con los valores de la variable

1,42,...,41,...,gn, respectivamente.

a variable aleatoria y, asociada con la i-ésima
1

eleccidn puede tener cualesquiera de los valores Yi ( i =
,2,...,N ), cada uno de los cuales tiene una probabilidad
/ N ( conforme a la definicién ). Luego , aplicando el

oncepto de valor esperado, ( Meyer, 1973 ), tenemos

N
E (4, )= — YY =Y (6)
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dado

;e tiene que,
E(F) = BE| — Y v,
i=1

\plicando la propiedad que enuncia que el valor esperado de
.a suma es la suma de los valores esperados, ( Mood, 1974 ),

-enemos

E (4,) (7)

=

& |

I

{
It~N~1 3

E(y) = Y (8)
)le este modo, la media muestral y es un estimador
nsesgado de la media poblacional Y . -

Segin Cochran, 1977 una manera alternativa de obtener
1] resultado anterior se puede lograr escribiendo la media

mestral en la forma:

v =45 ) ax (9)

onde

{ 1 si Y es incluida en la muestra
1
a ——

0 de otro modo
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En la expresidén (9) las a son variables aleatorias,
mientras dque las Yi forman un conjunto de valores
constantes. Ademas, si P ( a = 1) representa la

1

probabilidad de que el valor Yi aparezca en la muestra,

entonces, por el corolario 1.1 tenemos
P ( a = 1) = n |/ N
Luego, a. tiene una distribucidén de Bernoulli con

1

probabilidad P = n / N, ( Cavazos, 1991 ); con lo cual

E(a ) = P = n/ N

i

Finalmente, considerando el valor esperado de la expresiodn

(9) obtenemos

I
K|
n

Yi E ( ai )

£
N
'
|
1N~ =2

Varianza Del Estimador De La Media

Poblacional

TEOREMA 3. En el M.S.A. sin remplazo, la varianza de
- la media muestral, V ( ¢y ) , esta dada por

. n S
SZ
= (1-1f) —
donde
2 1 v —=. 2
s =gz ) (¥,- 1)

y f es la fraccidén de muestreo n/N
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Para simplificar la demostracidon de este teorema,

es conveniente demostrar primero el siguiente lema.

LEMA 3.1.

Demostracion ( lema 3.1. ) :

Por analogia con la expresidn (6), tenemos

1 N

2 _ 2

E (4. ) = — ) Y. (10)
1 =1

sumando y restando Y° en el lado derecho de esta igualdad

y usando la relacidén (3), podemos escribir (10) en la forma

2 2

1N2 B
+_N121Y1'Y

=Y2+{1-%]32 (11)

Por otra parte, si 4 y ¢ representan los valores de las
r S
unidades seleccionadas en la r-ésima y s-ésima extracciodn,
suponiendo dque sean Y )4 Y , respectivamente,
J

entonces por definicidn

(12)
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en donde Pjsli denota 1la probabilidad de seleccionar

Y en la s—ésima extraccién , dado que Yi es
j
seleccionada en 1la r-ésima extraccidén. Ahora, por el

teorema 1, se tiene que

P = N (13)

y, como una extension del mismo resultado,

1

Pjsli - N - 1 (14)

sustituyendo (13) y (14) en (12) obtenemos

1 N
E Gy 4. ) = §vo-1) DERAR S (15)
i#j=1
Si en lugar de 4 Y Y4_ , pensamos en Y. y gj (con

valores Yi vy Y , respectivamente ), como los valores
J

asocliados a las unidades u. y u que han sido
i j

seleccionadas, podemos escribir (15) en forma alternativa

como

1 N
E ( 4 9 ) = N(N-1) z Yi Yj (16)
i#j=1

Sabiendo que

N 2 N
[ ZYi ] = ZYf + z YooY (17)
i=1 =
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a partir de la expresidén (16) obtenemos

1N =
<
N

 —

1 N 2
E (4 %) = §Fw-D [[izlyi ] -

Restando y sumando N Y? y usando (1) dentro del corchete

en la igualdad anterior, se tiene que

N
1
E (Y% %) = ¥w-D [NZY °~ NY °+ NY 2—23{?]
i=1
, N
E (gi gj ) = N(N-1) [N?z(N—l) — [ZY?—N&'_ 2]]
i=1
2
= ¥ ° - = (18)

De acuerdo a los resultados obtenidos en (11), (17) y (18),

encontramos que

Il
’—l
\V}
—
23
I
Ny
S \V
+
=
M S
Ny
Ny
3
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sustituyendo (11) y (18) en (19) obtenemos
— 2 s = 2 e 2 = 2 = °
n

y por lo tanto

n S
E(gz)=?2+[l—T]———5——— (20)
-

Una vez vyva demostrado el lema 3.1, estamos en

condiciones para 1llevar a cabo 1la demostraciodn del

teorema 3.

Demostracioén ( teorema 3 ) :

En Hoog, 1978 podemos ver que

viyy = e{[¥ - E<E>]2}

Il
=
& |
v
|
—i
=
& |
—
N

(21)

sustituyendo las expresiones (8) y (20) en (21), obtenemos

SZ SZ

(1 -1 ) —( (22)

<
& |

I
—

(Y

!
2| 5
N——
d

|

donde f = n/N es la fraccion de la muestra, esto es, 1la

fraccidén de la poblacidn que se incluyd® en la muestra.g
OBSERVACION. La varianza de 4 en la poblacién es, por

definicion,



16

De este modo, la varianza de la media muestral

podria escribirse de la siguiente manera:

V(y)
I

V(E)=[1—<n—1)/uv—1)]

Si la fraccidén de la muestra es muy pequena,de

tal forma que n / N y (n-1) / (N-1) son

insignificantes con respecto a 1la unidad,

tenemos

S Vi(4)
Vi) = &/ = o

Entonces la varianza de J depende solamente
del tamano de la muestra y de la varianza de
la poblacidon y no del tamano de la poblaciodn
N, ( Raj, 1980 ).

2 - .
Usualmente,el valor de S no sera conocido.Esto nos

3 L 2 [
obliga a buscar un estimador para S y,como consecuencla, se

tenga un estimador para V(y). Lo anterior se presenta en el

siguiente teorema.

TEOREMA 4.

Un estimador insesgado para V ( y ) , esta

dado por

< >
& |
Il
=
i
H)

donde

y f es la fraccidn de muestreo n/N
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Demostracion :
“onsiderando el valor esperado del cuadrado medio muestral

2
s- , tendremos

1 n
2 _ . = B
E (s°) = E[ n_li;wi ¢) ]
n
=E _3-__ zz_n_z
i~ 1 izlgi ¢
1 n
_ 2 _ -— 2
—n-l[iZIE“*i) nE(q)]
1sando los resultados (11) y (20), obtenemos
T ( 8°) = —i—' nY °+ n — —f— s® — nY °— [1 - —2— s°
- n-1 N N
= g° (23"

- 2 . . 2
isto demuestra que s es un estimador 1nsesgado de S ,con 1lo

ual
1 n 1 n
— 1 - —/—/— |E ( 52 ) = — 1 - @ — S2
n N n N
Luego , .
n S n S
= f(r- 7)== (r- )+
7 por lo tanto , .
A _ n S S
V(u)=[1——N]———n=(1-f)—n
_ (24)
>s un estimador insesgado para V (¢ ) . =

omo podra observarse, si f » 0 ,es decir, cuando N ~» o ,la

axpresidn (24) gqueda en la forma

.
S

n

antonces, el estimador de 1la varianza de y depende
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solamente del tamafio de la muestra y del cuadrado medio
nestral y no del tamafio de la poblacién N, ( Sukhatme,

1970 ).,



CAPITOULO DOS

EsTiIMACION Y VARIANZA DEL ESTIMADOR
DE LA MEDIA POBLACIONAL
EN UN MUESTREO POR CONGLOMERADOS

Introduccioén
Como ya se ha mencionado, el objetivo del disefho de
encuestas por muestreo es obtener una cantidad especificada
de informacidén acerca de un parametro poblacional a un
costo minimo. El1 muestreo aleatorio estratificado es
frecuentemente mas adecuado para esto dque el muestreo

simple aleatorio, ( Scheaffer, 1986 ), debido a que:

(i) La estratificacién puede producir un 1limite mas
pequeho para el error de estimacidn que el que se
generarila por una muestra simple aleatoria del mismo
tamafio. Este resultado es particularmente cierto si
las mediciones dentro de los estratos son homogéneas.

(ii) E1 costo por observacidén en 1la encuesta puede ser
reducido mediante la estratificacidén de los elementos
de la poblacidén en grupos convenientes.

(iii)Se pueden obtener estimaciones de parametros
poblacionales para subgrupos de 1la poblaciédn. Los

subgrupos deben ser entonces estratos identificables.

Este capitulo introduce un tercer disefo, muesthea

won  conglomenados, el cual en ocasiones proporciona mas

UAAAN
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informacidén por unidad de costo que cualquier otro de 1los

dos disefios mencionados previamente.

Muestra por Conglomerados
Una vez que los conglomerados han sido
especificados se debe conformar un marco que liste todos
los conglomerados de la poblacidén. Entonces se selecciona

una muestra aleatoria de conglomerados de este marco

mediante el uso, por ejemplo, de tablas de nuameros
aleatorios.
DEFINICION. Una muestra por conglomerados es una

muestra aleatoria en la cual cada unidad
de muestreo es una coleccidn , o

conglomerado, de elementos.

El muestreo por conglomerados es menos costoso que
el muestreo aleatorio estratificado, si el costo por
obtener un marco que liste todos los elementos
poblacionales es muy alto o si el costo por obtener
observaciones se incrementa con la distancia que separa los
elementos. En la mayoria de los casos, una lista de
elementos de la poblacidn frecuentemente no esta disponible
Yy el uso de un elemento como unidad de muestreo es, por 1lo
tanto, no factible, ( Sukhatme, 1970 ) - En tales
situaciones, es recomendable aplicar el método de muestreo

por conglomerados.

Una condicidén necesaria para la validez del método
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antes descrito es que cada unidad de 1la poblacidn bajo
estudio debe corresponder a uno y s6lo uno de 1los
conglomerados, de tal manera dque el nuamero total de
unidades muestrales en la 1lista ( monce ) pueda cubrir
todas las unidades de la poblacién sin omitir o duplicar

alguna de ellas.

Notaciodn
Considere que, una poblacidn se divide en N
conglomerados de diferente tamafio, es decir, cada grupo
tiene diferente nimero de elementos, y que una muestra de n
conglomerados es extraida de esa poblacidén mediante el

método de muestro simple aleatorio, sin reempalzo.

Sea
N : el nimero de conglomerados en la poblacidn.
n :el nimero de conglomerados en la muestra.
M, :el nimero de elementos en el i-ésimo conglomerado de
la pobacién, en donde i =1,2,...,N .
m, :el nimero de elmentos del i-ésimo conglomerado
incluido en la muestra, en donde i = 1,2,...,n .
N
M= E: M, : el namero total de elementos en 1la
t=1 poblacién.
M = M / N : el nimero promedio de elementos por

conglomerado.

la caracteristica de intrés.

&

Yij : el valor de la caracteristica bajo estudio para el
Jj—ésimo elemento en el i-ésimo conglomerdo de 1la

poblacién, en donde, i =1,2,...,N ; j = 1,2,...,Mi .
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4y . : el wvalor de 1la caracteristica de interés en el
ij
j-ésimo elemento del i-ésimo conglomerado incluido en

la muestra, en donde i = 1,2,...,n ; J = 1,2,...,m .
M.
Y = M z Y ;0 0 la media por elemento en el i-ésimo
ie e i

conglomerado de la poblacidn, para i =

1,2,...,N . (1)
m.
y = = Z Y., la media por elemento del i-ésimo
ie .
o=t conglomerado incluido en 1la muestra,
para i =1,2,...,n . (2)
N M1 N N
Z z Ylj Z M1 Yi. Z M1 Yi.
_ i=1 j=1 i=1 i=1
Y — = -
: = N Mo N M
Y M
1
i=1
Y = N z u Y, :la media por elemento en la poblacidn,
ted en donde, u =M / M (3)

1

Nuevamente, para facilitar la cosas, supondremos dque

a cada conglomerado €i en la poblacidén esta asociado un

valor variable Mi Yi (i=1,2,...,N ) que representa el

total, en el i-ésimo conglomerado,para la caracteristica de

interés y. También, supongamos que los n conglomerados
en la muestra aleatoria son C.r C, s sCy (seleccionados
en ese orden), con los valores de la variable mlgl , ngz ,

...,mngh , respectivamente.

Estimacion De La Media Poblacional
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No intervienen nuevos principios en la obtencidn de
estimadores cuando se ha tomado una muestra probabilistica
de conglomerados Yy cada conglomerado de 1la muestra es
enumerado completamente ( esto es, no hay submuestreo ).
Debe considefarse el problema del tamano Ooptimo del
conglomerado. Este dependera, por supuesto, del costo de
obtener informacidén a partir de conglomerados de diferente
tamano y de 1la varianza dgque resulte, ( Raj, 1979 ).

Empezaremos proporcionando el siguiente teorema.

TEOREMA 1. En el muestreo por conglomerados, la media
muestral
4 - b~ z ml g’i
n M i=1 :
es un estimador 1insesgado de 1la media
poblacional Y .

Demostracion :

Sean C, 1€ SreeesC yeee,Cpy n conglomerados en la muestra

con los valores de la variable mlgl , ngz ,...,mig, ) ooy
© L J 1.

cee, M En , respectivamente.

La variable aleatoria m. Ei asociada <con 1la i-ésima

1

seleccidén puede tener cualesquiera de los valores M. Y (i=
1 1l o

1,2,...,N), cada uno de los cuales tiene una probabilidad

1 / N ( ya que el procedimiento de seleccidn es mediante

un muestreo simple aleatorio ), con lo cual
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N
— l —
E(my, ) = § ) MY, (4)
Ahora bien, dado
_ 1 g _
Yy = — m. Yy
nM =1 = O
se tiene que
E(y)=—=— ) E(m ¥ ) (5)
nM i=1 i

Sustituyendo (4) en (5) concluimos que

N
E(E)=—'ZM.Y=Y (6)

De este modo, la media muestral y es un estimador insesgado

de la media poblacional Y . -

Varianza Del Estimador De la Media

Poblacional



25

TEOREMA 2. En un muestreo por conglomerados , la

varianza de la media muestral, V ( y ),

~esta dada por

S
_ n b
Sz
b
= (1-f) —
en donde
2 1 " — — 2 —
Sb - N-1 z (ui Yl. _ Y..) 'u1= Ml/ M

y f es la fraccién de muestreo n/N

Para facilitar 1los calculos involucrados en

demostracién de este teorema, demostraremos antes

siguiente lema.

la

el

LEMA 2.1.

Demostracién ( lema 2.1. ) :

Por analogia, con la expresiodn (10) del capitulo

uno, tenemos
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1S

=

(7)

en donde U representa el valor medio del conglomerado

incluido en la muestra en la i-ésima extraccidn.

Escribiendo (7) en términos de Ssa se obtiene

i 2 _ 1 N . 5 _
A B IR S e N R AP

Il

<3|

+
Zli-l

|
<l
e N
+
2
1
2
I~
=
Nl
N
|
<l
vl\)
——)

|
K
N
+
—
=
I
| -
S
0p!
o
\V
-~
00
N’



27
Por otra parte, y siguiendo un procedimiento paralelo al
que se usd para obtener la expresidn (16) del capitulo

uno, tenemos que

m m N
i j _ _ 1 _ _
E = u u Y Y
[ = = 4. 9. ] N(N-1) L v "5 1. 7.
(9)
luego
m. m N 2 N
1 J _ _ 1 _ _ >
E = u Y —_ u Y
[ ﬁ ﬁ gl. Jo] N(N"l) [[ 121 i io. izl( i i.) :I

(10)

usando (8) y (10) concluimos que

Il
}_\
N
=
1
I 5
e
el
-
\V]
+
NN
<
<
|._....|
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1 n m n m m
g %) = E [ 3 ]2 + E: E [ 1 : Yy oy ]
E (4 ) — 1; - Y. _ i LY.
iFj=1
2
l = 2 1 2 = 2 Sb
= e n Y.. + |1 — N Sb + n(n-1) Y.. - N
_ n b s°
=Y.?+[1——1-V—] n (11)

Demostrado el lema 2.1, facilmente se demuestra el

teorema 2.

Demostracién ( teorema 2. ) :

Por definicidn,

=E(qz)—[E(J)]2 (12)

sustituyendo las expresiones (6) y (11) en (12) obtenemos

S
b
V(J)=[I—T]n (13)

Para poblaciones muy grandes ( N »> o ), observe que (13) se

transforma en
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V (yg) = (14)

2 .
Nuevamente, el valor de %D es desconocilido. La
[ ] J P 2 L] [ ]
estimacion de Sb nos conduce directamente a un estimador

para V (4 ) .

TEOREMA 3. Un estimador insesgado para V (y),esta dado

por

en donde

y f es la fraccidén de muestreo n/N

Demostracion :

: 2
Conslderando el valor esperado de s, vemos que

1 I i 2
E<Sb2>=E[ﬁ;[ 51.—5]]




E

5 1 nl i 2 — 5
E (s ) = —F7 izlE(Mui.]—nE(u)

usando (8) v (11) obtenemos

2 L 4
sto demuestra que s es un estimador 1nsesgado de S -,

on lo cual

-
—
=
l

5
N——
3
0
\V)
I

.
rm——
=
I
.
)
N—
0N
(\V)

uego

&3
1
e
=
I
2| 5
| S—
=)
o
—
|
—
=
I
2| 5
N’
-
og

por lo tanto

s° s°
A _ n b b
(16)
s un estimador insesgado para V ( ¢ ) . -
De nuevo, si N » o , entonces (16) adquiere la forma
-
S
A b

vV (4 ) = - (17)
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Los conglomerados que forman las unidades de
muestreo en la primera etapa se llaman unidades primanias,
y los elementos o grupos de elementos que se encuentran
dentro de los conglomerados y que forman las unidades de
muestreo en la segunda etapa se conocen como unidadea
asecundanias. E1 procedimiento puede ser generalizado a tres
o mas etapas, 1lo cual se conoce como muestirea polietapica,

( Sukhatme, 1970 ).

Notacion
Suponga que las unidades de la primera etapa son de
diferente tamafio, y que un muestreo simple aleatorio ( sin

reemplazo ) es empleado en cada etapa.

Sea

N : el namero de conglomerados en la poblacidn.
n : el nimero de conglomerados en la muestra.
M : el nimero de unidades secundarias en la 1i-ésima
1
unidad primaria; i =1,2,...,N .
m : el namero de unidades secundarias seleccionadas de
1
la i-ésima unidad primaria incluida en la muestra.
N
B% = z Mi : el namero total de unidades secundarias
i=1 s -
' en la pobalcién.
M = DQ)/ N : el namero promedio de elementos por
conglomerado.
n
m = 2 m, : el nGmero de unidades secundarias en la

muestra.
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y : la caracteristica de interés.

Y : el valor de la caracteristica de interés para 1la
ij
j—ésima unidad secundaria de la i-ésima unidad

primaria. i =1,2,...,N ; ] = 1,2,...,M .
4i5 : el valor de la caracteristica de interés para 1la
j—ésima unidad seleccionada de la i-ésima unidad
primaria incluida en la muestra.
i=1,2,...,n ; J = 1,2,...,m .
M
l 1
¥ = M E:YU : la media de las observaciones en la
1. . a—
S i-ésima unidad primaria. (1)
m
1 1
Ei = 0 E:qﬁ : la media de las m, unidades secundarias
- J=t seleccionadas de la i-ésima unidad
primaria en la muestra (2)
N Mi N N
L. Y, ) M Y LM Y,
. i=1 j=1 i=1 i=1
Y — — —
.« N Mo N M
) M
1
i=1
1 ¥ _
= N z u. Yi.: la media por elemento en la poblacidn,
t=d en donde, u =M / M (3)

1

En el siguiente desarrollo, supondremos una
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poblacidén dividida en N conglomerados de donde una
muestra de tamano n es seleccionada, Yy dque 1los
conglomerados seleccionados tienen respectivamente Mo, M,
T Mn ‘unidades secundarias, de las cuales se
tomaron muestras aleatorias de mo, m, o, - . . mn

unidades, ( Raj, 1980 ).

Estimacion De La Media Poblacional

TEOREMA 1. En un muestreo por conglomerados en dos
etapas, la media muestral ¢y esta dada por
4 - = z M1 qi
nM i=1 :
es un estimador insesgado de 1la media
poblacional Y .
Demostracion :
Dado
4 = Z Moy,
nM i=1 i

En Mood, 1974 podemos encontrar dque

1 n
E(4) - E B Z P% gi.
n M i=1

n
== E ——-—.Z M_ E ( gi.l ill"'lin)

(4)
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en donde, la parte que corresponde a j&""’in significa
que la i-ésima unidad primaria es incluida en una muestra

de tamafio n. Para abreviar, simplemente diremos E( Ei | 1i).

Considerando especificamente la i-ésima unidad primaria, y

de acuerdo con el teorema 2 ( capitulo uno ), se deduce que

E(y, | 1) =¥ (5)

ioe

sustituyendo (5) en la expresidén (4), tenemos

Finalmente, aplicando el concepto de esperanza matematica,

se concluye que

_ 1 N _ 1 N _ _
E(yg) = —— y M ¥ = —>Yu ¥ = Y (6)
NM i—_—1 L] i=1 [ ] ® o
-
Varianza Del Estimador De La Media
Poblacional
TEOREMA 2. En el muestreo por conglomerados en dos
etapas, la varianza de la media muestral,
V ( 4y ), esta dada por
_ 1 1 ,
1 al 5 1 1 .
T TaN ,Z ! { m M ]Si
i=1 i i
en donde
Mi
s ¢ = - Z(Y — Y )°
i M.-l . i 1. !
i j=1
2 = : = o 2 —
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Demostracion :

Por una propiedad conocida, ( Mood, 1974 ), tenemos que

sustituyendo la expresidén (5) en el primer término de 1la

relacidén anterior, obtenemos

Ahora, si1 consideramos exclusivamente la 1-ésima unidad
primaria, a partir del teorema 3 (capitulo uno),se concluye

que

V(Eli)=[l—;]siz (8)

en donde
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luego, al sustituir (8) en el segundo término de 1la

expresidén (7), se tiene

Aplicando el teorema 2 ( capitulo dos ), y por definicidn

de valor esperado, concluimos que

TEOREMA 3. Un estimador insesgado para V ( ¢ ), esta
dado por
A . 1 1 .
1 2 1 1 ]
T TnN ,Z Yy [ m_ M ]Si
i=1 i i
en donde
mi
s, = - ) -4, )°
i m - 1 413 41. !
i j=1
2 = D - —_ —e
Sp B n-1 121(u1 4. T ) o U= Mi/ 2]

Demostracion :

Considerando el cuadrado medio SJB definido por



38

entonces, se puede mostrar que

E(s2)=sz+—§:’u,2{1 —I\]&]s,2 (10)
2o ) i

También

(11)
luego, un estimador insesgado de sz esta dado por
A ] 1o 1 1 ]
Sb B sb - —I-]_—lzlul [ mi - IVIi ] Sl (12)

Ya que (11) y (12) proporcionan estimadores 1insesgados de

las dos componentes en (9), conclulmos

< >
& |
Il
P——
:| <
|
ZIH
N’
0
o
\V]
+
-

2 F
IN~1 3
c
\V]
JI——
=1
|
=2 -
| —
1))
\V)

Para N suficientemente grande, tenemos

< >
£ |
I

(14)



CAPITULO CUATIRDO

EsTIMACION Y VARIANZA DEL ESTIMADOR

DE LA MEDIA POBLACIONAL
EN UN MUESTREO PorR CONGLOMERADOS EN TRES ETAPAS

Introduccion

En la mayoria de las encuestas que se realizan a
gran escala, las técnicas muestrales que frecuentemente se
aplican estan disefiadas sobre un muestreo polietdpico, en
el que se ven inmiscuidas tres, cuatro o aun cinco etapas,
y en donde las unidades que corresponden a las diferentes
etapas son, en cuanto al tamafio, desiguales, ( Sukhatme,
1970 ). Es/ por lo tanto, necesario extender la teoria que
se ha desarrollado para un muestreo en dos etapas a un

muestreo por conglomerados en tres o mas etapas.

En este dltimo capitulo, enfocaremos nuestra
atencidén al desarrollo tedrico que involucra la estimacidn
de la media poblacional en un muestreo por conglomerados en
theo etapas, con la advertencia de que por ningin motivo,
debe interpretarse como un tratamiento exhaustivo del tema

en cuestidn.

Muestra Por Conglomerados En Tres Etapas
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DEFINICION. Una muestra por conglomerados en tres
etapas se obtiene seleccionando primero
una muestra de conglomerados ( unidades
primarias ), posteriormente, de cada
conglomerado seleccionado se extrae una
muestra de unidades secundarias, Y
finalmente, se extrae una muestra de 1los
elementos ( unidades terciarias ) de cada

unidad de la segunda etapa seleccionada.

En la estimacidén de la media poblacional a partir
del muestreo por conglomerados en dos etapas, se usaron
probabilidades 1iguales de seleccidn en cada etapa de
muestreo. Cuando las unidades de la primera etapa son muy
extensas y varian considerablemente en sus tamahos, este
sistema de submuestreo es rara vez tan eficiente como

muestrear con probabilidades diferentes, ( Sukhatme, 1970 ).

En el desarrollo tedrico que enseguida se expone,
supondremos que las unidades de 1la primera etapa son

seleccionadas con diferente probabilidad y con reemplazo,

mientras que las unidades de la segunda y tercera etapa

seran extraildas mediante un muestreo simple aleatorio sin

reemplazo.

Notaciodn

Sea
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N : el nimero de unidades primarias en la poblacidn.

n : el nimero de unidades primarias en la muestra.

Mi : el nimero de unidades secundarias en la 1i-ésima
unidad primaria. i=11,2,...,N.

m, : el nimero de unidades secundarias seleccionadas de
la i-ésima unidad primaria. i = 1,2,...,n .

B. : el nimero de unidades terciarias en la Jj-ésima

unidad secundaria de la i-ésima unidad primaria.

i=1,2,...,N ; j =1,2,...,M .

i

el nidmero de unidades terciarias en la

0
I
1
w

i-ésima unidad primaria.

N
NQ = z Qi : el namero total de unidades terciarias en
t=1 la poblacién.
bij : el niamero de unidades terciarias seleccionadas de la
j—ésima unidad secundaria en la i-ésima unidad
primaria. i = 1,2,...,n ; J = 1,2,...,mi .
P : la probabilidad de seleccidn asignada a la i-ésima

unidad primaria, tal que

N
Y Po=1
1
i=1
) : la caracteristica de interés.
Yijk : el valor de la caracteristica bajo estudio de 1la
k—-ésima unidad terciaria en la Jj—-ésima unidad

secundaria de la i-ésima unidad primaria.

i=1,2,...,N ; J = 1,2,...,Mi H k = 1,2,...,Bij .

NNLAQY i A A A N
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Y. : el valor de la caracteristica de interés
de la k-ésima unidad terciaria seleccionada de 1la

j-ésima unidad secundaria en la i-ésima unidad

primaria incluidas en la muestra. i=1,2,...,n ;
J o= 1,2,...,m, , k = 1,2,...,bij
B
1 t
Y = ST z Yoo : la media de las observaciones en
ije L. L ij
11 k=1 la j—-ésima unidad secundaria de
la i-ésima unidad primaria. (1)
b |
1 )
Y,. = B — kzl Yk : la media de 1las b . unidades
H - terciarias seleccionadas de 1la
Jj—ésima unidad secundaria en 1la
i-ésima unidad primaria. (2)
M. B, M,
i ij i
Y | B .Y
B jzl kzl ijk jzl ij] ije
Y. — = —
Tt o M B
1 1l o
ZBi_]
j=1
Bl
1 1
= z v Y : la media de las observaciones
M j=1 - ol s s . . .
i en la 1-éslma unidad primarila,
en donde
M.
BiJ B 1 i
vV, = — , B = B
ij Bi ie Mi I ij
m, (3)
1
gl.. = v1J qij. : la media muestral para la
S i-ésima unidad primaria. (4)
N
Y = z Pl’Yi : la media poblacional. (5)

Dado que P , la probabilidad de seleccidn asignada a
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la i-ésima unidad primaria, es arbitraria (siempre y cuando

N
Y P, = 1 ), podemos entonces considerar dque P sea
1 1
i=1
proporcional al tamafio de la i-ésima unidad primaria, es

decir
M.
1
B
jZ1 o Qi
P. = — - (6)
i N Mi N O
). 2B,
i=1 j=1
con lo cual
_ 1 N Qi _ 1 N _
Y... B N ,z = Yi.. - N ,Z Wi Yi.. (7)
i=1 Q =1
en donde w = Q. / Q .

Estimacion De La Media Poblacional

TEOREMA 1. En un muestreo por conglomerados en tres

etapas, la media muestral
e R
i=1

es un estimador 1insesgado de 1la media

poblacional Y "

Demostracion :

Sea
n
y = T Z g

calculando E ( y ) , se tiene que
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i=1

E(Qiuli)]

£3

& |

I

g3
——
3|
neNS—"—" 3

=
—_—

I

t
—
5| -
1IN~ 3

(8)

Si y, . es el valor de la media muestral, en 1la 1i-ésima
unidad primaria, obtenido a partir de un muestreo por
conglomerados en dos etapas; entonces, por el teorema 1
( capitulo tres ), el valor esperado de Ei.. dado dque 1la

i-ésima unidad primaria es incluida en la muestra, esta

dado por

E ( 4. | i) = Y, (9)

Sustituyendo (9) en (8) obtenemos

1 O 1 -
=Ty - v | 5T | - SRR T
i=1 1=1
en donde la expectativa de YI es
N
E ( Yi ) = ‘Z Pi:Yi , donde P esta dada por (6).

Por l1lo tanto
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Varianza Del Estimador De La Media

Poblacional
TEOREMA 2. En el muestreo por conglomerados en tres
etapas, la varianza de la media muestral,
V (y ), se define por
2
B N -1 b 1 N 1 1 ,
— ® = ¥
vV(Iy) N n + nN Z w1 m. M. Si
i=1 i i
M.
1 N oW, (1 1 ,
M nN z m M. .ZV” b - . sw
i=1 i i j=1 i] ij
en donde
B .
1 i 2
2— _ —
Sw B — 1 Z(Yljk Yl_].)
ij k=1
M.
. 1 ' . . 2
’ . —
Si M -1 z (Vl_] Y1j. Yl..)
i j=1
5 1 N _ . 2
Gb - N — 1 zwi(Y1..—Y...)
i=1
L : = 2 = 2
TN -1 izlwl .. - NY L

Para facilitar la demostracién de este teorema,

demostraremos antes el siguiente lema.

LEMA 2.1.
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Varianza Del Estimador De La Media

Poblacional
TEOREMA 2. En el muestreo por conglomerados en tres
etapas, la varianza de la media muestral,
V (4 ), se define por
2
N — 1 % 1 N 1 1
V(y) = ) w = s7°
N n nN i| m. M i
i=1 i i
M.
1 el wi ’ 1 1 5
* TN Z m M ZVIJ b~ B |
i=1 i i j=1 1) 1]
en donde
B
1 -4 2
2 _ e
Sw B._— 1 z ( Y1jk YIJ. )
i k=1
M.
. 1 : _ _ 2
’ - —
Sl M —1 . ( V1J YiJ. Yl.. )
i j=1
5 1 N . . 2
Ub - N — 1 .z w1 ( Yl.. o Y... )
i=1
- a = 2 = 2
TN — 1 izlwl .. TN XY O

Para facilitar la demostracidén de este teorema,

demostraremos antes el siguiente lema.

LEMA 2.1.




Demostracion ( lema 2.1.

Tenemos dque

1 1 B
b Il zYl.. - ZZV(i..)
i=1 n i=1
1 1 2 B
B n ,z E (¥, —
i=1
1 . D N B
~ n n ,z ,Z P (Y, —
i=1]1i-=
1 N . _
=HN.ZW1(Y1.._Y.
i=1
o °
N — 1 b
- N n
Enseguida demostraremos el teorema 2.
Demostracioén :
Dado que
V(§)=v[E(g|1)]+E[V(I;|1

-

sustituyendo la expresidén (9) en el primer

relacioén (12) obtenemos

término

de
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la



Nuevamente, si . es un valor obtenido a partir de un

1 . .

muestreo por conglomerados en dos etapas, luego, por el

teorema 2 ( capitulo tres ) tenemos que

M.
_ 1 1 2 1 ' 1 1 2
v ( q'i |l) B m - M SI + m M Vl_] b - B Sw
° e i i i1 j=1 ij ij
(14)
en donde
B_
2 . . = 2
Sw - B..-’ 1 Z ( Yle_ Yl_]. ) 4
ij k=1
M.
2 1 1 — =~ 2
’ . —
Si Z (Vinij. Yi.. )

M -1
1
sustituyendo (14) en el segundo término de la expresidn

(13), se tiene

_ 1 n
Vw) = V|5 )Y,
] i=1 ® o
1 R 1 1 ]
_ ’

+ B 2 2 m M. Sl

L In i=1 i i

M,

1 : i 1 1 i

+ m M Vl_] b - B Sw
i i j=1 i] ij

(15)
Desarrollando el valor esperado que aparece en el segundo

término de la expresidén (15), se sigue que



Finalmente, y aplicando el 1lema 2.1

concluimos que

1]
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de este capitulo,

B N -1 % 1 N 1 1 ]
— _ ’
V>0 ) = N n * o nN .z v, m. M =
i=1 i i
M
1 ol v 5 1 5
* AN ,z m M. 'Z Vij b o =4
i=1 i i j= 1) 1]
(16)
TEOREMA 3. Un estimador insesgado de V( y ), esta dado
por
o’ °
A _ b
V(4 ) = =
en donde
. 1 n _ 2
4 i —
% B n — 1 z (4, .. ¢
i=1
Demostracion
Sea
2 n — — 1 n — — 2
’ = — — —
%% n—1z(‘*i..‘*) n—liz Yy nY
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Considerando el valor esperado en (17), tenemos

1 Il
E (0;°) = 1[E_Z?Ji2-—nE(Ez)]

(18)
Observe que
B (21D =v (% |0+ [ E(F D] (19)
asi como
E(y°) = V(yg) + [E (g) 1° (20)

Por las expresiones (9) y (14), la relacidén (19) queda en

la forma

—_ 5 1 1 .
o — ’
E ( 41.. I 1) m. M Si
1 1
M,
1 ' 1 1 L
+ m M z Vl_] b._— B Sw + Yl..
i i j=1 1] 1)
(21)
Ademas, sustituyendo (10) y (16) en (20) obtenemos
2
. N — 1 % 1 N 1 1 ]
—_ —_ 4
E (4 ) N n + n N .z w; m M. 51
i=1 i 1
M
1 N (1 1 L
+ n N ,z m M. z VU b B Sw +'Y...
i=1 i i j=1 1) 1)
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A partir de la expresidn (21), se tiene que

o . 1 N 1 1 ]
E)E (%, | i) =nl5)vw | 5 - 5 |5
i=1 ° i=1 i i
M.
1 Wy ! 1 1 ]
+ N.z m M .ZVU b - B . Sw
i=1 i i j=1 1] 1]
1 it —
+ -7V—izlwg Y o (23)

Sustituyendo (22) y (23) en (18), tenemos

. n 1 N 1 1 .
’ — — — !
E ( Gb ) n—1 N ,Z wi m. M. Si
i=1 i i
M
1 N W, : ) 1 1 ]
+ ,Z m M Z Vi b B S,
i=1 i i j=1 1) 1]

1 Vo ) N -1 %%
+ —A—T—Zwl Yl.. - N I
i=1
1 N 1 1 3
- — 7
n N z Wl m. M Sl
i=1 i i
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RESUMEN

Para finalizar este trabajo, se presenta enseguida
un cuadro en el que aparecen los estimadores ( invesgados )
tanto para la media poblacional asi como para la varianza
del estimador, cuyo desarrollo tedrico, el cual ha
representado la parte medular de este documento, se basa en
un muestreo por conglomerados en tres etapas, en donde las
unidades de la primera etapa tienen diferente tamafio y son
seleccionadas con reemplazo y diferente probabilidad (
proporcional al tamafio del conglomerado ), mientras que las
unidades de la segunda Yy tercera etapa son extraidas

mediante un muestreo simple aleatorio, sin reemplazo.

ESTIMADOR PARAMETRO

& |
I
5| -
I~ 3
& |
K|

<>
& |
I
<
&
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