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Ante la creciente poblacién mexicana y la escasez cada vez mayor
de alimentos, se estd ante una tarea urgente y prioritaria el hacer del
campo un pilar donde se sustente la economia. Es importante tener
presente que, dadas las caracteristicas del territorio nacional, el pais

esta afortunadamente destinado a ser un pais agricola, ganadero.



Compete por ello, a las instituciones agronémicas la noble tarea de

hacer del campo una entidad eficiente y productiva.

El presente trabajo, que se inicia con el algebra de matrices,
luego presenta algo de la teoria del modelo lineal general, posterior-
mente aborda la metodologia del modelo lineal mixto; presentando por
ultimo wun ejemplo, comparativo con el diseflo experimental
convencional, asi; intenta aportar una ayuda al avance de la
investigacién agropecuaria, ya que con el desarrollo exponencial de la
computacién, permite hacer de la teoria del modelo lineal mixto, una

realidad factible de llevarse a la practica.



ABSTRACT

Methodology of the Mixed Linear Models, an Alternative to the
Conventional Experimental Designs

BY

SALOMON GONZALEZ DE LA TORRE

MASTER OF SCIENCE
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Due to the growing population of Mexico and the general scarcity
of food, it has consider the country side a foundation which supports
the economy, as an urgent task of high priority. It is important to
remember that, given the characteristics of the national territory, the

country is fortunately destined to be both agricultural and cattle dealer.

vit



Therefore, it is the noble duty of the agronomic institutions to transform

the country side into an efficiently productive entity.

The present work, which will begin with matrix algebra, will next
present a part of the theory of the general linear model, in order to then
touch the methodology of the mixed linear model. It will lastly present a
comparative example with the conventional experimental design; thus,
this tesis intents to provide help in the development of the agricultural
research because the computation exponential advance allows us to

make the mixed linear model theory a feasible reality.
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I. INTRODUCCION

Es sabido que para los paises latinoamericanos y con ellos
México, la agricultura es prioritaria para su desarrollo econémico y, en
consecuencia; esta investigacion agropecuaria debe incrementarse si se

desea el progreso del pais.

Este trabajo pretende aplicar una técnica de investigacion: la
metodologia del modelo lineal mixto, la cual no siendo reciente y
desarrollada con los trabajos de Henderson (1949), ha tomado notable
actualidad debido en gran medida al desarrollo tecnolégico de la
computaciéon. Se menciona, a manera de muestra y como justificacion

algunas investigaciones que han impulsado su avance:

El enfoque moderno (Steel y Torrie, 1980) de la notacién
matricial de la regresién multiple, necesaria en la interpretacion de
resultados impresos obtenidos de la tecnologia computacional,
estimulando asi al investigador para utilizar paquetes (programas)

estadisticos computacionales.



La conveniente utilizacién de los modelos lineales mixtos
(Henderson, 1975) en la mayoria de las aplicaciones de cria de animales.
Los meétodos para calcular BLUE (mejores estimadores lineales
insesgados) de funciones estimables lineales de los elementos fijos del
modelo y de los BLUP (mejores predictores lineales insesgados) de los
elementos aleatorios deben ser aprovechados, puesto que los métodos

usuales producen estimaciones y predicciones a menudo sesgados.

Investigadores como Johnson et al, 1992 han obtenido en
poblaciones de maiz, resultados satisfactorios, asi como Nunez y

Rodriguez (1995) y otros en el mejoramiento animal.

En el area computacional, disenando programas (software) se
tiene a Van Vleck (1994), Boldman (1993), Meyer (1988), Nelder y Mead
(1965) quienes han diseftado e innovado paquetes estadisticos
computacionales tales como DFREML, SPARSPAK, SPSS, SAS.

MTDFREML, por citar algunos.

El desarrollo de computadoras tiende a reducir los problemas de
calculo asociados con el diseno de experimentos y es claro que los
disenios requieren de matrices de inversién que pueden ahora utilizarse.
Berenson y Levine (1992) afirman que los investigadores pueden ya
utilizar las computadoras en la aplicacion de meétodos estadisticos,

especialmente cuando se trabaja con bases de datos grandes o con



procedimientos de calculo muy complejos, o bien con un nimero grande

de variables.

Harville (1979) considera que estimadores GLS (estimadores por
minimos cuadrados generalizados) son mas eficientes que los
estimadores OLS (estimadores de minimos cuadrados ordinarios)
correspondientes. La mas obligatoria ventaja (Stroup y Mc Lean, 1989)
de la metodologia del modelo mixto esta en la comprension de la teoria
general del modelo lineal (modelo lineal general es un caso particular del

modelo mixto).

En este trabajo se introducen aspectos de la teoria general de
modelos lineales (Capitulo II) para luego abordar la metodologia del
modelo lineal mixto y concluir con un ejercicio ilustrativo donde se
comparan los resultados obtenidos por el procedimiento de los modelos
mixtos con el analisis convencional, ademas; se pretende disminuir la
viciada tendencia del investigador al abuso de la utilizacién del modelo

lineal fijjo.



II. EL MODELO LINEAL GENERAL

Modelos Lineales

Un modelo es una representaciéon simplificada de un objeto,
evento o proceso. Esta representacion debera contener elementos
esenciales que lo describan para obtener una buena interpretacién v
predicciéon (Priore et al., 1995). Ningtin modelo es una imagen exacta del
mundo real; las aproximaciones son necesarias. La precisién de un

modelo depende del objetivo al cual ha sido disenado (Hadley, 1969).

Una primera clasificaciéon de los modelos es la de ser o no ser
matematicos, de acuerdo a si se va a utilizar o no lenguaje matematico
al modelar (Priore et al.,, 1995). Para definir matematicamente cualquier
cosa del mundo real, es necesario disefiar un modelo matematico
apropiado que relacione las variables que intervienen en él, y el cual
consta de una o mas ecuaciones o desigualdades. Méndez (1976)
puntualiza que para las ciencias los modelos matematicos son los
importantes, que corresponden a representaciones abstractas donde se

emplean simbolos para describir un fenémeno.



Podemos distinguir dos tipos de modelos matematicos: los
modelos deterministicos y los modelos estocasticos (probabilisticos o
estadisticos). Un modelo deterministico es un postulado matematico que
trata de describir exactamente las relaciones entre variables. Si el
modelo matematico contiene un elemento aleatorio, entonces se tiene un
modelo matematico estocastico. De lo anterior se desprende que la
diferencia fundamental entre estos dos modelos estriba en el término
aleatorio que aparece en el modelo probabilistico y no en el modelo

deterministico.

Dentro de los modelos probabilisticos se realiza una clasificacion
en cualitativos y cuantitativos. En los modelos cualitativos interesan
basicamente los modelos de disefio experimental y los de componentes
de varianza (Graybill, 1976). En los modelos cuantitativos interesan
sobre todo los de regresion lineal. Estos modelos (regresion lineal,
diseno experimental y componentes de varianza) estan relacionados y se

consideran casos particulares del modelo lineal general.

El modelo estadistico, se caracteriza porque:

- Interviene un elemento aleatorio «.
- Se aplica a un cierto numero de eventos (promedio).
- A causa del elemento aleatorio, no se puede determinar con exactitud

el valor de una variable en funciéon de otra (s).



Formas Cuadraticas

Para hacer contrastes cuando o2 es desconocida y determinar sus

propiedades se requiere calcular la distribucién de

A A

wu=(y-Xp)(y-Xp)

Esta magnitud es una componente basica de los diversos

estimadores de ¢2. Se puede demostrar que la suma de los cuadrados de

los residuos es una forma cuadratica en el proceso de los errores del

GLM (Modelo Lineal General).
Proposiciéon 1. Sea y~N(O, I), donde y es nx1, entonces
Y Y~¥°n

Es decir, una ji-cuadrada con un grado de libertad es la distribucién del
cuadrado de una variables aleatoria N(0,1). La suma de n variables ji-
cuadrada con un grado de libertad (e independientes) sigue una

distribucioén ji-cuadrada con n grados de libertad.

Proposicién 2. Sea y~N(u, X), donde y es nx1, entonces

(y-)’ 27 (y-w)~x2n

Las dos proposiciones anteriores proporcionan la forma canénica

de una distribucién ji-cuadrada. El siguiente resultado plantea



parcialmente el problema de dar un criterio que determine cuando una

forma cuadratica se distribuye o no segin una ji-cuadrada.

Proposicion 3. Sea y~N(O, I), donde y es nx1, y sea A

Yy’ Ay~y>?

siy s6lo si A es idempotente.

Puesto que A es simétrica, sus valores propios son reales y se
puede obtener una matriz de vectores propios ortogonales. Se puede
escribir

A=QAQ’
donde
A= diag (A1,A2...,An),

siendo A; los valores propios de A y Q la matriz de vectores propios.

Utilizando la simetria de A, se puede representar

S 2
Y Ay- yQAQry= 2 ki

en consecuencia, las x? son ji-cuadrado e independientes.

Se van ahora a dar condiciones para que dos formas cuadraticas

con variables aleatorias normales, sean independientes.



Proposicion 4. Sea y~N(O, I), y sean A y B dos matrices
simétricas nxn, con AB=0, y’Ay y y'By, son independientes. Entonces

AB = BA

Se observa que
(AB)’= B’A’ = BA
ya que

AB=0

Aplicando la siguiente proposicién (Diagonalizacion simultanea):

Proposicion 5. Sean A y B dos matrices simétricas de orden m;

existe entonces una matriz ortogonal, P, tal que

P’AP = D, P’BP = Dg,

Siendo las Dy, i=1,2, matrices diagonales, si y so6lo si
AB = BA

ademas, como

se cumplira también

D1D2>=0



Valores Esperados de Formas Cuadraticas

Sea el vector Y, tal que E[Y]= p, V[Y]= V, entonces E[Y AY]=

tr[AV] + p"Ap

En minimos cuadrados ordinarios E[Y]= Xp y V[Y]= o2, por tanto
E[YAY]= o2 tr[A] + B"X"AXp; entonces, el valor esperado de la SC
(modelo) es
E[SC modelo]= E[Y PY|= o2 tr(P) + B"X"PXp= (p+1) 02 + B"X"X(X"X)! Xp=

(p+1) o2 + p°X°X P

B°X°X B es una forma cuadratica en B. Como X°X es definida positiva,

entonces XX B es definida positiva.

n
+ B XP-X'J/n) XB =po? + BX(I-J/n) XB

E[SC regr]= E{yr(p_i)y}= c? tr(P-J/n) + BX(P-J/n)Xp= po?

B°X°(I-J/n) XB es una forma cuadratica en P corregida.

E[SC res]= E[Y'(I-P) Y]= o2 tr(I-P) + p"X"(I-P) Xp= o2[n-(p+1)] + B~ (X'I-

X°P) XB

Los valores esperados de los cuadrados medios son
E[CM regr]= o+ [3°X"(I-J/n) Xp]/p

E[CM res|= o2 (insesgado)
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Modelos de Rango Completo

El Modelo Lineal General Y= Xp+¢, donde

Y, 1X), Xy, X ] B, &
Y, _ 1 X, X22"'X2p B N &,
Yn 1 an Xn2 ”'an ﬁP Lén
nxl n x (p+1) (p+1)x1 nx1

Con (n>p). Se asume para ¢ una distribucion normal

multivariada con vector de medias cero y una matriz de varianza-

covarianza Z. Por ejemplo:

'76'1 I O’i Covle,, &,) Covley, &;) 1
e =|¢&, |, Var[g]=|Covle,, &) 0'522 Covl(g,, &;3)
‘J‘? 3 | Cov(e;, &) Covle,, &,) 0'33

Cuando e~N(O, ¢2I,) se asume que los & tienen varianza comun

o2y que los & son estadisticamente independientes.

Casos especiales. El Modelo Lineal General tiene los casos:

1. La distribucién de € y por lo tanto de Y.
2. La estructura de la matriz de varianza-covarianza Z.

3. El rango y la estructura de X.



11

Caso 1. e~N(O, ¢2I,)
Si Var [e]= o2In, = los & tienen varianza comun y son no

correlacionados (Cov [g;, ] es cero).

Caso 2. Se desconoce la distribuciéon, pero se sabe que esta

centrada en cero y que los & tienen varianza comun.

e~?(0, 62In), E[e]= 0, Cov [gi, &)= o2I

En ambos casos:

-

o> 0 0---0
0 ¢*0-0
l_O 0O 00

Caso 3. Var[e] #62I, los & tienen varianzas diferentes y no son
independientes. Si los & fueran independientes (si todos los elementos

fuera de la diagonal de la matriz son cero) se usa el método de minimos
cuadrados ponderados. Si hay covarianza entre errores, (no son

independientes) se usa el método de minimos cuadrados generalizado.

Para estimar los parametros (8, c2), se utilizan los métodos de

maxima verosimilitud o bien el de minimos cuadrados.

Para el Caso 1, se puede demostrar utilizando el método de

maxima verosimilitud que:

Els>]= " ~(®+1 2 | por lo tanto un estimador insesgado de o2 es:
n
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o (-XEH-XB) 0
n n-(p+1)

siendo la varianza muestral S2

SC res

SHE b
n-(p+1)

La notacion matricial de X*X es:

no EX,  IX,IX,

0 IX% XX, IX,X

En la diagonal principal estan la suma de cuadrados y fuera de

ella las sumas de productos.

Para el Caso 2, se utiliza el método de minimos cuadrados:

e~?(0, o2I)

g’ = (Y-XB) (Y-XB)= (Y- B"X")(Y- XB)
= Y'Y-Y'XB-B°X'Y + B X"XB

= Y'Y-2Y'XPB + pX"XP
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= Y'Y-2(X°Y) B+ pX"XB

Derivado respecto a B, e igualando a cero se llega a las
ecuaciones normales:

(X°X)B= X"Y de las que se pueden obtener los estimadores
f= X'X)1XY
El vector Y:
Si e~N(O, o2I,), como en el GLM Y=Xp+g, entonces el vector Y
tiene distribucién normal multivariada Y ~ N(XB, o2I) por lo que
E[Y]= E[Xp+e]= E[XB] + E[e]= Xp

Var[Y|= Var[XB+e]= V|[e]= 621,

Esto es asi si se asume que el modelo es correcto, en caso

contrario, E[Y] = X

Propiedades de B

1. Es insesgado, puesto que E[Zi] =f

2. Var[ﬁ]= Var[(X"X)! X"Y]= (X"X)"! 62

La matriz (X°X)! es simétrica: los elementos de la diagonal
principal contiene las varianzas de los estimadores de los parametros y

los otros elementos las covarianzas.



14

Teorema de Gauss-Markoff

En el Modelo Lineal General Y= X[3+g, donde X es una matriz de

rango completo nx(p+l), Pun vector (p+l)xl de parametros
desconocidos, € un vector aleatorio nx1 con media cero y varianza c2I el

estimador de minimos cuadrados S es el mejor estimador lineal

insesgado de (media).

Propiedades de los Estimadores y Combinaciones Lineales de los
Estimadores
Estimando funciones de o, B1,.... , Bp:
Para un vector t"ixp+1) de nimeros reales, el meli de (t"B) es t’ B donde ,3
son los estimadores de minimos cuadrados de f.
ity x = Y, (estimador de la media)
Y=Xp - X (X°X) 1 X"] Y= PY, Puxn €s simétrica e idempotente
E[¥| = E[PY)- P[E(Y)]- PX B =X p
Var[¥] = Var[Xp] = x[Var(]}")]x1 = X|(X'X) "o’ X' = X(X'X) ' X' 0" = Po”

A

Y. es un estimador insesgado de las medias de Y.

1

Propiedades de los Residuales

e= Y- ¥= Y-PY= (I-P)Y, (I-P) simétrica e idempotente, PX=X,
Ele]= E[I-P)Y]= (I-P) E[Y]= (I-P) X B = (X-PX) f = X-X)p =0
Var[e] = Var[(I-P)Y]= (I-P) Var[Y] (I-P)-1= (I-P) I 52 (I-P)

=(I-P) (I-P) o2 =(I-P) o2
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Los vectores aleatorios Y, ¥,B,e tienen distribucién normal

multivariada.

Varianza de una Funcién Lineal

Sea la funcién U tal que { = Zaiyi donde Y; son variables
=1
aleatorias y a; son constantes, entonces:

Var[U] = 3 o Var[Y,]+3 > aa, Covly,, Y} i= j
i

Si Yi son independientes y Var [Yi]= 62, = Var[U]= (Za2) o2.

En notacién matricial:

Si U= AY, donde Y es un vector aleatorio, A es una matriz tal que
cada hilera produce los coeficientes para una funcién lineal, entonces:
Var[U]= A[Var (U)] A

Si Var([Y]= 62I5, = Var[U]= A A ¢2

Prueba de Hipotesis

La forma general de las hipétesis lineales es Ho: K= m, Ha: Kp =
m, donde K es una matriz de coeficientes que definen k funciones
lineales de P para probarse y m es un vector kxl con elementos

usualmente ceros.

En la hipétesis simple, K tiene una fila, en la compuesta tiene

mas de una. Por ejemplo, sea Ho: KB=m
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01-1 © Po B, — B, 0]

H,:|01 1-2 Pri_ B, +B, —2B; | =
10 0 o|P Bo

Bs

o O

Aqui, la hipétesis es compuesta, K tiene mas de una fila. Las k
funciones lineales en Ho deben ser linealmente independientes (no
necesariamente ortogonales), por lo que r(K)= k y el numero de
funciones lineales en Ho no es mayor al niimero de parametros, ya que
K no seria de rango completo.

-~
>

Como P ~N (B,X"X)16?), Kf-m son combinacién lineal de 3

= (Kf - m )~N (KB-m, KX'X)! K'o?)

La suma de cuadrados de la hipétesis lineal, se calcula como

forma cuadratica:
Q = (Kp - m)' [K(X'X)'K'['(Kp - m),

Q/0? = (K - m) [K(X'X) K ' ®p ~m) /o7, donde

A = 21_2 (KB _ m)'[K(xfx)*Kl]_1 (KB — m), = la Ho es cierta:
16}
Q/r(K)o?

~Fik nto.
SC res / [n -(p- 1)]0_2 [k, n-(p-1)]



Modelo Reducido
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Una forma de calcular Q es utilizando el modelo reducido. Se

vera un ejemplo:

Sea Ho: B1= B2 y Po= 20, entonces
K 01-10 0
= , m
10 00 20, r(K)= 2

Yi= Bo + B1Xi1 + B2Xiz + BaXis+ &, con gl (res)= n-4 (modelo completo)
Yi= 20 + B1Xi1 + PXiz + B3Xis+ &, (modelo reducido)

Yi- 20 = B1(Xi1 + Xig) + B3Xiz + &

Y*i= B1X*i1 + BaXiz+ &

en forma general, el modelo reducido se puede expresar como

Y*= X*B*+e, donde

,>Y1 - 20 Xy + X)) Xyg XII X3
v* = Y, ‘_ 20 X* = (X ."‘Xzz) .X23 _ X21 ?<23 B = [B*l}
: : : : | B3
Yn - 20 (an + Xn2) Xn3 _X;l Xn3 R

r(X*)= 2, SC (res red) tiene (n-2) gl, entonces:
Q= SC (res red) - SC (res compl)

gl= (n-2) - (n-4)= 2

Si Po no esta incluido en Ho, una forma alternativa de obtener Q

€s:
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Q= SC med compl — SC med red

Modelo de Rango Incompleto

Este modelo se representa igual que el modelo de rango

completo, pero un numero infinito de conjuntos de escalares Bo, B1," * - , Bp

describen el sistema. X es una matriz nx(p+1), de rango r<p, X'X es
singular y no tiene inversa ordinaria, por lo que el sistema (X'X)f = X'Y

tiene una infinidad de soluciones.

El modelo de rango incompleto, se puede escribir:

Yij=ptti+e,i=1,2,- -,k j=1,2,-- - ,n
En notacién matricial: Y= Xp+¢, donde

Y es un vector de dimensiones k
n, |x1
i=1

B es un vector de parametros B°= [ut1 12 - - 1R]

k
X es la matriz de disefio (Z nij x (k+1), r(X)<(k+1); ademas r(X)= r(X"X).

i=1

Estimabilidad

Sea el modelo de rango incompleto Y= XB+¢, donde r({X)= r<(p+1),

E[e]= 0, Var[e]= ¢2I, entonces t'B es estimable si existe un vector ¢ tal
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que E[cY|= t’B. Esto es, existe una combinacién lineal de las
observaciones cuya esperanza es t°B. Estas especificaciones definen la

estimabilidad.

Definicién 1. Sea una matriz A de rango incompleto, r(A)=r, la
inversa generalizada de A es una matriz AS tal que AAGA= A, la matriz

AC no es Unica. Si A tiene rango completo, AG=A-! es Uinica.

Definicién 2. Sea el modelo de rango incompleto Y= Xp+¢, donde
r(X)= r<(p+1), E[e]= O, Var[e]= 62I, = t°B es estimable < t*(X"X)¢(X"X)=

t'.

Teorema de Gauss-Markoff

Sea Y= Xp+e, donde X es nx(p+1), de rango r<(p+1), E[g]= O,
Varle]= o?I, y t°B sea estimable, entonces cualquier solucién S de (X°X) B

= X"Y produce el mismo (inico) estimador lineal insesgado de t*p (meli).

Funciones Estimables y no Estimables

Bo, P1, =+, Pp no son estimables. Los elementos de Xp son
estimables, ya que: E[Y]= XB. En particular, son funciones estimables
del tipo p + T, wi - W, @ - 15, para i#. Toda combinacién lineal de
funciones estimables es estimable. Si t1 B, t2 B, -, tmP, son estimables,

entonces z= a1t + axtap + - + amtmP es estimable
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Estimacion de ¢2 en el Modelo de Rango Completo

En el modelo de rango completo el estimador insesgado de la

varianza poblacional es

Q% = SCres

donde n es el tamano de la muestra y (p+1) es r(X).
n-(p+1)

En el modelo de rango incompleto, Y= Xp+¢, E[e]= O, Var[e]= c°I,

SCres
n-r

r(X)= r<(p+1), por lo que el estimador insesgado de 62 sera S? =

Reparametrizacion

El objeto de la reparametrizaciéon es pasar de un modelo de rango
incompleto a uno de rango completo, redefiniendo los parametros por
medio de restricciones lineales impuestas a los estimadores. Se

presentan tres tipos de reparametrizaciones.

Caso 1. El modelo sobreparametrizado Yy= p + 1 + &, 1= 1, 2, -,
p;j= 1, 2, -+, n con (p+1) parametros. Se define la reparametrizacion pi=

u+ 1, con lo que el modelo reparametrizado sera Yij= pi + €j, y en forma

matricial Y= X*B*+e. Sea por ejemplo:

11000]
11000 .
10100 H
T

10100
X = , B=171,

10010
T3

10010
t4
10001 - -

11000 1]
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En esta matriz X, la suma de las ultimas cuatro columnas
producen la primera. El modelo reparametrizado tiene la siguiente

matriz de disefio y vector de parametros:

[1 00 0]
1000 o
0100 My
010 ;
X = Ol pe|2
0010 ™
0010 ™
0001
000 1]

Con ecuaciones normales X"X*B*= X*'Y

Caso 2. Sea la restriccién £7, = 0 que implica , = —(2‘1 Aot z'p_l)

El vector de parametros y la matriz de disefio son:

[1100]

o 1100
[V 1010 [8000]
1, 1010 042 2]
Br=| . |, X*= , X *X = ,
T, 1001 0242
v | 1001 0224J

1000

100 0]

E[B] = [(X X 'X *‘Xb, siendo
LT

1 1/4 1/4 1/4 1/47u
0 3/4-1/4-1/4 -1/4 |1, | |1, +7

EIR" |= =
[B] 0-1/4 3/4-1/4 -1/4 |, -
2 T,+1

0-1/4-1/4 3/4 -1/4 | 14

| Ts +TJ
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donde L TtTtT T, oL
T= B*=

4
insesgado de (t, - 1)

(pf,‘t;,’c;,‘t;) es un estimador

Caso 3. Sea la restriccion t4= 0. Se genera igual resultado que

utilizando la G inversa de SAS. En el ejemplo utilizado, el vector de

parametros y la matriz de disefio son:

(1 1 0 0]

1 1 0 0

[ *] 1 0 1 0

5 - T, < = 1 0 1 O
r, | 1 0 0 1

> 1 0 0 1

1 0 0 O
1 0 0 O]

1000 1jp B+ T,

E[[S*]—- 0100 -1)1| |1u—-1,
10010 -11t,]| [t,-1,
0001 -1]r1, Ty, — T,

H+T,

- - x *x x  x . Tl—-’t4
Asique f* =(p t112r3) estima a . .
27 Y4

T, - T,
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Modelos Basicos del Diseiio Experimental, ANVA en una Via

Modelo Completo

El modelo completo Yi= p; + &, Y= Za + ¢, Z es nxk, o un vector
de parametros k+1, tal que a'= (u1, p2, - - - , pk), la suma de cuadrados del

modelo completo es Y'(Z (Z°Z)-1 2°) Y, donde

1 5.0
nl 0---0 n, 1
O n2' O -1 O T O
Z2'Z = , (Zz)'=| n,
00~
i |
k Y?
entonces, SC (modelo completo) = Y
Modelo Reducido
Se asume que Ho: p1=p2=" - - px=p es verdadera, el modelo es Y=
p + &ij, en forma matricial Y= Z3 az + ¢, donde Z 2= 11 1]lyoaz=u,la

suma de cuadrados del modelo reducido es

NACAR
n

Asi la suma de cuadrados de la hipétesis es:

SC (hipot)= SC (mod compl) - SC (mod red)

= Y'[Z(ZIZ)_IZ' - zz (Zézz )‘1212]Y = i ‘YE - Yf
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Esta es la variabilidad en Y, que no es aleatoria (no explicada).

La Ho se prueba con:

[SC(mod. compl) - SC(mod. red)]/(k - 1)
SC(res mod compl)/(n - k)

El Teorema de Cochran-Fisher afirma que estas sumas de

cuadrados tienen distribucién %2 y son independientes.

Cuando Ho: p1= po= - ux= u es verdadera.

= (20)elz2) 2-2,(212.) 2. |20)=0
o .
K Y2i Y2
[Z - ::] /(k-1)
entonces i1 in ~ Fik-1), (n-k)

SC(res modelo compl)7in—k)

La tabla del ANVA es

FV gl SC

Modelo completo k Y'[Z(Z°Z2)Z°]Y

Modelo reducido 1 Y [Z2(Z 2Z2)1Z 2]Y

Hipétesis k-1 Y'[Z(Z°Z) 12 - Z2(Z 2Z2) 12 2)Y
Residual (mod. Comp) n-k Y [I-Z(Z°Z)1Z" )Y

Total (no corr) n Y'Y
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Anailisis de Dos Factores sin Interaccién (Modelo Aditivo)

Sea el factor A con a niveles, el factor B con b niveles y se efectiia

una observacién en cada combinacién ab.

El modelo propuesto es
Yij=p+ti+Bj+te,i=1,2,---,a;j=1,2,---,b
donde ties el efecto debido al i-ésimo nivel del factor A,
Bjes el efecto del j-ésimo nivel del factor B,

&ij €s el efecto del error aleatorio.

En forma matricial el modelo es

Y= Xp+e.
Se asume que € ~ N(0, 62I). La matriz de disefo es

_/12'1 Ty Ty By By By
11 0. 1
0

..............................
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Tiene dos dependencias lineales, r(X)= (a+tb+1)-2= a+b-1 (rango

incompleto).

Hipotesis

Tienen la forma Ho: KB= 0, r(K)<a+b-1. Las hipétesis mas

importantes son Ho: 11= t2= ' 1a, Ho: B1= B2= = Bo.

Estas son contrastes entre t's y s si son estimables; en este
caso Ho:t1= 712= " ta equivale al siguiente sistema de contrastes
ortogonales linealmente independiente.

T1-12= 0
T1+ 12-213= 0

Ti1+ 12+ 13-314= 0

T1+ 12+ - -(a-1) 1a=0

y entonces

Individualmente los parametros no son estimables, pero si son

estimables sus diferencias.



27

Analisis de Dos Factores con Interaccién

Considerar el caso en que ambos factores se aplican a dos

niveles en el experimento, y suponer los siguientes datos:

Factor A
Factor B 1 2 Total
1 3 6 9
2 6 3 9
Total 9 9 18

Hay interaccién ya que hay un comportamiento diferencial de A a
los distintos niveles de B. El modelo es:
Yie=p+ i+ P+ & +eik, i= 1,2, - - ,a;j=1,2,- - - ,b;k=1,2,--- . n

donde n es el numero de observaciones en cada celda.

Las hipétesis en prueba son:
Ho: no hay interaccién

Ho:t1=12= " -+ =14,

Ho: Bi=P2=- '+ =Pp

Suponiendo dos observaciones por celda:

Factor B
Factor A 1 2
1 Yi1 Yi21
Y112 Yi22
2 Yo1: Yoo1

Y212 Y222
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En forma matricial:

o Iul . -
Y] [110101000] | [4;
Y, 110101000Tl 1o
Y,,, 1100101005 £
Y,| [110010100 £
= P |+
Y, 10110001072 |g,
5
Y,,| 101100010|] |g,
5
Y, | [101010001|72] |g,
5
Y| 101010001 [%| |g,,]
_522_

r(X)= 4 cada columna de X puede expresarse como una

combinacién lineal de 811, 812, 821, 822.

, la Ho: KB= 0 no es estimable.

© O o o
©O O O o
© O o o
O O O o
O O o O
oo o+~
o o+~ ©
o~ O O
— O O O

Cuando el numero de niveles crece, el sistema de ecuaciones
para expresar la idea de no interaccién se hace compleja; por esto,
conviene reparametrizar el modelo. Esta reparametrizaciéon es tal, que

los términos de la interaccién reparametrizada sean estimables.



Yi= p+ i+ Bj+ 8y +eiyk, 1= 1, 25 j= 1, 2; k=1, 2

_ 7, - B
Sea T = —2-' ﬂ = ZEJ
_ ﬁy _2 2 é‘_v_
=2 4 521:]2 4
_ 2 5. _ 2.5,
5. =y 4 5. =54
J-Z:; 2 =2
Entonces:

U =u+7+p+6

Asi, el modelo puede expresarse como:

Yije= p'+ i+ B+ 87y Feik
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Cada uno de estos parametros es estimable y no hay interaccién

si 8"j= O para cada i, j.

Definiendo 1%, B’j, 8% como se ha hecho, implicitamente se han
) AR \]

definido las siguientes restricciones:

a

Za:qf: >6.=0

j=1 i=1
b * b *
2.5;=0 2.8,=0

=1

~
"
—

~
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que facilitan la solucién de las ecuaciones normales del modelo

reparametrizado.



3. EL MODELO LINEAL MIXTO

Generalidades

El modelo lineal aditivo mas simple (Steel y Torrie, 1980) es

Yi=p+ g

donde Yi es la i-ésima observacidén de la media p, sujeta a un error de
muestreo g. Se supone que los g pertenecen a la poblacién de los € con

media cero, siendo independientes (no existe correlacion). El modelo

indica que existe una muestra finita de los g y estos llevan a un

estimador de 2.

Para una adecuada evaluacién de los datos experimentales y
dentro del contexto del modelo lineal aditivo, debe establecerse el
modelo de manera especifica. Tres modelos lineales aditivos son: el
modelo de efectos fijos o modelo I (Eisenhart, 1947), el modelo de

efectos aleatorios o modelo II y el modelo de efectos mixtos o modelo III.

El modelo de efectos fijos. Para la clasificacion de una via, se

tiene:

Yi=p+ 1+ g i=1,2,..,t j=12,..,5
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donde

Los &ij son componentes aleatorias, se deben hacer supuestos

respecto a los 7i:

Los ti son fijosy Z1i=0

forman una poblacién finita y son parametros de interés, ademas de 2.
Para este modelo, una repeticiéon del experimento generara el mismo
conjunto de t en el nuevo experimento, donde se hacen inferencias
acerca de los tratamientos particulares. Hacer Zti = O, es medir los
efectos de los tratamientos como desviacion respecto a una media
general. Para el modelo fijo con efectos de interaccion, estos seran fijos,
ya que los efectos de tratamientos y bloques son fijos; se tratara de
probar hipétesis sobre combinaciones lineales de los parametros de
interés, es decir, se tiene bajo estudio a toda la poblaciéon de
tratamientos. Aqui, los niveles de los factores no han sido seleccionados

aleatoriamente de una poblacion.

En el Modelo de Efectos Aleatorios, (Cuadro 3.1) los tratamientos

son una muestra aleatoria de una poblacién de 1 para la cual la media
es cero y la varianza es o2, el parametro de interés, ademas de o2 Para

este modelo, una repeticién producira un nuevo conjunto de tratamien-

tos de la misma poblacion de t y, con el tiempo, la poblacién completa de

las 1t aparecera en la posicion i-ésima; interesa la variabilidad de las t. Para
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un experimento al cual se le aplica el modelo de efectos aleatorios, la

variabilidad del estimador de o2, proviene de la variabilidad en el

estimador de 62y de las diferencias de los t de muestra a muestra.

Un ejemplo de un experimento en que se aplique un modelo de
efectos fijos es la investigacién de la eficiencia de los nutrientes N
(nitrogeno), P (fésforo) y K (potasio) en produccién de plantas, tal modelo

podria ser:

Vi =Rt ot ey

para clasificacién de una via. Y un ejemplo de un experimento tipico
donde halle aplicacién el modelo de efectos aleatorios podria ser el
estudio de la habilidad maternal de camadas de animales. El modelo

apropiado con clasificacién de una via es:

Yij = o+ Bi+ e

con el término PBi que representan los datos relacionados con la
habilidad maternal, variable sujeta a variaciones biolégicas de animal a
animal. En contraste con el modelo I, el modelo II, contiene factores en
los cuales los niveles se seleccionan en forma aleatoria de entre una

poblacién.

Searle et al. (1992) designa las siguientes caracteristicas a estos

dos modelos:
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Cuadro 3.1. Caracteristicas del modelo de efectos fijos y del modelo de
efectos aleatorios (clasificacion: una via).

Caracteristica

Modelo de efectos fijos

Modelo de efectos aleatorios

Ecuacién del
modelo
Media de yj

El término o

El término ej

E(ejou)

Var (yj)

Covlyij,yij)

Yij = Bt oi e
Elyy)=p + o

Fijo (constante descono-
cida)

€4 = yij — E(y)

= Vij = (1 + o)

e ~ 1.i.d.(0 o%)

E(ejoi)= oE(ey)=0

Var (yi)= o2

Cov(yy,yiy)

- (o para i=i’j=j’
0 d.o.f. -

Vi = pt ot ey
Eyjlou) = p+ou
Elyy) = n

a~1.1.d.(0,0%)

eij = yij — E(yij| o)
=i — (0 + o)

eij ~ i.i.d.(0-0%)
E(ejjou)=0
Var (yij)= 6%+ 0% A
Cov(yi,yiy)

o2yt o7 para i=t’, j=j’
o’y para i=i’, j#j’
0 d.o.f

La decision para modelos de un factor si los niveles de los

tratamientos son fijos o aleatorios (Cuadro 3.2) afectara las suposiciones

acerca del término tj en el modelo

Yi=H+ Tt ey
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estas suposiciones difieren segtin el modelo. Hicks (1964) establece las

siguientes comparaciones;

Cuadro 3.2. Comparaciones entre los modelos fijo y aleatorio.

Modelo fijo

Modelo Aleatorio

1. Suposiciones: 1j son
constantes fijas

ij =;(/‘-J‘—/‘)=O

Jj=1 J

(s6lo las medias son

consideradas)

2. Analisis: los procedimientos
son los usuales para el
calculo de SS

3. ECM

FV gl ECM

Suposiciones: tj son variables
aleatorios y estan NID(0, ¢%). ¢
representa la varianza entre las
1j 0 entre las verdaderas medias
de los tratamientos, p;’s. El
promedio de las t; s cero para
todos los niveles posibles, pero
para los k niveles usualmente no
promedian cero.

Analisis: igual que para el
modelo fijo

ECM

FV gl ECM

T k-1

€ij k(n-1) G2

Tj k-1 o2+ no?,

& k(n-1) 52

4. Prueba de hipétesis
Ho: 1j =0, para toda j

Modelo Mixto

Prueba de hipoétesis
Ho: o2, =0

Este modelo (modelo III), es el que contiene ambos efectos: fijos y

aleatorios (Cuadro 3.3). En rigor, cualquier modelo que contiene un efecto fijo

Uy un término aleatorio e, es un modelo mixto. En el modelo mixto, lo mas

frecuente es que los bloques suministren los efectos aleatorios. Los
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tratamientos se consideran fijos en experimentacién repetida (Steel y

Torrie, 1988).

Puesto que los compuestos de los modelos difieren en sus
suposiciones, también conducen a diferentes pruebas F al evaluar la
importancia de los efectos principales (factores A y B). Berenson y Levine

(1992) resumen las pruebas F apropiadas para cada modelo:

Cuadro 3.3. Pruebas F para modelos ANOVA de dos factores con

repeticion.
Ho Efectos fijos Efecto aleatorios Efectos mixtos Efectos mixtos
(Ay B) (Ay B) (A fijo, B aleat.) (A aleat., B fijo)
W o p-CMFA) L CMFA) __CMFA) | _CM(FA

CME CMAB CMAB CMFA

CM(FB C CM(FB CM(FB

i, =0 p-_MEB} p_CMEFB) - CMEB) . _CM(FB)
CME CME CME CMAB

ABij—0 F=CM@AB) . _ CM(AB) _ CM(AB) _ CM(AB)

CME CME CME CME
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Searle et al. (1992) enfatiza sobre el criterio de decisién de qué

factores se deben considerar como fijos y cuales factores como

aleatorios. El siguiente esquema lo ilustra:

¢Es razonable asumir qué niveles del factor vienen de una
distribucién de probabilidad?

v

No

v

Factor tratado
como fijo

Factor tratado como
aleatorio

|
|
J

v

¢Donde falla?

!

Sélo en la distribucién de los
efectos aleatorios

!

Estimar la varianza de los
efectos aleatorios

l

En ambos: la distribucién y la
realizacion de valores de los
efectos aleatorios

'

Estimar la varianza de efectos
aleatorios y calcular predictores
(BLUP) de los valores realizados de
los efectos aleatorios
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Ademas, se cuestiona: Respuesta Efectos
¢Son los niveles del factor a considerar Si aleatorios
una muestra, aleatoria de una poblacién No fijos

de valores?
¢Hay bastante informacioén acerca de un Si aleatorios
factor para decidir que los datos son una No fijos

muestra aleatoria?

Asi, los efectos aleatorios ocurren en datos asumidos de

poblaciones infinitas (o finitas muy grandes).

En el Cuadro 3.4 se da un breve resumen del desarrollo histérico

del modelo mixto:

Cuadro 3.4. Desarrollo histérico del modelo mixto.

Periodo Autor Aportaciéon

1947 Eisenhart = Denomina al modelo de efectos fijos, aleatorios y

mixto, modelo I, II y Il respectivamente.

1949 Henderson Da a conocer las primeras bases teéricas del
modelo mixto. Descubrimiento de las ecuaciones

de los modelos mixtos (MME).

1953 Henderson Presenté tres diferentes meétodos (adaptacién)
tipo ANOVA para estimar componentes de

varianza y  ser  utilizados en datos
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desbalanceados. (método I, para modelos II,
método II, para modelo I, con aplicacién del

método I y el método III para modelo III (mixto).

1949 Henderson

et al.

Probaron que [AB de las MME son los mejores
estimadores lineales insesgados (BLUE) de los
efectos fijos, equivalentes a los estimadores

lineales generales (GLS).

1963 Henderson

Prob6 que U de las MME son los mejores
predictores lineales insesgados (BLUP) de los
efectos aleatorios. Demostré que la var (y) = V=

ZGZ'+R.

1965 Nelder y
Mead

Emplean el método simplex para actualizar R y
G en forma iterativa, hasta lograr maximizar |

(funcién de verosimilitud).

1973 Henderson

Describi6é las caracteristicas de los siguientes
métodos de prediccion: mejor predictor lineal
insesgado (BLUP) y sus aplicaciones en las

evaluaciones genéticas.

1975 Henderson

Propuso reglas para obtener (A*)-! donde A* es la
matriz que incluye a todos los animales (con y

sin registro) en un modelo mixto animal)

1977-79 Harville y

Searle

Desarrollaron wuna forma equivalente del
logaritmo de la funcién de verosimilitud
restringida para una distribuciébn normal

multivariada, siendo A= -.5 [constante + log | Rl

+log |G +loglcl + yPyl.
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Probaron que si las varianzas son estimadas con
un meétodo que cumpla con ciertas propiedades y
estas estimaciones son sustituidas en las MME,
los estimadores de los efectos fijos y los
prodictores de los efectos aleatorios son

insesgados.

1986-87

Kackar y
Harville
Smith y

Graser et

al.

Propusieron un método para maximizar la forma
equivalente de 1 de Harville y Searle son el

empleo de derivadas o esperanzas.

1993

Boldman et

al.

Popularizaron el procedimiento de libre

derivacién (DF-REML) entre genetistas animales

1992

Searle et al.

Demuestran que la matriz P para simplificar las
ecuaciones de ML es equivalente a K(K'VK)-!K’

que se tiene en las ecuaciones de REML.

1992

Rodriguez-

Herrera

Estudi6 la metodologia de modelos mixtos
(MMM) con el objetivo de determinar aplicaciones
potenciales en el mejoramiento genético. En una
primera parte de su investigacién encontro
utilidad de la metodologia de modelos mixtos al
aplicarla en un disefio experimental de bloques
incompletos desbalanceado donde fue posible
obtener resultados igual que si el disefio fuera
balanceado. En una segunda parte aplicé la
metodologia de modelos mixtos (MMM) a un
problema  de interaccién genotipo-medio
ambiente, encontrando que MMM provee

informacién adicional a la obtenida por las
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metodologias de parametros de estabilidad de

Eberhart y Russell, y ecovalencia de Wricke.

1994 Madsen et Extendieron el procedimiento AI-REML a
al. modelos multivariados y lo compararon con DF-

REML.
1995 Johnson y Para modelos univariados compararon el

Thompson procedimiento AI-REML con dos procedimientos

comunmente usados (EM-REML y DF-REML).

Conceptos Basicos de la Metodologia de los Modelos Mixtos

donde

La siguiente ecuacién ilustra el modelo lineal mixto:

y = XpB+2ZU +¢

y €s un vector nx1 de medida de respuesta

X es una matriz nx(p+1) conocida, con rango de X<n,(p+1)

B es un vector (p+1)x1 de efectos fijos desconocido

Z es una matriz nxq incidente (concurrente)

U es un vector gx1 de efectos aleatorios con E(U)=0,

€ es un vector nx1 con E(g)=0, y

) [0 &)

Fo
ro
<o
-

BANCO DE TEg|q
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Para este modelo (McLean, 1989) tenemos:
E(y)=Xp
Var(y)=Z2GZ’+R
donde
G es una matriz simétrica de efectos aleatorios (E(uu’))
R es una matriz simétrica de residuales (E(ee’))

Henderson (1949) aplicando el método de minimos cuadrados,

obtuvo las ecuaciones de los modelos mixtos (MME):
X'R'X X'R'z é _|X'Rly
ZR'X ZR'X+G'|q| |ZRy
Bajo la asuncién de normalidad de los ¢ y u y escribiendo la
inversa generalizada, denotada con el superindice -, de la matriz de
coeficientes del modelo:

X'R'X X'R'z - ey, cn}
= =C
ZR'X ZR'Z+G! C, C22_l

Las ecuaciones de los modelos mixtos (MME) es uno de los
descubrimientos de mayor importancia al desarrollo de estrategias de
computo para la prediccién; tales ecuaciones se cimentan en el
procedimiento de minimos cuadrados, asi como ciertos algoritmos que

permiten su resolucion.
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Parametros, Estimadores y Valores Esperados

Definicién 1. Sea {x;: i=1,2,..., n} una muestra y suponer que la
densidad conjunta de la muestra viene dada por f(x; 6) es un conjunto
de parametros desconocidos. De una funcién h(x) de los datos, que no

dependa de 6, se dice que es un estimador o un estadistico. El valor que

toma esa funcion para una muestra concreta se denomina estimacion.

Los parametros (cantidades desconocidas de una poblacién) mas
importantes para describir caracteristicas continuas o cuantitativas son
la media p y la varianza o2. En el mundo real los parametros no se
conocen con exactitud ya que el total de la poblacién se desconoce, de
ahi que los parametros deberan estimarse con base en una muestra.
Podra justificarse el suponer parametros conocidos cuando las muestras

sean de tamafio muy grande.

La media. Si xi(i=1,...,n) es la observacién i-ésima para la
caracteristica X, entonces el estimador de px es 4 . Un estimador

sencillo es:

H, = in/n = (X, + X+ +X,)/n

i=]

Si se conocieran todos los registros de la poblacién, N, entonces:

/ux szi /N
i=1
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La varianza. El operador varianza se define como:

o’ (X, —u)’ p(X,) = El(X — p)*], X discreta

i=1

Var(X) = E(X —p)? =7 (x — )’ f(x)dx = 6, X continua
en palabras, la varianza es la esperanza del cuadrado de la desviacion
estandar para la caracteristica X. Las varianzas son utiles para describir
poblaciones y, mas aun, para usarse junto con las covarianzas en el

desarrollo de procedimientos para la prediccion.

El operador esperanza (valor esperado) E, para una caracteristica

X, se define como:

E(X) = J'Z xf(x)dx =

donde X es una variable aleatoria con funcion de densidad {{-).

Las definiciones de estos operadores, son para el contexto
unidimensional. Se dan algunas definiciones para la obtencion de la

esperanza.

Sea ¢ una constante; X; una variable de alguna distribucién con

media px y varianza o2, Yi una variable de alguna distribucién con
media py, varianza o2y, y covarianza oxy, entonces:

Definicion 2. E(c)=C
E(c?)=C2

Definicion 3. E(Xi)= px
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Definicion 4. E(cXj)= cE(Xi)= cux
Definicién 5. E(Xi+Yi)= E(Xi)+ E(Yi)= px + py
Definicién 6. E[(Xi- px)2]= o’

de esta definicién se desprende que

E (Xzi) =02+ pu’x

note que si p’x=0, entonces E (Xz*) = o’

Definicién 7. E[(Xi- px) (Yi- ux)]= oxy, covarianza.
Usando esta ultima definicion:
E(XiYi)=oxy* px py
Note que

E(XiYi)=oxy cuando ambas uxy y iy, son cero.

Definicion 8. Si a;, i=1,2,...,n, son constantes fijas y X; son
variables aleatorias con esperanzas (medias) i, i=1,2,...,n,
respectivamente, entonces

n n n

2 2 2

Var ZaiXi = Zai Var(X;) = Zai 0;
i=1 i=1 i=1

Aplicando el caso multivariante:
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Definicién 9. Sea X=(X;) una matriz cuyos elementos, Xj, son

variables aleatorias. Se define la esperanza de X como:
EX)=[E(Xy)]

dicha esperanza no es mas que la matriz cuyos elementos son las

esperanzas de los elementos de la matriz X. Una consecuencia de esta

definicidén es la

Proposicion 1. Sean A, B y C, tres matrices cuyos elementos
son no aleatorios; sea X una matriz aleatoria tal que estan definidas las

matrices AXB y AX+C, entonces
E(AXB)= AE(X)B, E(AX+C)= AE(X)+C

Proposicion 2. Si v es un vector de variables aleatorias,

entonces;
()  E[v]=0,
(i)  E{[v-E(v)] [v-E(v)]}=Var (v)=V

Proposicion 3. Si v’Av es una forma cuadratica, entonces

E[v’Av]=tr[AE(vV’)|=tr(Av)=XZa;vj

Proposicion 4. Sea y=Xb+e un modelo lineal, entonces

E[y]=Xb; E[b]=E[(X'X) X'y]=(X’X) XE[y]-(X’X)- XXb = b
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Proposicion 5. Sea y=Xb+Zu+e un modelo lineal con Var(u)=G y

Var (e)=R, entonces
@ E{y-E(y)]ly-E(y)]}=ZGZ+R,
(i)  E{ly-E(y)lle-E(e)]}= R,

(i)  E{ly-E(y)][u-E()]}-2G

Definiciéon 10. Sean {Xi, X»,...,Xn} un conjunto de variables

aleatorias y sean f(-,-,...,7) su funcién de densidad conjunta. Se define la

covarianza entre Xj y Xj, i,j=1,2,...,n, como
Cov(Xi, X)) =E[(Xi-p) (Xj- w)],
donde u=E(Xi), i=1,2,...,n

Una representacion de las propiedades ligadas a los momentos
de segundo orden de una distribucién multivariante viene dada en

funcién de la matriz de covarianzas.

Definicién 11. Sea {X;, X2,...,Xn} un conjunto de variables
aleatorias. Entonces la matriz de covarianzas (de su distribucién
conjunta) es la matriz

Z=(oy), 1,j=1,2,...,n,

donde
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cij = Cov (Xi, Xj)

De esta tultima definicidon se deduce la siguiente propiedad de

una matriz de covarianzas.

Poroposicion 6. Sea {Xi, Xo,...,Xn} un conjunto de variables

aleatorias; sea ¥ la matriz de covarianzas de su distribucién conjunta.

Entonces:
(@) X es simétrica

(b) £ es definida positiva, salvo que las variables aleatorias sean

linealmente dependientes.

Definicion 12. Sea X= {Xi, X2,...,Xa} un conjunto de variables

aleatorias y sea Z=(cj) su matriz de convarianzas. El coeficiente de

correlacién (simple) entre X; y Xj, 1,j=1,2,...,n, se define como

By =
0,0

La matriz de correlacion es, pues,

R=(pjj)= SZS

donde

S=diag(c-1/211, GV/2,..., G-/2um)
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siendo R simétrica y definida positiva, salvo que los elementos de X sean

linealmente dependientes.

Proposiciéon 7. Sea {X;, i=1,2,...n} un conjunto de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, tales que
Xi~N(0,1), i=1,2,...n,

considerar

y=AX+y,

donde A es una matriz nxn no aleatoria y no singular y p un vector de n
elementos no aleatorios. La distribucién conjunta de los elementos de y

€s.

O(y)=(2m) /2 | 2l exp{1/2(y-p) T (y-p)}

Definicién 13. Sea y un vector aleatorio de n elementos con
distribucién conjunta ®(y). Decimos que y tiene una distribucién
normal multivariante, de vector de medias p y matriz de covarianzas X.

Esto se escribe

y~N(u, 2)

Una vez definida la normal multivariante, veamos algunas

propiedades:
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Proposicion 8. Sea y~N(y, I); suponiendo que y es nxl y sea B
una matriz nxn no singular y no aleatoria. Entonces

Z=By

tiene la distribucién

Z~N(Bu, BZB))
Proposicion 9. Sea y~N(u, £), donde X es definida positiva e y es
y= |:Y1:|
Yy
de forma que yi tenga k elementos, y2 tenga n-k elementos.

Iu_|:,u1:|
Hy ’

Coherentemente con y, se hace

zll z12:|
z = b
|:221 222

de forma que Xi11 sea kxk, Iz sea (n-k)x(n-k) y Zi2 sea (k)x (n-k).

nxl; se particiona

Se particiona

Entonces

y1~N(u1, Z1)

Las distribuciones condicionadas asociadas a la normal

multivariante se obtienen como sigue:

Proposicion 10. Sea y~N(y, ) y particionandola y= {YI J
Y
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entonces la densidad de y; condicionada por y2 es
N[p1+Z125  22(y2-p2), Z11-Z122 7 22221]

A menudo la matriz £123 25 se llama matriz de los coeficientes de

regresion de y1 sobre y2. De los resultados de esta proposicién, se tiene

Proposicion 11. Sea y~N(u, X) y particionando y, py Z:

y:{Y1} #z[ﬂl} Z:=|:211 z:12}
Yy, Hy ’ 2o X

donde y1 es kx1, y2es (n-k)x1, 211 es kxk, ¥22 es (n-k) x(n-k).

Definicion 14. Sea y~N(y, X) y particionando

Y, | T = 1:211 Z12:|
y= Y, #= M ’ Yo1 2o
Se define el coeficiente de correlaciéon parcial entre yi e y; dados

Vk+1,-.., Yn como el coeficiente de correlaciéon simple entre yi € y; en el

contexto de la distribucién de y: condicionada por y2; se denota como

Pij.k+1,k+2,...n.

Proposicion 12. Sea A una matriz no aleatoria sxn, con s<ny

r(A)=s, y si se supone que X~N(u, X), con £ no singular. Entonces
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y~N(Ay, AZA’),

donde

y=AX

Proposicion 13. Sea X una variable aleatoria de n elementos,

con media p y matriz de covarianzas I; si toda combinacién lineal a’X se

distribuye normalmente, entonces

X~N(y, ¥)

Proposicion 14. Sea X~N(0, I), donde X es nx1. Entonces

XX~ in

Proposicion 15. Sea X~N(y, £), donde X es nx1. Entonces

(X-p)ZHX-p)~ % %n

Proposicion 16. Sea X~N(0, I), donde X es nxl, y sea A una

matriz simétrica de rango r. Entonces

X’AX"' er

si y sélo si A es idempotente.

Proposicién 17. Sea X~N(0, I), y sean A y B dos matrices nxn. Si

AB=0, X’AX y X’BX son idempotentes.
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Definicién 15. Sea {xi:1,2,...,n} una muestra y f(x;0) su funcién
de densidad conjunta; sea 6 = h(x) un estimador de 0. Se dice que el

estimador es insesgado si
E@)=6

E@6)=0
Se dice que el estimador es sesgado si

Definicion 16. Sea én un estimador de un parametro (escalar)

0, basado en una muestra de tamafio n. Se dice que es un estimador
consistente de 0 si, dados € y § positivos, existe un tamafo muestral, n",

tal que para todo n>n*

Pr[}én - 0{ > 5] <
La consistencia también se llama convergencia en probabilidad.

Proposicion 18. (Desigualdad de Chebycheff). Sea X una
variable aleatoria de media p y varianza o2, y sea k>0 un numero real.

Entonces

Pr{|X - 4 > k| < {—j
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Proposicion 19. (Teorema de Khinchine). Sea {Xi¢t=1,2,...} una
sucesién de variables aleatorias i.i.d. tales que existe E(X¢)=u. Entonces
1 T
p 1im?ZX, =pu

1=1
T —>

Proposicion 20. Sea C una clase de estimadores de un vector de

parametros, 0, que tienen ciertas propiedades; sean 9‘1 y é, c ¢ tales

que existen sus matrices de covarianzas. Se dice que ¢  es mas

A

eficiente que 6, si

Cov(é2 )— Cov(él)

es semidefinida positiva. Si para todo 6; ec

Cov(0, ) — Cov(6,)

es semidefinida positiva, se dice que 6, es el mejor dentro de la clase

C.

El Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE)

Proposicion 21. El estimador OLS del parametro 3 del modelo y-

Xp+e, es el vector que minimiza

S(B)=(y-XB)’ (y-XB)
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con respecto a B, y viene dado por

A

p=XX)'Xy
que tiene las siguientes propiedades:
(a) es insesgado
(b) es consistente

(c) dentro de la clase de estimadores lineales insesgados de B, es
eficiente (en el sentido de que si B es cualquier otro estimador
lineal e insesgado de B, entonces Covw(B )—Cov(3) es semide-

finida positiva).

Como una muestra es un conjunto de variables aleatorias y un
estimador es una funcién de la muestra, un estimador sera también una
variable aleatoria. Como tal, tendra funcién de densidad y de
distribucién. Que sea insesgado significa que la media de la distribucién

es el parametro que se esta estimando.

Para que el estimador OLS de B esté definido de forma tnica,

~

debe existir la inversa de X'X. Al proceso de obtener el estimador B se

denomina regresion de y sobre X.

Si se quieren obtener las ecuaciones normales de minimcs

cuadrados, se tiene:



y=XPpB+e
nx1l nxk kx1 nx1

E(e) = 0
Cov(e) = 621
X es una matriz fija, con r(X) = k<n

donde I es la matriz identidad de nxn.

Ademas
E(y)=XB+E(e)=Xp
donde la matriz X y el vector B son estocéasticos.

Se define el vector de residuos en la i-ésima observaciéon como

A

e; =y _xiﬂ , i=1,2,...,n
donde g  es el vector de coeficientes estimados. La suma de cuadra-

dos de los residuos resulta entonces

la cual, de acuerdo con la técnica de minimos cuadrados, tiene que ser
minimizada. En notacién matricial

e =y - X f
nxl nxl nxk kxl

es el vector de residuos y la suma de cuadrados puede escribirse
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S=e'e=(y-xp)(y-xp)
efectuando la transposicidén y multiplicacion vectorial
S=yy-2Bx'y+Bx'xp)
Los estimadores minimos cuadraticos son entonces la solucién de B .

BS=SB)=yy-2px'y+px'xp)
Las condiciones necesarias y suficientes para minimizar S son que todas

las derivadas parciales de primer orden sean cero, es decir

8§ =2Xy+2x'xp=0

ap

Esta condicién puede escribirse

A

XxB=x'y

A

siendo las ecuaciones normales de minimos cuadrados, donde B es el

A

estimador minimo cuadratico de B . Premultiplicando ambos lados por
(x’x)"! produce la solucién Unica para B :

B =(xx)ixy

que es el estimador MCO de B .

A

El estimadorf es lineal en y, pero y contiene un término

estocastico aditivo y, por lo tanto, es estocastico.
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Para analizar las varianzas y covarianzas de los BLUE se requiere

del calculo de la matriz de covarianzas definida como

Cov (B) = E[(- E(3)][B- E@)]

A

pero por ser B insesgado

entonces

[AS— B=(x'x)'x'e
asi que
Cov([;) = E[(x'x)'x'ee' x(x'x)"]

Utilizando los supuestos estocasticos de la covarianza de e

Cov(e) = E[(e - E(e))(e - E(e))'] = E(ee') = oI
se sigue que

Cov([AS) = (x'x)'x'Cov(e)x(x'x)"

al combinar Cov(e)=c2I y cancelar (x’x)-!(x’x) produce
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Existen varias opciones para obtener soluciones al sistema de

ecuaciones normales; algunas son:

a) Aplicar restricciones sobre las soluciones. El ntmero de
restricciones debe ser igual al orden de XX-r(XX). Las
restricciones no se deben aplicar sobre funciones estimables.

b) Usar un procedimiento iterativo (evaluaciones ciclicas). En
general, la i-ésima solucién de las N ecuaciones, para €l n-

€simo ciclo de iteracion, se obtiene de la siguiente formula:

Y g

S =8+ (1] c)lr ic St — ¢St — Zc e

j=1 j=141
la iteracion se suspende hasta llegar a la convergencia (la
expresion entre paréntesis rectangulares es cero). Este
procedimiento se le denomina Gauss-Seidel; existe también
el procedimiento iterativo de Jacobi, el cual involucra las

soluciones del ciclo previo.

c) Uso de la inversa generalizada. Una forma de obtener la g-
inversa de una matriz, es identificar una submatriz de rango
completo (i.e. no singular), invertir la submatriz y agregar
ceros fuera de la submatriz. Otra forma es aplicar programas
computacionales de matrices (SAS, MATLAB, etc.) o bien
existen algoritmos para su calculo (Searle, 1971 y Graybill,

1976 los describen).
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d) Uso del modelo para las medias de cada subclase. Este

modelo se escribe

Hij= Mi + ejj

donde

wi= pu+Gi, siendo Gi los estimadores de las funciones.

Definicion 17. Se dice que una funcién paramétrica lineal, A’B,
es linealmente estimable si existe una funcién lineal de las
observaciones, a'y, tal que su valor esperado sea igual a A
independientemente de los valores verdaderos de los parametros
desconocidos. Si tal funciéon, a’y, no existe entonces se dice que A’B no

es estimable linealmente.

Si A’B es estimable entonces por definicidon existe un vector

columna a tal que A’B=E(a’y).

Proposicion 22. Sea el Modelo Lineal General

y=Xb + e,

donde

r(X)<n+1

entonces:
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(i) GB es una funcién linealmente estimable si G pertenece al
subespacio engendrado por las filas de X, o sea, si existe una

matriz C tal que
G=CX
(i) o2 es un parametro estimable

Corolario 1. Si se supone que los elementos del proceso de los

errores, {ect=1,2,.. .}, se distribuyen normalmente, entonces
Gf ~ N(GB,c°GX X 'G')
Note que si G=X,
Xp ~ N(XB,0’XX X 'X')
Ahora bien,
Xng’gx’= XXgXXg'_— XXg
y sabemos que XX es una matriz TXT de rango r, luego

Xp ~ N(XB,c°XX )

Mejor Predictor Lineal Insesgado (BLUP)

varios métodos de prediccién se han desarrollado. Henderson (1973)
describi6 las principales caracteristicas de los siguientes métodos de

prediccion:
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a) Mejor predictor (BP). Sea {yn} un conjunto de registros, y sea u
un vector no observable el cual se desea predecir y esta
conjuntamente distribuido con y, entonces el predictor del i-

ésimo elemento de u es:

ui = f(Y),

Se desea minimizar el error de prediccién (fi-ui), medido como

E(@ii-uj)2, o sea, el BP minimiza el cuadrado medio del error.

El BP de u; equivale a la media condicional de wj, o sea, E(uj y).

Este método supone: 1) la distribucion conjunta de y y u; 2) se debe
derivar la distribucion condicional; y 3) se deben conocer los valores de

los parametros de la distribucion condicional.
Algunas propiedades del BP son:
1) El BP es un predictor insesgado: E(ii)= E(u)
ii) Var (@-u)=Var (ul y)
Var(i)=Cov (&,u)

1i) El1 BP maximiza el promedio de los valores verdaderos del grupo

seleccionado (seleccion truncada).

b) Mejor predictor lineal (BLP). El BLP del vector u, que minimiza E(@-

u)?, puede describirse como:
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u,,=a+by

Minimizando E[(a+b’y)-u]? y derivando con respecto a a y b, se tiene:

a=k’B-C'V-1XB, y b=V-1C, donde

V=Var(y), C=Cov(y,u’). Entonces

Up»=K’B+CV-1 (y-XB)

El BLP supone que se conoce: 1) el primer momento de la
distribucién (medias); 2) el segundo momento de la distribucién de (y, u)
(varianzas). El BLP es mas exigente que el BP. Las propiedades del BLP

son similares a las de BP:

(i) EIl BLP de u es insesgado,

(i) Var (@)= C'V-1C=b'Vb,

(iii) Cov (u,w’)=Var(a),

(iv) Minimiza los errores de prediccion, donde Var(i-u)= Var(u)-

Var(a),

(v) Siy y u se distribuyen normalmente, se maximiza el valor
promedio de los valores verdaderos del grupo seleccionado

(selecciéon truncada).
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Existen algunas dificultades con el BLP tales como: 1) a veces no
hay precisién en las medias de los efectos fijos; 2) ocasionalmente las
varianzas y covarianzas se desconocen; 3) puede generarse un gran
numero de subclases y con datos extremadamente desbalanceados,

siendo el BLP inadecuado.

c) Mejor predictor lineal insesgado (BLUP). El BLUP es menos
restrictivo que el BLP, se trata de derivar un predictor de u de manera

que sea insesgado, E(u)= k’B, E(ii-u)2 es minimo.

Considerar el predictor

E(a)= k’B, pero
E(b’y)=b’Xp, entonces
k’=b’X, o también, Xb=k

En este procedimiento, primero minimiza Var(b’y-u)=b’Vb-2b’C+Var(u),
tomando derivadas parciales con respecto a b, e igualando a cero,
obteniendo Vb=C, y luego aplicar la restriccion de que X’b=k. Para esto

ultimo, se aplica el multiplicador de Lagrange, A, quedando las

MAHEN

ecuaciones:
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donde
b=V-1(C-X)). Sustituyendo b y despejando A, se tiene:

A=(XV-1X)-1X'V-1C- (X'V-1X)-1k. Sustituyendo nuevamente A en

la primera ecuacion, se tiene,
b=V-1C-V- 1IX[(XV-1X)-I1X'V-1C- (X'V-1X)-1K],
si u= b’y, luego
4=C'V-ly-C'V-IX(X'V-1X) 1X'V-ly+k’ (X'V-1X)- 1X'V-ly,

pero, B°= (X'V-1X)1XV-ly, es el estimador de minimos cuadrados

generalizados (GLS) de B, asi
u=C'V-ly-C'V-1Xb°+k’ 3°
u= k' p°+ C'V-i(y-Xp°)
el cual es BLUP de u, similar al BLP.
Algunas propiedades importantes de la solucion de BLUP son:

- En la clase de predictores lineales insesgados, BLUP

maximiza la correlaciéon entre U y u.

- K’b es BLUE del conjunto de funciones lineales estimables,

K’B.
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- E(Ulu)=u
- ues Unica.
- K’b+m’u es BLUP de K’'B+m’U que proviene de K’'B estimable.
- Var(K’b)=K’Cy:1K.
- Var(K’b+m'’u)= K’C1:K+m’(G-C22)m
- Var(K’b+m’u-K’'B-m’U)=(K’'m’)C(K’'m’)’
- Cov (K’b,u)=0
- Cov (K'b,U)=-K’Ci2
- Cov (K’b,u-U)=K’Ci>
- Var(u)=Cov(u,U)=G-Ca2

- Var(u-U)= Cp2
Ecuaciones de los Modelos Mixtos

La dificultad principal de este predictor, es que requiere la
inversa de la matriz de varianzas- covarianzas de los registros cuyo
tamano es igual al numero de registros. Las alternativas para
soluciones este problema las dio Henderson con las ecuaciones de los

modelos mixtos.
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Henderson (1949) propuso las ecuaciones de los modelos

mixtos, las cuales simplifican el calculo del estimador de cuadrados

minimos generalizados ([AS) y el mejor predictor lineal insesgado (u). De

forma general, para un conjunto de n registros, el modelo lineal mixto

se puede escribir:
y=Xp+Zu+e
donde
y es el vector nx1 de registros de comportamiento,
X es una matriz nxp que asocia y con B,
B es un vector px1 de efectos fijos (),
Z es una matriz nxq que asocia y con u,
u es un vector gx1 de efectos aleatorios,
e es el vector nx1 de residuales peculiares de cada registro.
Las medias y varianzas de los efectos en el modelo son:
E(y)=XB, esto es, E(u)=E(e)=0,
Var (u)=E(uu’)=G, Var(e)=E(ee’)=R,

Cov (u,e’)=0, Cov (u,y’)=GZ’,
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Var (y)=E{ [ (y-E(y)][y-E(y)]}=2GZ+R

Comunmente para el caso de una variable dependiente (y),
R=Ic2, y G=A 6%, donde A para el caso en que u son efectos genéticos
aditivos, es la matriz de relaciones genéticas aditivas. Si A=I, entonces
no se consideran parentescos y los efectos genéticos con u son

independientes.

La forma general de las ecuaciones de los modelos mixtos es:

X'R!X XR'Z {B] X' Ry
ZR'X ZR'Z+G' || |ZR'y

Las ecuaciones de los modelos mixtos son importantes ya que
B° y @ se obtienen sin necesitarse el calculo de V-1, (NXN), y aunque R
es también NXN, ésta es generalmente diagonal para analisis
univariados y diagonal en bloques para analisis multivariados.
Henderson (1959) probaron que B° de estas ecuaciones son BLUE de
los efectos fijos, equivalentes a estimadores de minimos cuadrados
generalizados GLS. Henderson (1963) también probé que @ de estas

ecuaciones son BLUP de los efectos aleatorios.

Dado que generalmente R-1=I(1/c2%) y G1=A-1(1/c%), entonces
las ecuaciones de los modelos mixtos pueden multiplicarse por o2,

resultando:
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X'X X'z P°l X'y
ZX ZZ+A|q| |2y
Este sistema de ecuaciones se puede representar como Cs-=r,
donde
C es la matriz de coeficientes,
s es el vector de soluciones, y
r es el vector de elementos del lado derecho de las ecuaciones.
La matriz C y su inversa se pueden representar como:

C, C cX¥* ¢c*
c:{ XX XZ} c-={ ‘!
sz sz B

Varianzas y Valores Esperados de las Soluciones a las MME

Sea k’ un vector de coeficientes para los efectos fijos y m’ un

vector de coeficientes para los efectos aleatorios, entonces la funciéon de

prediccién es k’ p +m’u, con varianza,

Var(k'f+m'q) = Ll;}C' [k m]o?

donde se tiene

a) Var(B)=C¥*o2
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A

b) Var(k’p )=k’C*Xkc2.
c) Var(a)=Cov(a,i)=G-C%%c2,

d) Var(@-u)=C?Zg2,

Esto indica que conforme el niimero de registros (informacion)

aumenta, la Var(@i) tiende a G, y Var(@i-u) tiende a cero.

A

Los valores esperados de las soluciones, E(s), se obtienen asi:
E(S) = C- X'X

Si las ecuaciones de los modelos mixtos son de rango completo,

E([A})=B. En el caso de los efectos aleatorios no existe problema de

estimabilidad, entonces E(@i)=u, esto es, siempre los predictores de los

valores genéticos son insesgados.

Para poder escribir las ecuaciones de los modelos mixtos es
necesario que se conozcan las varianzas y covarianzas de los efectos

aleatorios. Cuando esto ocurre, las propiedades de las soluciones son:

- Las soluciones de los efectos fijos son BLUE de las funciones

estimables de los efectos fijos (k’ [AS). El estimador de efectos
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A

fijos, B (estimador de minimos cuadrados generalizados,

GLS) se obtiene como sigue:

B°=( X'V-1X)(X'V-ly), donde V=Var(y)=2GZ’+R

- Las soluciones de los efectos aleatorios son BLUP de los
verdaderos efectos aleatorios. Estos predictores se obtienen
como sigue:

ay

g = GZ'V-ly- X B)

El producto GZV-! se puede interpretar como una regresion
[Cov(g, y)/Var(y)] de g sobre y después de ajustar y por las medias del

grupo contemporaneo.

Considérese el modelo mixto, y= XB+Zu+e. Henderson (1963)

demostré que si Var(y)= V=ZGZ+R, entonces:
V-1=R'I- R1Z(2’ R'1Z+G1)"1 Z°R"!
Sea Q=(Z’ R'1Z+G1), luego, V-1=R'!- R'1ZQ-1Z'R-!

Considerando que V-1V=I. Asi:

[R1-R-1ZQ-1ZR-1|[ZGZ+R|=R-1ZGZ+I-R1ZQ-1ZR-1ZGZ-R-1ZQ- ! ZR-IR
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para que esta expresion sea igual a I, los términos 1 y 3 deben ser
iguales, pero de signo contrario al término 4. Sumando los términos 1
y 3 se tiene,

R-Z[I-Q'Z'RZ|GZ’

y multiplicando “-Q1” por G'! y por -G'!, no altera la expresion,

quedando

R'1Z[I-Q1Q+Q-1G-1|GZ’= R1ZQ-12Z’

lo cual es el término 4 con signo contrario.

Componentes de Varianza

Uno de los elementos de las ecuaciones de los modelos mixtos
son las varianzas de los efectos aleatorios, las cuales habra que
estimar. Kackar y Harville (1981) probaron que si las varianzas son
estimadas bajo ciertas suposiciones, tanto los estimadores de los
efectos fijos (BLUE) como los predictores de los efectos aleatorios
(BLUP) son insesgados. Los supuestos para obtener estos resultados

son:

- Las observaciones se distribuyen simétricamente.
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- Los estimadores de las varianzas sean de traslacién invariante
(no dependen de los efectos fijos).
- Los estimadores de las varianzas sean funciones de las

observaciones.

Existen diversos métodos para la estimaciéon de componentes de
varianza en los modelos mixtos, brevemente se describiran los mas

usuales:

Métodos tipo ANOVA. Consisten en igualar los cuadrados medios
del analisis de varianza con sus esperanzas. Henderson (1973) presenté
tres diferentes métodos: el método I se usa para modelos con efectos
aleatorios, el método II, se ajustan los datos por los efectos fijos en el
modelo y luego se aplica el método II; el método III, se usa para modelos
mixtos y se basa en la suma de cuadrados que se obtienen al ajustar un

modelo lineal y sus submodelos. Se analizaran los métodos I y III.

Método 1. Consiste en calcular la suma de cuadrados para cada
factor en el modelo e igualarlas con sus esperanzas, sélo es aplicable
para efectos aleatorios en el modelo. Los pasos para estimar los

componentes de varianza son:

- Calcular suma de cuadrados a todos los factores del modelo,

- Igualar los cuadrados medios con sus esperanzas;



- Al resolver el conjunto de ecuaciones considerar

parametros como sus estimadores (colocar la notacién “).
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los

Las sumas de cuadrados que se utilizan para la estimacion de

componentes de varianza, se pueden expresar en forma matricial por

medio de formas cuadraticas:
yQy
donde Q es simétrica, de no serlo se puede hacer con:

yQy="2yQy+ %yQy=y(%2Q+ % Q)y

Algunas propiedades de las formas cuadraticas. Para y~ N(u, V):

()  E(yQy)=tr (QV) + pQu
(i)  Var(y Qy)= 2tr (QVQV) + 4 xQVQpu

(if)  Cov (y'Qy, y Cy)= 2tr (QVCV) + 4 ' QVCp

Si QVC= 0:

(iva) yQy y yCy son independientes
(ivb) Qy y Cy son independientes
(ive) Qy y y Cy son independientes
Si QV es idempotente

(V) ¥ QY ~%t(@), % wou, donde

r(Q) es el rango de la matriz Q

Y2 pQu= A= parametro de no centralidad
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(Vi) Si Qu= 0, entonces y Qy ~ x2)
(Vii) Si Q es idempotente; Q2= Q, el rango de Q= tr(Q)
(Viii) Si V es nxn y su rango es n, entonces

r(QV)=r(Q)

Método III. Se basa en el calculo de la suma de cuadrados reducidos
(SCR) para los diferentes efectos en el modelo, suponiendo un modelo
fijo. Las sumas de cuadrados reducidos se igualan a sus esperanzas,
tomando en cuenta también los efectos aleatorios; las ecuaciones

resultantes se resuelven para estimar los componentes de varianza.

Las SCR se obtienen a partir de las diferencias de las sumas de
cuadrados del error (SCE) o de las diferencias de las sumas de
cuadrados del modelo (SCM). En general, el calculo de las SCR no
tienen que ser en un cierto orden, una alternativa es seguir las
estrategias del SAS. Otra forma de obtener las SCR es mediante el

proceso de absorcién.

Las soluciones para las ecuaciones de los minimos cuadrados
(B,,,---,[1,) se pueden obtener a través del calculo de la inversa de la
matriz de coeficientes, una vez que se hayan aplicado las restricciones
correspondientes o con la factorizacién de Choleski; o bien, con algin
algoritmo iterativo. Las SCE se obtiene como la diferencia entre la suma

de cuadrados total (SCT) y la suma de cuadrados del modelo (SCM).
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Méaxima verosimilitud (Maximum Likelihood, ML)

Este método usado para la estimacion de parametros
estadisticos, se basa en la seleccién de una distribucién que describa
adecuadamente el problema. La distribucién mas usada es la normal y

en ella nos basaremos.

Sea el modelo lineal
Yi= p + ei,
donde
Yi: es la i-ésima observacion
[: €s una constante comun a todas las observaciones
ei: es la desviacion aleatoria de la i-ésima observacién con respecto a la

constante p.

ei ~ NID(0, 2)

Para la variable aleatoria Yi, la funcién de densidad de

probabilidades se puede expresar como

f(Yi;p,0'2) = %6—1/2&(“-“)2
no

y sl se tienen n variables aleatorias independientes Y1, Yz, * - -, Yn, la

funcién conjunta de densidad de probabilidades es:

F(Yr, Yo, -+, Yoy, 02)= £ (Y1; 1, 02) f(Y2;,02), -, (Yo u, o2

[ 1 )“/2 —1/2c2zn:(Yi—u)2
e i=1
V2no?
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La funcién de verosimilitud L(u, o2; Yi, Y2, =, Yn) es

algebraicamente igual que f (Y1, Yz, -, Yn; p, 02).

A todos los posibles valores que pueden tomar los parametros p y
62 se le conoce como espacio paramétrico. Los estimadores de ML de p,
o2 son aquellos valores 1y 6° que maximizan la  funcién de
verosimilitud, esto es:
L(ﬁ,&Q;Yl,YQ,---,Yn) > L(p,cQ;Yl,YQ,---,Yn), para todas las p y o2 en el

espacio parameétrico.

Similarmente, iy &° son los valores que maximizan el logaritmo
de la funcién de verosimilitud:

1 ((n, 02; Y1, Yo, “*, Yn)= lOg L (u, c2; Y1, Yo, -, Yn)

Para hallar los valores de iy &° que maximicen el logaritmo de
la funcion de verosimilitud, se siguen los siguientes pasos:
a) Desarrollar el logaritmo de la funcién de verosimilitud (])
b) Definir el espacio de los parametros
c) Hallar las derivadas parciales de | con respecto a los parametros
d) Igualar a cero y resolver la ecuacién para los parametros
e) Revisar que las soluciones pertenezcan al espacio paramétrico; de ser
asi, verificar que correspondan a un méaximo global de la funcién de

verosimilitud y no a un maximo local.
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Para el ejemplo del modelo Yi= p + ei:

l(p,cz;Yl,Y”---,Yn): ——-g log(27to'2)— Alji(Yi — 1)

i=1

op o - 2672

1 | & = S
5 Y2-2V'yY 2
51 (202 {Z : ; 1u+§u D 1 [—QEY +2nu]
i

i=1

Igualando a cero y resolviendo la ecuacién resultante para p, se tiene

Por otra parte

5[— n log<271'0'2 )— 17 [i Y’ - ZZn: Y. 1+ Zn:,uz D
_ o\ 2 20'~ =1 = =)

K2
oo’ oo’

ZZn:Yf Zn:Yi,u 22":/12
n i=1 i=] i=1

—_— ’+_..“. — +
20° 4c* o 4c*

-2no’ + 2in —4iYi,u+2Z":,u2
i=l i1 )

i=1

4ot

Igualando a cero y resolviendo para o2, se tiene:

n n - —2 n . 2

A2 ZY?—QZYI yt+ny Z(Yi_Y)

G =it =\
n n

El procedimiento ML, tiene la propiedad de que al estimar
componentes de varianza, no considera los gl, que se pierden al estimar

los efectos fijos.
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Maxima Verosimilirud Restringida (REML)

El procedimiento de ML consiste en maximizar el logaritmo de la
funcion de verosimilitud de las observaciones (y). Una alternativa es
operar con el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los residuales
calculados al sustraer los efectos fijos de las observaciones,
constituyendo asi el procedimiento de méaxima verosimilitud restringida
(Restricted Maximum Likelihood o Residual Maximum Likelihood,
REML). Aqui, en vez de usar el vector de observaciones y se seleccionan
combinaciones lineales de los elementos en y de tal manera que estas
combinaciones no contengan ninguno de los efectos fijos. En general, el
conjunto de las combinaciones lineales de las observaciones puede
representarse como Ky, donde K debe ser tal que E(K'y] = 0. De esta

forma, K'y ~N (0, K VK). Para nuestro modelo Yi= p + ei, donde Y = [Y1,

Yo, ** +, Yn] ~N (ul, o2I), se puede usar el conjunto de combinaciones
lineales Yi-Yn, para i= 1, 2, - - - | n-1. Matricialmente queda:
(y-1yn)= K’y
donde:
y= [Y1,Y2, -, Ya,

Ky ~N (0, K Ko?)

K es una matriz (n-1) x n y de la forma
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100---0-1
010---0~1

K'={001---0-1
1000--1-1 |

El logaritmo de la funcién de verosimilitud de los residuales es:
2|y lyn)=-1/2 (n-1) log 2rn-1/2 [KKo?2]-1/2YKKKc2 Ky y la

derivada de 1 con respecto a o2 resulta ser:

d 1201 lz—J["l“zj +1/2y' Il—J(l-,-) ) —J[ I,J y
oY c no o’ \no’ o’ no’

donde J es una matriz cuadrada de tamano n, con todos sus elementos

1 (matriz unidad).
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mostrando que el estimador REML de o2 si considera la pérdida de 1 gl

al estimar p con y .

Los métodos ML y REML resultan adecuados para estimar
componentes de varianza para modelos simples o modelos para
conjuntos de datos provenientes de disefios balanceados y con
estructuras de (co) varianzas sencillas. Hay otros métodos (iterativos,
analisis numéricos) para maximizar o minimizar funciones no lineales
para obtener estimaciones de componentes de varianza de maxima

verosimilitud.

Método Libre de Derivadas (DF-REML)

El logaritmo de la funcién de verosimilitud restringida para una
distribucién normal multivariada es:

1= -0.5 (N-rango (X)) log (2n) + log [K' VK] + Y K [KVK]! Ky

Harville (1977) y Searle (1979) desarrollaron una forma

equivalente de I:

= -0.5 [constante + log |R] + log |G| + log |C: | + YPy
donde
C- es la matriz de coeficientes de las MME con rango completo.
Y PY con P= V-1- V-IX (X  V-1X)-1 X' V-! es la suma de cuadrados residual

generalizada.
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Smith y Graser (1986) propusieron el método llamado “método
libre de derivadas” que consiste en asignar diferentes valores a Ry G
(matrices de covarianzas de e y U) hasta hallar la combinacién que

maximice 1.

Existen procedimientos como el método simplex de Nelder y
Mead (1965) que permiten sistematicamente actualizar R y G
iterativamente hasta maximizar 1. La evaluaciéon de 1 no es tan simple,
ya que involucra el calculo de determinantes de matrices con
estructuras complejas. Van Vleck (1994) describe algunos algoritmos

computacionales que permiten evaluar | eficientemente.

El Modelo Mixto como Alternativa de un Disefio de Bloque

Incompleto (- Latice)

A continuacién, se ilustra con un ejemplo utilizando el paquete
estadistico computacional SAS, un disefio de a-Latice 16 x 16 como un
Disefio de Bloques Completamente al Azar, como Latice Convencional,
como Modelo Mixto y como «-Latice (tomado del curso de
Experimentaciéon Agricola Avanzada’®). Tomando la informacién

relevante, se tiene el Cuadro 3.5 siguiente:

" Por cortesia del Dr. Froylan Rincon Sénchez: FIT 605: Notas 14)
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Cuadro 3.5. Informacién relevante de un Disefio de Latice Simple 16 x

16.
Modelo Ls mean CME E.E Analisis
DBCA 3.314 .5259 5128 GLM
Latice efectos fijos  3.628 .3248 4259 GLM
Latice (Mixto) 3.577 .3248. 4302 Mixto
o -Latice 3.577 .3250 4031 o- Latice
Diferencia de Tratamientos
Modelo T1-T2 E.E. Analisis
DBCA -. 657 725 GLM
Latice efectos fijos -. 713 .604 GLM
Latice (Mixto) -. 704 .599 Mixto
o-Latice 0000 —eeeeee- 725 o-Latice

De la informacion relevante del Cuadro 3.1, se desprenden las

siguientes conclusiones:

(1)- EI error estandar (E.E.) del contraste de los tratamientos T:1 y T2 es

menor en el modelo mixto, como se observa en el Cuadro 3.1.

(2)- El CME del Latice es menor en el modelo mixto que en el modelo

convencional.

(3)- El modelo mixto se apega méas al mundo real, es decir representa y

describe mejor la realidad de un fenémeno, en base al E.E.

Por lo tanto, se puede resumir que en base a las referencias que
se presentan, la mayoria de los autores hacen las mismas recomenda-
ciones que las encontradas en este trabajo, es decir, que los errores
estandar de los contrastes entre tratamientos, es mer.or por el método

del modelo mixto.



Class
REP

ENT

Dependent Variable:

Scurce
Meodel

-
irror

Corrected Total

Scurce

-

INT

Levels

2

256

Val

12

12
23

42

61

80

99

113
127
141
155
169
183
197
211
225
239
253

Number of observations in data set =

0.83

Latice 16x16 analizado como DBCA
Modelo fijo

General Linear Models Procedure
Class Level Information

ues

34567809
25 26 27
44 45 46
63 64 65
82 83 84
100 101 102

24
43
62
81

114
128
142
156
170
184
198
212
226
240
254

115
129
143
157
171
185
189
213
227
241
255

10
29
48
67
86

11
30
49
68
87

28
47
66
85

116
130
144
158
172
186
200
214
228
242
256

117
131
145
1598
173
187
201
215
2283
243

118
132
146
160
174
188
202
216
230
244

12
31
50
69
88

103 104 105

119
133
147
161
175
189
203
217
231
245

15
34
53

16
35
54

13
32
51
70 71 72 73
89 80 91 82
106 107 108
120 121 122
134 135 136
148 149 150
162 163 164
176 177 178
190 191 192
204 205 206
218 219 220
232 233 234
246 247 248

14
33
52

51

Latice 16x16 analizado ccmo -DBCA
Modelo fijo -

General Linear Models Procedure

REND

DF
256
255
511

R-Sguare

45%4

Sum of
Sgquares
676.6684407
134.1069540
810.7753%47

C.V.
21.03853
Type I SS

182.0182631
4594.6501777

Type III SS

182.0182631
494.6501777

Mean
Square
2.64323¢61
0.525%90%¢6

Root MSE
0.725186

Mean Square

182.0182631
1.9398046

Mean Sqguare

182.0182631
1.939804¢

17
36
55
74
93

1059 110 111

18
37
56
75
94

123
137

1
1

51
65

179

1
2

93
07

221
235

2

2

49

F Value
5.03

F Value

346.10
3.69

F Value

346.10
3.69

19
38
57
76
95

124
138
152
166
180
194
208
222
236
250

FIT605: Notas14

22
41
60
79
98

20
39
58
77
96

21
40
59
78
97
112
126
140
154
168
182
196
210
224
238
252

125
138
153
le7
181
1985
209
223
237
251

Pr > F
0.0001

REND Mean
3.446891
Pr > F

0.0001
0.0001

0 0001
0.0001



Latice 16x16 analizado como DBCA
Modelo fijo

General Linear Models Procedure
Least Squares Means

ENT REND

LSMEAN
1 3.31423500
2 3.97152000
3 4.13082000
4 6.03839500
5 5.81978000
6 8.45157500
7 5.95619000
8 3.29682000
9 3.36343000
10 2.70734000
11 3.75762500
12 3.08470500
13 4.13470000
14 1.82236500
15 2.12911500

Latice 16x16 analizado como DECA
Modelo fiijo

General Linear Models Procedure
Dependent Variable: REND

T for HO: Pr > |T|

Parameter Estimate Parameter=0

MEAN TRT1 3.31423500 6.46 0.0001
MEAN TRT2 3.97152000 7.74 0.0001
TRT1 vs TRT2 -0.65728500 -0.¢91 0.3656
TRT1 vs TRT3 -0.81658500 -1.13 0.2612

Fi1605: Notasi4

Std Error of
Estimate

0.51278120
0.51279120
0.7251¢9627
0.72519627



Latice 16x16 analizado como LATICE
Modelo fijo

General Linear Models Procedure
Class Level Information

Levels Values
2 12

16 1234567891011 12 13 14 15 16
256 123456789 1011 12 13 14 15 16
23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92

99 100 101 102 103 104 105 106 107 108
113 114 115 116 117 118 119 120 121 122
127 128 129 130 131 132 133 134 135 136
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150
155 156 157 158 159 160 161 162 163 164
169 170 171 172 173 174 175 176 177 178
183 184 185 186 187 188 189 190 191 192
197 198 199 200 201 202 203 204 205 206
211 212 213 214 215 216 217 218 219 220
225 226 227 228 229 230 231 232 233 234
239 240 241 242 243 244 245 246 247 248

253 254 255 256
Latice 16x16 analizado como LATICE
Modelo fijo
" """ General Linear Mddels Procedure
Variable: REND

Sum of Mean

DF Squares Square

286 737.67878%4 2.57982¢65

225 73.0966053 0.3248738

Total 511 810.7753947

R-Square C.V. Root MSE
0.909844 16.53550 0.569¢77

DF Type I SS Mean Sqguare

1 182.0182631 182.0182631

30 130.7911335 4.3587044

255 424.8€93929 1.6661545

DF Type III SS Mean Sguare

1 182.0182631 182.0182631

30 61.0103487 2.0336783

255 424.8693929 1.6661545

17
36
55
74
93

18
37
56
75
%4

109 110 111

123
137
151
165
179
183
207
221
235
249

F Value

560.27
13.42
5.13

F value
560.27

6.26
5.13

19
38
57
76
85

124
138
152
166
180
134
208
222
236
250
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20
39
58
77
86

21
40
58
78
97
112
126
140
154
168
182
196
210
224
238
252

22
41
60
79
98

125
139
153
167
181
185
208
223
237
251

Pr > F
0.0001

REND Mean
3.4469¢21

Pr > F
0.0001
0.0001
0.0001
Pr > F
0.0001

0.0001
0.0001



Latice 16x16 analizado como LATICE
Modelo fijo

General Linear Models Procedure
Least Squares Means

ENT

O~ WN

N OBNWNWWOLD WS W

REND
LSMEAN

. 62765094
.34105000
.87073094
.70913250
.30807031
.12437031
.73528906
.11898812
.26932656
.51588594
.13179469
.76808938
.78632313
.38480531
.52151844

Latice 16x16 analizado como LATICE
Modelo fijo

General Linear Models Procedure

Dependent Variable: -REND

Parameter

MEAN TRT1
MEAN TRT2
TRT1 vs TRT2
TRT1 vs TRT3

Estimate

.62765004
.34105000
.71339906
.24308000

T for HO:
Parameter=0

8.
10.
-1.
-0.

52
19
18
40

Pr > |T|

0.0001
0.0001
0.23¢2
0.6880
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Std Error of
Estimate

0.42599586
0.42599586
0.60455192
0.60455192
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Latice 16x16 analizado como LATICE
Modelo Mixto (BLK=ALEATORIO)

The MIXED Procedure
Class Level Information

Class Levels Values
REP 2 12
BLK 16 123456789 10 11 12 13 14 15 16
ENT 256 12345678910 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

243 244 245 246 247 248 249
250 251 252 253 254 255 256

Covariance Parameter Estimates (REML)

Cov Parm Ratio Estimate Std Error Z Pr > |Z]
BLK(REP) 0.65748780 0.21360056 0.06574826 3.25 0.0012
Residual 1.00000000 0.32487380 0.03062340 10.61 0.0001

Tests of Fixed Effects

Source NDF DDF Type III F Pr > F
ENT 255 225 5.15 0.0001
REP 1 30 48.64 0.0001

ESTIMATE Statement Results

Parameter :J";;f;’ Estimate Std'Er:or DDF T Pr > |T|
MEAN TRT1 3.57758371 0.43024018 225 8.32 0.0001
MEAN TRT2 4.28201873 0.43024019 225 9.95 0.0001
TRT1 vs TRT2 -0.70443502 0.5%8816261 225 -1.18 0.2410
TRT1 vs TRT3 -0.33469565 0.59916261 225 -0.56 0.5770

Least Squares Means

Level LSMEAN Std Error DDF T Pr > |T]
ENT 1 3.57758371 0.43024015% 225 8.32 0.0001
ENT 2 4.28201873 0.43024019 225 8.565 0.0001
ENT 3 3.91227%936 0.43024019 225 8.09 0.0001
ENT 4 5.76173116 0.43024019 225 13.39 0.0001
ENT 5 6.23006745 0.43024019 225 14.48 0.0001
ENT & 8.17664025 0.43024019 225 18.00 0.0001
ENT 7 5.77057730 0.43024019 225 13.41 0.0001
ENT 8 3.1473%622 0.43024019 225 7.32 0.0001
ENT 3 3.28435829% 0.43024019 225 7.63 0.0001
ENT 10 2.54647013 0.43024019 225 5.92 0.0001
ENT 11 3.23176914 0.43024019 225 7.51 0.0001
ENT 12 2.81866774 0.43024019 225 6.5 C.0C001
ENT 13 4.68222835 0.43024019 225 10.88 0.0001



#PLOTS=
EFFY=

512 #REPS= 2
0.5889 CRIT=

# VARS= 256 # BLOCKS/REP= 16
0.00 MISs. VAL. CODE=-99.

EFICIENCIA DE LATICE 16X16

SOURCE DF Ms

REPS 1 182.0472

BLK (ADJ) 30 2.0328

TRT 255 1.9398

TRT (ADJ) 255 1.6662

RESID 225 0.3250

TOTAL 511 1.5867

F (REPS)= 560.142 { 1, 225 DF)

F (TRTS)= 5.127 ( 255, 225 DF)
AV, SE 0.4031 LsD(0.05) 1.1234 F SIG 1.0 DF 225.

SOURCE D.F SUMS OF SQUARES MEAN SQUARES
REPS 1 182.04830000 182.04830000
ENTRIES 255 424.64890000 1.93980000
ERROR 255 134.11570000 0.52594400
TOTAL 511 810.81400000
REP MEANS

1 4.043

2 2.851
S.E. (DIFF) 0.72522( 255 )D.F.
COEFF. OF VARIATION 21.04 OVERALL MEAN 3.4469
RELATIVE EFF ICIENCX RCBD/LATT ADJ:
CALCULATED : (SED(RCBD) **2/SED(LATT.ADJ) **2)= 1.6182
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Cv 16.5

F VALUES

346.138
3.688



FIT605: Notas14

******s‘r***********************************************************************

1 UNADJUSTED ADJUSTED MEANS

O W oW~ Uix N K

o

252
253
254
255
256

MEAN
LSD
cv
FSIG
REFF

NWwwo ok Www

oW W

2

H P NW

.82
.17
.28
.37
.57

.45
.02
.04
.00

NWwwwvoo v wh w

W W

.80
.48
.86
.14
.29

.45
.12
.54
.00
.62



IV. EL MODELO DE BLOQUE ALEATORIZADO

Introduccién

Se mencionan algunos aspectos relevantes del modelo de bloque
aleatorizado, siendo quizas el mas 1til de todos los modelos del disefio
experimental y referido en la literatura como: "two- way classification

model” o "row by column model" o "two- way layout model".

Existen muchos casos especiales de este modelo (Graybill, 1976)
dependiendo de si presenta o no interaccién y del numero de
observaciones disponibles (celdas) para cada combinacién de los niveles
de cada factor.

a) En este modelo, interesa la comparaciéon de los efectos fijos entre
medias de los tratamientos para, probar hipétesis. El modelo del
bloque aleatorizado, por esta razon, es clasificado como modelo fijo o
modelo I.

b) Se pretende minimizar la varianza de la media de los tratamientos
(y i.), para luego aplicar la inferencia estadistica, siendo necesario
para ello obtener el error estandar y, finalmente, hacer predicciones.

c) Este modelo consiste que los bloques son fijos, y la prueba F es:
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CM(blq)
CME

(como efectos fijos)

d) El modelo es aditivo en los efectos de los bloques y de los
tratamientos.

e) No existe interaccién entre bloque y tratamientos.

f) El error experimental es aleatorio y se distribuye normalmente, como

media cero y varianza ¢®. Aqui

2
Var (?:) = gr_

En base a los aspectos considerados anteriormente y del
concepto de aleatorizacién tan presente en el modelo aleatorio (modelo
II) asi como en el modelo mixto (modelo III), podemos sustentar (Rincon,
1998) que:

a) En el modelo de efectos fijos, se utiliza la comparaciéon entre medias
de tratamientos para probar hipétesis.

b) El modelo de efectos aleatorios, utiliza la comparaciéon entre la
diferencia de varianzas de medias.

c) EI modelo mixto, utiliza la comparaciéon entre la diferencia de
varianzas de medias, debido también a que el efecto de los bloques es
fijo:

i) Las unidades experimentales son homogéneas dentro de los
bloques, pero.

ii) Las unidades experimentales son heterogéneas entre los bloques.
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. — 02
Si el bloque es fijo, Var (yi.) = (modelo I)
r

2
or’ + o

Si el bloque es aleatorio Var (yi.) = 5

con

Modelo de Bloque Aleatorizado, no Interaccién, una Observacién

por Celda

Teorema 1. Considerar el modelo de bloque aleatorizado con no
interaccion y una observacion por celda, dada en la ecuacién

Yi=p + i + 15 + Ejj 1=1,2,...,a>1,j=1,2,.., t>1

La combinacién lineal Zco;es estimable si y sélo si Zeo, es un

A —
contraste de los a'is. El mejor estimador insesgado es Y ciai=» c Yi.

Los mismos resultados aplicados a los 1js y el mejor estimador de

" - . 3 .
una contraste Zgjtj €s Z4jTj-2.¢jy.j. En particular, el mejor estimador

insesgado de
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— A A .
o;*=0i-o.esai*=ai-o.=yl.—y.. paracadai=1,2,...,,ayde

1

A A A

T, *=7-T.€s 1 =T-1T.=y.j—y.. paracadaj=1,2,..., t
El mejor estimador insesgado de
HL+ou+71.€s yi. paracadai=1,2,...,a y de

p+o.+tiesy.; paracadaj=1,2,...,t

En seguida, se establece un teorema acerca del estimador de 62 y

luego un teorema acerca de las propiedades distribucionales de los

estimadores de Zqo, Zdaitj, y 62.

Teorema 2. Considerar el modelo
Yj=p+o, +15+e i=1,2,..,a>1, j=1,2,..,t>]

Para el caso I: gijm ~ NID (g : O, 62) para todo valor posible de i, j,m.
El estimador UMVU (estimador de ¢ 6) de c? es

R b (yg-§i.—§.j+§..)2
"2 GonE-)

Teorema 3. Considerar el modelo
Yi=p+o+1+¢g5 1=1,2,..,a>1, j=12,..,t>1,
para el caso I: &ijm ~ NID (¢ : O, 62) para todo valor posible de i, j,m.

Los resultados son:
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- Zi=)ci ai = Sciyi  esta distribuida N(Z:: cia, 62 Y.t/ t)

- s1Zci=0;

- Za= Zdthj =>'djYj esta distribuida N(Zz: Zdjrj,GQngj/a)
- s12dj=0

- U=(a-1)t-1)c*/c? esta distribuida 2 (u: (a-1) (t-1));

- U, Z1, y Z2 son mutuamente independientes;

- Con | ) cidi, ) c* iéi} =c’ X cic*i/t  si Zci =Zc*i = O;

- Con zdjt},zdj* tAJiI =0°2 djdj*/a  si =dj ==dj* = 0;

Teorema 4. Considera el modelo

Yij=p+06 +1+eg, 1=1,2,.,a>1, j=1,2,...,t>1;
Para el caso:

giim ~ NID (¢ : O, o?) para todo valor posible de i,j,m.
Los resultados se expresan:

- Uno ala vez 1- § intervalo de confianza en Zg tj, donde Zg; = O, es

Taj Y.jF Tani(a-1) (t-1) ng_]/a
- Simultaneos 1-8 intervalos de confianza en tj- tj” para j=

1,2,...,t,)=1,2,...,t, j#] son



Y.i-Y.jF q8:t(a-1(t-1)o/a
La hipdétesis que interesa en este modelo es Ho: 11 =12 = ... =1t VS
Ha: al menos uno igual es una desigualdad, es una hipotesis

estimable.

- Una verosimilitud generalizada relativa de la prueba estadistica
para la hipoétesis en (2) es W, donde

Y (F- V.

- t—1
ZZ(Y§:Y'j+?")2
(a-1ft-1)

- Para un tamario & la prueba de Ho vs Ha en (2), rechaza Ho siy

Wr

sblo si

wr 2F8:t-1,(a-1)(t-1);

Wr es valor calculado del estadistico de prueba.

89
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