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MANUAL

DE

ECONOMETRIA



INTRODUCCION

La ciencia econdbdmica tiene COmD obietivo 1a
distribucidn de recursos limitados entre fines que compiten
entre si. Para esto, es necesario desarrollar polfiticas que
conduzcan a minimiz;r problemas y maximizar beneficios.

En el estudio cuantitativo de los sistemas
econémicos, es necesario conjuntar la tecria econdmica, la
matemitica y las té;nicas estadisticas en una parte del
conocimiento humano llamada Econometria.

La Universidad Auténoma Agraria “Antonio HNarro” ha
contemplédo en su programa de graduados la formacion de
Fianificadores fAgropecuarios, para los cuales se incluye en
su plan de estudios, la materia de Econometria.

Generalmente, no es posible encontrar bibliografia
del tema en espaficl con un nivel adecuado & los propositos
de dicha materia. Ademis de esto, la notacién en  algunos
textos es cohsoleta y en otros no es uniforme.

Aante tal! inconveniente se propone el presente trabaio
cuyo objetivo es presentar de manera accesible 1=z eoria
sobre la gues = sustentan 1os diferentes métodos

econométricos.



CAPITULDO I
INTRODUCCION
Generalidades
Econometria significa literalmente "medida de la
economia". Sin embargo, su definicién no ha podido ser
delimitada en forma precisa, y es por esto que no se ha

logrado la aceptacién general de una sola definicidn.

Muchas son las gue existen actualmente, pero parece que

todaz ellas concuerdan en dos puntos fundamentales:
expresar en forma matemitica las relaciones de los
fendmenos econdmicos Y medir estadisticamente esas

relaciones.

El desarrollo légico de la teoria econémica conduce
al establecimiento de una funcién o conjunto de funciones
las cuales constituyen el modelo econémico . Estas
relaciones pueden ser expresadas en forma cualitativa o
cuantitativa. Evidentemente la primera forma, aungue muy
importante, no concierne a la econometria. Son las
relaciones cuantitativas las gue le interesan.

Las relaciones que se investigan en la economia son
de tres tipos:

1. Uniecuacionales.
2. Multiecuacionales.
Z. Ecuaciones simultaneas.

En las relaciones uniecuacionales existe una variable
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dependiente o explicada, que viene determinada por una o
mas independientes o explicatorias; por ejemplo, cuando se
dice que el consumo C depende del ingreso Y ¥y la tasa de
interés r, escrito como:
C = T{Y,w,r)

C es la variable dependiente ¥y Y,w ¥ r las independientes.

En las relaciones multiecuacionales, se parte de un
conjunto de ecuaciageg. Por ejemplo, sean Ca,Cp, CNnp y Cs
los gastos de consumo en automéviles, bienes duraderos, no
duraderos y de servicios respectivamente. Cada unc de ellos
podria ser funcién_del ingreso y la riqueza; perc la forma
en la gue dependen puede ser distinta. Asi, en vez de
estudiar el comportamiento del consumo total como funcidn
del ingrésa vy la riqueza, se adguiere mayor conocimiento
tratandoc cada una de esas relaciones por separado.

=)

[}

En las relaciones de ecuaciones simultaneas, do
mAs variables vienen determinadas "simultéaneamente” por un
cierto numero de variables explicativasz; por ejemplo, la
funcién de coferta y demanda para un bien determinado, estan

"explicadas" por el precio del bien.

n

En todo modelo econdmico aparecen variable
interrelacionadas, y parametros.
fas variables gque intervienen en todo modelo

econdmico SOons

2. Enddégenas.

4. Exdgenas.
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Una variable discreta toma solo valores particulares.

Una variable continua puede tomar todos los valores
posibles dentro de un intervalo.

En los modelos econémicos aparecen por lo general
variables discretas, pero frecuentemente se aplican a ellos
las propiedades de las variables continuas dado que son
matemidticamente mas faciles de manejar.

Las wvariables endégenas sS0n aquellas que se
interrelacionan dentro del modelo econémico, esto es, son
variables determinadas dentro del propio sistema econémico.

Las variables exégenas son  magnitudes determinadas
fusra del sistema; sin embargo, estas influyen sobre las.
variables endégenas sin gque estas influyan sobre aguellas.

lLas constantes o parametros son numeros que miden las
relaciones entre las variables existentes dentro de un
modelo. Estan relacionados estrechamente con propensiones,
elasticidades stc..

Gran parte del trabajo econométrico consiste en
estimar los parametros que intervienen en los modelos. Para
esto, es necesario contar con conjuntos de datos.

Dado gque la economia no s ciencia experimental, no
existe forma de disehar \'4 ejecutar experimentos
controlados: asi los datos con los que s cuentan son
obtenidos, a saber, en dos formas:

1. De seccidén cruzada.
Z?. De series de tiempo.
En 1los datos de seccion cruzada se tienen

ohservaciones sobre unidades individuales en un momento del
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tiempo; por ejemplo, ingresos y gastos en alimentos para un
conjunto de familias. Estos datos son recogidos normalmente
mediante encuestas muestrales. Cuando se trata de series de
tiempo, se dispone de observacioﬁes sobre un cierto periodo

de tiempo, por ejemplo, datos trimestrales del PNB.

Alcances

Este trabajo AD pretende ser, un elemental compendio
de econometria, es m4s bien un esfuerzo encaminado &
ayudar al desarrollo de una comprensién basica de ella. La
mayor parte de gstos principios son poco mas que
refinamientos del pensamiento cotidiano. Aun asi, no cabe
duda de gque para poder dominar este tema, el lector tendra
que leer'y releer algunas secciones.

Aunque en este trabajo se acentua 1la aplicacion de
métodos estadisticos a la investigacidén econdmica, debe
tenerse en cuenta que la ﬁayor parte de lo que s& expone
pusde usarse sin inconvenientes en Dtrag disciplinas, pues
se basan en principios fundamentales idénticos.

La novedad gue pueda presentarse guizé, es ia
simplificacién en la notacidén y aclaracidn de conceptos gue
en los textos es confusa; sobre todeo para estudiantes gue

tienen un primer contacto con esta disciplina.
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Ern el capitule II =&

desarrocllando el modelo econdmico de doz variables; de  ahi

e

en adelante, se abordara directamente el casoc de

variables. Se trata ademis conceptualmente, la violacidn de

supuestos del modelec clasico. La notacidn matricial se ussa
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siempre y cuando la exposicidén no esté fuera de 1la

comprensisn del lector que ha tomado solo cursos

elementales de algebra lineal.



CAPITULO 11
REGRESION LINEAL SIMPLE

El anilisis de regresién es una rama de la teoria
estadistica cuyo uso estd muy difundido en casi todas las
disciplinas cientifi&as.

En economia, es la técnica basica para medir o
ectimar las relaciones entre variables econdmicas, que
constituyen la esen;ia de la teoria y vida econdmica. En
este capitulo, se presentan las técnicas de regresidén
simple, cuyo propésito fundamental es estimar la relacidn
gue existe entre dos variables X e Y.

Se puede suponer por ejemplo, que se desea estimar la
cantidad de trigo gue se compraria a diferentes precios de
produccién. Esta informacidn podria resultar muy util a
nuestro gobiernoc entre otras cosas, para Tijar los precios
de garantia de tal cereal. Fara tal efecto, se podria
decidir la estimacién de una curva de demanda a partir de
una serie de observaciones.

Dado gque el ajuste de 1la relacidn entre las dos
variables se hace mediante un conjunto de observaciones

{Xis Yi3©
i=1
un primer paso para tomar la decisién de  la forma de la
funcidn a ajustar, es graficar los datos en un diagrama de

dispersién como los gue se muestran en la figura 2.1.



Y Y
— X — X
(Z.1.a) (2.1.b)

\
Y Y
‘- AP

— X — X
(Z2.1.c) (2.1.d)}

Figura 2.1. Diagramas de dispersidn.

Para el caso del diagrama 2.1.a , salvo un error gue
puede deberse a fluctuaciones causadas por variables no
consideradas, ¢ a fallas &l observar, Se encuentran
alrededor de una linea recta. a2 la cual se pueden ajustar.

En la grafica 2.1.b parece gue la relacidn  verdadera
es una parabola.

En la grafica 2.1.c la evidencia grafica es de que el

mejor ajuste es una curva exponencial.
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Finalmente, la grafica 2.1.d hace pensar que la curva
logistica proporciona un ajuste mas adecuado.

Una vez que se ha decidido que curva representa mejor
los datos, se procede a ajustar la funcién correspondiente.

Luego que se ha obtenido una curva de ajuste es
conveniente medir que tan bueno es éste para tener idea de

gue tanto se puede confiar en las inferencias hechas.

Para una mejor comprensién del andlisis de regresién,

N

es necesario tener conocimientos acerca de las variables
aleatorias, muestras, parametros, estimadores, funciones de
distribucidn, media\y varianza de las variables aleatorias,
covarianza entre variables y prueba de hipétesis.

En resumen, en forma esquemitica, el procesoc de

ajuste y manejo de datos, podria ser el siguiente:

Datos

Graficar

Ajustar la funcidn

Medir el ajuste

Frondsticos

Y
Frueba de Hipdtesis

Especificaciones Lineales.

Se principia por postular una relacién entre dos
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variables de la forma:
Y = f(X)
donde Y indica la variable dependiente {explicada) vy ~X la
variable independiente (explicatoria), ambas endégenas  al
modelo. Es posible de acuerdo al sistema econdmico que ge
esté tratando, hacer expectaciones tedricas acerca del
signo de f°(X), o acerca del rango de valores en el cual
esta relacisn esté aefinida.
En teoria econémica, son de gran importancia las
especificaciones lineales.
Una especificacién lineal puede se interpretada de
dos maneras:
1. Linealidad en las variables. Existe linealidad
en las variables si Y, o alguna transformacidén de
Y, puede ser expresada como una funcidén lineal de

X. En este sentido:

Y = a + 3X

Y = o Xﬁ

Y = exp { o + 3 —%— }
son especificaciones lineales. La primera
especificacidn es directa, la segunda

especificacién puede ponerse tomando logaritmos
Ccomo:

In Y = 1n a+ 3 In X,
la cual es lineal en 1n Y vy In X, mientras gue 13

ultima especificacidén toma la forma :

Iny¥Y = a+ 3 [ —%— }
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Sin embargo la funcién:
Y = a + pBX + &X°

siendo lineal en Y, X y en Xz,no es lineal en las
variables X e Y.
2. Linealidad en 1los parametros. Un segundo
sentido es la linealidad en 1los parametros,
pudiendo o no, haber linealidad en las variables.

De ésta forma:

it

Y = o+ 8% + X°
Y = a + pX°
son lineales en los parametros, mientras gue
Y = a+ VY a X+ BX
no es lineal en el parametro a. En éste trabaijo se

trata solo con funciones lineales en los

parametros.

Estimacion de los Parametros
Las funciones lineales son de gran importancia en la
economia dado que, son de facil manejo y pueden utilirzarse
con frecuencia para aproximar funciones no lineales. En
general, si X e Y denotan datos transformados
apropiadamente, la forma algebriica general de una funcidn
lineal es:

Y = o + 3X {(2.1)
donde o y 3 son los parametros de la funcidn. La constante
o se llama ordenada al origen vy 3. la pendiente de 1la
funcién: de tal forma gque si la funcidén (2.1) representara

la relacién entre ingreso {X) Y consumo (Y}, fo
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representaria el consumo autdnomo vy $ la propensidn
marginal a consumir.

Es muy remoto el caso de que una relacién como (2.1)
describa con exactitud 1los datos con los que se esta
trabajando, s=sin embargo, sSi S8 sSupone que loz datos
observados fueron generados por una ecuacidn lineal
estocastica tal como

‘ Y = o + 3X + U (2.2)
donde el términc U es una perturbacién aleatoria, la
ecuacidén permite que Y sea mayor o menor gque o + 33X & lo
cual depende de que‘U sea positivo 6 negativo.

Lo ideal seria, que el término U fuera peguefic y que
no estuviera correlacionado con X, a fin de poder cambiar a
X sin qué se modifique U y determinar asi gue le ocurriréa
en promedic a Y. Se utilizard & (2.2) como ecuacidn basica
para el modelo de regresion desarrollado en éste capitulo.
En general, los datos de insumc para el an&lisis de
regresién simple son un conjunto de pares ordenados de
numeros tales comc.

X1, XZpeowesxXiasenenaXn

Y1, Y2pennosYigeonsay¥n
donde el par (Xi, Yi} es la 1i-écsima observacidn de las
variablez X e Y.

Fara  cada obzervacidn {(Xi, Yi}) existe uns
perturbacidn Ui.

Si cada par de dates se grafican se obtiene un
diagrams de dispersidén tal como el mostrado en la figura

{2.1}.
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Si se conocieran los parametros o y 3, estaria
determinada 1la funcién o + 3X. Las perturbaciones
estocasticas estan repreéentadas por la distancia vertical
entre los puntos observados (Xi, VYi) vy los puntos

correspondientes en la linea (X, a + f3x).

o+3x -

L2kt §

X1 Xz Xi Xn-1 Xn

Figura 2.2. Diagrama de Dispersidn.
£1 siguiente pasoc es desarrollar un modelo basice de
reqresién, el cual consiste en un conjunto de supuestos
=obre la distribucidén de 1los términos de error Yy las
relaciones entre las variables X e Y. Frimeroc se supone que
las perturbaciones U son variables aleatorias
independientes con valores esperados igquales a cero y
varianza o° para todo valor de X. Las dos ultimas
suposiciones acerca de los términos U se expresan en forma
matematica como:
E{UL) = ¢ para tods i {2.3%}
Var{Ui) = o° para toda i (2.4}

For otra parte, la suposicidn de independencia
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requiere que la covarianza entre Ui y Uj; 1 * J sea cero,

esto es:

Cov(Ui Uj) = E {[U - E(UILY — E(U;) IS
= E {Wh UjT = © para i # j (2.5)
ademas
Covi(li Uj) = E {h, U} para i = j
= E {ui’3
‘= Var {Ui) (2.6}

_ 2
= 0

Es necesario, para poder construir intervalos de
confianza vy efectuaf.pruebas de hipétesis, considerar una
distribucién para las perturbaciones estocisticas, lo gue
darid como consecuencia una distribucién para las Y.

Ciértamente, no es posible predecir, el valor
especi fico de U en una observacidén, sin embargo, se pueden
hacer proposiciones acerca de las rincipale=s
raracteristicas de su distribucién de probabilidad. #Antes
que nada es clarc que las U's pueden tomar valaores
positives y negativos, ahora bien, dado que U es la s=suma
algebraica de los efectos positivos y negativos S8 esperany
con mayor frecuencia valores numéricos pequehios para L. de
tal manera gue la funcidén debera ser unimodal alrededor de
algun wvalor peguefic para U. 8i se ahade ademas 1=
supnsicién de simetria, entonces el valor unimodal ceincide
con el valor esperado de ceroc.

Si se desea ajustar Lin modelo probabilistico
alrededor de ceroc y scsiméitrico, se pusde tomar a la

distribucién normal o bien a la t, sin embargo, la mas
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usada es la primera, lo cual se justifica mediante el
teorema del limite central gque en su €caso general indica
que: "ei se tiene una suma de variables aleatorias
independientes, con medias y varianzas finitas. y con 1la

o©
condicion de Lindberg (i§1a?<m) que implica que cada
varianza por si sola es de poca importancia, la suma tiene
distribucién normal”

En resumen, la forma matematica del modelo es:

Yi = a + 33X +Ui i = 142¢52wa3nas
E(Ui) = 0O para toda i
O i & 3
E{(WLL WUj) = 2
o i =3
Ui ™~ N(O,0%) para toda i

fhora bien, dado que en observaciones sucesivas la
variable independiente X es fija vy que la variable
dependiente Y es una funcion lineal de X, el valor esperado
de Y para un valor dado de X se obtiene de la funcidén de
regresién a + BX; es decir,

E(Y/X) = E{a + % + U)

1

a + X + E(U)
= o + {3 (2.7}
v la varianza de Y para un valor dado de X e= igual &
Var{(Y¥/%X) = Var{a + 3X + U} = Var({i) = o (2.9}
La suposicidn de que Var(Y/X) es igual para todos los
valores de ¥ e= util, dado gue permite usar en ia

. . 2 ) .
ectimarisoen de o todas las observaciones de X e Y. Ein

embargo, cuanda se trabaja con datos econdmicDs, t=al
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suposicidén no es justificable totalmente, ya que sl se
trata de ajustar el gasto en consumo {Y) al ingreso (X}, es
obvio que la varianza en el consumo no sera la misma para
todos los niveles de ingreso. Las familias ricas consumen
en promedio mas que las pobres, y también las primeras
tienen mayor variacién en el consumo. Este caso se analiza
en el Capitulo IV.

DPel supuesto de normalidad en U, y de las férmulas
(2.7) y (2.8) se sigue que para un valor dado de X, Y se
distribuye como N (a + 33X, o® ). En la figura 3 se mqestra

una funcién de distribucidn de este tipo.

fy 30

o + 3%

Figura 2.3. Funcidn de densidad de probabilidad condicio -
nal.

iLa posicidén de f(Y/X) cambia con cada valor de X.
=to se muestra geométricamente en la figura 4.

Cuando se conoce toda la poblacion de valores (Xi, Yi)
es posible calcular los valores exactos de los parametros

de regresidn.

Sin embargo. dado gque se trabaja generalmente con
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fLY/X)
X 1 x2
Py - X
b
~
/ e
=
Y A /
e o _
gL
~

i':z

e
~

Figura 2;4. Relacidén de regresidn.
mue=tras, el problema desde el punto de vista estadistico
consiste en estimar de la mejor manera dichos parametros.

En el proceso de estimacidn, se comienza primerc oonh
una muestra de tamafic n, cuyo diagrama de dispersidn =&
muestra en la figura 2.35.

Los puntos de dispersidn se grafican, en el cuadrante
positivo, siendo ésto convencional dado que las variables
econémicas en general, soclo tienen sentido cuando  son no
negativas. Una linea recta através del diagrams de

dicpersidén puede tomarse CcomD una estimacion de la relacidn

n

hipéteticars

Y = a + 33X + U

Supongamos gque (&, b) son los estimadores de (o, [3};



18

Figura 2.95. Diagrama de dispersién para una muestra de
tamafio n.

y que definimos los residuos para cada par(Xi,Yi), como:

=Y - a - bXi i = 1,2,..0an3 (2.9)

El siguiente paso consiste en escoger el criteric gque

haga los residuos tan peguefios como sea posible. Uno de
ellos podria ser:

seleccionar a, b tales que:

esto es:

dividiendoc entre n:
Y = a + bX (2.10)
La ecuacién (2.10) exige gque a y b sean tales gque 1la
recta de estimacién pase por el punto de coordenadas (X, ¥

y asi, la suma de los residuos sera nula. Esta exigencia es
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demasiado ambigua ya que existe un numero infinito de
rectas de estimacién que cumplen con tal requisito.

Existe un criterio mas fuerte, el de minimos
cuadrados, que pide:

seleccionar a,b tales que:

sea minimo. -

AAsi pués, es necesario que la funcidn:
n 2 n 2
Sef= ) ri-a-bx® = fan (2.11)

sea minimizada.

Para minimizar (2.11), se deriva parcialmente con
respecto a a y b. Las derivadas parciales se igualan con
cero y se resuelve el sistema resultante, cumpliéndose asi
la condicidn necesaria para obtener un minimo en f{(a,b}. De

ésta forma, se obtiens en forma sucesiva

,
& Zei
v - _—285q¢Yi-—a-bXxiy=—-23Ye =0 (2.12)
(S a z 2 T
& Te
= -2 Z(Yi - a - bXi)}Xi = -2 2 eiXi = © (2.13F)
& b

Simplificando tales expresiones se obtiene:

ial
EY, =na+b) X 2.14.a)

{2.14.b}

NP
»]

Las ecuaciones (2.14), son llamadas las ecuaciones

normales de la regresién por minimos cuadrados. Usando
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matrices se obtienen las expresiones para los estimadores a

vy b como sigue:

siendo
n X a Y
, = (2.15)
X =X b SXY
entonces:
Ca ] n =% 17 Y
| b =x =X EXY
- - ) - 2
a . sX 2-xx TY
= 2 2
| b nex? - (zx)? |- =X n SXY
Ca ] . F sX =% - £X XY
| b | n=x® - (£x)% |n EXY - =X =V
es decir:
2
L = _EX s:: =X z:v (2.16)
n X% - (=X)
b = nEXY - ZX =X (2.17)
n =X° - {(ZX}

La condicién de suficiencia para gque el punte {(a,b} de
f(a,b) sea minimo, es dificil de obtensr si no Se usa
notacién matricial, por 1o que la derivacion de tal
condicidén se deja para el Capitulo III.

Mientras tanto, intuitivamente se puede wver gque 51
f{a,b) es cuadratica en a y b con coeficientes positivos,
entonces f (a,b) es geométricamente, un parabolcide en
revolucioén, abriéndose hacia arriba por loe gque (a.b)
corresponde a un minimo de f(a.b).

ia regresidén lineal tiene ciertas propiedades
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importantes:
i. La linea de regresisén pasa por (X, Y) (Ze, = 0)
2. Los residuos tienen covarianza cero con
respeéto a los valores muestrales X y también con

los valores estimados Y. Esto es:

Cov (X, e) -rl‘——z (X — E(X)) (e — E(e))

_;‘1-— E(X—E(X))e
- L Eex—-—nl——E(X)ze=0

For otra ﬁarte:

A

Cov(Y, e) = -%—2 (Y - E(Y))(e — E(e))

1 Eas P

=————2(Ye—E(Y) e)
n
5 . s

=TYEE—E(Y) Ee

= 0

Z. Los estimadores de regresién pueden

ponerse (y calcularse) en forma de desviacidn,
transladando el origen a (X, Y} de 1a forma
siguiente como se muestra en la figura 2.6.
Originalmente la linea de regreszion estimada es:

; = a + bX
i se hace el cambio de coordenadas s tiene que

la ecuacisdn de regresidon es:
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Figura 2.4. Representacidn grafica de la forma desviacidn
de la recta de minimos cuadrados.
usando el criterio de minimos cuadrados se tiene
ahora:
yel = Y v, - v12 =5 (y - bx)?
1 1 1% i 1
usando la condicién necesaria:
& Ze?

_— = -2 z {yi — bxi)xi = O
& b

con lo gue:

Z ®.¥.
b = — (2.19)
s K.
1
Y
a =Y — bX
donde: x = (X, — X); y = (Y - ;)

v v 1 L
4. Descomposicién en suma de cuadrados.

La variacién total en Y puede ser explicada como



23
la suma de dos componentes:
a. La variacién explicada por la regresidn lineal.
b. La variacién no explicada por la regresion. De
la propiedad 3.

ey

= + @ = bx + e
yi. yi. i i R

elevando al cuadrado ambos miembros y sumando para

n, se obtiene:

z _ 2 2 -
+ + 2
Eyi EY-L 2‘% EY-LE-L
= bz 2 x? + z e? + 2 b z K, B
1 AN 19 v

=bZ 2 xZ + 2 e? (2.20)
1 1

Las cantidades claves en {(2.20) son:

2 yf: Suma total de cuadrados en la variable
dependiente medida con respecto a su media (STC).
2 Ef: Suma de residuales al cuadrado (SRC) {no

explicados}.

Bl s 2
2 y? = p? 2 :—.'? = b 2 Xy = _(_Z_f_y_)__; Suma de
L v 512

cuadrados explicada (SEC).
Asi, la ecuacidén (2.20) se puede expresar en forma

alternas como:
STC = SEC + SRLC.
Falta, para terminar con el problema de la estimacidn
\ . . _ 2
de parametros, cbtener un estimador para o .
Decsafortunadamente se hacen necesarios resultados gue " sE

encuentran en la derivacion de las propiedades de los

estimadores a y b. For lo pronto se propone, sin derivacidn
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que:

" 3
n

2 i
0 —

N

b

. . 4
es un estimador insesgado de o .

Propiedades de los Estimadores

£1 método de minimos cuadrados es solo uno de ;Ds
posibles para ESti&ar los parametros de regresion. Se
pueden definir facilmente otros estimadores: por ejemplo,
se puede ajustar una linea recta tal que pase por el primer
y ultimo puntoc en ‘el diagrama de dispersidén, © bien,
obtener un promedio de los dos primeros y los dos dltimos y
hacer gue pase una linea a traveés de las dos medias.

Se'puede, de igual forma tomar promedios de las n/2
primeros puntos y otro de los n/2 restantes. La pregunta
ahora es: que principioc de estimacidn es el mejor?.

La respuesta dada por la estadistica clasica €5

n

escoger el principio de estimacién en bazse a ciertsa
ropiedades importantes de 1los parametroz que resulten.
Esas prnpiedades se refieren, al comportamiento de los

estimadores en muestreso repetido.

N
m

Fara efectuar la comparacién entre estimadores,

m
it

n
il
il
r+
Q
n

comienza supocniendo gue lo son gensrados por

m

Siendo que las X' s estan fijas, la Unice fuente d

£
bJ]
n
'.J
o
o
1}
m
)
m
*y
m
L
N}
"%
]
m
n
m
fond
rﬁ-
(13
)
2}
'.J
ju}
]
o

variacidn en la eci

i oSe extraen 10,000 muestraz de tamafic 0y ia
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aplicacién de cualquier principic de estimacidén da 10,000
valores para los estimadores a,b,az. En particular 10,000
pares de estimadores (a,b); los cuales pueden arreglarse en
una distribucién bivariada. Si el numero de muestras es
"grande” la distribucién sera aproximadamente continua. De
esta manera se obtendria una funcidn conijunta.

F{a,b}

de la cual pueden DE&EnErSE las funciones marginales f{a) vy
f(b}.

A fin de desarrollar conceptos, se toma primero a

f{b} donde

0
f{b} = J f{a.b} da
-
Existen, a saber, tres caracteristicas de la

distribucién muestral {marginal) cruciales en la evaluacidn
de un estimador. Estas son, la medisa, la wvarianza vy el

errar cuadratico medics. El valor medic.
@

E(b} = J B f(b) db
-

da el promedio que puede ser generado para el estimador en
aplicaciones sucesivas. El sesgo del estimador con respecto
al parametro real se define como:

Sesgo (b)) = E(b} — 3 (2.22)

o
b
m
Josd

sesqgo es cero, el estimador se llama insesgado.
f.a varianza de la distribucién.

Var{b) = o° = E [b -~ E(b)3°
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[« o}
var(b) = I [b - E(b)1® f(b) db.

—Q0

mide la dispersién del estimador alrededor de la media.

Si con éstas dos caracteristicas se trata de comparar
dos estimadores ambos insesgados, resulta obvio tomar el de
varianza mas pequefia. Al estimador asi escogido se le llama
mejor estimador ingesgado. Sin embargo, la dificultad
radica en la comparacién eficiente de dos estimadores
sesgados y con distinta varianza. De tal forma que se crea
la necesidad de definir el error cuadratico medio como:

ECM = E {(b - 37}

Q0
J (b — m? f(b) db.
~ QO
E

£(b — E(b)) + (E(b) — @3°
= E(b - E(b))? + E(E(b) - &°
+ 2 E{{b — E(b)) (E (b} — f3)
= Var(b) + { sesgo (b)3}? (2.23)
As{ usando el criterio del ECM se puede encontrar un
estimador sesgade que sea preferible a uno insesgado,
siempre vy cuando ia varianza del primero sea ilo
suficientemente peguefia para compensar su ECM  con el
‘estimador insesgado (gue por supuesto tendra mayor
varianza)l.
Con estos conceptos introductorios, a continuacidén se
procede a obtener las medias y varianzas de los estimadores

a y b; principiando con b de la ecuacién (2.17) se tiene:



o bien:

b = ZWY. ;

L 2.

PR
% b =
1
2
=% b4
ZK.
t
IS
t
W, =

-

r Y R

~
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4}

Lo gue muestra que b es un estimador lineal, dado gue

es funcion lineal de Y. De 1la ecuacidén (2.24) se sigue que:

Siendo que:

b

W =
i

]
Fd

wn
rut
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con los resultados (2.23):
b=+ ZW‘LU_L
(note que (b — 3} = ZWJ&)
tomando esperanzas se tiene:
E(b) = 3 + 2 Wi E(Ui)
= f3 (2.26)
Lo cual muestra que b es un estimador insesgado de f3.
For otra parte, la expresién para la varianza de b se
obtiene como sigues

por definicidn:

E{b — E(b)3

Vari{b) =
= E{b — B}
= E{z wxl}z
| . 9
= E{ZN?U?+ 2 thdd}
[ . R B
;LJ
= z w? E(u )2 + Z WW E(UU)
1 L . R T | r)
v
con lo que
0_2
Var(b) = (2.27)
sz

De forma similar para a, se obtienen l1a media vy 1la
varianza cOmD Sigue:

siendo

w
i
o
|
o
>|

= o + 3X + U — bX
{note que (a-a) = (BX + U - b¥X) = U - (b - 33¥).
Tomando esperanzas

E(a) = a + E (I
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1
E(a) = a — ) E(U)
n 1
L=1
E{a) = o (2.28)
Con lo que también se muestra que a es un estimador

insesgado de a. Continuando con a, se tiene que:

Var{a}l = E(a — E(a)2
= E{a - o)
= E{0 - (b — ;X 3%
= E(0%) + X’E (b - 32 ~-20 X E(b - 3)
2 =2 2
= 9 4 X" o
N ZXZ
asi:
‘ 1 X2
Var{a) = o ? + (2.29)
N 2
ZHX
ademas:
Covi{a,b) = E {{a — a) (b — 3}

= E{[U - (b — )X I{b - )3}
= -X Etb - B)?

dado que E {(b - )0 } = ©

It
|
|

Covia.b}

En este momento se estd yva en condicidén de mostrar

que:

es un estimador insesgado de o?. Ademas el hecho de

mostrarlo en este momento se justifica, dade que en las
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expresiones para Var(a) y Var(b) se necesita conocer a az,
el cual no es posible obtener si se trabaja con datos
muestrales. Asi pués, considerando al i—ésimo residual.

e = Yi — QL
v

o+ pX_+ U - a - bX

= Ut_ (b — f?)X_L - {a — a)

u - (b - RIX. - (0 - (b - 3)¥X)

= (U -u) - (b - (?)x_L

1

elevando el ctuadrado y sumando se tiene

2 _ o 2 _ 2“2 _ _ .-
Zei = Z [, - M2 + (b = m%E - 20 - V)b = AIx]

=2Uf—nﬁz+(b,— B)zixf—Eib—fi) }:U.Lx.L

E&q] " o

notando que:

I

E(O%) = var (I
(var(O)) = E(0% - [E(W 1%
- n
2 O’z
E(b - 32 = .
>

E{(b - z U, } = E { z WU ) (2 Ua’%)}

=E {(WU + WU + ... + WU} (U=x
1 1 2 2z non 11
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Asi

E(Z e?) = no, — o? + o — 2 0
1% 1 1
=(n-2) o
de donde
- ze 2
E ht = o (2.31)
n — 2

con 1o cual se muestra que el estimador propuesto  para o
es insesgado.

El paso siguiéﬁte es mostrar, mediante el teorema de
Gauss—Markov, que los ecstimadores de minimos cuadrados
ordinarios son los de minima varianza en la clase de 1o0s
estimadores lineales insesgados.

Se comienza con mostrarlo para b.

Segun se ha visto:

por lo gque b es un estimador de 3 lineal € insesgado, COnN

varianza

zn
fghora, se define un estimador lineal general de {3 como.

¥ = s c v (2.32)

T T

donde € {it = 44....n} €5 Un conjunto de ponderaciones.
1
Suponiendo ahora gue 1los datos son generados por el modelo

lineal



Y,L=cx+(3)(.‘+u_l
se tiene

b* = o 5c. + pAEc.x, + Ic U
1 1 L . % vt

Tomando esperanzas:
E(b™) = a Zci + B e X,
S1 b* ha de ser un estimador insesgado de

reguiere que

Sc X = Zcx = 0O
de esta forma, la varianza de b* es:
var(b®) = ECIb" - E(b")1%3

=E {(& - m%

= E (6™ + g% - 2p E(B)

- Ep*% - &P
donde:
E (b™%) = E {(a Zc + 3 Scx + Tcu)™y
1 LA 4 ) A %
= E {{(p + z(:,tuiaz}
2 2
= E {p%+ (scu)? +2 g Zc U3
Tt T b
=%+ E {(=c U1’ + 2 g E{Sc U}
F I A T
= 5% + E {zcW® + T ccuul
v 3 v oy
1<)
= 3% + =c? E(U?) + Scc E (LU
1 i L | vl
= BZ + o Z:f
sz

* 2 2
larib } = o Zc
v

3z se
(2.37)
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A

para comparar la var (b*) con var (b) se pone:

c.o =W+ (c. — W)
1 19 1 1

asiz:

sc?2 = sw? + S(c. - W2+ 2 W (c. — W)
v 1 1 1 A9

sw? + S(c. - WHZ+ 2 [SWe, - W)
1 1 1 1T 1 A9

2 c % 1
= swZ2 + S(c. - WIS 2 |2 ‘2‘— ,
h v v X ZX
de tal manera gue:
o 5c? = oF w2 + of T(c, -~ wH?
1 1 1 1
o bien:
var(b¥) = var(b) + 8% 5(c, - w2
1 1
donde se ha usado el estimador g? para 02, donde
T — W) =2 ¢
v 19
por lo gue:
Var{b) < var(b) (2.34)

Este resultado, establece gue b es el estimador de
minima varianza dentro de la claée de 1los stimadores
linales insesgados. Esto se puede escribir como:

b es el mejor estimador lineal insesgado de 3
de manera semejante, se puede mostrar gue:

a e

0

el meior estimador lineal insesgado de «

Cogeficiente de Correlacidn

L os desarrollos mostrados hastas ahora ss han hecho en

base a cierios supuestiscs, uno de ellos  es ia relacidn
lineal entre X & Y. Como se recordara, pera ajustar una
funcidn de regresidon se sugirid como un primer pash, e

los dstos di

hn

ponibles se graficaran en un diagrama de
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dispersién, sin embargo, es obvio que una inspeccidén visual
no indica de manera cuantitativa la "bondad de ajuste” a
una linea recta.

Existe un concepto estadistico que indica el grado de
asociacién lineal entre variables, tal es el coeficiente de
correlacién lineal. E1 hecho de que tal concepto se trate
después de haber obtenido estimadores, descomposicidn qel
modelo, etc., obede;e a gque el coeficiente de correlacidn
ests estrechamente relacionado con b, el estimador de la
pendiente de la linea de regresi6n, y puede ponerse en
términos de la SCR y,STE.

En el +trabajo practiceo, antes de cbtener los
estimadores, es recomendable analizar los datos & ajustar
usando ei coeficiente de correlacién y en base a su valor,
decidir =i el ajuste lineal es 21 mas adecuado para
relacionar las variables en cuestidn.

Cuando se trata de ver que tan asocciadas estan dos
variables aleatorias, digamos X e Y, con una distribucidn
bivariada, se utiliza el coeficiente de correlacidén
poblacional, definido por

_ Cov {X,Y) (
© o o
X y

I
.

A
h

donde:
CoviX,Y} = E [{X—p )} {(¥Y—u 33
X
E(X) = u 5 E{(Y} = pu 3 Var{X) = o3 Var{¥} = o
X v x
Cuando se trabaja con muestrazs aleatorias de una
istribucién bivariada normal, el estimador de maxima

verosimilitud de p es:



s(Xx. - Xy (Y.-Y)
L 1

p:r:

fft(xi -2 va(Yi -
. n X Y. - (X )(IY. )

L P |9 1

p=r =

Y [n =x%- (=x.1%3Ln =Y2- (z¥ %3

L 1 1 1
El estimador r se denomina "copeficiente de

correlacién de 1la muestra”. En otras palabras, dicho
coeficiente es igual al estimador de Cov{(¥X,Y) entre el
producto de los estimadores de o V' oy Otra manera

conveniente de expresar a r es:

S 23 AN (2.36)

donde:

Son las desviaciones standard muestrales de X &2 Y.

En el modelo de regresién desarrollado, se establece
explicitamente gue 1a variable X no es aleatoria, por 1o
gue un coeficiente de correlacién muestral calculado en
base a los datos generados por un modelo de regresidon
simple, no mide exactamente 1o mismo gue un coeficiente de
correlacién muestral basado en datos  ex raideos ds  una
distribucidn bivariada.

La relacién entre el ansdlisis de regresién ¥ el de
correlacién puede entenderse como sigue: ©0 base & los
diagramas de dispersidn presentados en la figura 2.7. ¥y &

la expresidén para r dada en la ecuacidn (2.36}) el sSigno
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dependera solo del numerador.

El signo del producto xiyi en el "plano de
dispersién", con origen en (X, Y) es positivo en los
cuadrantes I y III, y negativo en II y IV. Por tanto, si la
mayor parte de las observaciones muestrales se encuentran

en los cuadrantes I y 11I, la suma de los productos

Y

N s pYs L s
® 8 = =z mo®E = E = = = m ® =t - ® = 3 = x == " x = = =N a x «w ww Ew>® = &% = v e 8 S

!
IIIIIIII'IIIIlIIIIIIIlI‘(:
EE R R R R R N A E N N A A4

wtl,
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII\<

x|
!

|

k3
~J
M

(2.7.a) (Z2.7.b}

——

Figura 2.7. Diagramas de dispersién.

tender4d a ser positiva (figura 2.7.a}); mientras gqgue =1 caen
en II y IV (figura.2.7.b} la suma de los productos  tenderé
a ser negativa.

For otra parte, si el diagrama de dispersion es comd
n
el mostrado en la figura 2.7.c, la suma ,Eix_y,tenderé 2
L 1

=

anularse.
n
la cantidad ,Zix,y‘ podria servir comc una medida de
= v 1

asociacidén entre X e Y, si no fuera por dos defectos:
1. Su valor numérico aumenta con el tamafic de 1s
muestra. Esto puede corregirse parcialments

n
dividiendo ‘Zix,y_ entre el tamafioc de la muesirsa,
= 1 1



obteniéndose asi la covarianza entre X e Y:

IRy
n

Cov(x,y)
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2. La suma Zxak por ende la covarianza depende de

las unidades de X e Y, de tal forma, que el valor

de la covarianza se ve afectado si X e Y se miden

en pesos o centavos. Existe una forma

estandarizar la covarianza, esta es, dividir

desviacién (de X ¥y Y ) con respecto & su media

de

cada

entre las desviaciones estandar de cada variable.

Esto da el coeficiente de correlacidén.

Existe, segun se ha mencionado, una relacidén entre el

coeficiente de correlacidén y el estimador b.

Tomando el coeficiente de correlacidn:

¥ %2 Zyz

usando ahora la expresién (2.19) se obtiene:

C s
P e

~§§——
o bién
Sy

b =r Sx

La expreszién (2.37) muestra 1z relacidén entre
pendiente de la linea de regresién vy el coeficiente
correlacién. Ademas, comoe también ya S menciond,
coeficiente de correlacién se escribe, implicitamente,

términos de SRC y STC, segun se muestra a continuacidn.

en



Elevando al cuadrado r se obtiene

;2o =yt bExy
sx? Zyz Zyz
0 bien:
.2 - _SEC

- T8TC
dado que STC = SEC + SRC; se tiene:

SEC _ , . _SRC
STC STC
2 _ . _ SRC e
.= 1 570 (2.38 &)
2
z e /n (2.32 b)

b yzln

ahora,

De acuerdo a las ecuaciones (2.38) se tiene que

y CcomD

o< r® =1 (2.39)
r? se llama el coeficiente de determinacién.
La condicion (2.39) muestra que
(2.40)

-1 =<r =1

. 2
r pusde calcularse a partir de r .

Falta solo de aclarar, Qué valor debe tener r para

7 Para contestar

gque se considere gque el ajuste es bueno

se supone gque existe un estimador b tal que

y., = — bx para i = 1,2,...,x N
1

1

o bien:
y, + bx = 0Q
1% 1

Elevando al cuadrado y sumando de uwno a n, se tiene:

S (y + bx )2 =0
1 1

de=zarrollando:
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Zy? + 2b Zxy + b? Zx? = 0
i i’ i
la cual es ﬁna ecuacisén cuadritica enm b; Yy para que se
cumpla la proposicién de que el valor de b sea unico, es

necesario que el discriminante sea nulo, esto es:

(2 ny)z - 4 5x° Zyz = 0

o bien
{ ny)z = £x? Zyz
Esto ocurre si y solo si r? = 1, cbn lo gque r = = 1.
Asi pués, si r = * 1 el ajuste lineal ser& perfecto; es

decir todos los puntos de dipersién caen en linea recta, de
pendiente positiva o negativa segun sea el signo de r, ( el
cual obviamente coincidira con el signo del estimador de la
pendiente).

En general, se pusde pensar que entre mas Cercanc
esté r de *1. £l ajuste serid mejor, mientras gue un  valor
para r de ceroc indicarid un mal ajuste.

Conviene aclarar, gue el hecho de que dos variables
presenten un alto grado de correlacidn lineal, no implica
gue exista una relacidén causa efecto de una sobre la otra,
ambas pueden estar influenciadas por otras variables, ’de
manera que den una relacidén puramente matemitica. A manera
de ejemplos:

Alemania se encontrdé gue el numerc de nidos . de

m
J

= 1
<= 7

1
)
~0
)

ciguefia ¥ la produccidn de acero presentaban r = U.

b} En E.U.A. 21 salario de profesocres y el consumc de

't

licor r = .98

En la ractica, r se calcula & artir de r
5 4
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asociandosele el signo de b, Yy el éxito en el manejo del
coeficiente de correlacidn estara determinado por el

conocimiento que se tenga del campo que Se esté trabajando.

E=timacién por Intervalos.

La estimacién por intervalos de los parametros de
regresién, difiere de la estimacién puntual, en que no
proporciona un valor estimado para cada parametro, Si nO
gue proporciona un intervalo dentro del cual, con una
probabilidad deseada, se encuentra sl verdadero valor del
parametro en cuestidn.

En forma méé ecpecifica, ia idea de conztruir
intervalos de confianza consiste en encontrar dos nudmeros
positivos & y a gue estén entre ¢ y 1, de manera Ggque la
probabilidad de que el intervalo {(8-&6, 6+&} contenga al
valor verdaderc T sea 1 — o, donde 6 ez un estimador de  ©.

Simbdélicamente:

F(e-& < ©® £ 6+6&) = 1 — « (2.41)
tzl1 intervalo, en casc de existir , sSe cCconoce Como
intervalo de confianza. (1 - &) se llama coeficiente de
confianza vy a (0 < a = 1) se conoce como nivel se

significancia. Los 1imites del intervalc de confianza sSe
conocen compo limites de confianza o bien cCcomD valores
criticos.

Fara poder construir intervalos de confianza es5

m
[eer
9]
n

necesario conoccer la distribucidn de probabilidades d

]

(08
o)
cL

uposicl =]

i

ectimadores. Esto =e resuelve usando 1a

normalidad del modelo de regresidn, que hacta este momento
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no se habia usado.
Dado que a y b son funciones lineales de las e’ S,
tanto a como b se distribuyen normalmente, y conociendo vya
su media y varianza la distribucidn estd completamente

determinada. Con ésto:

2 1 X2
a ™ Nla, ¢ [ + ] (2.42)
n 2
P
o2
b ™~ N 3 — (2.43)
Zx

en donde, por supuesto, en lugar de poner la varianza, s

usa su estimador:

ademss, se puede demostrar que

e " L2 -
2 X (-2 (2.44)

y gue Zez se distribuye independiente de f(a.b) {ia funcidn
conjunta de a y bl.

Se comienza por construir intervalos de confianza
para 3.

Dado que la distribucidén t estid dada por la razén de
una normal estandar y la raiz cuadrada de una xz dividida

entre sus grados de libertad, y como:

entonces:

00339
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(b — n3) Tx
c b — t
= £ > T (2.46)

Zez 57 sz

o / n — 2

si la muestra es grande ( n = 30) se considera que:

2
(b~ ﬁé 2x ~ N(0,1) (Z.47)

Asi, el intervalo de confianza para 3 se construye de

la siguiente manera:

- < =< = - 2.49

P [ ta/z < t = ta/z ] 1 o (2.48)

donde t ests dada por (2.46). t_, es el valor de t
obtenido de la distribucidn t para el nivel de

significancia o/2 y n—2 grados de libertad.

Reemplazando (2.45) en (2.48) se tiene:

reordenando, se llega a:

ta/z S ta’z S
F b — . <= pB= b+ . =1 - «a (2.49)
/ 2 2
¥ Zx h%
La ecuacidén (2.49) proporciona el intervalo de

confianza de 100(1—-¢) por ciento para 3.

Segun se ha establecido, el valor de b s aleatorio,
por lo gue el intervalo de confianza también Il es.

La interpretacidédn de un intervalo de confianza es gue
dado un nivel de confianza (1-o} {oc bien, un nivel 'de
significancia o} en un muestreoc sucesivo a largo plazo,

100(1—a) porcientc de los intervalos construidos deberan
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t s t S
b ofz 3 b + of2
/2 /2
Y Ix Y =x
Figura 2.8. Interpretacién grafica de un intervalo de

confianza para 3.
contener al valor 3.

Eréficamente, un intervalo de confianza para {3 usando
la distribucién t se representa segun la figura 8.

De igual Forma, para construir un intervalo‘ de
confianza para a.

S5i

entonces:

~ON{O,1)
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a — o
> = ta/z
Ze s ﬁ + [x /z:x]
n
led /n - 2
asi:
a— o
_ < << = —_
P ta/z - - ta/z 1 o
s /’ + [YZ/ZXZ]
n
reordenando se tiene:
- - < <
Fla ta/zsﬁ + [xz/sz] s o= a+ta/25ﬁ + x /5% ]
n n .
= 1 - {(2.50

ia expresién (2.50) define un intervalo de confianza para
a. Su interpretacién y representacidn grafica son analogas a
las de 3.

Finalmente, se procede a construir un intervalo de

. 2 -
confianza para o . De acuerdo a la ecuacion (2.44}:

2 2
Te _ € (n — 2) n L2

. ] 2
Se puede establecer el intervalo de confianza para o

usando la distribucidn xz. La idea para la construccidn del

D]

. . 2 .
intervalo de confianza para ¢ es la misma que la usads

para a y b.

1~z

donde el valor de xz es el dado en la ecuacidén (2.51) con
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n-2 grados de libertad. xi@dz Y x:/z dan los valores dg xz

obtenidos en la misma tabla, de tal manera que éen forma

grafica las probabilidades (areas bajo 1la curva de xz)
queden repartidas segun se muestra en la figura 2.

Reemplazando el valor de xz en (2.52) y ordenando

términos, se obtiene:

2 2
P |(n-2) 52 < o2 < (n—2) _ﬁz——— =1 - a (2.53)
x1-a/2 Xa/z

la ecuacioén (2.53) define un intervalo de confianza de

100(1—a) porciento de confianza para 02

FPruebas de hipdétesis.

El problema de 1la prueba de hipétesis radica en COmo
justificér de manera significativa =i el wvalor de un
estimador da evidencia de gus el verdadero valor del
parametro en cuestidén sea un namero dado.

=

Figura 2.9. Intervalc de confianza del 100(1—-a) porciento
para xz con n—2 g.l.
En otras palabras, el problema es decir gue tan

"corca" debe estar el valor de un estimador, del valor
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hipotético del parametro, de tal forma que permita aceptar
tal valor.

En lenquaje estadistico, la hipédtesis propuesta o
hipétesis sometida al analisis se conoce como hipétesis
nula y se designa como Hoj; la cual se compara con  una
hipétesis alternativa, designada Hi.

La hipdétesis alternativa puede ser simple o
compuesta, por ejemélo: Hi: & = 3 es simple, mientras que
Hi: © # % es compuesta.

La teoria de las pruebas de hipétesis se ocupa de
proporcionar reglas que permitan decir si una hipdétesis
nula se acepta o rechaza.

En el presente trabajo, se muestra el enfoque mas
usado qué es el de la prueba de significancia.

En general, una prueba de significancia es un
procedimiento mediante el cual, se usan los resultados de
la muestra para probar la veracidad de una hipétesis nula.
La idea es, hacer tales pruebas usando un estadistico de
prueba vy es la distribucién de tal estadistico bajo 1la
hipétesis nula.

& fin de ilustracién, supdngase la siguiente prueba
de hipdtesis.

Ho: 3 = f30

Hiz 3 # 30
donde Ho es una hipétesis simple, mientraz gque H1 es un
hipétesis compuesta.

El problema ez decidir si b, el estimador de (3, es lo

suficientemente cercano a (3¢ para aceptar Ho. Bajo la



47

hipétesis nula la ecuacidn (2.48) se escribe:

b — 3o 2
-— < - < = -
P toarz = 5 =T =t 1-«
o bién:
of2 S ta/z S
P 3o — < b = o + =1 - a (2.94)
sz sz

Asi la expresién (2.54) proporciona un intervalo
cuyos extremos son los valores criticos para b.

En este caso se usa como estadistico de prueba el
valor calculado para b. Si este valor esta contenido en el
intervalo, Ho se acepta, &n caso contrario se rechaza.

De una manera anadloga se pueden construir los marcos
de referencia para probar hipétesis para a y 02 los cuales
son:

a) Para o, probar:

Ho: a = oo
Hi: o # oo

Marco de referencia:

- - < < /f
F o‘o ta/zg/ii— + [Xz/sz] =@ = Olo+ta/2_.8, :

n
Estadistico de prueba: a.
Criterioc de prueba:

Aceptar Ho si el valor de a cas dentro del intervelo
de confianza. Hechazar en caso contrario.

b) Fara oz, probar:
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Marco de referencia:

az X 02 X

o Ti-o2 Sz < o o2
{(n—2) - - (n—2)

i
[

i
Q

P

Estadistico de prueba: S°.
Criterio de prueba:

Aceptar Ho si el valor de 8% cae dentro del intervalo
de confianza. Rechazar en caso contrario.

En la practica, lo que se hace es tomar, por ejemplo

para b:

— < < = —
i [ ta/z =t = tou’z ] 1 e

se establece un nivel de significancia, encontrandose con

este los valores " de tablas " -t Y ta los cuales

o2 /2

definen 21 intervalo (—ta/Z, ta/z)'
A continuacién se obtiene un t  "calculado® bajo Ho

siendo éste:

b — [0

=3 sz

Si t calculado cae en la "regién de aceptacidén” Ho se
acepta, caso contrario se rechaza. El mismo procedimiento

se usa para probar hipédtesis para a vy oz.

Anadlisis de Varianza.

En el anilisis de regresién es importante probar la
hipétesis Ho: 3 = © contra Haiz 3 # 0O, dadoc gue es la
pendiente de la recta la gque permite ver si existe a no una
relacién entre X e Y.

La prueba de significancia para Ho: (3 = 0, derivada
en la secciédn anterior puede llevarse a2 cabo usando un

andlisis de varianza, el cual se describe a continuacidn:
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Dado que:

_b=-B N(O,1)
o 7y =x?

Por definicién de la variable xz

(b - % . 2

o? . Xy
/ ZX
y como:
2
Ze nw 2
2 x(n-—Z)
o

independiente de b, se construye una distribucién F dada

por:

(b-p) 2 £x° o
se?/(n-2)

F
(1,n-2>

la cual bajo Ho resulta:

2 2
F o b En/a ~E

se? / (n-2)

(1,n—2)
0 bién, usandoc la descomposicidén de suma de cuadrados

SEC/1
SCR/(n—-2}

F =

De acuerdo a esta aproximacidén los datos se dan en un

anAlisis de varianza segun se muestra en el cuadro (2.1):

fuente de suma de g.1l. suma del Cuadradax
variacidén cuadrados de los promedios

X sce = bimx? 1 SCE/1
residucs SCR = se’ (n=2) SCR/ (n—2)

total SET = Zy {n-1}

¥ Se obtiene dividiendo SC por g.l.

Cuadro 2.1. Anilisic de varianza.

El criterio para probar:
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rechace Ho: 3 = 0 al a(100) porciento si: -

[y
F = SEC/1 5

SCR/ (n-2)

(1-00(4,n—2>

FPrediccién en =1 Modelo de Minimos Cuadrados.

La ecuacién de regresidén Y = a + by puede usarse para
predecir los valores de Y para algun valor dado de X.. Se
pueden hacer dos tipos de prediccidén:

1. Prédiccién puntual.
2. Prediccioén por intervalos.

En 1la practica, la estimacidn puntusl se usa
indicando la precisidén de la prediccidén. E1 analisis de
prediccidén puntual se desarrolla de la manera siguiente:

Siendo XF un valor futuro X, el correspondiente valor
de Y estimadoc es:

?F = a + b XF {2.55}
el valor real de Yr viene dadec por:
YF = o + 3XF + Ur
por lo gque el error de prediccidn pueds definirse como:

e = (Y- Y} =4 - (a—a) — (b—3}X (2.56)
F ¥ F F F

tomando esperanzas, s tiene gue:

E{e ) = E {U_ - (a—a} — (b=@)X_3

:(}
o bien:
E{(Y —-Y ) =2~¢
F F
con i gue E(YF)= YF, es decir el predictor YF es

bt}

insesgado. La varianra del! error de prediccién se encuentr

como sigue:
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dado que

var(er) = E(e?) - E(e)?

_ 2 a2 2,2 _ _ _ _
E {UF + (a-a)” + (b—3) XF 2UF(a a) EUF(b B)XF

+ 2(a~a) (b=B)X 3

= E(U:) + E(a-—o)?+ x: E(b-3)% + 2X_ E(a-o) (b=73)

= o°+ Var(a) + X: var{(b) + 2 XF Cov{a,b)

1 ‘ X? 2 o? -X o
= o + o + + X + 2X ot
n sz F Zyz F sz
o bien en forma abreviada:
2 ' 1 (XF - X)z
F n Z"z

de la ultima expresién, se puede ver que la varianza

aumenta a medida que XF se alejz de 1a media. De hecho

cuando XF= X, Var(eF) toma su valor minimo y se  incrementa

en forma no lineal.

parte, dado gque e es una funcidn de

For otra
F

variables distribuidas normalmente, entonces:

2 1 (X - X}
e ™ N JO, o i+ + F
F : n 2
P3S4
o bien, estandarizandoc:
€r
~ON{C 1)
_ 152
N (XF - X)
fag i + +
n 2

P

m&s aun, remplazando o por su estimador:
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F F ~ ¢ (2.58)
{(N—-2)

La expresién (2.58).permite construir intervalos de
confianza al (1-a)100 porciento para YF segun se muestra a
continunacién .

Se desea un intervalo de confianza tal gue:

J — < << - —
F [ ta/z =t = ta/z ] 1 @

YF - VF
- < <
F ta/z“_ s 1/2”ta/2 =1-a
i (X_ - X}
s i+ + 5
n b
o en forma eguivalente:
2 1-2
i (X - X}
F J(a+bX ) -t 811 + + =Y _ =
F f2 n 2 F
=%
i 2 12
. 1 (X - X)
{a+bX_) +t Sl + + = 11—«
F alz N 2
=
es decir, el intervalo de confianza al (1-a-}100C porciento

ests definido por:
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2 1/2
1 (XF - X)
(a+bX )} —-t Sl1 + + .
F alf2 n 2
ZX
§ 2 1/2
1 (XF - X}
{(a+bX ) +t Si1 + + (2.D09)
F alz2 n sz

Especificaciones Lineales
A veces, la teoria econdémica o los hechos empiricos
indican gque para describir la relacidén entre dos variables
debe utilizarse una forma no lineal. En tales casos, a
menudo es posible hallar una transformacién, tal gque una
vez aplicada se obtenga una especificacién 1lineal por 1o
que pueden aplicarse entonces las técnicas de regresién

lineal.

El modelo log—loa.

Existen relaciones que pueden representarse con una

funcidn de la forma

Z = co WP (2.60)
donde &, Y BO son constantes. Si X es igual a uno, Y es igual

a ao. De la ecuacién (2.40):

4z pa-1
aw - Po% ¥

asi, si ﬁo es positiva, la pendiente es siempre positiva y Z
tiende al inifinito a medida gue W tiende al infinito.

Si o es mayor que uno, la pendiente crece a medida
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gque W crece. Si 0<{po<l la pendiente decrece continuamente,
aunque siempre permanence positiva. Cuando 3o es negativa,
la pendiente es siempre negativa.

Estas consideraciones dan las formas posibles
representadas en la figura 2.10.

No todos los puntos de un diagrama de dispersidn
producidos por una relacién de 1la forma (2.60) caen
exactamente sobre la curva. Una descripcidén mas exacta de
los datos regquiere de un término de perturbacidn.

Si se pastula un término de perturbacidn
multiplicative ( en lugar de aditive) no negative Vi, la

relacidén toma la forma: -

7i = oo w‘?‘:’ v (2.61)

i
El logaritmo de la funcidn es:
log Zi = 1log co + 3o log Wi + log VL (2.62)
poniendo
¥i = log Zi; a = log ao, 3 = 3o, Xi = log Wi, y Ui = log Vi

z z
o>l

L e e e . — oo F —

- R . (=]
Figura 2.10. Relaciones no lineales de la forma Z = oo wﬁ
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la funcién (2.62) puede escribirse de la forma:
Y,L = a + th + U_L
l1a cual es la forma estandard para la aplicacidén de los
minimos cuadrados en la regresién lineal simple.
La relacién (2.61) 1llamada modelo log—log tiene
propiedades importantes para la teoria econdmica. Es una
funcisn de elasticidad constante e igual a f3o. En efecto,

por definicidén, la elasticidad es:

n =L 2 (2.63)
asi:
n = oo 3o W ffo—1 W Ao = f30
oo W
En praticular, cuando 3o = — 1 la ecuacidén:
IW = oo {2.64)

es una hipérbeola equilatera . 8i 7 representa la cantidad
demandada y W el precic unitario de algun bien; la ecuacidn
(2.64) representa una curva de demanda con elasticidad
constante igual a -1 y un gasto toctal constante e igual &
oo sin imporitar el precio del bien.

Por otra parte, cuando o = 1 se tiene

7 = ocoW(2.68}
si Z representa la cantidad ofrecida y W el precio unitarioc
de un bien, la ecuacién (2.65) reprezenta una curva de

ocferta de elasticidad unitaria para todo precio.

E! modelo semi—log.

"

Cuando se producen diagramas de dizspersién como 10

mos=trados en las figuras 2.11.a y Z2.11.b:
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Figura 2.11. El modelo semilog.

Puede usarse como funcidén de ajuste a

7 = E(ao+ﬁoX> (2.66)
la cual e= una especificacidén lineal, pues tomando
logari tmos naturales se obtiene

In Z = ao *+ f3oX
poniendo Y = 1ln Z:
Y = oo *+ 30X {2.67)
Ez claro, gue la perturbacién aleatoria ha de

suponerse nuevamente multiplicativa y no negativa.
Una caracteristica de la relacidén (2.66) ez gue la
razén proporcional de cambio en Y por cambio unitario en X

es constante e igual a fo. Esto es:

i dy _ 1 (o +30 Xy
vy ax ¥ ¢ f3o

Otra caracteristica de la funcidn es que sSu  rango
esta compuesto solo por valores positivos. Ademas, el
intercepto esta dadoc por e y la pendiente es positiva o
negativa, dependiendo del signo de fo.

Un caso especial en la ecuacidn (2.66 ) ocurre cuando
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X denota al tiempo y la funcién describe una variable Y la
cual muestra una razén proporcional de cambio constante en

su crecimiento (f3>0) o decrecimiento (3<0}.

El modelo reciproco.

Otra especificacién lineal de gran utilidad en la

teoria econdmica esta definida por el modelo reciproco dado

por:
1
Y = a + ﬁ[—f_ ] + U (2.68)
La pendiente es:
dy 2
ax T T A%
Asi, si [ es positivo, la curva es siempre

decreciente. Cuando X tiende a infinito Y tiende & .

Ademas, como:
d?y

— = B/ %3
dx

para valores positivos de X, la funcidén es cédncava hacis
arriba.

cloc wvalores

]

Ahora bien, si f# &5 negativo y X toma

T

positivos la funcidén es creciente y  cdncava iacia abajio,

intersecta al eje X en —f3/a y tiene como asintota & y=a. La
forma de ésta curva se muestra en la figura 2.172.

Si se piensa gue Y representa la tasa de aumentoc de
1oz susldos monetarios y X la tasa de desempleo, la figura

i?.a indica la forma tipica de la curva de FPhillips.

fL

l.a convexida de la curva =e Justifica por las

siguientes razones: cuando el desemplec disminuye en

n

cantidades constantes, los salarios aumentaran a una razon
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—_ X - X
. -3/ '

Figura 2.12. El1 modelo reciproco.

creciente tendiendo a infinito, a medida gue el desempleo

tiende a cero.

FPor atra parte, debe haber cierto limite
institucional inferiocr por debajo del cual Y no  pusda
descender.

La- figura 2.12.b se usa con frecuencia para
representar funciones de gasto, donde Y representa el gasto
en algan bien o servicio especifico y X representa =31
ingresc total.

Esta aplicacién en particular tiene solo sentido
cuando « es positive y 3 negativo. a indica el nivel
asintético de gasto, y — 3/a es el montc en 21 ingresoc que

hace gue no exista gasto en el bien o servicio.

Fl1 Mpodelo Logaritmico Reciproco.

uso de bienes de servicio (autos, televisidn, stc.} con
respecto al tiempo gue pueden ser descritas mediante unsa

curvae logistica definida por:
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Y = k (2.68)

1 + be !

donde k, a y b son parametros a determinarse, y cuya forma

general se muestra en la figura 2.13.

Figura 2.13. La curva logistica.

La curva logistica noc es una especificacion lineal,
por lo que su tratamiento cae fuera de los propésitos  del
presente trabajo. Sin embargo, exite una especificacidn
lineal con caracteristicas similares l1lamada modelo
logaritmo reciproco, definida por:

~{37
e Brx

Y = (2.6%}

cuya forma lineal es:
In Y = a - B{(17X) (2.70)

Cuando X —> Oy Y —>» O. Ademas, cuando X —> o 1Y

For otra parte, dado gue:

F — Va kY
dy - IES &% Bla/x} (2.71)
aX xz

para 3 » ¢ la curva es creciente y presenta un punto de

inflexidn cuandoc:
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d : - ﬁ‘ _ Zf & pla/x) _ 0
dX X X
Esto ocurre para X = 3/2 al nivel
v = %% = 0.135 %

Graficamente, el modelo logaritmico reciproco se

segun se muestra en la figura 2.14.

Figura 2.14. El modelo logari{tmico-reciproco.

&0

ve



CAFPITULO III
REGRESION MULTIPLE
En el capitulo anterior se presentaron los conceptos
légicos que forman la base del andlisis de regresidn. ‘En
este capitulo se muéétra la forma en la que se hacen
extensivas tales ideas fundamentales, a ecuaciones de
regresién que abarcan mas de dos variables.

Dada la dificultad en el manejo algebraico de las

expresiones resultantes, se usard la notacidén matricial.

El Modelo de Regresidén Mdaltiple.

En este modelo, se supone que en un sistema econdmico
existe una relacidén lineal tanto en los parametros como en
las variables; para una de ellas dependiente Y y k
independientes X1, X2y.caece3Xk es decir, existe una
relacién de la forma:

Y = B1X1 + 32X2 + .......t+ [BkXk (3.1)

De igual manera gque en el modelo de regresidén simple,
la ecuacién 3.1 no explica las variaciones que e puedan
dar. FPor esto es gque en términos mas generales, S& supone
que los datos a recolectar y analizar son generados por una
ecuacidn estocastica tal como:

Y = 31Xs + 32¥2 + .......t [(BkXk + U (3.2)

El problema ahora consiste en: dado un modelc de

regresién y un conjunto de observaciones:
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n
{Xn, X2ig000s9Xkiy YL}

i=1
estimar los parametros de regresién {3j para j = fy...-.k.
Antes de construir el modelo de regresion, es

conveniente precisar algunas ideas.
Los datos pueden presentarse como un conjunto de
ecuaciones lineales
Y = ﬁhX1{-+ (3z¥X21 + cecenoat BkXkt + Ut

= X1z + 32X22 + ..c..aa-F (BkXkz + U2

< Tanan

= f31Xin + f32Xzn + seeaeet BkXkn + Un
o simplemente

Yi = [1Xai + f2X2i + ...t BkXki + U i = 4,...,n (Z.3)
donde los coeficientes f3j, j=t.....k son los parametros a
estimar. Utilizando notacién matricial, las n ecuaciones

3.2} se escriben como

Y = Rr +U
donde
Y1 31 Ls
Y = - H B = - 5 v = :
Yn 3 Un

X112 X212 X312 arexes Xkt
X1z X2z X3z aensa== Xk2
R = : . . .

Xin X2n Xzn aexsxx Xkn

La generalizacién de los supuestos del modelo de
regresién se presentan a continuacidn.

1. Los valores esperados de los términos de pertur

bacidén son nulos. Es decir E{(L) = O para toda ie

En notacién matricial:
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E(Us) 0
E{V) = . = . = O
E(Un) O

2. Se supone que los elementos de perturbacién no
estan mutuamente correlacionados y que poseen

varianza constante. Es decir:

E(U1U1)E(UsU2) .. .- .E(UsUn)
E(U2U1)E{U2U2).....E{(U2Un)
E(QU’) = . : .

_E(UnUi)E(UnUZ).....E(UnUn)

- 2

g 02 0 ....0
0o 0 ....0
O 0 .......02
= O‘zﬂn
2. Los valores X1isX2igee«=Xki i71,....n no son
aleatorios. En otras palabras la matriz X no es

estocastica.
4. Los términos de perturbacién se distribuyen
. . 2
normalmente con media ceroc Yy varianzZza o . En
términops matriciales, el vector U tiene una
distribucién normal multivariada. Es decir:
2
V. N {O,00)

5. Las variables explicatorias no forman un conjun-—
to linealmente dependiente. Es decir no existen

relaciones de la forma Xr = Ci1+C2Xm. En términos de

matrices se pide gque X sea una matriz de rango k<n.

Estimacidén Funtual

Cuando se satisfacen las cCinco condiciones
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precedentes, el criterio de minimos cuadrados ofrece los
ectimadores lineales insesgados de minima varianza. El
anslisis de la estimacién puntual es idéntico al del
Capitulo 1I, salvo que ahora se trabaja con k wvariables
independientes y notacion mafricial.

Se indica con B el vector de estimadores. Es decir:
ba
?z
bk
En la deduccién del estimador por minimos cuadrados,

se utilizan 1los residupos de 1la funcidén de

regresidén
ajustada, los cuales son iguales a:
ed Y X114 X214 X391  cewa=. Xkt bt
ez Yz X12 X222 X32 ..ceec.. Xk2 b2
en Yn Xtin X2n X3n s seaxsxa Xkn bk

que en forma matricial se escriben como:
e = Y - XB

Entonces, la suma del cuadrado de los residuos esta
dada por:

.

e'e = (¥ - XB) (¥ — XRB) = S(b)
El criteric de minimos cuadrados exige pues, un
vector B gque minimice la expresidén S(b}.
La funcién a minimizar puede escribirse como:
S(b)=¥" [0-R(R R} R 1P+[B-(R"K) "R Y1 R RIB- (R R) R V]
(Z.4)
El primer término no contiene a B; luego, analizando

el segundo, se tiene que éste es una forma cuadratica en 1la
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matriz (X X), definida'positiva.1 Por tanto, estid acotada
inferiormente por cero. Esto ocurre cuando se toma a B como

B = (R

RY (3.5)
Siendo éste el estimador de /3 por minimos cuadrados.
Si se desea estimar los parametros de regresidén
simple, se toma k = 2 con X4i = 1 para toda i.

Consecuentemente, la ecuacidén normal (3.35) toma 1la

siguiente formd:

1 Xz b Y1
i i - i Xz22 bz 1 i I Yz
Xz24 X2z ..X2n . . X214 ¥22 ....X2n .
i X2n bn ) Y
o bien
n >X2i b1 Z¥1i
SX21  TXzi’ b2 SYiXai
Y
. -1 .
ba n X2t 3 £1
bz TX2iTX2i % TYiXzi
finalmente:
b1 vy sx%-Tx_ =YX
_ 1 i 2i 2% i 2t - 1
- (—-U}'
bz n X% - (=x_ 2% |n Y X_-TY TX_
21 2 T 21 L 2

La ercuacidn (Z.6) es idéntica a las ecuaciones {(2.163

y (2.17), salvo en la notacidén. Las propiedades de B

Una matriz A de orden m se llama semidefinida positiv
v s0lo =1 para todo vector XA
) KAR =2 O
y se llamas definida positiva si para todo X # O

R AR > ©
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estimador de 2 se obtienen como sigue:
De la ecuacién (3.5) se tiene:

B = (X X)) '®rY

1

(R"R) TR (R + U)

B+ (RARRU (3.7)

I

tomando esperanzas:
E(B) = E(B3) + (R R) 'R E(W) \
E(B{ = f3 (3.8)
Luego, B resulta ser un estimador insesgado de 3.

Por otra parte:

var(B) = E {(B - ) (B - 53

I

E {(B - B} (B" - B3")%

E (R R) R uU (X R

donde se ha usado el hecho de que (XA} es una matriz
’

simétrica y como:

1 -1

((RY )" = (R

entonces
(R RH = rery.
Asi

var(B) = (R %) ™% Euu IR 7t

. (3.9)

var(B) = o (R R}~
La expresidén (3.9} debe interpretarse como una matriz

de variancas y covarianzas. Esto es, por ejemplo, en el

caso de regresidén simple:
Var{bs} Covibib2)
Var{B) =
Covi{bibz) Var{bz})

o bien, segun la notacidén para los estimadores usada en el

Capitulo II:



&7

Var(a) Cov(a,b)
Var(B) =
Cov(a.b) Var(b)
Para el mismo caso, la matriz de varianzas Yy
covarianzas es:
var(B) = o (R R) "
2 sx% -=X
- o4
n =x% - (2x)? -5X n
2 =x® -xx
— o
n =x? ~=X n
donde segun se ve:
2
Var(b) = g =
b
2 2 -2
Var(a) = 2 sz =2 | 4 X .
n Zx n ZX
Asi mismo
- o2 o X
Cov(a,b}) = = 5 = - 2
n XX P

gue son las expresiones obtenidas para las varianzas Yy
covarianzas en el capitulo anterior.

Al igual que para el caso de dos variables, los
estimadores de los coeficientes (3, son estimadores lineales
insesgados y poseen una varianza mas pequefia que cualquier
otro estimador lineal insesgado. Fara mostrar esto, nétese
que segun la ecuacién (3.9), B es un estimador lineal ( por
ser funcién lineal de Y). Se toma un estimador lineal
insesgado [Bi1 y se muestra que Var(B) = Var{B1). En el

sentido de que la matriz Var ([B1) — Var(B} es una matriz
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semidefinida positiva. En particular, que todos los
elementos de su diagonal principal son no negativos.

Sea Bi1 = [(X X)X + C1¥Y cualquier estimador lineal

insesgado de 3. Asi:

R'¥ + CY

B = (R°RA)
=B + CY
=B+ (RRA)RU + C(RB + U)
= ,eﬂ+ CRB3 + [(R R 'R + CIU
siendo que B es insesgado
E(B1) = E(3) + E(CAB) + [(R KRR + €1 E(U)
=B
por lo que se reguiere gue CX = 0O.
De esta forma:
Var(Bi) = E {(Bs — 3) (B — 3)"3
= E {[(R X 'R + CIVU [(R R) R + CI°

1

= [(R'R) R+ €1 E(UU") [(RR) TR + CY
= o [(RR '+ L]
donde se ha usado la condicién CR = O, con lo gue:

2 1

of (R + o2 o

Var{[B1)}
= var(B) + o° CC’
por tanto Var(B) < Var(Bi}.

Fara concluir el estudio de la estimacién puntual es
necesario obtener un estimador de az, al cual se le llamara
5%, Como en el caso de la regresién simple, éste se basa en
ia suma del cuadrado de los residuos. Dado gue

Y =R3+ Uy ¥ =B = R{(R R R Y]

los residuos pueden escribirse como:

8

e = Z3 + U —R[{R R R (A3 + U)]



= U - RR R RV

(0 - (R R rHv
e =MWV

donde M = [0 — R(R X)) *R'1.

&9

La matriz M posee dos propiedades muy @ Utiles:

1. Es una matriz simétrica, es decir:
M =0 - RR"R) R = M
2. Es una m&triz idempotente es decir:
M2 = [0 - R(R'R) TRI [0 - R(R R R
=1 - 2RR" R
=0 - RR R R =M
Con esto la suma de los cuadrados de los residuos

pues

dado que M'M = M.

Desarrallando detalladamente e'e se obtiene

m m PR ] u

11 12 in 1

. m m I 1] u
U MU = f[ui,Uz,...Un] 21 22 2n 2
m I u

ni n2 nn n

asi, E(e'e) = E(U'MU) = Z T m E{(uu) = o2 = m
¢ Y L LW
dado gue todos los términos con  1i#j sSon cero debido

E{uu )=0.
L)

Queda solo por evaluar ZImii que representa la suma

R+ RR R) R R (R R R

a

de

los elementos de la diagonal principal de M. Esto es Zmii
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representa la traza de M. De esta forma, y de acuerdo a las

propiedades de la trazaiz

Tm = tr M
i, i

= tr [0 - R(R R 11

= tr 0 - tr [R(X R X1

1

tr 0 — tr (R RI(RR)

=n — k

Asi puede obtenerse un estimador insesgado para o’

poniendo
2 (e’ e) = =i
g" = — = — (3.10}
dado gque E(S?) = E;e;ez_ = ":‘E"t) = o
" Este resultado, tomando k = 2 con X2 = 1, produce:

e
2

2
g% = -

n 2

que es la ecuacidén (2.21) de minimos cuadrados.
Los coeficientes de correlacién parcial y multiple.
Unz vez estimada la ecuacién de regresién multiple,
se hace necesario determinar la exactitud del ajuste. Esto
se hace en forma similar al modelo de regresion simple.,
solo que involucrando k variables regresoras. De acuerdo al

Capitulsc II:
p SEC
sTC

donde &?: esc el coeficiente de determinacién multiple.

1yr (A + B) = tr(A&) + tr(B). Si A y B son dos matrices
cualesquiera, tales que AB y BA existen, tr(AB) = tr(BA}.
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SEC: suma explicada de cuadrados.
STC: suma total de cuadrados.
Ademas
STC = SEC + 5RC
donde SRC: suma de los residuales al cuadrado.
A fin de derivar una expresiédn para r? se nota que

SRC = e’e = (Y —XRB) (¥ — XB)

(¥ —B R (¥ — RB)

=YY - B'RY - Y RB + B X KRB
=YY -2 B XY+ B R XB
=YY -2B R Y+ B R AR R RNV
=YY -B XY (3.11)
ademas.,
STC=2yf=zw—V)2=zv2—n\7
o bien, en notacién matricial
STC = Y'Y - n¥° (3.12)

de esta forma,
SEC = STC - SRC
=YY% - nV - (Y'Y - B XY
=B R'Y - n¥° (3.13)
E=ztos resultados conducen a

P v -
K2 = BRY -n¥ (3.14)

¥ - nY>

For supuesto, el coeficiente de correlacidn multiple

esta dado por

k=7 R (3.15)

El coeficiente de correlacién mualtiple mide el ajuste
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tomando en cuenta todas las variables, sin embargo, no
proporciona informacién acerca del efecto individual o
parcial de una variable independiente. Esto lo hace el
coeficiente de correlacién parcial. Las correlaciones
parciales se definen como correlaciones entre dos variables
cuando las demas estan fijas. El simbolo RY133 se usa para
la correlacién muestral entre Y y X1 cuando Xz y Xs son
constantes. E1l desaérollo de las ecuaciones para obtener
las correlaciones parciales se omite. Para calcular los
coeficientes de correlacién parcial se define primero R
comp la matriz simétrica de correlaciones simples entre el

conjunto de variables Y, X4, X2, --x.4Xk; ninguna de ellas

seffialadas como independiente. En general R est4d dada por

¥y [1 r I
Y1 Y2 Yk
¥4 jr 1 ' ecaasa=sl
1Y 12z 1k
R =Xz Ir r 1 .seaaa-.r {3.156)
. 2y 21 2k
Xx r ewssl
[_kY k1 k2 i

la inversa de R es también simétrica, Yy puede escribhirse
como
c C femeas .- C
11 12 1 k+1
C = Czi sz ces---e- € 2 k+t (2.17)
k+1,1 Ck+1,2 TetEEET Ck+1,k+1

Ahora para obtener la correlacién parcial entre la

variable i y la j se usa la relacidén:
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Lj
r = 3.18
Ljoe o simd,j=a,j+4,. . k+1 ( )

Intervalos de Confianza y Pruesbas de Hipdétesis

Hasta ahora, no se ha usado la suposicién de la
distribucién del vector U. Pero si se desea construir
intervalos de Cnnfiénza y pruebas de hipbdtesis se hace
necesaria.

Si

U~ N(0,o%D)
y R es no estocéstica con rango k, ¥y ademas
B=p+ (RRTRU

entonces

1i

B ~ N(B. S(R R}

For otra parte, se puede demostrar gque B se
} . . . 2
distribuye independientemente de 5, con 1o que:
R . 2_ ..
bi N{f, o aiil
donde aii denota el i-ésimo elemento sobre 1a diagonal

principal de la matriz (R R} '. De esa forma

bi — 3t

~ N{0,.1)
o =

il

Ahora bien

(n — k) 87

2 (n-k>
o

independiente de bi. Con esto:
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£ = bi — f3i o v (n — k)

A S Y -1
o bien:
= bi - pi .
t= (n—k?
S a. .
1Tl
Este ultimo resultado puede usarse para probar

hipétesis y construir intervalos de confianza para £
usando los conceptos desarrollados en el capftuloc anterior.
Cuands se desea efectuar la prueba global para
determinar si la relacidén de regresidn es o no
significativa, la hipétesis gue se prueba es:
Ho: 1 = 32 = 33 = sueuwe = Bk = 0
El estadistico de pruebsa apropiado se construye de la
siguiente manera:
es posible probar gue B R Y/o° se distribuye como una zz
con k grados de libertad y es independiente de e esof que
se distribuye como Xz con n—k grados de libertad. For tanto

la razdn:

. _— B’ R /o k _ (n - KIB R Y
e & foln — Kk} k(e e}
tiens una distribucién F econ k vy {n — k) grados de
libertad.

De esta forma, la tabla para el an&lisis de varianza
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Fuente de Suma de Grados de Suma del promedio
variacidn cuadrados libertad de los cuadrados
debido a B°R Y k B R Y/ k

las X's

debido a e’ e {n — k) e'e/{n — k)
residuos

total e etB'e’ ¥ n

La regla de dgcisién dice:

rechace
Ho: 31 = 32 = waaw = 3k = O
al a(l100) porciento si:
F = (n, - KB XY =
' c{e’'e) (1-cvtk,n—k>

Especificaciones Lineales de Varias Variables
ta limitacion de 1a linealidad aplicada &
parametros da lugar a manejar modelos en apariencia
complicados, como por ejemplo:
y=p +px+px?+px?+u
o 1 1 2 1 31

Y

+ + + +
r30 . Bixi BZXZ 812x1x2 U
= + + + + U
InY =g+ @ 1n X+ 31In X + 3 1n X, U

1os ctuales son faciles de redefinir a la forma estanda

Asi, s5i no es posible describir adecuadamante
tendencia por medio de una recta, el investigador
decidir el ajuste de los datos usando una parabola. En
caso, la ecuacién polindmica de segundo grado

e 2
Y = bt + b2X + bsX (

es la de uso mas fracuente.

La estimacidén de los parametros se efectds

r del

una
puede

tal

.19}

Como
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sigue:
de acuerdo al modelo lineal maltiple

Y =

bi1X1 + bz2Xz + baXs (3.20)
péngase X1 = 1, Xz = X2, y X3 = x? para obtener:
o 2
Y = bs + b2X + baX
si se dispone de n observaciones, entonces:
[ 1 X221 Xat] [ Y1 ]
1 Xzz X3z 1 1 P 1 Yz
R = . 3 R° = X214 X22 -...X2zn |5 ¥ = :
: X31 X3z ....Xan j_ -
L 1 Xzn Xanjnx3 xn Yn Jrxt
Es decir para el caso cuadratico:
- 2 =~ -
- X1 X1 1 1 ....1 Y1 W
2 Y
R = 1 Xz X2 : R = X1 X2 ....Xn LY = .2
. - . 2 P z .
1 X x? X1 x2 ....Xn a3xn ’
| n n jnx3 | Yn-

matrices que permiten estimar los parametros b1, bz, y bsa.



CAPITULD IV

Vicolacién De Los Supuestos Del Modelo Clasico.

Los desarrollos hechos en los capitulos precedentes

estan basados en varios supuestos simplificadores. Estos

s0Nn:

1. E1 valor promedio de la perturbacién estocasti-
ca Ui es nulo.

2. La varianza de W = o para toda i.

3. Las perturbaciones estocasticas no estan
autocorrelacionadas .

v4. Las variables regresoras son no estocasticas.
5. Las variables regresoras son independientes.

&. Las Ui's estan normalmente distribuidas.

Matematicamente el modelo es:

1. Y =B8R + U {4.1)
2. U~ N (0, o) (4.2)
3. Cov (Utuj) = E(Uiuj) = Q,para i~”J (4.3)
4. X es no estociastica de rango completo {(4.4)

Con tales supoDsiciones, Se mostré gue los estimadores

de los coeficientes de regresion por minimos cuadrados son

los

mejores estimadores lineales insesgados Y estan

normalmente distribuidos.

En este capitulo se analizan con Mmayor detenimiento

estos supuestos, y se ve que Dourre =i uno o mas de ellos

no se cumplen.
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Normalidad y Media Cero
Para comprobar ésta suposicidn, puede usarse una

grafica de los residuos estandarizados, ésto es ei/S donde:

. Z‘(eL - )% Zef
= = .5
S n — k n - k (4 }

Ya que si:
- eifo ™ N(0O,1)
aproximadamente el 95 porciento del total de residuos ei/S
debe de caer en una banda con limitesven (-2, +2 ) si n es
"grande" .
La grafica debe verse aproximadamente Como ia

mostrada en la figuré 4.1.

-+

k

[

Figura 4.1. Grafica de residuos estandarizada.
Donde el mayor porcentaje de los residuocs se
concentra en la banda entre -2 y 2 unidades del origen.
Esta grafica ez también indicativa de una media cero.
La violacién de estos supuestos no es muy critica

desde el punto de vista practico, ya gque el supuesto de
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normalidad no es esencial si el objetivo es solo 1la
estimacién de los parametros de la regresién. Ademas, =31
los Ui no estan normalmente distribuidas, puede demostrarse
que los estimadores tienden a estarlo & medida que el
tamafio de la muestra crece.

Por otra parte, suponiendo que E(Ui) no es cero =1 nNo

igual a una constante r si tiene:

Y = X3 + U
Y
E (Y} = A + R.
donde:
r
R = .
.

For consiguiente, si el supuestoc no se Ccumple no  es
posible estimar la ordenada original. Gin embargo, é=te
PR N

término es en general poco importante, por lo gue no se  le

prests mucha atencidn.

an facilmente dado que

m
n
r+
0
Il
[V
it
rt
™
n
n}
n
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[n}
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0
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m
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m
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Multicolinealidad
Un problems gue se presenita Con frecuencia en los
anslizis de regresidn es ls multicolinealidad. Esto es, una
alta correlacién entre una o més  de la= variables

independientes.
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En la practica, es raro que se presenten relaciones
lineales exactas, sin embargo, la interdependencia general
de los fendmenos econémicos suele conducir a relaciones
lineales aproximadas entre las variables. FPor ejemplo. la
posiblidad de incluir en wuna funcién de demanda, como
Qariables independientes, la poblacién vy el producto
nacional bruto. En la mayoria de los paises, una y otra
tienden a aumentar con el tiempo, vy es frecuente que

aparenten tener una relacidén lineal.

Multicolinealidad Exacta.

Para la regresién con k variables independientes
X1,-..Xk, se dice que existe una relacidn lineal exacta si

se satisface la relacidn:

At} X1 o
he ¥2 1= | © (4.6)

Ak Xk O
Donde las A's son constantes, no todas
simultaneamente nulas. Esto es, se dice gue xiste

multicolinealidad exacta cuando hay dependencia lineal en
las variables.-Esto conduce a que el rango de X'X es menor
gue k y (XR'XR) = 0, por lo gue las ecuaciones normales:
(R RB = R°Y

no tienen solucién unica, y no es posible obtener un solo
estimador por minimos cuadrados ordinarios.

Si existe multicolinealidad perfecta, una manera de
obtener el estimador B es la reparametrizacidn.

Supéngase que rango (X°X) = r<k. Hay entonces un

conjunto de r columnas linealmente independientes en X.
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Tales columnas pueden arreglarse en las primeras r de

una matriz particionada, definida como sigue:

R = [Ary, Rs ] (4.7)
donde: XRr es una matriz n %X r de rango r.
Rs es una matriz de n x (r-sj.
Cada vector columna en XRs puede expresarse  Comd  una
combinacién lineal de las columnas de Xr. Asi, es posible

escribir:
Re = Ar N {(4.8)

donde W es una matriz rxs en la cual cada columna da los
coeficientes de la combinacidn lineal para el
correpondiente vector en Xs.

Combinando las ecuaciocnes (4.7) y (4.8) se tiene:

R [Ar, Ardj

Rr [0r, ]

il

Rr Z (4.9}
donde 2 = [0r, H3.

El modelo lineal puede ahora ser esciito como:

Y = R+ U
= XRr 2 p + U
= Rr pr + U

donde pBr = 2 .

Nétese que Br indica un  vector de r combhinaciones

1)
3]
=
i
in}
[
-
i}
[
m
N
r~
0
mn
m
[h
m
3]
m
e}
+
n]
n
o8
m
)
"%
T
=
m
L.
m
|

lineales en las f3's

El estimador £5 puss:s
Br = (X R} R Y {4.10)

ademas,
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Y = XAr Br (4.11)
Las estimaciones en las ecuaciones tienen las
propiedades usuales de los estimadores por minimos

cuadrados.
El procedimiento operacional es encontrar la mayor

submatriz en X de rango completo y reemplazarla en la

Cay

ecuacién (4.10). Si existe mas de una, Y sera invariante a la

matriz escogida.

Casimulticolinealidad.

Un caso menos extremo, pero también importante, surge
cuando la hipétesis solo se satisface en parte, es decir,
cuando algunas o todas 1las variables regresoras no soOn
perfectaﬁente colineales, pero lo son en alto grado. Es
entonces necesarioc analizar tres casos.

1. Los efectos que produce la multicolinealidad.
2. Deteccisén de la multicolinealidad.

3. Que acciones tomar para remediarla.

Efectos.

En el anilisis de las consecuencias de la
multicolinealidad, se toma un modelo simple, en forma de
desviacidén , dado por:

Y = b x + bux + e
1 2 2% 3 3 T

Supdéngase que existe casimulticolinealidad entre Xz vy

X3; esto es:

K = H + u. (4.12)

donde ui es un término estocistico de error.
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Dado que las x son desviaciones:
S = Tk = 0
26 - 1%

Las x son variables, asi que para simplificar el

analisis se pone:

sk = = =1 (4.13.a)
2L 1
ZuyL = 0 (4.13.b)
Zutxm‘= O (4.13.c)
Eajo tales condiciones:
=% - H
r - 2 34
23
V[éxz. ¥fix2‘
21 3
¥ (oo x4+ u )
= 1 I8 1
V/sz, V/Zx
2t
= o
y ademas:
(R°R) = [; o ]
(R'X}_i - i i — a
2 - o 1
i-a
de esta manera:
02
Var {B: = P {(4.14)
1-a
Cov (bz ba} = e (4.15}
1—&2

La ecuacidn (4.14) muestra gque cuandoc aumenta la

multicolinealidad, medida en este caso por o, 1as varianzas

musstrales de los estimadores Ccrecen.
DRe hecho cuando:s
o = r > i
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Var(B) > 00,

Cuando o > 0, Cov (bz,bs) < O, y esta crece con un
aumento en la multicolinealidad.

Ciertamente, la multicolinealidad no destruye 1la
propiedad de varianza minima, pero esto no quiere decir gue
la varianza de todo estimador por cuadrados minimos sea
necesariamente pequefia. Por lo tanto, el hecho de que }DS
estimadores por cuadrados minimos sean los lineales de
minima varianza es, en la practica de poco valor. Cuando
existe caszicolinealidad las consecuencias son:

1. La variamza de los estimadores tiende a ser

mayor a medida de gque aumenta el grado de

rolinealidad. Consecuentamente, los intervalos de

W
mn

confianza para los parametro poblacionals
crecen.
2. Es posible cobtener un R alto aungue con pocos
o casi ningun coeficiente estimado estadisticamen—
te significativo.
Deteccidn.
Existen varias formas o mas bien, una combinacidon de

formas para detectar la multicolinealidad.

Se sospecha la presencia de la multicolinealidad

cuando las varianzas y covarianzas de los estimadores  son
grandes.

. . . . 2

For otra parte. también pusde existir cuando R es

ocoz © ninguno de  los

Tl

alto y las r  son altas, y a la ve:z
ij

coeficientes de regresidn, son individualmente significati-

vos, en base a la prueba t convencional. No se prueba con
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la F dado que si R® es alto la prueba F en el analisis de

varianza rechazara:

independientemente de la prueba t.

Cuando se tienen dos variables explicativas, es
suficiente el anaAlisis del coeficiente de correlacidn
simple. Sin embargo, cuando hay m&s de dos variables
explicativas se deben de examinar los coeficientes de
correlacisén parcial y de orden cero (esto es entre X1 y Xz,

entre X1+ y Xa. etc.).

Ahora bien, dado gue la multicolinealidad se presenta

£

porgue uns © mAs de las regrescras  son una casi
combinacién lineal " de las restantes, el coeficiente de
. . . . 2 .
determinacién maltiple, R, entre cada Xi y las restantes
1

(k—1) variables de X, es un indicador de cual de ellas esta
relacionada con el resto.

La F va definida se calcula para cada Rf reemplazando
k por (k—1), dado gue se ha excluido Y y solo se contemplan
las relaciones entre las X. Asi, se tiene:

R /7 (k—2)

Nl N

. (i = 2.nnnyk) (4.1&)

(1-R7)Y / (n—k+1)

-

Si F calculado sxcedes a3l Fi critico para el nivel de

significancia, escogido, se interpreta gue Xi en particular

es colineal con lazs otras X.

n

Caso contrario, la Xi no es colineal con el resto, en
tal casoc la variable se pueds retener en el modelo.
Lo= criterios comentados para detectar ia

multicolinealidad deben tomarse con la reserva del problems
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gue se esté tratando, ya que el grado de multicolinealidad
es también un fendmeno muestral, y un anidlisis econdmico o
bien a priori puede "rechazar" 1la hipétesis de relacidn

entre las variables regresoras del modelo.

Soluciones.
Una vez detectada la multicolinealidad, el problema
radica en qué hacer‘éuando esta existe.
Algunas de las socluciones sugeridas son:
1. Anidlisis de infomacidén previa.
2. Regresién en cordillera.

3. Omisioen de variables.

AnAlisis de informacidén previa. Considérese el siguiente

modelo con tres variables regresoras, donde Xf = 1.
L
Y = + X + X + U
i 81 Bz 2i Ba 1 i

Donde, supdngase qQue:

Y. = Consumo
1%

Xz = Ingreso

X = Rigueza

3

De la teoria esecondmica se postula gque el ingreso es
una funcion de la rigueza. Esto es, soh altamente
colineales. Supéngase ahora que sSe conoce de estudios
previos gue:

B, = an,
es decir, la razén de variacidn del consumo respectoc a

rigueza, es a veces la razén de variacidén del consumo al

ingreso.
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Bajo tales circunstancias, se puede obtener la
siguiente regresién:
= + + +
YL 61 ﬁz th 2 Baxat UL

=(?1+(?2X£+Ui

donde

Una vez que se obtenga ﬁz se puede proceder a'

obtener ﬁg a partir de la relacién postulada entre ﬁzy ﬁa.

Regresién en Cordillera. Como una alternativa para atacar

el problema de multicolinealidad se ha propuesto el método
de regresién en cordillera. Este método, sugiere un
estimador de {3 dado por:
be = (X°R + CH 'R Y (4.17)
Asi, dado que:
b= (R'R) R'Y

se tiene:

bc = (X°% + C0) (X R)b
ademas:

E(bc) = (R R + CO (R Kb (4.18)

1o cual implica que bc es un estimador sesgado, y:

var(bc) = o2 (XR'R + COY "R R R + ciy* (4.19)
de tal forma que el error cuadratico medio es:
ECM(bc) = o2 (R R + CI) "R R(R'R + CO) ' +
(R R+ €0 R Rib—-p3) 2 (4.20)

Ecta expresidén permite la posibilidad de gue br pueda
tener un error cuadratico medic menor gque b, el estimador

por minimos cuadrados.
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La principal dificultad radica en la seleccién del
escalar C. Se han publicado muchos articulos en relaci6n a
este tema y con la determinacién del valor de G, bajo
condiciones especiales, sin embargo, el procedimiento mas
usado es aun el descrito, donde usando ciertas reglas
generales, el problema se resuelve iterativamente para
valores de C a partir de cero, y los estimadores son
graficados, br{c}) vs c.

De esta grafica se selecciona el valor ¢ptimo de C,
como el minimo valor, en el cual las curvas de todos los
estimadores se estabilizan. La subjetividad del
procedimento es obvia. Adem&s, otro inconveniente de éste
método es gue constituye una solucién meramente estadistica
y por tanto no puede resultar atractiva para muchos

economistas.

Omisiédn de Variables. Otra forma de enfrentar el problema

de la multicolinealidad, es omitir variables Cuyo
coeficiente sea de menor interés en la investigacidn.

En tal caso, se pueden obtener estimadores para los
parametros de interés, con errores cuadriaticos medios
menores que los estimadores de minimos cuadrados. Como  una
ilustracién considérese 21 modelo de tres variables en
forma de desviacién:

Y = (?2 %, + (?3;(3 + u {(4.21)
el problema es que xz Yy xa estan altamente correlacionadas.

Es posible obtener por minimos cuadrados al estimador

B, donde:
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este estimador es insesgado y con varianza muestral

b
Var(B)= Var bz
3
= AR R
Tx? ~ZK_X
2 3 2 3
- (4
%2 £x2 - (zx_x_)° ~Tx_x Tx2
2 3 23 23 2
con lo cual
: o Zx
Var(bz) = > P
TxT oEZx_ - (Zx_x)
3 2 3
o2
= . (4.22)
sz (L — r 3)
Y
OZZXZ
Var(ba) = P Py
T OZu. - (Zx_x_)
23
o2
= > P (4.23)
PN {1 — rza)
donde r,y €9 2l coeficiente de correlacion simple entre Xz
y X3.

3 2
Es claro que a medida de que r,, S acerca a uno
ambas varianzas se incrementan.

Considérese ahora la regresién simple de y sobre %

Denotando por bz al rcoeficiente de regresidn, se
Y
tiene:

b = — % (4.24)
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reemplazando en la ecuacién (4.21) se obtiene:

szu
= -+ P e ————— 4-25
b2y ﬁz baz ﬁa sy 2 ( )
2
donde:
ZH_X%
- 2 3
32 s 2
2
representa el coeficiente de regresidén x3 sobre X, {es

decir X, de regresor de xa). De la ecuacién (4.25) se sigue

que:
= + -
E(be) ﬁz baz ﬁa (4-26)
Y
2
Var (b_ ) = E {[b - E 03 ]] }
2y 2y 2y
- 2
=E {_be - Bz_ 3263]
[ szu 2
= E | —=
X
- 2
o2
= p_— (4.27)
(Zx_)
2
Es decir b2 es un estimador sesgado de ﬁz a menos
y
que x_ Yy X, sean ortogonales, de tal forma que b23 = 0,
Nétese ahora que:
o o
Var (bz )= — < Var(b2)= > P
Y (=x%) =xZ (1 - rZ )
2 2 23

Falta soloc ver bajo que condiciones bz puesde tener
y
un menor error cuadratico medio que bz.

Fara esto, dadoc que:

ECN(bz }= ——— + b 3
4 (sz)

N
W
N
w
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ECM(b_)= 4
sxZ (1 - r2 )
23
entonces:
ECHM (bzy) 2 2
= - -
=CM (bz) 1+ réa(T 1) (4.28)
donde:
2 2
2 Ba ﬁa
5 = > 5 > = (4.22)
o/ TxT (1-r7 ) Var{b )
. 3 23 3

. 2
El estadistico 7° es la razdén del cuadrado del valor
real (pero desconocido) de ﬁa a la varianza real {no
estimada ) de ba'
.2,
81 774 1=
ECM{b_} < ECM{b_ )
2y 2
De ésta forma, si se esta interesado principalmente
en obtener una estimacidén tan buena como sea posible de 32,
. - . 2 . s ]
y =i es posible confiar gque v sea significativamente mencr
gue unc, simplemente se omite Ay de la regresidén y se lleva
a cabo una regresidén simple de y contra xz.

. 2 .
Sin embargo, T NS Se conoce, pero se  pusde  estimar

conz

t = {4.30)

vy se puede definir un estimador condicional de wvariable

omitidas de Bz como:

2]
s

o
[

ECVO

Heterorcedasticidad.

El supuesto a examinar ez £1 guse mantiene a 1los
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residuos con una varianza constante 7?. Esto se conoce como
homocedasticidad y la violacién de este supuesto como
heterocedasticidad.

Este problema de varianza no constante no ez raro en
los trabajos econdémicos,Graficamente la heterocedasticidad
se muestra en la figura 4.2.

Asi como el ejemplo anterior, se pusde pensar en
muchas mais relaciones econémicas: tales como la regresidn

entre ingresos y ahorro, produccidn y tiempo de trabajoc de

un obrero. estc.

Renta

Figura 4.2. Ferturbacicnes heterocedisticas.

Deteccidn.

fa presencia de heterocedasticidad puede ser
detectada de varias formaz, algunas formales y otras
informales.

Un primer indicio de heterocedasticidad lo sugiere la
naturaleza del problems y la informacidn previa.

En la préctica, cuandoc no existe informacidn

empirica, se puede bhacer el anilisis de regresidn, Y
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efectuar un examen grafico posterior de los residuos
estimados, para ver si se presenta algun patr&n
sistemitico. Los residuos estimados (e ) pueden graficarse

o 1
contra xi'(n contra Y. en el caso de regresién multiple o
no lineal).
La presencia de varianza no constante se mostrara en
estas graficas, en forma de una tendencia de la banda de

residuos a ensancharse o a reducirse, segun se muestra en

la figura 4.35.

e e
1 1

%

%

—_—
£

Figura 4.5%. FPresencia de heterocedasticidad.
Exicte una formalizacién del método grafico en la

z . .
cual se propone gque o es una funcién de la variable
15

n

regresora Xi. La forma funcional e
2 2 vi
o = o Xﬁ e
1 1
o bien:

In o2 =1n & + 2 1n X+ v (4.31)
1 1 v
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donde v, es el término estocAstico de perturbacién.
Siendo que of es en general desconocida, se propone

2 : : . .
gue se use e. comD aproximacién, y gque se realice la
t

siguiente regresidn:

Inel=1no + 3 1n X + v,
1 t t
1n ef=a+(31n X+ v, (4.32)
L

Si 3 resulta estadisticamente significativa, esto

sugiere la existencia de heterocedasticidad.

Consecuencias.

Cuando existe la heterocedasticidad, los estimadores
por minimos cuadrados siguen siendo insesgados, sin
embargo, sus varianzas ya no son las mas pequefias. Ademas,
las estihaciones de las varianzas son sesgadas.

Para ver estp, considérese un modele simple en su

forma de desviacidn.

vy, = 2 x + u Var{ul) = o (4.33
1 15 t 1

El estimador por minimos cuadrados es:

t

¢y H.u
L

b= —— " =73+ (4.34)

si se satisfacen los demis supuestos se tiene ques
Ei{b}) = f3
es decir b es aun insesgado.

For otra parte:
<3

¥.ou, ®ou ¥ou
Vari{b} = Var = +ewxx +

N
N
N
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x| o
v

n
Nie N

(sx%)
1

La Var(b) se compara en el siguiente apartado con la
varianza de b* el estimador por minimos cuadrados
ponderados,

y resulta ser mayor.

Correccién.

Existen dos enfogues para corregir

1a
heterocedasticidad:

N

1. Cuando o es

P

conocido

-~y

2. Cuando o, es
1%

N

desconocido

2 .
Cuando ¢ es conocido, el método
1

mas
tratar la heterocedasticidad es

sencillc de

el de cuadrados minimos
ponderados. La aplicacién de este método se ilustra a
continuacidén usando el modelo de dos

rariables.
Y = + X 4+ u
¥
i Bo B1i i
Cuando sa

e usa el método de

cuadrados minimos

. . 2 . . .

ordinario. Cada & tiene la misma ponderacidn en 1a
1

estimacidn de los

parametros de regresidn

El método de minimos cuadrados ponderados
una de las desviaciones. Este criterio exige:

Encontrar a , b* tales gue:
Swe? = Tw(Y - a‘- bt X2 (4.34)
LT % T 1 T
ses minima.
Los W o Son constantes {(no estocasticos) y a - b =00
los estimadbres por cuadrados minimos ponderados. Los W s€

escogen de tal forma gue

. -
mencr ponderacidn. S5i o
1
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W = —— (4.37)

esto es, ponderar cada onbservacién de manera inversamente
. 2
proporcional a o .
t

El proceso de minimizar (4.36) es el wusual vy

proporciona los estimadores:

=X =X .
donde Y X" son medias muestrales ponderadas con w COomo
p 1

ponderacidén y:

X 2wy X
t 1 t .
b - .—.._.._._.._....*2 (4-~:'8)
WX
t 1
notese que si w = wz =, w = W los estimadores se
t 121

reducen a los de minimos cuadrados ordinarios.

Ahpra bien:

E{b' ) = 3
resultando gue b* es tambhién insesgado.

Continuando:
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» »* * * *
x wox U WX u, W X u

Var{b ) = Var i s teeeeet nn :2
Zw ¥ Zw % z .

1 [ * w*w ]
= Var w x u + w x u + ....+tw X u
»*2 2 1 4 1 2 2 n NN
(Zw, x ")
19 T
- Z(w_xfo,)z
Var (b ) = h ;2‘2 (4.39)
(Zwix,t )

Nétese que bajo el supuesto de homocedasticidad, . 1la
varianza de b* se reduce a la de 1los minimos cuadrados
ordinarios.

Comparando las ecuaciones (4.33) y (4.39) se tiene:

ZM? o? Z(w.xfo.)z

tz ; 2 - ;z‘z (4-40)
(Zx) {Zw, x )

19 1 T

Por tanto Var(b) > Var(b*). De 1lo cual se desprende
gque el criterio de minimos cuadrados ponderados produce
mejores estimadores insesgados que los gue proporciona el
criterioc de cuadrados minimos ordinarios.

El conocimiento previo de of es muy poco  comdn, por
1o que el método de cuadrados minimos antes descrito no
puede usarse facilmente. En todo caso, el problema de la
heterocedasticidad puede resolverse usando transformaciones
llamadas estabilizadoras de varianza. La funcién de tales
transformaciones es ajustar el modelao de regresién
original, de tal forma que satisfaga el supuesto de
homocedasticidad.

Sin una transformacidn tal, el problema de
heterocedaszticidad se torna practicamente insoluble.

Mediante el an§11515 grafico, supdbngase gque se

determina que el error tiene la siguiente relacién con X en
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una regresién simple:

var(e ) = k? x*? (4.41)

1%

esto es, que la desviacién estandar de los residuos es
directamente proporcional a X. Asi:

e. Var(ei) kKX
var |—————| =
s x? X

T

i

y con esto, la varianza se estabiliza. Esto da la base para

transformar el modelo original a:

o bien
Y; = o+ ﬁ’X; + U {(4.42)
donde el modelo con las variables transformadas cumple 1la
suposicién de la varianza constante.
Si se cres que la varianza es proporcional a Xi,

entonces se tiene:

ta variasnra ahora se estabiliza transformando el

modelc original a:

Y L

v Ol 1
—— 22 R — [?/)(' F —
/xi‘ /xt' l h /xi‘

G bien:

Y = o X + 3 I + U’ {4.43)
T

L

-

En esta situacion homocediéstica se debera hacer la

regresidén de:
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contra ———£—~— y ¥ XL
/Xt /X,L

una vez realizada la regresién se puede volver el wmodelo

original multiplicando por ¥ Xi .
Otras estabilizadoras de wvarianza frecuentemente
usadas son:

var(e ) = K2 var(e) = k21n%X. ; Var (ei) = k°

. 2 - ¥ 2

i
En general las transformaciones gue estabilizan 1la
varianza en los tasos a ¥ b mostrados en la figura 4.3 son
2 3 , . .
X° & X° para a, y lIn x & 1/X para B. AGn mas, si en lugar
de efectuar la regresién:
Y. = a + X 4+ u
i g i i
se efectua:
In Y = o+ £ 1In X + u {4 .44)
13 v 1

la heteroctedasticidad se reduce. E=sto e porgue 1a

n

transformacién logaritmica reduce las escalas en que estan
medidas las variables.

Debe tomarse en cuenta que al efecuar
transformaciones en modelos de maz de dos variables, se
corre £l riesgo de correlacionarlas con la transformacidn.

Esto debe poner alerta al lector contra los problemas

asociados con las transformaciones.

Autocorrelacidn.

£l ultimo supuesto del modelo clésico de regresion
lineal que falta de analizar, es el gue postula la
L2

independencis entre los términos de perturbacidn

estocidstica esto es:
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E (UJ%) = 0 para toda ixj
o en forma equivalente:
E(UJ&+S) = 0 para toda i y toda s # 0.

Sin embargo, en muchos casos, los residuos de 1a
regresién se comportan de una manera intuitivamente
incompatible con tal hipétesis. Por ejemplo, no parece
aceptable que los tres primeros residuos sean positivos,
los tres siguientes negativos etc. Se puede sospechar la
omisién de alguna variable importante del conjunto de
variables explicativas, o bien, gue la estructura
probabilistica del proceso de los errores no pertenece a la
clase de 1los formados por variables independientes e
indénticamente distribuidas.

En ecta seccidén se considera el case en gue  los
términos de error muestran una dependencia =serial o

autocorrelacidn.

Deteccidn.

Exizten varias formas practicas para detectar la
autocorrelacién. Si bien, los supuestos del modelo clasico
de no autocorrelacién se refieren a las  perturbacicnes

de SUs

m

poblacionales no observables, =€ di=spon

b=
(18
r
Q0
CL
0

aproximaciones, los residuos obtenidos mediante el
A}

d= cuadrados minimos ordinariocs.

m
n

Fara confirmar 113 suposicidén de independencisa

n

necesario guardar el orden en 1 cual se obtuvieron 1a
4

observaciones, y graficar los residuos contra este, digamos

n

t.
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Figura 4.4. Diagramas de dispersién de e.
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La falta de independencia se mostrara como una
tendencia en e1 tiempo, la cual presentarid distintos
patrones de comportamiento. Figquras 4.4. a, b, c, d.

Por otra parte, la existencia de independencia se
identifica como un patrén aleatorio alrededor de cero.
Figura 4.4.e.

Existen otros comportamientos posibles. Pero en
general una tendencia definida implica una cierta
estructura de autocorrelacidén de los residuos.

Antes de mostrar un método estadisticeo para detectar
l1a autocorrelacién -es necesario desarrollar algunos

conceptos previos.

Supéngase el modelo de regresidn multiple.
' Y =X+ U

y que las perturbaciones se generan de acuerdo al modelo.

U =PU_ +E |P] < 1 (4.45)
L t—1 t ,
E (Et} = (4.46)
Var E = o° (4.47)
t e
Cov ({ E ; E } = € s = 0. {4.48)
v t+s

Donde F se llama coeficiente de autocovarianza vy Et
es una perturbacién estocastica que satisface los supuestos
de minimos cuadrados.

Este modelo corresponde al llamado asutorregresivoc de
primer orden. Se llama autorregresivo porque es una

regresién de U contra si mismo, y de primer orden porgque
1
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{a) {b)

r+

\ /\ YA\ / ‘ ‘ u
\ALARY,

{c) {d)
Figura 4.5. Dispersiones de UU
va retrasado un periodo.
Ei el modelo fuese tal gue L!,L = F*L!t__2 + Et’ seria de
segundo orden, y asi{ sucesivamente.

La autorrelacién puede ser positiva o negativa. La

grafica de los residuos para ambas se mliestran en la figura
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4.%.a, 4.5.b.

En economia se presenta con mas frecuencia la
positiva, dado que la mayoria de las series econdémicas se
mueven hacia arriba o hacia abajo y no con movimientos
ascendentes — descendentes, segun se muestra en la figura
4.5.c, 4.5.d.

El modelo autoregresivo de primer orden puede
detectarse calculando el estadistico de Durbin-Watson
{D-W), definido como:

< 2
250 T e
¢ =

2

C 2
2 (e,)
t—=1

el cual tiene los siguientes supuestos subyacentes.

(4.45)

1. El modelo de regresién incluye la ordenada al

origen.

2. Las variables regresoras son no estociasticas.

i

. Las perturbaciones se generan mediante un
modelo de autorregresién del primer orden.

La distribucién del estadistico d se encuentra
tabulada de tal forma, gue pusden encontrarse acotaciones
inferiores {di) vy superiores {ds). para distintas
combinaciones de valores de n,k,y a.

La prueba de D-W para deteccién de autocorrelacidn
serial se conduce de la siguiente manera.

Hipétesis:
Ho: No hay correlacidén serial positiva.

Hi: Hay correlacién serial positiva.
Se calcula d y se compara con di. Si existe

- -

correlacién serial positiva (0 < F ¢ 1) d tiende a ser
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peqguefio, y si d < di se rechaza Ho y se acepta Hi. 8i d >
ds se acepta Ho. Si di < d < ds la prueba no es concluyente
por lo que se requieren nuevos datos.

Para probar correlacién serial negativa se usa d'=4-d
en lugar de d. Si d° < d se rechaza Ho, &s decir, no hay
correlacién serial negativa. Si d > ds 6 d° > ds se dice
que d’ no es significativo y se acepta Ho. En los demas

casos, la prueba D-W no es concluyente.

Efectos.

Los efectos de aplicar el criterio de minimos
cuadrados ordinarios, a una relacién con perturbaciones
agtocorrelacionadas son similares cualitativamente, a los
provocadbs por la heterocedasticidad. Esto es, la
estimacién es insequra e ineficiente. Ademas los
procedimientos de inferencia no son validos.

Para probar tal afirmacién es conveniente desarrollar
un modelo de regresién generalizado, 1o cual esta fuera de

los propésitos del presente trabajo.

Correccién.

LLas medidas correctivas de la autocorrelacidn,
dependen del conocimiento gque se tenga de la naturaleza de
la independencia entre las perturbaciones.

En la pratica, se supone generalmente que Ut sigue un
esguema autorregresivo de primer orden.

Si P, el coeficiente de correlacién se conoce, el

problema se resuelve de la siguiente forma.
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Considérese sin pérdida de generalidad, el modelo de
dos variables dado que la autocorrelacién es una propiedad
de las U’'s:
Yt= a + 3 ):(£ + u, (4.46)
Si el modelo es vaAlido t, también es para t—1, ésto
es:
,Yt—1= a+ X T Ya (4.47)
multiplicando (4.47) por P y restando a (4.46) se obtiene:
(Y{— PYr1) = a(i-P) + B(Xt - be4) + Et (4.48)
Dado gue Etsatisface todos los supuestos de cuadrados
minimos este criterie se puede aplicar, y obtener los
mejores estimadores para a y f3-
La regresién (4.48), se conoce Como la ecuacién de di
ferenciaé generalizada. Obteniendo las diferencias se pier—

de una informacién, dado que la primera no tiene un antece—

sor, para evitar ésto la primera observacidn se transforma:

La regresién (4.4B) es dificil de correr en la
practica, dado que P se conoce solo en muy contadas
ocasiones, y por tal motivo, se recurre con frecuencia a
procedimientos iterativos.

Fara ilustrar uno de ellos, considérese la ecuacidn
{4.48) escrita comoc:

Y; =a +f3 X; + Et para 1 = 1,2;..n (4.49)

donde:

X; = (X - PX ) {4.30)
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Si las X; y las Y; fuesen conocidas, la regresién por
minimos cuadrados suministraria 1los mejores estimadores
lineéles insesgados para o' y f3. -

Para estimar X; V4 Y;, usando los valores originales
de X; Y Y; se obtienen primero estimadores simples para &y
3, v estas se emplean para calcular los residuos.

E.L‘-“-Yi'—a‘—l:)x,L

Estos se emplean, posteriormente, para estimar la
autocorrelacién P del esguema autorregresivo de primer
orden de la forma:

U = FU + E

1 1—-1 t

donde el estimador de P por minimos cuadrados es:

ro= (4.51)

Después se usa © para calcular las variables
transformadas X; V' Y;. L uego, se emplean minimos cuadrados
ordinarios para estimar &’ y 3 en (4.49). Si los residuos
obtenidos en la nueva relacién tienen una autocorrelacidn
significativa pueden usarse para obtener una nueva
estimacién de P, este a su vez se empleard en la obtencidn
de un nuevo conjunto de variables transformadas, sobre la
base de las observaciones originales. Este procedimiento
iterativo se continua hasta eliminar la autocorrelacidn.

El sistema puede hacerse extensivo al caso de mas de
una variable independiente.

El método descrito es llamado de primeras

diferencias.
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