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Un Criterio Integral de Causalidad para Procesos ARMA

CHACON HERNANDEZ JULIO CESAR, Departamento de Estadistica y Calculo, Universidad
Auténoma Agraria Antonio Narro, Buenavista, Saltillo, COAH 25315, MEXICO

july2019@hotmail.com

Resumen. Este trabajo trata sobre la idea de causalidad de un proceso ARMA. Se discute
la relevancia de este concepto en el problema de determinar la funcién de autocovarianza del
proceso, y se analiza un criterio frecuentemente encontrado en la literatura para determinar la
causalidad de un proceso con polinomio autorregresivo de segundo grado, mostrando que dicho
criterio no es universalmente valido. La contribucién principal del trabajo es la caracterizacién
de la nocién de causalidad de un polinomio por medio de una integral sobre el circulo unitario
del plano complejo.

An Integral Causality Criterion for ARMA Processes

Abstract. This work is concerned with the notion of causality of an ARMA process. The
importance of this idea to determine the autocovariance function of the process is analyzed, and
an algebraic criterion for the causality of a second order autoregressive polynomial is briefly
discussed; such a criterion is frequently stated in the literature, and it is proved that is not valid
in general. The main contribution of the paper is the formulation of a new causality criterion in
terms of a complex integral on the unit circle.

1. Introduccién

Este trabajo trata sobre la clase de series de tiempo estacionarias conocida como procesos
autorregresivos y de promedios, brevemente referida como procesos ARMA, y el principal interés
se centra en la idea de causalidad del proceso. El principal objetivo es establecer un criterio para
decidir si un proceso es o no causal.

En términos generales, una serie de tiempo es una sucesiéon {X;} de variables aleatorias
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, donde la variable aleatoria X; se interpreta
como la observacion que se realiza en el tiempo ¢, el cual, en el caso considerado en este trabajo,
puede variar en el conjunto de los nimeros enteros. El rasgo fundamental de la sucesién {X;} es
que, en contraste con el supuesto comtinmente adoptado en la teorfa estadistica cldsica (Borovkov,
1999, Dudewicz y Mishra, 1998, Shao, 2010, Wackerly et al., 2009), no se supone la independencia
de las variables X;, ni que éstas tengan la misma distribucién, caracteristicas que permiten incluir
en el estudio una gran variedad de observaciones que surgen en la practica (Brockwell y Davis,
1998, Shumway y Stoffer, Martinez Martinez (2010)). Las serie {X;} es estacionaria cuando
propiedades relevantes de un segmento (X7, Xs,...,X,,) son las mismas que las del segmento
trasladado (X14n, Xnt2,. .., Xntn) para cada entero h; como no se hace supuesto alguno sobre
la distribucién de los datos X, las propiedades importantes son las que se refieren a sus momentos.
Formalmente, una serie es estacionaria si

(a) E[X:] = u no depende de t;
(b) Para cada s y t, Cov(Xs, X;) estd bien definida y depende sélo de la diferencia entre s y ¢

Estas propiedades permiten definir la funcién de autocovarianza asociada a la serie estacionaria
{X;} mediante
v(h) = E[X¢ynXe), h=0,+,42,.... (1.1)

la cual captura la estructura de dependencia lineal entre las diversas variables que componen la
serie (Graybill, 2000, 2001). Las serie estacionarias son parte esencial del denominado modelo
clasico, el cual se adapta bien como modelo a una gran variedad de datos que surgen en la practica
(Martinez Martinez (2010)).



La organizacion, en la Seccion 2, se introduce la familia de procesos ARMA y en la Seccién
3, se analiza la existencia de tales procesos. Posteriormente en la Seccién 4, se define la idea
de causalidad, se discute la relevancia de este concepto, y se analiza un criterio frecuentemente
encontrado en la literatura para decidir si un polinomio autorregresivo es causal, mostrando que
tal criterio no es universalmente vélido. Posteriormente; en la Seccién 5, se introduce la idea de
integral de una funcién sobre el circulo unitario, la cual es utilizada en la Seccién 6 para enunciar
el nuevo criterio de causalidad que se propone en este trabajo. Dicho criterio se demuestra en la
Seccién 7 para el caso de un polinomio lineal y, finalmente, en la Seccion 8 para el caso general.
La exposicién concluye mostrando la implementacion del criterio en el lenguaje de programacion

R.

2. Procesos ARMA

En esta seccion se introduce un clase muy importante de procesos estacionarios, a saber, la familia
de procesos autorregresivos y de promedios méviles, cominmente referida como la clase ARMA
de series estacionarias.

Definition 2.1. Considere un ruido blanco {Z;} ~ WN(0,02) y sea {X;} una serie estacionaria
con media nula.

(i) La serie {X;} es un proceso de promedios mduviles de orden q (MA(q)) si existen nimeros
(reales) 01, . ..,0, tales que

Xe=Z1+0hZi 1+ + 0,24

(ii) El proceso {X;} es autorregresivo de orden p (AR(p)) si
Xe=01 Xp1+ -+ 0pXo—p + 74

para nimeros (reales) ¢1,. .., ¢p;

(iii) La serie {X;} es un proceso autorregresivo y de promedios mdéviles de orden (p, q)—de forma
abreviada, (ARMA(p, q))—si existen nimeros ¢1,...,¢p y 01,...,0, tales que

Xt == ¢1Xt71 + R + Qsttfp + Zt + 91Zt71 + e + antfq. (21)

Son varias las razones por las que los procesos ARMA desempefian un papel importante en
la teoria y aplicaciones de las series de tiempo: Primeramente, el problema de prénostico puede
analizarse de manera sencilla para esos procesos, y algoritmos generales—como el algoritmo de
innovaciones—se implementan de manera simple y eficiente para estos procesos. Por otro lado,
es claro que ningun proceso real obedecerd de manera exacta a un modelo tedrico, pero para
cualquier proceso estacionario {Y;}, es posible seleccionar un proceso ARMA {X;} cuya funcién
de autocovarianza estd arbitrariamente cercana a la de {Y;}, en el sentido de que maxp, |[yx(h) —
vy (h)| es tan pequena como se desee si el orden (p,q) y los coeficientes del proceso ARMA se
eligen adecuadamente (Brockwell y Davis, 1998, Fuller, 1998).

Sig1,...,¢py 01,...,0, son como en la Definicién 2.1, los polinomios ¢(z) y 6(z) se especi-
fican mediante

0(z) =140121 + -+ 0427 (2.2)

d(z) =1— 121 — - — Pp2P, (2.3)

los cuales se denominan polinomio de promedios moviles y autorregresivo, respectivamente. Eva-
luando estos polinomios en el operador de retardo B, se obtiene que

0B)Zy=(14+601B+---+0,BNZ,=Zi+ 0121+ -+ 6,24

2



S(B)X; = (1= ¢ B~ —¢,B")X; = Xt — 1 Xyt — - — Xy

de tal manera que las ecuaciones que satisface un proceso {X;} cuando es MA(q), AR(p) o
ARMA(p, q) pueden escribirse como

Xy =0(B)Z;, ¢(B)X; =12y, y o(B)X;=0(B)Z,

respectivamente. Las siguientes secciones se ocupan de los problemas de existencia y unicidad
de soluciones a la ecuacién (2.1). Mds explicitamente, se analizardn las siguientes preguntas:
Dado un ruido blanco {Z;} y los polinomios 6(z) y ¢(z) {Existe un proceso estacionario {X;}
que satisfaga (2.1)7 y en caso afirmativo jes tnica la serie {X;}?

3. Existencia

En esta seccién se establece un criterio suficiente para garantizar que las ecuaciones (2.1) tengan
una solucién {X;}. Las condiciones involucran a las raices del polinomio autorregresivo ¢(z).
Primeramente, note que si ¢(z) = 1, las ecuaciones (2.1) se reducen a X; = 0(B)Z; = Z; +
0 Zi 1+ -+ 047i—g, t = 0,£1,£2,..., ecuaciones que claramente tienen solucién unica. En
adelante, se supondrd que ¢(z) tiene grado p > 1, de manera que ¢, # 0. En este caso, ¢(z)
posee p raices, las cuales (pueden repetirse y) se denotaran mediante &1, ..., §p:

(&) =0, i=1,2...,p. (3.1)

Debido a que ¢(0) =1 (vea (2.3)), el polinomio autorregresivo se factoriza como

P

$(z) = (1= 2/&)(1 = 2/&)--- (1 = 2/&,) = [[(1 = z¢71). (3-2)

=1

Teorema 3.1. Si las raices del polinomio autorregresivo ¢(z) satisfacen

|£z|7é1a i:1727‘~'7p7

entonces las siguientes afirmaciones (i)-(iii) son vdlidas:

(i) La funcion 1/¢(z) se expande en serie de Laurent alrededor del circulo unitaro |z| = 1 (
Alfhors 1980, Rudin 1984, Apostol 1980 ). Mds precisamente, existen constantes Ry y Ry con
Ry <1< Ry tales que

o0

@ = 3 b Re< i <R (3.3)

k=—o00

donde la serie converge absolutamente en la region indicada:

Sl kllelf <00, Ro <zl <Ry
k=—oc0
(i) Considere la sucesion = { p, k = 0,£1,+2,...} y el correspondiente filtro (B). Si la

serie estacionaria {X;} se define como
Xt = (B)G(B)Zt, t=0,:i:17:|:2,...,

entonces {X:} satisface las ecuaciones ARMA en (2.1).
(i) Si {X;} y {X;} son dos soluciones a las ecuaciones (2.1), entonces X, = X; para todo t.

3



De acuerdo a este resultado, cuando las raices de ¢(-) no tienen médulo 1, entonces existe
un proceso estacionario que satisface las ecuaciones ARMA, y dicho proceso es unico. Una
demostracién detallada de este teorema puede encotrarse en Brockwell y Davis (1998), o en
(Martinez Martinez (2010), 2010).

4. Causalidad

De acuerdo al Teorema 3.1, cuando el polinomio autorregresivo ¢(z) no tiene raices sobre el
circulo unitario, las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z; tienen la tinica solucién

o0

Xe= > wZi (4.1)

k=—o00

donde (2) =332 . k2" =0(2)/¢(2). La perturbacién Z; se manifiesta en el tiempo ¢, asf

que
oo

si =0 para k <0, entonces X; = Z klt—k
k=0

y la observacién X; es una funcion de las perturbaciones Z,. que han ocurrido antes de t, o en el
tiempo ¢. En contraste, si  # 0 para algtin k < 0, entonces la suma en (4.1) contiene el término

kZi—k, en el cual t — k > t, indicando que Z;_j se manifestard en un tiempo posterior a t, de
modo que X; depende de perturbaciones que surgirdn en el futuro, situacién que no se antoja
razonable. Cuando ; = 0 para k < 0, se dice que la serie {X;} es una funcién causal de {Z,}.
A partir de la demostracion del Teorema 3.1, es claro que para que un coeficiente f con k < 0
sea no nulo es necesario y suficiente que el polinomio autorregresivo ¢(z) tenga raices dentro
del circulo unitario. Por lo tanto, la causalidad del proceso {X;} depende sélo del polinomio
autorregresivo.

Definition 4.1. Un polinomio ¢(z) de grado p mayor a cero se denomina causal si y sélo si, todas
sus raices £1,&2, .. .,&p se ubican fuera del disco unitario, esto es,

|€l|>15 121727717

Debido a que determinar las raices de un polinomio ¢(z) no es, en general, una tarea sencilla,
es conveniente disponer de un criterio que permita decidir si el polinomio es causal o no, sin
determinar sus raices. En la literatura, es posible encontrar enunciado uno de tales criterios para
polinomios de grado dos, el cual se discute a continuaciéon. Como se vera después del siguiente
analisis, el problema de construir un criterio para la causalidad de un polinomio es realmente
interesante.

Ejemplo 4.1. En la literatura se propone el siguiente criterio para la causalidad de un polinomio
$(z) =1 — g1z — ¢o2°

de grado dos con coeficientes reales. Para que ¢(z) sea un polinomio causal es necesario (Brockwell
and Davis, 1998) que los coeficientes (¢1, ¢2) satisfagan

¢1 + ¢2 < 17
1 — g2 <1, (4.2)
|pa| < 1.

Estas condiciones son proponen como necesarias y suficientes en Shumway y Stoffer (2006).

4



A continuacién se analizard la necesidad de las condiciones (4.2) para la causalidad de
¢(z). Como antes, las raices de ¢(z) se denotardn mediante &; and &;. Utilizando que ¢(z) =
(1 —&72)(1 — €5 12) se desprenden las siguientes expresiones para los coeficientes ¢ y ¢o:

1 1 1
==+ =, =——. 4.3
b1 a5 P2 &6 (4.3)
Para verificar la necesidad de las condiciones (4.2) debe mostrarse que
[&1] >1 and [&] > 1= (4.2). (4.4)

Considere los siguiented dos casos:

Case 1: Las raices de ¢ son genuinamente complejas, en el sentido de que su parte imaginaria
es no nula:

&1=a+1ib, y & =a—1ib, b#O.

En estas circunstancias

. 1 + 1 2a o= — 1 _ 1
"Tadib T a—ib a2+b2 7 (a+ib)(a—ib)  a®+ b2
asi que
2a+1
¢1*¢2—7a2+b2-
Observe ahora que
20 +1
— l &= —— <1
$1— P2 < prE I

= 2a+1<a®>+0b°
= 2<(a—1)2+b?

Asi, si (4.4) ocurre, entonces debe tenerse la siguiente implicacién:
>+ >1=2<(a—1)2+b°

Sin embargo, poniendo a = 1.01 y b = 0.01 se sigue que a®+b*> > 1y (a—1)2+b? = 0.0002 < 2, de
manera que la implicacién anterior no se satisface, y por lo tanto en el caso actual, la afirmacién
(4.4) no es correcta.

Case 2: Las raices &1 y &2 son reales.
En este contexto se analizaran tres casos exahustivos.

(i) & >0y & >0.
En esta situacién, si (4.4) es valida, entonces la siguiente afirmacién es correcta :

&§>1 y &L>1=¢1—-¢2<1
Por medio de (4.3) esto es equivalente a

2+&1+1

§162 <1

E>1 y &L>1=>

Sin embargo, poniendo & = 2 = &5, no es dificil ver que que la anterior implicacién es falsa. En
consecuencia, (4.4) falla también en el cotexto actual.

(ii) & < 0y & < 0. En estas condiciones, {15 > 0y

5



br—gy =ttt & 1,y
6 < -1 §1&2 . §1&2 512
y = ¢1+¢2=7§1+€2 <7€1 =—<0<1
€ < —1 §162 §1&2 &
1
|¢2|:

RS

Asi, (4.4) ocurre en el presente contexto.

(iii) Las raices son reales con diferente signo. En este caso ;&2 < 0y, sin pérdida de generalidad,
puede suponerse que &3 < 0y & > 0. Note ahora que

1
<1y &>1=¢2<0 y o] = ‘§2<1

€1

S1<—1 y &£>1=66<0, &>1 v G+&+1>6
§1+§2+1<1

§162 &
<1

=& >1

G +&+1
§1&2
=1 — P2 <1
= o1+ ¢ <1
donde la peniltima implicacién se debe a (4.3), y la desigualdad ¢2 < 0 fue utilizada en el

dltimo paso. Las dos tltimas relaciones desplegadas implican que (4.4) ocurre en las presentes
circunstancias. 0O

5. Integrales Sobre el Circulo Unitario

El criterio de causalidad para un polinomio ¢(z) que se presenta en la siguiente seccién involucra
la idea de integral de una funcién sobre el circulo de radio 1 en el plano complejo, concepto que
se introduce a continuaciéon. Primeramente, defina

C = {z| z es un numero complejo con |z| = 1}.

Definition 5.1. Dada una funcidn continua f(-) sobre el circulo C, la integral de f sobre C se
denota mediante [, f(z)dz y se define como

/f(z) dz =i ' f(e™)erdA.
C -7

La racionalidad detrds de esta especificacién, proviene de la observacion de que, cuando A varia
en (—m, 7], el punto z = ¢* = cos(\) + isin(\) recorre todo el circulo C una vez y dz/d\ = ie**.
Note que si f y g son dos funciones continuas definidas en C, entonces para todos los nimeros
complejos a y b

/C[af(z)+bg(z)] dz :a/cf(z) dz+b/cg(z) dz,

es decir, la integral sobre C es una transformacion lineal, y

/Cf(z)dz—/cg(z)dz

< / 1A - g(e)] da: (5.1)

—T

6



vea, por ejemplo, Apostol (1980) o Royden (2003). Ahora se ilustrard esta idea en un caso muy
simple y 1til.

Ejemplo 5.1. Si n es un entero y f(z) = 2", entonces f(e') = e y entonces

/ 2"dz = z/ e e ) = z/ e DA g\
c —r -

Por lo tanto, si n # —1, utilizando que la funcién A — e** tiene perfodo 2,
i(n+1)A
/z” dz= S

/z_ldz = z/ e\ =i d)\ = 2mi.
c _r -

_ 67L(n+1)7r

. efi(n+1)7r =0,

mientras que

En consecuencia

/z"dz: {O’ . S}n#_l’ (5.2)
c 2mi, sin = —1;

particularmente si P(z) = po + p12 + - - - + pr2"* es un polinomio arbitrario de grado k, entonces
Jo P(z)dz=0. O

6. Criterio de Causalidad

En esta seccién se utiliza la idea de integral sobre el circulo unitario para obtener una férmula
para el nimero de raices de un polinomio arbitrario ¢(z) que se ubican dentro del circulo unitario.
Primeramente, sean aq, ..., aq las raices diferentes de ¢(z), de tal manera que

) ) ) b

d

o(z)=clz—a))™ - (z—aq)™ = cH(z —a;)"™ (6.1)

i=1
donde m; es la multiplicidad de la raiz a;, de modo que
k =ma + -+ mq

es el grado del polinomio, y ¢ = (—1)*¢(0)/[a}"* - - - a]}""]. Contando las multiplicidades, el nimero
de raices de ¢(z) que se ubican dentro del circulo unitario es

Z ms, (6.2)

i lag|<1

y el siguiente resultado establece que dicho nimero puede expresarse mediante una integral sobre
el circulo unitario.

Teorema 6.1. Si ¢(z) es un polinomio con raices distintas ai,as...,aq, cada una con multiplici-
dad my,ma, ..., mg, respectivamente (como en (6.1)), y si $(z) # 0 para todo z tal que |z| =1,
entonces
1 [ ¢(2)
(1) — dz = Z m;.
270 Jo ¢(2) it Tt

Por lo tanto,



(ii) El polinomio ¢(z) es causal si y sélo si,

o)

¢ 9(2) 2=0

La expresion en la parte (i) de este teorema es conocida en la teorfa de funciones de variable
compleja, y se desprende de forma directa de la denominada férmula de Cauchy (Alfhors 1980,
Rudin, 1984); sin embargo, hasta el mejor de los conocimientos del autor, esta idea no se ha
usado directamente en el andlisis de series de tiempo. Antes de abordar la demostracion del
Teorema 6.1 en forma general, primero se estudiard un caso particular sencillo.

7. El Caso de un Polinomio Lineal

Considere un polinomio ¢(z) de grado 1, de tal manera que ¢(-) se escribe como

6(2) = (= — a)
donde a es la tinica raiz de ¢(z). En este caso ¢'(z) = ¢ y entonces
¢'(2) ¢ 1

#(z) clz—a) z—a’

9 [ L
cma“*LZﬂﬂ

Usando esta relacion, la parte (i) del Teorema 6.1 establece que, si |a| # 1, entonces

de manera que

(7.1)

1 1 ds — 1, silal <1
10, sila|>1.

2mi Joz —a
El objetivo de esta seccién es verificar esta expresion.

Lema 7.1. Si |a| # 1, entonces la formula (7.1) es vdlida.

Demostracién. Suponga que |a| < 1. En este caso, para cada z tal que |z| = 1 se tiene que

oo

L1 1IN~ ko h NS k,ked
z—a_gl—az—l_gzaz —Zaz
k=0 =0

recuerde que para cualquier nimero complejo 7 con |r| < 1, se tiene la siguiente expansién en
serie:

n

1 oo
= lim k= Zrk. (7.2)
k=0

1—7r n—00
k=0

donde la segunda igualdad se debe a la expansién (7.2) aplicada al caso r = az~; recuerde que

|z| = 1 y note que |r| = |az71| = |a] < 1, de manera que la aplicacién de (7.2) es legitima. Ahora,
defina S,,(z) como la n-ésima suma parcial de la serie anterior, esto es,

Sn(z) = Z akz=h1 (7.3)

n
k=0

y observe que

1 el 0 |a|n+1
—Sn(2)| = E a2 7R < E lal*| = .
z—a 1—al
k=n-+1 k=n-+1




Por lo tanto, aplicando la desigualdad (5.1) se desprende que

1 s n+1 n+1
/ dz—/Sn(z) dz g/ o™ gy gl
c?Z—a c

= 1—lal 1—|al
y tomando limite conforme n tiende a co, esta relacién implica que

/c . i . dz = nl;rrgo . Sp(z) dz. (7.4)

Observe ahora que para cada entero positivo n

Sn(z) = Zakz_k_l =zt 4ra a4+ Fa

n
k=0

de tal modo que

/Sn(z)dz:/zfldera/zOdz+a2/zdz+~~+a”/z*"*1dz;,
c c c c c

utilizando la igualdad (5.2) establecida en el Ejemplo 5.1, es claro que todas las integrales en el
lado derecho se anulan, excepto la primera que es igual a 2m¢, y por lo tanto fc Sn(2) dz = 2mi;
combinando esta relacién con (7.4) se obtiene que

1 1

21 Joz—a

dz=1 cuando |a| < 1,

de conformidad con (7.1).

Suponga que |a| > 1. En esta circunstancia observe que para cada z tal que |z| = 1 se tiene que

o

(o]
1 1 1 1 _ ke
_ 2 1:722%1@:221@&1@1
z—a al—za™ a
k=0 =0
1

donde, como antes, la segunda igualdad se debe a la expansién (7.2) aplicada al caso r = za™*;
note que, como |z| = 1, se tienen las relaciones |r| = |za™!| = |a|7! < 1, de manera que la
aplicacion de (7.2) es posible. Procediendo de manera similar al caso anterior, defina S, (z) como
la n-ésima suma parcial de la serie que aparece en el desplegado precedente, es decir,

Sn(z) = Z ZFg=h1 (7.5)

k=0

n

y note que
1 ZOO k, —k—1 Zoo k-1 la| !
— S = - < A = —
z—a n(2) = - l 1—]a|~t
k=n-+1 k=n+1

Combinando esta relacién con la desigualdad (5.1), se concluye que

1 ™ —n—1 —n—1
/ dzf/Sn(z)dz S/ LdA:QWL
cz—a C

w1 —lal I
y tomando el limite conforme n tiende a oo, esto implica que

1 .
/c P dz= lim [ S,(z)dz. (7.6)

n— oo C

9



Para concluir, note que para cada entero positivo n
n
Sp(z) = g a7t =%+ 2a® + a4+ 4+ 2%aT L
k=0

de tal modo que

/CS’n(z) dz

:a_l/zodz—l—ao/zdz—&—al/szz—i—---—|—a_"_1/z"dz;
c c c c

utilizando de nueva cuenta la igualdad (5.2) establecida en el Ejemplo 5.1, es claro que todas las
integrales en el lado derecho se anulan, y entonces [ ¢ Sn(2) dz = 0; combinando esta relacién con

(7.6) se obtiene que
1 1

21t Joz—a

dz=0 cuando |a| > 1,

completando la verificacién de (7.1). O

8. El Caso General

En eta seccién se establecera el Teorema 6.1 para un polinomio arbitrario ¢(-) de grado positivo.
Demostracién del Teorema 6.1. Factorice ¢(z) como en (6.1), y suponga que ninguna de las
raices diferentes a; tiene médulo 1. A partir de la relacién

d

CH(Z - ai)mia

i=1

<

—
N

~—
Il

la férmula para la derivada de un producto permite concluir que

de) = I] (- a)™
1<i<d
=cmi(z —ay))™ ! H (z —a;)™
2<i<d
+ema(z —ag)™2 ! H (z —a;)™
1<i#2,i<d
+ems(z —az)™ ! H (z —a;)™
1<i#3,i<d
_|_ cen
+emg(z —ag)™ ! H
1<id, i<d
y entonces
'(2) _ Yo
o(2) —z-a
por lo tanto,
p d
1
/(b(z)dz:Zmi/ dz
c #(2) P c* =
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y combinando esta igualdad con el Lemma 7.1, se desprende que

Z
C¢Z Zml

i |a;|<1

estableciendo la parte (i), y a partir de este punto la parte (ii) se obtiene de inmediato. a

9. Implementacion del Criterio

El Teroema 6.1 expresa la cantidad de raices de un polinomio que se ubican dentro del circulo
unitario mediante una integral y, por supuesto, la gran ventaja de la férmula establecida en
el Teorema 6.1(i) es que la integral puede calcularse, al menos aproximadamente, sin conocer
las raices. Para propdsitos de ilustracién, a continuacién se muestra la implementacion de un
algoritmo para evaluar el nimero de raices de un polinomio que tienen médulo menor a uno.
Para empezar, note que

v T,

2mi Jo 6(z) T 2mi - e M)

/ d) 17TLIJ d
ewrw

donde la segunda igualdad se obtuvo a través del cambio de variable A = ww. Para calcular esta
dltima intergal se utilizo el lenguaje R. La idea del procedimiento es la siguiente:

(9.1)

e Primero, se formulé una funcién que permite evaluar un polinomio de grado mayor o igual a 1
en cualquier punto deseado x. Dicha funcién se denominé evalpol y acepta dos argumentos: el
primero es un vector p = (po, p1,.-.,Pn) que corresponde a los coeficientes del polinomio

Po+p1z+ -+ ppz”

para el cual se desea determinar el niimero de raices dentro del circulo unitario. El segundo
argumento es un numero z, y la funcién devuelve el valor p(x), que se calcula de manera anidada
como sigue:

p() =z (xx (- (x* (@ (P * T+ Pa—1) + Pn—2) +Pp—3) -+ +p1) + Po
El c6digo de la funcién es el siguiente:

evalpol <- function(p, x) {
n<- length(p)
suma <- p[n]
for(i in ((n-1):1)) suma <- suma*x + p[i]
suma

}

e Posteriormente, se define una funcién que calcula la mitad de la integral en (9.1) de manera
aproximada mediante una suma de Riemman:

1 7/, 1 (  iTw;
¢) (em'w) . 1 ¢ (ezrrw,,) . )
——— " dw = E ——— 2 "YIA
1 olem) 2 £ (et

donde dos puntos sucesivos w;11 ¥ w; estan separados por una distancia A, y ademds, w; = —m
y wyp, =7 — A. El codigo de la funcién aparece a continuacién:

11



Criterio <- function(p, Delta= .001) {

n<- length(p)-1

derp <- pl[2: (@m+1)] *(1:n)

puntos <- seq(-1, 1, by= Delta)

puntos <- puntos* pix*li

puntos <- exp(puntos)

N<- length(puntos)

SUMA <- 0i

for(i in (1:N)) {

SUMA <- SUMA+

Deltax(exp(puntos[i])*evalpol(derp,

puntos[i])/evalpol(p,puntos[i]))

}

cat ("E1 polinomio tiemne ",
ceiling(trunc (Mod (SUMA/2)+.5)),
"raices dentro del crculo unitario\n")

}

Note que se incluyé un valor por defecto para A, y que dicho valor es un milésimo.
Para ver la aplicacién de esta funcién a continuacion se analizaran algunos polinomios:

(a) p(z) = .4+23. Este polinomio corresponde al vector de coeficientes p = (.4, 0,0, 1). Invocando
a la funcién Criterio con este argumento, se obtiene

> Criterio (c(.4, 0, 0, 1))
El polinomio tiene 3 raices dentro del circulo unitario

(b) Ahora se alterard ligeramente el polinomio anterior para obtener p(z) = .4+.2z+23, polinomio
que corresponde al vector
p=(4,.2,0,1).

La aplicacién de la funcién Criterio con este argumento, arroja

> Criterio(c(.4, .2, 0, 1))
El polinomio tiene 3 raices dentro del circulo unitario

La implementacién del criterio de causalidad presentada arriba es simple y se formulé para
propdésitos de ilustracién, pero muestra que es posible aplicar el Teorema 6.1 de manera préctica
para determinar la causalidad de un polinomio sin conocer sus raices.

Referencias

[1]. L. Alfhors (1980), Complex Variables, McGraw-Hill, New York.

[2]. T. M. Apostol (1980), Mathematical Analysis, Addison Wesley, Reading, Massachusetts.
[3]. A. A. Borovkov (1999), Mathematical Statistics, Gordon and Breach, New York

[4]. P. J. Brockwell y R. A. Davis (1998), Time Series: Theory and Methods, Springer-Verlag,
New York.

5]. E. Dudewicz y S. Mishra (1998). Mathematical Statistics, Wiley, New York.

6]. W. A. Fuller (1998), Introduction to Statistical Time Series , Wiley, New York.

7]. W. Fulks (1980), Célculo Avanzado, Limusa, México, D. F.

]. F. A. Graybill (2000), Theory and Application of the Linear Model, Duzbury, New York.
.

9]. F. A. Graybill (2001), Matrices with Applications in Statistics Duzbury, New York.

10]. D. A. Harville (2008), Matrix Algebra Form a Statistician’s Perspective, Springer-Verlaf,
New York.

[11]. K. Hoffman y R. Kunze (1975), Linear Algebra, Prentice-Hall, New York.

[
[
[
8
[
[

12



[12]. A. I. Khuri (2002), Advanced Calculus with Applications in Statistics, Wiley, New York.
[13]. S. Lipschutz (1995), Linear Algebra, McGraw-Hill, New York.
[14]. M. Loeve (1984), Probability Theory, I, Springer-Verlag, New York.

[15]. N. Y. Martinez Martinez (2010), Una Implementacién de Orden Cuadrético Para el Al-
goritmo de Innovaciones Aplicado a una Serie Estacionaria, Tesis de Maestria en Estadistica
Aplicada, Universidad Auténoma Agraria Antonio Narro , Saltillo Coah., MEXICO.

[16]. W. Rudin (1984), Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York.
[17]. H. L. Royden (2003), Real Analysis, MacMillan, London.
[18]. J. Shao (2010), Mathematical Statistics, Springer, New York.

[19]. R. H. Shumway y D. S. Stoffer (2006), Time Series Analysis and Its Applications With R
Examples, Springer-Verlag, New York. Edition

[20]. D. Wackerly, W. Mendenhall y R. L. Scheaffer (2009), Mathematical Statistics with Appli-
cations, Prentice-Hall, New York.

13



CAPITULO 1

INTRODUCCION

En este capitulo se hace una descripcion del tema de este trabajo, del
principal objetivo que se persigue y de la manera en que se ha organizado la

presentacién de resultados.

1.1. El Tema de Trabajo

Este estudio trata sobre el analisis de una serie de tiempo, término que se
refiere a una sucesiéon { X;} de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad, donde el subindice ¢ se interpreta como el tiempo y puede variar
sobre un subconjunto de los niimeros enteros, el cual se supondra que contiene por
lo menos a los enteros positivos; las diversas variables se observan secuencialmente,
y la observacién de X; ocurre en el tiempo t. Una caracteristica fundamental de
la sucesion {X;} es que, en general, las diversas variables no se suponen indepen-
dientes, y la teoria toma ventaja de la estructura de asociacién entre ellas para
analizar problemas relevantes, entre ellos el problema de prondstico: después de
observar los valores X1,..., X, hasta el tiempo n, para un valor h > 0, se trata
de establecer un intervalo I, = I, (Xi,...,X,), donde la variable X;,, tomara

sus valores con una probabilidad ‘alta’ (cercana a 1). Para abordar este y otros



problemas, es necesario disponer de un modelo para la serie de observaciones { X; }.

El denominado modelo clasico es uno de ellos y permite incorporar tendencias y

comportamientos peridédicos en el modelado de una serie. Después de que la ten-

dencia y el comportamiento periddico han sido considerados, el modelo incluye otra

componente, a saber, una serie {Y;} que es estacionaria, en el siguiente sentido:

(i)

(i)

Todas las variables Y; tienen la misma media y la misma varianza,
y

La varianza de una diferencia Y —Y;, depende sdlo de la diferencia

entre los tiempos de observacion s y t.

Después de formular el modelo, el problema de prondstico para la serie

original {X;} se reduce al mismo problema para la serie estacionaria {Y;} y, por

esta razon, el trabajo subsecuente se refiere a series estacionarias. Los aspectos

que se analizan son los siguientes:

(a)

La caraterizacién de una funcién de autocovarianza de un proceso
estacionario {Y;}; dicha funcién es relevante, pues caracteriza la
estructura de asociacion lineal entre las diversas variables de la
serie (Brockwell y Davis, 1998; Fuller, 1998; Shumway y Stopoffer,
2006; Martinez Martinez, 2010).

La existencia y unicidad de procesos estacionarios que resuelven las
ecuaciones denominadas ARMA, acrénimo que engloba las ideas
de proceso autorregresivo y de promedios moviles; dichas ecua-
ciones, cuando tienen solucion, determinan series cuyo analisis es
simple y, sobre todo, util, ya que para cualquier margen de error
deseado € > 0 y para cada funcién de autocovarianza vy, siempre es
posible encontrar procesos ARMA cuya funcién de autocovarianza

aproxime a 7 COn un error menor a &.
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(c) La formulacién de un criterio que permita determinar la causalidad
de un proceso ARMA; este concepto, se define precisamente en el
Capitulo 4, y esta relacionado con la interpretaciéon practica de un

proceso estacionario.

1.2. El Principal Objetivo

Como ya se menciond, los procesos denominados ARMA desempenan un
papel central en el estudio de series de tiempo. Cualquiera de dichos procesos
{X:}, puede representarse como una combinacién de perturbaciones aleatorias no
correlacionadas {Zs}, donde Z, se manifiesta en el tiempo s. Como X; se observa
en el tiempo t, es razonable requerir que cada X; se exprese solamente en términos
de variables Z, con s < t, pues de otra forma, si la férmula para X; en términos de
las variables Z5 involucra algin Z; con s > t, significard que X; depende de una
perturbacion que se presentard en el futuro, condiciéon que no parece razonable de
modo alguno. Cuando cada X; es funcién solamente de las perturbaciones Z5 con
s < t, se dice que X; es una funcién causal de la serie {Zs} y, dado un modelo
ARMA, es importante tener un criterio que permita determinar la causalidad del

proceso {X;}.

La causalidad de un proceso ARMA depende de la ubicacién de las raices
del denominado polinomio autorregresivo ¢(z) del proceso; precisamente el proceso
es causal si y solamente si, las raices (posiblemente complejas) de ¢(z) tienen
modulo mayor a uno. El propédsito central de este trabajo es formular un criterio
necesario y suficiente para que todas las raices de un polinomio ¢(z) tengan médulo

mayor a uno. El resultado en esta direccién se presenta en el Capitulo 5.



1.3. La Organizacion

La presentacion de este trabajo ha sido organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se introduce la nocién de serie de tiempo estacionaria; la
presentacién incluye una discusion sobre el problema general de prondstico para
motivar la definicién formal que es seguida de una serie de ejemplos. Ademads, se
introduce la idea de funcién de autocovarianza y se presenta la caracterizacién de

tales funciones por medio de la idea de no negatividad.

En el Capitulo 3, se presenta un criterio adicional (y frecuentemente mas
simple de aplicar) para determinar si una funcién dada es de autocovarianza.
Posteriormente se introduce la idea de filtro lineal asociado a una sucesion sumable
{ &}, senalando la importancia de este concepto en el estudio del modelo clésico
de series de tiempo (Brockwell y Davis 1998; Fuller, 1998), se ejemplifica el diseno
de un filtro que mantiene invariante una tendencia polinomial, pero detiene a
una componente estacional. El capitulo también incluye un criterio, denominado

espectral, para decidir si una funcién es de autocovarianza o no.

En el Capitulo 4 se estudian los proceso autorregresivos y de promedios
moéviles, los cuales son muy importantes en las aplicaciones (Shumway y Stoffer,
2006). La presentacién incluye una discusién sobre la existencia y unicidad de
procesos ARMA, y finaliza con la introduccién del concepto de causalidad de un

proceso respecto a un ruido blanco.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta el resultado principal de este
trabajo, a saber, un criterio para determinar si el polinomio autorregresivo de

un proceso ARMA es causal. El criterio en cuestién involucra la integral de una



funcion racional sobre el circulo unitario en el plano complejo, y es un caso par-
ticular del denominado teorema del residuo en la teoria de funciones de variable
compleja (Alfhors, 1980); sin embargo, aparentemente dicho criterio no ha sido
explicitamente establecido ni utilizado en la literatura de series de tiempo. La
presentacién inicia con una discusién de la integral de una funcién continua sobre
el circulo unitario, para posteriormente establecer el criterio de causalidad para
un polinomio. La demostracion inicia estableciendo la validez del criterio para un
polinomio grado uno, y el caso general se obtiene por medio de la descomposicién
en fracciones parciales de una funcién racional (Fulks, 1980; Khuri, 2002). Para

concluir, se implementa el criterio de causalidad en el lenguaje R.



CAPITULO 2

SERIES DE TIEMPO ESTACIONARIAS

En este capitulo se introduce la idea de serie de tiempo estacionaria, alrede-
dor de la cual gira el desarrollo subsecuente. La presentacion incluye una discusién
sobre el problema general de prondstico, la cual motiva la definiciéon formal pre-
sentada en la Seccion 2, y es seguida por una serie de ejemplos en la Seccién 3,
en donde se introduce la funcién de autocovarianza; la exposicién concluye con la

caracterizacion de tales funciones a través de la idea de no negatividad.
2.1. Introduccion

La nocién central de este trabajo es la idea de serie de tiempo, término
que se refiere a una sucesién de variables aleatorias {X;, t € T'}, donde T es un
subconjunto de los niimeros enteros, y la variable aleatoria X; se interpreta como
observada en el tiempo t. En el desarrollo subsecuente, se analizardn los casos
en que T consiste de todos los enteros positivos , o bien T es igual a todos los
nimeros enteros. Desde luego, un analisis estadistico clasico también tiene como
ingrediente principal a una sucesion de variables aleatorias, asi que es conveniente
iniciar la exposicion puntualizando una diferencia esencial entre el anélisis de series

de tiempo y el usual.
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En la teoria estadistica clasica, la sucesién {X;} se supone que consta de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), supues-
to que permite, al menos cuando la muestra es grande, aproximar la funcion de
distribucién comun de las variables X;; este resultado se conoce como el teorema
de Glivenko-Cantelli, y puede encontrarse, por ejemplo, en Borovkov (1999) o Shao
(2010). Puesto que la funcién de distribucién de una variable aleatoria contiene
toda la informacion probabilistica que puede extraerse de una variable aleatoria
(Loeve, 1984), el teorema de Glivenko-Cantelli es un indicador claro de que, bajo
condiciones adecuadas, los problemas fundamentales de estimacién de parametros
y prueba de hipétesis pueden abordarse éxitosamente cuando las variables son

i.1.d.

En contraste, en la teoria de series de tiempo no se supone la independencia
de las variables X; y la distribucién de dos variables X, y X; es, en general,
diferente, lo cual se acopla bien con lo que sucede comtunmente en situaciones
practicas. Por ejemplo, si X; y X7 representan la cantidad de clientes de un cine
un dia lunes y el siguiente domingo, respectivamente, es claro que X; y X7 no

tienen la misma distribucién.

Por otro lado, el problema central en el estudio de series de tiempo es el
problema de prondstico; una vez observadas las variables aleatorias Xq,..., X,
.qué puede decirse sobre el valor que se observara en el futuro para

la variable X,,4+p, h > 07

Una respuesta rapida y vaga es que X,,4, tomard un valor alrededor de
su media E[X, 1], vy a continuacién se tratara de establecer condiciones bajo las

cuales dicha respuesta pueda tener un sentido mas preciso.

En general, F[X,,45] no se conoce, por lo que es necesario suponer que es
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posible aproximarla mediante las observaciones X1, Xo, ..., X,, que estan disponi-
bles hasta el tiempo n. El estimador ma&as natural es la media muestral
X, = (X1 +--+X,)/n cuya ezperanza es (E[X1]+ - -+ E[X,,])/n; asi, para que

X, sea un estimador insesgado de E[X,, ;] se debe tener que:

— EXi|+--+EX,
Bx,) = PRI B ),
relacién que es valida para todo n y h, si y sélo si,
E[X] = p no depende de t. (2.1.1)

Por otro lado, en el més simple de los escenarios, y = E[X,, 4] es conocida,
pero es necesario ubicar un intervalo alrededor de p en el cual X, 1} tomara valores
con una probabilidad (mayor o) igual a un valor especifico. Usando la desigualdad
de Chebichev (Wackerly et al., 2009) es posible construir dicho intervalo si se
dispone de Var(X,,+5). Cuando esta varianza es desconocida, un estimador natural

es la varianza muestral de los datos disponibles Xi,..., X, la cual (recordando

2

que p se supone conocida) estd dada por s = """ | (X; — p)?/n; si se desea que

2

este estadistico s* sea un estimador insesgado de Var(X,, ), debe tenerse que:

E [Z?:1(Xi - H)Q}

= Var(X,,+1).

Al requerir que esta relacién se cumpla para todos los valores posibles de
n 'y h, poniendo n = 1 se desprende que Var(X;) = Var(X;,,) para todo h, de

manera que:

Var(X;) no depende de t. (2.1.2)
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Por otro lado, volviendo al contexto en que u es desconocida, ademas de
disponer del estimador insesgado X,,, es necesario tener una idea de su precisién,
la cual usualmente se mide por Var(X,); el desarrollo de esta cantidad involucra
términos de la forma Cov(Xj, X, ), los cuales serd necesario estimar. Escribiendo

s = r + h, de manera que h es la diferencia entre s y r, un estimador natural de

Cov(X,+n, X,) estd dado por:

n—h

(D (Kisn = Xo)(Xi = X))/ (0 — h),

k=1
el cual, bajo la condiciéon de que X, sea ‘cercano’ a i, puede aproximarse mediante:

ST (X pn — 1) (X — 1)
n—nh ’

requiriendo que la esperanza de esta cantidad sea lo mas cercana a la cantidad

Cov(Xs4n, Xs) se obtiene la condicién,

SR Cov( X, Xi)

n—~h
n—h
E[(X — ) (X —
— k=1 [( k+h /’l’)( k ,LL)] ~ COV(XS+h,Xs)
n—~h
condicion que se satisface si,
Cov(X¢4h, X¢) no depende de t para todo h; (2.1.3)

note que esta propiedad incluye a (2.1.2), pues Var(X;) = Cov(Xy, Xy).
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2.2. Series Estacionarias

Las series que satisfacen las condiciones anteriores desempenan un papel

relevante en el estudio de las series de tiempo, y reciben una denominacién especial.

Definicién 2.2.1. Una serie de tiempo {X;} se denomina estacionaria si las sigu-

ientes condiciones (i)—(iii) se satisfacen:

(i) E[X?] < oo para todo t ;
(ii) E[X:] = p no depende de t, y

(iii) Para cada entero h, Cov(Xyypn, X¢) no depende de t.

Verbalmente, una serie {X;} es estacionaria, si las variables X; tienen
segundo momento finito, su media es constante, y la covarianza entre dos variables

Xs v X depende sélo de la separacion s — t entre los indices s y t.

La idea de serie estacionaria es bastante restrictiva, y no puede aplicarse
directamente a un problema real. Por ejemplo, volviendo a la situacion discutida
anteriormente, en la que X; representa el nimero de clientes de un cine en el
dia t, es claro que no es razonable suponer que X7, el nimero de clientes el dia
lunes, tiene el mismo valor esperado que X7, el nimero de clientes en el siguiente
domingo. Sin embargo, se vera posteriormente que las series estacionarias son
un componente importante de un modelo mucho mas razonable para una gran
variedad de situaciones reales, como el caso de la serie {X;} que representa la

asistencia diaria a un cine.

Observacién 2.2.1. Con frecuencia, una serie que satisface las condiciones (i)—(iii)

en la anterior definiciéon se denomina débilmente estacionaria, para distinguirla de
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una serie estrictamente estacionaria, idea que se define como sigue: La serie {X;}
es estrictamente estacionaria si, para cada par de enteros A y n donde n > 0,
las distribuciones de (X7,X5..., X)) v (X14n, Xotph ..., Xntp) coinciden; con
esta especificacion, no es dificil ver que una serie estrictamente estacionaria es,
necesariamente, débilmente estacionaria (Brockwell y Davis, 1998; Fuller, 1998;

Shumway y Stoffer, 2006).

El ejemplo mas béasico de serie estacionaria es el siguiente.

Ejemplo 2.2.1. Sea {Z;,t = 0,£1,+,2...} una sucesién de variables aleatorias con
media cero y varianza comtn o2, tales que las variables son no correlacionadas.
En este caso, la serie {Z,} es estacionaria. En efecto, por la especificacién de la

serie,

(i) Cada variable Z; tiene segundo momento finito,

(ii) La media de cada variable Z; es nula (y por lo tanto no depende

det),y

(iii) Para cada h,

2 i h =
Corzin 20 ={ 5" 51 70

Una serie {Z;} como la presentada en este ejemplo se denomina ruido

blanco. En adelante, se utilizara la notacion:
{Zi} ~ WN(0,0%)

para indicar que la sucesién { Z; } consiste de variables aleatorias no correlacionadas

de media cero y con varianza comun o?2.
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Como se vera mas adelante, un ruido blanco es un bloque importante para

construir otras series estacionarias.

Observacion 2.2.2.

(i) Silas variables son independientes e idénticamente distribuidas con

media nula y varianza o2, entonces {Z;} es un ruido blanco.

(ii) Suponga que {X;} es una serie estacionaria y defina,
Y;f: = Xt - M

donde p = E[X}]. En este caso, la media de cada Y; es nula, y la
serie {Y;} también es estacionaria. Por esta razén, al estudiar series
estacionarias, usualmente se supone que la media de cada variable
es nula (Brockwell y Davis, 1998; Shumway y Stoffer, 2006; Fuller,

1998).

2.3. Funcion de Autocovarianza y Ejemplos

En esta seccién se ilustra la idea de serie estacionaria. Como punto de

partida, es conveniente introducir la nocién de funciéon de autocovarianza.

Definicién 2.3.1. Para una serie estacionaria {X;}, la correspondiente funcién de

autocovarianza 7(-) es la funcién definida en los enteros mediante,

’}/X(h) = COV(Xt+h,Xt), h = 0, :t]_, :|:2, ce

Cuando sea claro a que serie {X;} estd asociada una funcién de autocova-

rianza yx, se suprimira el subindice X. Note que:
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o, sih=0

2.3.1
0, en otro caso. ( )

si {Z;} ~WN(0,0%) entonces yz(h) = {

Ejemplo 2.3.1. Considere un ruido blanco {Z;} de media cero y varianza o?:

{Z} ~WN(0,5?).

Para constantes a,b y ¢, en cada uno de los siguientes apartados se es-
pecifica una serie {X;}, y se analizard si {X;} es estacionaria o no, y en caso

afirmativo, se determinard la funcion de autocovarianza correspondiente.
(a) X¢ =a+bZi + cZ,
(b) Xy =a+bZy,
(¢) Xt = Zj cos(ct) + Zysin(ct),
(d) X; = Zycos(ct),
(e) Xt = Zycos(ct) + Zy_q sin(ct),

(f) X¢ = Z;Z;_1, donde las variables Z; son i.i.d.

Solucion. Primeramente, note que debido a que las variables Z; son no correla-
cionadas con varianza finita, en cada uno de los casos anteriores las variables X;
tienen segundo momento finito, asi que el andlisis se centrard en verificar las condi-
ciones (ii) y (iii) de la Definicién 2.2.1. El andlisis subsecuente utiliza propiedades
bésicas del operador de covarianza que pueden encotrarse en Dudewicz y Mishra

(1998), o Wackerly et al. (2009).

(a) Como las variables Zy tienen media nula,

E[X:] = Ela+ bZ; + ¢Z;_1] = a no depende de ¢, mientras que:
COV[Xt+h, Xt] = COV[CL + bZt+h + CZt—‘rh—b a+ bZt + CZt_l]

== bQCOV[Zt+h7 Zt] + bCCOV[ZH_h, Zt—l]

+ CbCOV[ZH_h_l, Zt] + CZCOV[ZH_h_l, Zt—1]~
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A partir de esta relacion, utilizando (2.3.1) se desprende que:

a2 +c?), ifh=0
COV[Xt+h,Xt] == 0’2Cb7 if h = :l:l,
0, if || > 2.

Asi, la esperanza de E[X;] = a no depende de t y
COV[Xt+h7 Xt] =7X (h)

depende s6lo de h, de tal manera que {X;} es una serie esta-

cionaria.

En este caso, E[X;] = a, pues E[Zy] = 0, mientras que:

Cov[Xi1n, X¢] = Covla + bZy,a + bZy| = o*b*
no depende de t. Por lo tanto, {X;} es estacionaria, con
vx (h) = 0%b? para todo h.

Como las variables Z; tienen media nula,
E[X:] = E[Z; cos(ct) + Zysin(ct)] = 0.

Por otro lado, puesto que Z; y Z> son no correlacionadas,
Cov[Xiin, X4
= Cov|[Z; cos(c[t + h]) + Za sin(c[t + h]),
Zy cos(ct) + Za sin(ct)]
= o?[cos(c[t + h]) cos(ct) + sin(c[t 4 h]) sin(ct)]
= o? cos(c[t + h] — ct)
= o2 cos(ch)

donde se utilizd la identidad:

cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(z) sin(y)
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para establecer la tercera igualdad. Puesto que E[X;] y
Cov|[Xi4h, X¢] no dependen de t, la serie es estacionaria con
~vx (h) = cos(ch).
( d) En este caso E[X;| = E[Zycos(ct)] =0,y
Cov[XiyrX¢] = Cov[Zg cos(c[t + h]), Zo cos(ct)]

= 02 cos(ct + ch) cos(ct);

puesto que esta cantidad depende tanto de h como de t, la serie

{X:} no es estacionaria.

( e) Para la serie especificada,
E[X:] = E[Z; cos(ct) + Zi_1 sin(ct)] =0

Sin embargo, se vera a continuacién que Cov|[Xyyp, X¢] si depende

de t. Con este fin, note que:

Cov[ X1, X¢]
= Cov[Zy41 cos(c[t + 1]) + Zy sin(c[t + 1]),
Zy cos(ct) + Z—q sin(ct)]
= cos(c[t + 1)) cos(ct)Cov(Zyy1, Zt)
+ cos(c[t + 1]) sin(ct)Cov(Zi i1, Zt—1)
+ sin(c[t 4 1]) cos(ct)Cov(Zt, Z)
+ sin(c[t 4 1]) sin(ct)Cov(Zt, Z1—1)
= o sin(c[t + 1]) cos(ct);
debido a que Cov[Xy1, X¢] depende de ¢, se desprende que {X;}

no es una serie estacionaria.

( f) Puesto que las variables Z; y Z;_1 son no correlacionadas de

media nula, se desprende que:

E[X,] = E[ZZ,_1] = E[Z)E|Z;_1] = 0.
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Por otro lado,
Cov|[Xiin, Xt| = Cov[ZiinZisn-1,Z1 Zs—1]
= E[ZisnZivn-1212¢1].

Luego, recordando que las variables Z; son ¢.7.d. con media nula
y varianza o2, Cov[Xy, X;] = E[Z2Z% || = E[Z}|E[Z?_ ] = o*,
mientras que para h # 0 el producto Z;ypZi1n—121 721 incluye al
menos un factor Zj que no se repite, y entonces Cov|[X;ip, X¢| =0
for h # 0. Por lo tanto, { X;} es estacionaria con yx(h) =0sih # 0
v 7x(0) = o, esto es, {X;} ~ WN(0,0%); vea el Ejemplo 2.2.1.

2.4. Propiedades de una Funciéon de Autocovarianza

El objetivo de esta seccién es proporcionar un criterio para determinar si
una funcion definida en los enteros es la funcién de autocovarianza de un proceso
estacionario. Como punto de partida, se estableceran las propiedades fundamen-

tales de una funcion de autocovarianza.

Lema 2.4.1. Suponga que 7(-) es la funcién de autocovarianza de un proceso

estacionario. En este caso, las siguientes propiedades (i)—(iii) se satisfacen:

(ii) Para cada enteron >0y a=(aj,...,a,) € R"

n

Var(a1 X7 + -+ - + ap X,p,) = Z a;y(i —j)a,.
ij=1

Por lo tanto,
n

> aiy(i - j)a; > 0. (2.4.1)

i,j=1

En particular,
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(iii) |y(h)] <~(0).

Demostracion.

(i) Recuerde que:
v(h) = Cov(Xeqn, X)

no depende de t. Sustituyendo t por t — h, se desprende que:
’y(h) = COV(X(t—h)-i—h»thh) = COV(Xt,Xt,h);

Finalmente, aplicando la propiedad de simetria de la covarianza

(Dudewicz y Mishra, 1998) se tiene que:
COV(Xt, thh) = COV(Xt,h, Xt)7

y combinando esta igualdad con la relacion anteriormente desple-

gada, se concluye que:
V(h) = Cov(X¢—pn, X¢) = y(=h),

donde la segunda igualdad es consecuencia de la especificacién de

~(+) en la Definicién 2.3.1.

(ii) Utilizando la férmula para la varianza de una combinacién lineal

de variables aleatorias (Wackerly et al., 2009),

Var(a1 X1 + -+ ap Xy) = Z a;Cov(X;, X;)a;
i,j=1

n
= Z a;y(t = j)a;
i,j=1
y puesto que una varianza es no negativa, esta igualdad implica

(2.4.1). Aplicando este resultado al vector a € IR" con as = 0 si

s # 1, j, se obtiene que, para a; y a; arbitrarias,

aiy(i = jlaj + a;y(j — i)ai + a;v(j — j)aj + aiy(i —i)a; >0



18

una desigualdad que, usando la simetria establecida en la parte (i),
equivale a:
7(0)  A(i— j)] {a}
ai,a; A >0,
sl a6 —5)  A0) a;
de manera que la matriz en esta desigualdad es no negativa defini-

da, y por lo tanto tiene determinante mayor o igual a cero (Hoffman

y Kunze, 1975; Lipschutz, 1995; Graybill, 2001; Harville, 2008).
7(0) ’Y(’i—j)}) 2 L2
det AN =v(0)" —~v( — >0
([,Y(Z_]) 2 (0) Y(0)" =i —34)" =

y entonces |y(i — j)| < |v(0)| = v(0); puesto que i y j son arbitra-

rios, se obtiene que |y(h)| < (0) para todo entero h.

Definicién 2.4.1. Una funcién ~(-) definida en los enteros se denomina, no negativa

definida si satisface:

(i) v(h) = v(—h) para todo entero h, y

(ii) La condicién (2.4.1) se satisface para todo entero positivo n 'y a €

R".

De acuerdo al Lema 2.4.1, una funcién de autocovarianza de una serie
estacionaria es no negativa definida. EI reciproco de esta afirmacion también
es cierto, eso es, si y(-) es una funcién no negativa definida, entonces () es la
funcién de autocovarianza de un proceso estacionario {X;}; esta afirmacién se
desprende del teorema de existencia de Kolmogorov, y el argumento puede verse,
por ejemplo, en Brockwell y Davis (1998), donde se demuestra que el proceso { X;}
puede seleccionarse de manera que cada vector (X7, Xo, ..., X,,) tenga distribucién
normal. Por otro lado, una demostracion alternativa de la existencia de un proceso

estacionario cuya funciéon de autocovarianza es una funciéon no negativa definida
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especificada de antemano, puede obtenerse mediante el algoritmo de innovaciones,

como se presenta en Martinez Martinez, 2010.

Teorema 2.4.1. Una funcién +y(-) definida en los enteros es la funcién de autocova-

rianza de un proceso estacionario, si y sélo si, v(-) es no negativa definida.

Observando que la clase de funciones no negativa definidas es cerrada bajo
la suma y la multiplicaciéon por una constante mayor o igual a cero, el siguiente

resultado se desprende inmediato del Teorema 2.4.1.

Corolario 2.4.1. Si v(-) y 71(+) son funciones de autocovarianza, entonces, para
todas las constantes ¢,c; > 0, la funcién c¢y(-) + ¢171(+) también es la funcién de

autocovarianza de un proceso estacionario.

Observacién 2.4.1. Si v(-) y 71(+) son las funciones de autocovarianza de las series
estacionarias {X;} y {Y:}, respectivamente, entonces, suponiendo que
Cov(X,,Y;) = 0 para todo s y t, se tiene que ¢y(:) + ¢171(-) es la funcién de
autocovarianza de la serie {W,}, donde W; = \/cX; + /c1Y;.

En los siguientes ejemplos se empleara la observacién anterior, asi como
la experiencia acumulada hasta ahora para decidir si una funcion dada es de

autocovarianza o no.

Ejemplo 2.4.1. En cada caso se especifica una funcién f(-) definida en los enteros,
y se busca decidir si f(:) es 0o no una funcién de autocovarianza asociada a un

proceso estacionario.

1 ifh=0
(2) f(h) = {1/]h\ it h £ 0.



(b) f(h) = (—1)1"

(c¢) f(h) :1—|—cosﬂ—h +cos7r—h

2 4
h h
(d) f(h):1+cos%—cos%
1 ifh=0,
(e) f(h)y=<¢ .4 if h==l,
0 if |h| > 1.

Solucion.

20

(a) Note que f es una funcién par, pero a pesar de que satisface la

primera condiciéon en la definicién de una funcién no negativa

definida, f no es una funcién de autocovarianza. Para verificar

esta afirmacién, suponga que f = yx para alguna serie estacionaria

{X:}. En este caso Corr(X¢yn, X¢) = f(h)/f(0) = 1si |h| =1,

condicién que implica que P[X;_1 = Xy = X;11] = 1 (Wackerly et

al., 2009) para todo t, de manera que P[X; = X;] = 1 para todo

t y s. En consecuencia, debe tenerse que:

f(h) = COV[Xt+h,Xt] = COV[Xt,Xt] = f(O) = 1,

lo cual no esta de acuerdo con la especificacion de f. Por lo tanto,

f no es la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario.

(b) Defina X; = (—1)'Y donde Y es una variable aleatoria con media

nula y varianza unitaria. Note ahora que:

COV[Xt+h, Xt]

= Cov[(—1)""Y, (—=1)'Y]

= (=1)"Cov[Y,Y]

= (=1)"Var[Y] = (—-1)".
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Usando la igualdad (—1)" = (—=1)7", se desprende que:
COV[Xt+h,Xt] = (—1>|h| = f(h,)

Luego, f es la funcién de autocovarianza de {X;}.

(c) Sean {X:}, {Y:} v {Z;} series estacionarias cuyas funciones de

autocovarianza estan dadas como sigue:

(i) vx(h) = 1 para todo h; esto ocurre cuando X; = X, para

todo t y Var(Xyp) = 1.

(ii) vy (h) = cos(mwh/2) para cada h. Esto es vélido si:
Y; = Acos(nt/2) + Bsin(nt/2),

donde A y B son independientes con media nula y varianza

unitaria, por el Ejemplo 2.3.1(c).

(iii) yz(h) = cos(mh/4) para toda h. Este es el caso si la se-
rie {Z,y} estd dada por Z; = Ccos(nt/4) + Dsin(nt/4),
donde C' y D son independientes con media cero y varianza
1, de nueva cuenta, por el Ejemplo 2.3.1(c). Por medio de la
Observaciéon 2.4.1, y seleccionando las series de manera que
sean no correlacionadas, se sigue que la funciéon de autocova-

rianza de X; +Y; + Z; esta dada por:
1+ cos(mwh/2) + cos(mh/4) = f(h).

(d) Note que:
£(3) = 1+ cos(3m/2) — cos(3r/4)
=140—(—v2/2)=1++v2/2>1
= f(0);
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puesto que |vx(-)| < vx(0) para toda serie estacionaria, {X;}, la
funciéon f no es la funcién de autocovarianza de una serie esta-

cionaria.
Usando el Ejemplo 2.3.1, la serie X; = W; + 6W,_; donde:

{W;} ~WN(0,0?) es un proceso estacionario con:

o2(146%) if h=0,

vx (h) =< 020 if h = +1,
0 if |h| > 1.
seleccionando
o2 = (1+ 92)’1

se desprende que:

1 if h =0,
o .
x(h) =3 7o Hh=21,
0 if |h| > 1.

Ahora, tome 0 = 2, de manera que vx (1) = .4. Con esta eleccién

de 0, se tiene que f(-) = vx(-)-
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CAPITULO 3

FILTROS

El propésito de este capitulo es introducir la idea de filtro lineal asociado a
una sucesiéon sumable { }, indicando su utilidad en el anélisis del modelo clésico
para una serie de tiempo; dicho modelo se ha utilizado para modelar series de
diversa indole, desde ventas de un establecimiento comercial o la poblacién de un
pais, hasta la aparicién de manchas solares (Brockwell y Davis, 1998; Fuller, 1998).
El problema de diseno de un filtro es importante en el estudio del modelo clasico,
y se utiliza un ejemplo para mostrar que dicho problema se reduce a la solucién de
un sistema de ecuaciones lineales adecuadamente construido. La discusion incluye

una prueba adicional para decidir si una funcion dada es de autocovarianza o no.

3.1. El Criterio de no Negatividad

El propoésito de esta seccion es ilustrar el hecho de que, cominmente, la
aplicacion del criterio de nonegatividad en el Teorema 2.4.1, involucra una buena
cantidad de trabajo técnico decidir si una funcion dada es de autocovarianza, aiun

para funciones sencillas.
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Considere la funcion:

1, sih=0,
f(h)y=14¢ p, sih==l, (3.1.1)
0 silhl>1,

donde p es una constante. Se trata de determinar para que valores de p esta

funcién es no negativa definida.

Lema 3.1.1. La funcién f(-) en (3.1.1) es no negativa definida si y sélo si, |p| < 1/2.

Demostracion. Como punto de partida, observe que la especificaciéon de f permite

concluir que, para un enteron >0y a= (a,as...,a,) € R",
n
Z a;f(i—7j)a Z a; +2p Z a;i@iy1 (3.1.2)
i,j=1

Suponga que f es no negativa definida. En este caso, la desigualdad

n

> aif(i—ja Za + QpZazaH_l >0 (3.1.3)

i,j=1
siempre se satisface. Poniendo a = (1,1,1,...,1), se desprende que
n+2p(n—1) > 0, y entonces n/(n — 1) +2p > 0; puesto que esta ultima relacién

es valida para todo n, dejando que n tienda a infinito se arriva a:

1+4+2p>0.

Ahora seleccionea = (1,—1,1,—1,...,(=1)"), de manera que a;a;+1; = —1
para todo i; para este vector a, (3.1.3) implica que n — 2p(n — 1) > 0, es decir

n/(n —1) —2p > 0; tomando limite cuando n tiende a oo, se obtiene:

1-2p>0.

Las dos tltimas relaciones desplegadas equivalen a 1 > 2|p|, esto es,

ol <1/2.
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Suponga que |p| < 1/2. En este contexto, observe que para cualquier
a€R"lasuma ),  a?+2p Z?:_ll a;a;+1 es el producto interno (candénico) de

los vectores:
a:(alaa27"'7an—1a0)7 a:(a27a37"'aan70)

es decir,
n n—1
Z a? +2p Z a;a;+1 = (a,a).
i=1 i=1
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene:

(@ a) < \Jal 4+ +a2 \Ja3 4 tad < Z

de manera que:

n
—[(a,a)| > = af.
i=1
Por lo tanto, via (3.1.2) se obtiene:

n

Zazf Za +2pzaaz+1
ij=1
! n n—1
> Za? —2|p| Z ai@it1
=1 =1
=Y ai —2|p||(a, )|
=1
> ai —2lp| Y ai
=1 =1
—(1—2p) Y a?
=1

y puesto que |p| < 1/2, se concluye que ZZJ':1 a; f(i — j)a; > 0, mostrando que f

es no negativa definida.

Por ejemplo, cuando p = .4, la funcién (3.1.1) si es una funcién de autoco-

varianza, pero no lo es si p = .51. A partir del analisis precedente, es claro que
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verificar directamente si una funcién ~y(-) definida en los enteros es una funcién no
negativa definida ( y por lo tanto, de autocovarianza) no es, en general, una tarea

simple, a pesar de que la funcion dada sea sencilla.

3.2. El Criterio Espectral

En esta seccién se presenta un criterio diferente al del Teorema 2.4.1 para
decidir si una funcién dada es no negativa definida, y por lo tanto, una funcién de

autocovarianza.

Teorema 3.2.1. Sea v(-) una funcién simétrica definida en los nimeros enteros,
de manera que y(h) = y(—h). Suponga, ademas, que la funcién es absolutamente

sumable, esto es:
o

> (k)| < oo (3.2.1)

k=—00

En este caso, defina la funcién f,: (—m, 7] — IR mediante,

oo

FyN):= Y (k) cos(kN), (3.2.2)

k=—0c0

donde la serie converge absoluta y uniformemente en (—, 7], por la sumabilidad
absoluta de la funcién ~(-) (Apostol, 1980; Rudin, 1984). Con esta notacion, las

siguientes condiciones (i) y (ii) son equivalentes:

(i) v(+) es no negativa definida;

(ii) fy(A) > 0 para todo A € (—m, .

Este resultado pertenece a la teoria espectral de series de tiempo; la funcién
f~ es (un multiplo de) la densidad espectral asociada a 7; vea por ejemplo, Brock-

well y Davis (1998), Shumway y Stoffer (2006), o Vazquez Baxcajay, (2010).
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Demostracién. (ii) = (i). Suponga que f,(\) > 0 para todo A € (—m,n]. En
este caso se vera que vy es no negativa definida. Primero, recuerde que € es un

nimero complejo definido como:
i

€' = cos(w) + isin(w),

y que sin(-) es una funcién impar. Con esto en mente, note que:

oo [e.e]

> (k)sin(kA) = > y(—j)sin(—5A)
k=—oc0 j=—00
= 2 (@)sin(=5A)
== 2 )sin()

donde la segunda igualdad se debe a que v(—j) = v(j), mientras que para estable-
cer la ultima igualdad se utiliz6 que sin(-) es una funcién impar. Por lo tanto,

o0

> A(j)sin(jr) =0,

j=—o00

de donde se sigue que:

o0

fy(A) = Z V(j)eij)\

o0

= D 7(5)leos(jA) + isin(j\)

o0

= > (e

j=—00

A partir de esta expresién, usando la convergencia uniforme de la serie:

o0

> y(h)e

j=—c0
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es posible efectuar los intercambios de integracion y sumatorias que aparecen a

continuacién (Fulks, 1980; Khuri, 2002; Royden, 2003) se desprende que:

e T oo

By = [ 37 q(g)eite ™ a

A continuacién, observe que fjﬂ e  d\ = 0 cuando k # 0, mientras que
| :T e*A d\ = 2r si k = 0; combinando este hecho con la tiltima relacién desplegada

se desprende que:

FOV A= Y a0) [ e an
—T j=—o00 —T
= 2my(h);
por lo tanto,
1 .
v(h) = %/ ]f,y(A)eW d\, h=,+1,42 ... (3.2.3)
Seleccione ahora ntimeros reales arbitrarios aq,...,a,, y note que:
- 1 - —i(r—s)A
Z ay(r—s)as = — ay (Ve d\| as
— 2m — —,7]
r,s=1 r,s=1 )
1 n
- i(r—s)A
=5 o f+(A) Tzla e as dA
1 & —irA_ - iSA
=5 o f+(A) ;are ;ase ] d\
1 s —ir)\_ < —irA
=5 o f+(A) ;are ;a e ] A
1 -n -
_ —ir
=5/ £y (\) ;are d.
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Como f,(A) > 0, la integral anterior es no negativa, y entonces,

n

Z ay(r — s)as > 0,

r,s=1

estableciendo que 7(-) es no negativa definida. Esto establece que (ii) = (i); una
demostracion de la implicacién inversa, que es algo mas técnica, no se dara aqui,
y puede encontrarse en Brockwell y Davis (1998), Fuller (1998), o Shumway y
Stoffer (2006).

Ejemplo 3.2.1. Aplicando el criterio espectral a la funcion:

1, sih=0
v(h)={p, si |h| =1

0, de otro modo,

la cual fue analizada en la seccion precedente, se obtiene la siguiente conclusién:

oo

fr(\) = Z v(k) cos(kA) =1+ 2pcos())

k=—o0
y la condicién f,(A) > 0 para todo A equivale a 1 > 2|p|, es decir, |p| < 1/2.
De este modo, v(-) es una funcién de autocovarianza si y sélo si, |p| < 1/2, en
concordancia con el resultado de la seccién anterior. Note que el esfuezo técnico
en este caso es mucho menor aplicando el criterio espectral en el Teorema 3.2.1,

que utilizando la verificacion directa de la non negatividad.

Para analizar otro caso, considere ahora la funcién:

1, si|h|=0

2, silh|=5
nW =34 sijp =7

0, de otro modo.

para la cual se tiene,

fri(A) =1 — 4cos(5A) — .8cos(TN);
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puesto que f,, (0) = —.2 < 0, se desprende que 71 (-) no es una funcién de autocova-
rianza. Note que la verificacion directa de la condicién de no negatividad para esta
funcién no parece una tarea sencilla. En resumen, el criterio espectral en el Teo-
rema 3.2.1 es un instrumento poderoso para comprobar si una funcién dada v es

o0 no de autocovarianza.

3.3. Filtros

En esta seccion se discute la generacién de nuevas series estacionarias a
partir de otra. La idea principal ya ha sido utilizada anteriormente, como en el
Ejemplo 2.3.1, donde a partir de un rudio blanco {Z;} se generaron nuevas series

estacionarias; las construcciones en dicho ejemplo se generalizan a continuacién.

Sea ={ k, k=0,£1,+2,...} una sucesién absolutamente sumable, esto es,
o0
] kl<o (3.3.1)
k=—oc0

A cada serie estacionaria {X;} se le asocia una nueva serie {Y;} especificada me-

diante:
o0

Yi= Y wXin (3.3.2)

k=—o00

La condicién (3.3.1) garantiza que la serie definiendo Y; converge absolutamente
con probabilidad 1 y también en la media cuadratica (Brockwell y Davis, 1998;

Fuller, 1998; Shumway y Stoffer, 2006).

Lema 3.3.1. Bajo la condicién (3.3.1), para cada serie estacionaria {X;}, la serie
{Y:} especificada en (3.3.2) también es estacionaria. Mas precisamente, si px es
la media comin de las variables X; y vx(+) es la funcién de autocovarianza de

{X:}, entonces,

EY}]=px > &

k=—oc0
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oo

Yy (h) = Z K osYx(h—s+k) (3.3.3)

k,s=—o00

Demostracion. Utilizando las propiedades de continuidad de los operadores de
esperanza y covarianza respecto a la media cuadratica (Royden, 2003; Brockwell

y Davis, 1998; Fuller, 1998), se obtiene que:

oo oo oo

> k:th:]: Y kEXi k=g Y ok

k=—oc0 k=—oc0

ElY,]=E

y
COV(K&Jrh;Y;s):COV Z s Xtth—s> Z kXt—k>
§=—00 k=—oc0
= Z s kCOV(Xt+h—S7Xt—k>
s,k=—o0
= Z s kYx(h—s+k).
s,k=—o0

Por lo tanto, E[Y;] y Cov(Yi4n,Y:) no dependen de t, y entonces {Y;} es
una serie estacionaria, con 7y () como se especificé en el enunciado del lema; note
que los intercambios entre las sumatorias y los operadores de covarianza y valor

esperado son legitimos, debido a la sumabilidad absoluta de los coeficientes .

Ejemplo 3.3.1. Suponga que {Z;} es un ruido blanco con media cero y varianza o2.

Bajo la condicién de sumabilidad absoluta en (3.3.1), la serie {Y; =", rZi—i}

como en (3.3.2) es estacionaria, y su funcién de autocovarianza estd dada por:

oo [e.e]

wh)= Yk ovzlh—s+k)=0" > & kin

k,s=—o00 k=—00
donde para establecer la segunda igualdad se utilzé que vz(0) = 02 y vz(r) = 0

sir#0. Note que Y oo k& kth = D ec s—h s, de manera que la anterior

S§=—00
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formula puede escribirse como:

oo

wh)=0> Yk pppp h=0,%£1,£2,...

k=—0c0
(a) Como caso particular, suponga que:
Yi=Zi+ 1Zia+-+ ¢Ziy

expresion que corresponde al caso o =1y  =0sik <0o0
k > ¢g. En este contexto,

2 y~a— Rl .
Ty (h) = {U 2ii=0 i i+lnls SRl =g,

0, de otro modo.
(b) SiY; =372 ¢"Z;_, donde |¢| < 1, entonces,

o2glh

Yy (h) = o’ I§¢k¢k+lh| = 02¢|h| kzz()¢2k . P2

La serie {Y;} en (3.3.2) se denomina promedio mdévil de la serie {X;};
también se dice que {Y;} se obtiene filtrando la serie {X;} a través del filtro ;

ésta ultima terminologia sera explicada posteriormente.

El operador de retardo B es un tipo especial de filtro, correspondiente a
la sucesion = 0si k # 1y 1 = 1, de manera que la expresién (3.3.2) se
reduce a Y; = X;_1, lo cual significa que la nueva serie Y; se obtiene retardando

la observacion de la serie original en una unidad:

BXt - Xt—l- (334)

Las ‘potencias’ de B se especifican mediante:

B*X, = X, 4,
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y con esta notacién la serie (3.3.2) puede expresarse como:

Y, = Y B*X.
k=—oc0
Definiendo el operador:
(B) = Z B
k=—oc0

la ecuacién anterior se escribira, en adelante, como:

Y, = (B)Xt-

3.4. El Modelo Clasico

Como ya se ha mencionado, la idea de serie estacionaria es sumamente 1til
en el analisis de series de tiempo, pero es muy restrictiva para aplicarse directa-
mente. En esta seccion se discute un modelo general de series de tiempo que se
acopla a situaciones practicas, y en el cual las series estacionarias desempenan un
papel central. Como punto de partida, suponga que {Y;} es una serie estacionaria;
si  es el valor esperado de las variables Y; y X; = Y; — p, entonces la serie {X;}

también es estacionaria pero con media nula, y

Y = p+ X, (3.4.1)

En algunos casos, {Y;} puede modelar una serie interesante. Por ejemplo,
suponga que se registra el nimero de clientes en un cine cada dia lunes, de manera
que Y7 es el nimero de clientes el primer lunes de observacion, Y5 el nimero de
asistentes en el segundo lunes, y en general Y; es el nimero de clientes en el
k-ésimo lunes. Con esta interpretacién, al menos en el corto plazo, (3.4.1) es un

modelo razonable para los datos Y;, donde i es el nimero promedio de clientes
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que visitan el cine los dias Iunes. Sin embargo, si el registro de clientes se lleva a
cabo todos los dias, de manera que Y; es el nimero de clientes en el t-ésimo dia
de observacién, ya no es razonable suponer que la media de Y; es constante, pues,
en general, los fines de semana, el cine recibe mucho més visitantes que los dias

lunes; de esta manera, la ecuacién (3.4.1) debe reemplazarse por:

Yi = + Xy, donde py = puy—7; (3.4.2)

note que la condicion u; = us—7 refleja el hecho de que el nimero esperado de
visitantes en un dia determinado, digamos lunes, es el mismo para todas las se-
manas bajo estudio. En este caso, se dice que u; es una funcién estacional (o
periddica) con periodo 7. El modelo (3.4.2) es més razonable para el nimero de
clientes del cine, y toma en cuenta que en los diversos dias de la semana el nimero
esperado de visitantes es, en general, diferente. Sin embargo, en el ‘largo plazo’,
aun el nimero esperado de visitantes en el mismo dia de la semana cambiara, por
ejemplo, como consecuencia del incremento de la poblacién en la ciudad, o por el
efecto de la promocién constante que el cine despliega. Para reflejar este hecho,

se incluye otra componente en el modelo, a saber, la tendencia my:

Yi =my + pe + Xy, donde py = pg—7; (3.4.3)

Usualmente, m; = co + c1t + cot + -+ + ¢,t", se selecciona como un polinomio
de grado r cuyos coeficientes deben estimarse, pero otras elecciones para m; son
posibles. En general, el modelo cldsico supone que las observaciones {Y;} se re-
presentan como:

Yi=ms+pe + Xe, e = pht—a (3.4.4)

donde p; es la componente estacional de periodo d, m; es la funcién de tendencia,
la cual comtinmente se supone polinomial, y {X;} es un porceso estacionario de

media nula. Para determinar el grado de la tendencia polinomial, asi como la
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magnitud d del periodo, es conveniente graficar los datos observados Y7,Ys,...,Y,,.
Una vez seleccionado el grado de la tendencia polinomial m;, y el periodo d de la
componente estacional, viene el importante problema de estimar los coeficientes
de m; y las cantidades uq, o, ..., g que determinan la componente estacional.
Desde luego, la dificultad en esta direccién proviene de que m; y u; se observan
‘mezcladas’ entre si, y con X;. Para disminuir este problema, se intenta separar
p¢ de my mediante la aplicacién de una transformacién o(B) = 3, a;B7, donde
s6lo un numero finito de a;’s es no nulo, digamos a; = 0 si |j| > N. Aplicando

a(B) a la serie {Y;} se obtiene:

Y: = a(B)Y; = a(B)my + a(B) e + a(B) X;.

Ahora se trata de seleccionar las constantes a; de manera que:

N
aB)pr = Y ajm—; =0, cuando py = pp_qg

j=—N

N (3.4.5)

a(B)m; = Z a;me—j = my
j=—N
Cuando se logra esto, se tiene que:
Y, =mi+ X,

donde X, = a(B)X; es una serie estacionaria; note que
Y, = a(B)Y; = Zjvz, N @;Y:—; es calculable en términos de las observaciones
Yi,..., Y, cuando N+1 <t <n— N, asi que, usando 17N+17 ..., Y_ N, se utilizan

técnicas de regresiéon (Graybill, 2000) para estimar los coeficientes de la tenden-
cia polinomial. Una vez realizada esta etapa, es posible estimar las cantidades
[, ..., g que determinan la componente estacional por completo; para detalles,
vea Brockwell y Davis (1998), o Shumway y Stoffer (2006). Cuando (3.4.5) se

satisface, se dice que «(B) detiene (elimina, o anula) a la componente estacional
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(¢, mientras que ‘deja pasar’, o ‘filtra’ a la componente m;, motivando la deno-
minacién de filtro para el operador a(B). El diseno de un filtro a(B) que satisfaga
(3.4.5) es un problema interesante por si mismo, que a continuacién se analizara

en detalle para un ejemplo particular.
3.5. Construccion de un Filtro

En esta seccion se ilustra la generacion de un filtro que ‘detenga’ una com-
ponente estacional pero ‘deje pasar’ una tendencia polinomial. Para los propdsitos
de la ilustracion, supondremos que la componente estacional tiene periodo tres,
mientras que la tendencia polinomial tiene grado dos. El filtro o = {a,} que se
construira es simétrico, en el sentido de que estd determinado por una sucuesion
finita,

a_N,&d_N41.-.,0-100,A15...,AN—-1,QN
donde,
a_,=a., r=12,...,N.
de manera que,
a; =0, |j|>N.

El niimero N es el orden del filtro y debe determinarse.

La discusion inicia con la determinacién de las condiciones que el filtro
a = {ay} debe satisfacer para no distorsionar una tendencia polinomial de orden

arbitrario.

Lema 3.5.1. El filtro o = {a;} pasa una tendencia polinomial arbitraria de orden

k, esto es,

my = E QMM —
J
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para todos los polinomios m; = ¢y + cit + - - - + ¢ t¥, si y sélo si,

Zj aj = 1,

> ;dTa; =0, parar=12...k

(3.5.1)

Demostracion. Primeramente, dado un entero positivo r observe que:

a(B)Y =3 a;(t =gy

S ()]

s=0

- ; C) = S ay(g) (3.5.2)

J

=" a;+ Y (-1)° C)t 3 a5
j s=1 j

a) Suponga que el filtro o« = {a;} pasa sin distorsién a un polinomio
(a) Suponga q it D p
arbitrario de grado k. En este caso, tF = >ojat— 4)F para todo

entero positivo ¢ y, via (3.5.2), se desprende que:

k
S k —S -S
tk:thaj+Zl(—1) (S)tk Zajg . t=0,£1,%+2,...,
J s= J

condicién que inmediatamente muestra que (3.5.1) ocurre.

(b) Reciprocamente, suponga que (3.5.1) se satisface. En este con-
texto, (3.5.2) implica que t" = Zj a;(t —j)" para todo r < ky
cada entero t, esto es, el polinomio ¢" pasa bajo el filtro a = {a;}
sin distorsion cuando r < k, y entonces, por linealidad, la accion

del filtro no distorsiona a polinomios arbitrarios de grado < k.

Construcciéon de un filtro que no distorsiona una tendencia cuadratica y

suprime una componente estacional de periodo 3.
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Puesto que el filtro @ = {a;} no distorsiona tendencias cuadréticas, el
lema precedente establece que las condiciones (3.5.1) deben satisfacerse con k = 2.
Ademds, puesto que a se supone simétrico, la igualdad ) ;a5 =0 se satisface
automaticamente. Por lo tanto, en el presente caso de un filtro simétrico, las
ecuaciones (3.5.1) se reducen a:

N

N
 aj=1, ) aj®=0. (3.5.3)

j=—N j=—N

A continuacién se explorara la restriccion de que el filtro elimina una com-
ponente estacional {s;} de periodo 3, la cual satisface s; = s;_3 para cada t v,
por lo tanto, s_1 + sg + s1 = 0. Esta igualdad muestra que la clase de todas las
tendencias de periodo tres es un espacio vectorial de dimensién 2. Considere la

tendencia {5;} especificada por:

S_1 = —1, §0 = O, §1 =1.

Esta tendencia, asi como de las tendencias retardadas {5;_1} y {5;_2} se

presentan a continuacion:

t: - -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Sgro oo —1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Sg—1: e 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 (3.5.4)
St v 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1
El filtro o = {a;} que se busca debe satisfacer:
N
Z a;j5;—; =0, para cada entero ¢. (3.5.5)
j=—N

Puesto que {5;} tiene periodo tres, esta ecuacién se satisface si y sélo si, es vélida

para tres valores consecutivos de t, digamos, t = 0, 1, 2:

N
Z Cng_j = 0, Z aj§_1_j = 0, Z ajé_g_j =0.

j=—N j=—N j=—N



39

En lo que concierne a la primera igualdad, observe que s; = —5_;, por
(3.5.4); luego, usando la condicién de simetria a; = a_j;, la primera ecuacién se
satisface. Note ahora que §_o_; = —(5_1_; + 5_;), asi que la segunda igualdad

implica la tercera. Por lo tanto,

> ajia ;=0 (3.5.6)

y esta igualdad es equivalente a (3.5.5). Observe también que si {5;} satisface
(3.5.5), entonces tal relaciéon también es vélida para {S;_1}; puesto que {5;} y
{5:—1} son linealmente independientes y el espacio de tendencias estacionales con
periodo tres tiene dimensién 2, se sigue que el filtro simétrico « = {a;} elimina

tendencias con periodo tres si y sélo si, (3.5.6) ocurre.

A partir de (a) y (b), el filtro buscado debe satisfacer las siguientes ecua-

ciones:

N N

N
Z a; = 1, Z CijQ = 0, Z aj§_1_j =0.

j=—N j=—N j=—N

Este sistema consta de tres ecuaciones, y para asegurar consistencia al menos tres
incognitas deben estar involucradas. Asi, se selecciona el valor N = 2, puesto
que en este caso el filtro o = {a;} estd determinado por la tripleta ag,aq,as.
Sustituyendo N = 2 y usando la simetria del filtro, las ecuaciones anteriores
pueden escribirse explicitamente como sigue:
ag + 2a1 4+ 2as =1
a1 +4as, =0
—ap+ a1+ az =0.
La solucion a este sistema es a9 = 3/9, a1 = 4/9, ay = —1/9, y entonces el filtro

que se busca esta dado por:

a; =0, [t >2, a0:§, a1 =a_1=—, a3 =0_9 = ——.
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CAPITULO 4

PROCESOS ARMA

En este capitulo se introduce una clase importante de procesos estaciona-
rios que surgen resolviendo ecuaciones en diferencias, los cuales se denominan
procesos ARMA. La variablilidad de esos procesos se debe a la presencia de un
ruido blanco que influye en los datos observables de una manera simple, generando
un modelo que es sencillo de analizar, pero lo suficientemente versatil para ser uti-
lizado, ya que la funcién de autocovarianza de cualquier serie estacionaria {Y;}
puede aproximarse, tanto como se desee, por la funcién de autocovarianza de un
proceso ARMA adecuadamente seleccionado. La presentacién incluye una dis-
cusion sobre la existencia y unicidad de processos ARMA, y finaliza con la intro-

duccion del concepto de causalidad de un proceso respecto a un ruido blanco.

4.1. Procesos ARMA

En esta seccién se introduce una clase muy importante de procesos esta-
cionarios, a saber, la familia de procesos autorregresivos y de promedios moviles,

comunmente referida como la clase ARMA de series estacionarias.

Definicién 4.1.1. Considere un ruido blanco {Z;} ~ WN(0,0?) y sea {X;} una
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serie estacionaria con media nula.

(i) La serie {X;} es un proceso de promedios moéviles de orden ¢

MA si existen numeros (reales) 64, ..., 0, tales que:
( q ) y Uq q

Xt - Zt + 912,5_1 —|— et —|— qut—q

(ii) El proceso {X;} es autorregresivo de orden p (AR(p)) si

Xe =1 X1+ -+ 0, X4 + 74

para nimeros (reales) ¢1,. .., ¢p;

(iii) La serie {X;} es un proceso autorregresivo y de promedios méviles
de orden (p,q) (ARMA(p,q)) si existen ndmeros ¢i,...,¢, ¥

01,...,04 tales que:

Xi=1 X+ + 0, Xe p+ Ze+01Ze 1+ +0,7Z—4. (4.1.1)

Son varias las razones por las que los procesos ARMA desempenan un
papel importante en la teoria y aplicaciones de las series de tiempo: Primeramente,
el problema de prondstico puede analizarse de manera sencilla para esos procesos,
y algoritmos generales—como el algoritmo de innovaciones—se implementan de
manera simple y eficiente para estos procesos. Por otro lado, es claro que ningin
proceso real obedecera de manera exacta a un modelo tedrico, pero para cualquier
proceso estacionario {Y;}, es posible seleccionar un proceso ARMA {X;} cuya
funcién de autocovarianza esta arbitrariamente cercana a la de {Y;}, en el sentido
de que maxy, |vx (h) — vy (h)| es tan pequena como se desee si el orden (p, q) y los
coeficientes del proceso ARMA se eligen adecuadamente (Brockwell y Davis, 1998;
Fuller, 1988).
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Si¢1,...,0py 01,...,0, son como en la Definicién 4.1.1, los polinomios

¢(z) y 6(2) se especifican mediante:

O(2) =1+06121+ -+ 6,27 (4.1.2)

P(z) =1— 121 — -+ — Pp2¥, (4.1.3)

los cuales se denominan polinomio de promedios méviles y autorregresivo, respec-
tivamente. Evaluando estos polinomios en el operador de retardo B, se obtiene

que:

0B)Zy=14+60,B+---+0,B)Zi =Zy +01Zi_1+ -+ 0,2

PB) Xy =(1=g1B— =B Xy =Xy =1 Xy 1 — - = 9p Xy

de tal manera que las ecuaciones que satisface un proceso {X;} cuando es MA(q),

AR(p) o ARMA(p, q) pueden escribirse como:

Xt = G(B)Zt, ¢(B)Xt = Zt, y QZS(B)Xt = G(B)Zt,

respectivamente. Las siguientes secciones se ocupan de los problemas de existencia
y unicidad de soluciones a la ecuacién (4.1.1). Mas explicitamente, se analizaréan
las siguientes preguntas: Dado un ruido blanco {Z;} y los polinomios 6(z) y ¢(2)
. Existe un proceso estacionario {X;} que satisfaga (4.1.1)7 y en caso afirmativo

;es unica la serie {X;}?
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4.2. Existencia

En esta seccion se establece un criterio suficiente para garantizar que las
ecuaciones (4.1.1) tengan una solucién {X;}. Las condiciones involucran a las
raices del polinomio autorregresivo ¢(z). Primeramente, note que si ¢(z) = 1,
las ecuaciones (4.1.1) se reducen a X; = 0(B)Z; = Zy + 01Z4—1 + -+ + 0,244,
t=0,+1,£2,..., ecuaciones que claramente tienen solucién unica. En adelante,
se supondra que ¢(z) tiene grado p > 1, de manera que ¢, # 0. En este caso, ¢(2)

posee p raices, las cuales (pueden repetirse y) se denotaran mediante &1, ..., ).

(&) =0, i=1,2,...,p. (4.2.1)

Debido a que ¢(0) = 1 (vea (4.1.3)), el polinomio autorregresivo se factoriza como:

p

6(2) = (1— 2/&0)(1 — 2/€) -~ (1 — 2/&) = [[(1 = 27). (4.2.2)

=1

Teorema 4.2.1. Si las raices del polinomio autorregresivo ¢(z) satisfacen:

’52’#15 i:1727"'ap7
entonces las siguientes afirmaciones (i)—(iii) son validas.

(i) La funcién 1/¢(z) se expande en serie de Laurent alrededor del
circulo unitaro |z| = 1 ( Alfhors, 1980; Rudin, 1984; Apostol,
1980). Ma4s precisamente, existen constantes Ry y R con

Ry < 1 < Ry tales que:

ﬁ = Z k;Zk, Ry < |Z| < Ry (423)
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donde la serie converge absolutamente en la region indicada,
oo

> | kllelf < o0, Ro <zl < Ri.

k=—00

(ii) Considere la sucesion = { j, k=0,+1,42,...} y el correspon-

diente filtro (B). Si la serie estacionaria {X;} se define como:
Xt - (B)Q(B)Zt, t:(),:l:l,:l:Q,...,

entonces {X;} satisface las ecuaciones ARMA en (4.1.1).

(iii) Si{X;}y {X,} son dos soluciones a las ecuaciones (4.1.1), entonces

X; = Xt para todo t.

De acuerdo a este resultado, cuando las raices de ¢(-) no tienen mdédulo

1, entonces existe un proceso estacionario que satisface las ecuaciones ARMA
) )
y dicho proceso es unico. El argumento para establecer este teorema utiliza los

resultados preliminares que se establecen en el siguiente Lema.

Lema 4.2.1. Sea a nimero (complejo) tal que |a| # 1. En este caso, las siguientes

expansiones en serie son validas para 1/(1 — z/a).

(i) Si|a| > 1, entonces, para cada entero positivo m,

1 o0 ( k )Zk—m—|—1 ‘ ‘ ’ ’
—_— = — 81 |z| < |al.
_ m _ k—m-+1
(1-2/a) S \m—1/a
Similarmente,

(ii) Cuando |a| <1y m=1,2,3,...

1 I ko \akt!
m = (—1) Z m—1 Zkﬁ, cuando |a| < |Z|

k=m—1
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Demostracién. Recuerde que para cualquier nimero complejo r con |r| < 1, se

tiene la siguiente expansiéon en serie:

1 NS E Nk
T :nh_{réOkZ_Or :kz_or . (4.2.4)

Usando esta relacién con |r| en lugar de r, se tiene que:

Dol =1/ =) < oo,
k=0

de manera que la convergencia de la serie anterior es absoluta. Puesto que una
serie puede derivarse término a término en su regién de convergencia (Fulks, 1982;

Khuri, 2002), a partir de (4.2.4) se desprende que:

d 1 B b1
drl—r 1—r Zkr

Derivando sucesivamente,

d 1
< k(k —1)r
dr(l—r)2 1—r Z

d 1 >
— =Y k(k — 2)rk=3
P iR >k )r
k=3
d 1 4-3-2-1 >
— = E:k: —1)( k — 3)rk—4
dr (1 —r)* (1—r)° — 2 )r

En general, aplicando esta idea, se llega a la siguiente expresién para cualquier

entero m > 1,
(m—1)! .- k—m+1
— k)7
k=m-—1
donde (k)s = k(k—1)---(k— s+ 1) es el nimero de permutaciones de tamano s

de un conjunto de tamano k. Recordando que:
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se desprende que:

1 S k k—m+1
—_ = m 1 =1,2,... 4.2.5
— 1<m_1)r <1 m=12 (4.25)

k=m—

donde la serie converge absolutamente.

(i) Suponga que |a| > 1y sea z tal que |z/a| < 1. Sustituyendo r por

z/a en (4.2.5) se desprende que:

1 0 k Zk;—m—i—l
_— = 71 < 5 - 1,2,...
(1 — z/a)m L (m o 1> ak—m+1 |Z| |CL’ m

(4.2.6)
y la serie es absolutamente convergente.
(ii) Suponga ahora que |a| < 1 y sea z tal que |a/z| < 1, esto es
|z| > |a|. Usando (4.2.6) con a/z en lugar de r, se obtiene:
1 OO k aqk—m+1
(1—a/z)m - Z (m — 1) Zh—m+1’
k=m-—1
multiplicando ambos lados por 1/(z/a)™ = (a/z)™ se desprende
que:
1 B i k aF+1
(z/a—1)m L~ \m—1 Zkt+17

y entonces, para todo z tal que |z| > |a|

1 0 k ak+1
— = (-1)™ — =0,%1,%£2,...
(1—2z/a)m (=1) (m—l) St TS EL TS
k=m-—1
Demostracién del Teorema 4.2.1. Sean aq, ..., aq las raices diferentes de ¢(-). Con

esta notacion, cada a; es igual a algin §; en (4.2.2); si m; es el nimero de veces
que a; se repite en la sucesién &1, ..., &y, la factorizacion (4.2.2) puede escribirse

COImao:
d

o(=) = [J(1 - 2/a))™

=1
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de manera que:
L ! (4.2.7)
$(2)  TIE, (1 — z/a;)™ -

Utilizando la descomposiciéon en fracciones parciales para una funcién

racional (Fulks, 1982; Khuri, 2002), la anterior expresién puede escribirse como:

Por el Lemma 4.2.1, cada término en la suma precedente puede expresarse

COoImao:

Aji = ()
(- z/a)y 2w

k=—0o0

donde la serie converge absolutamente en una regién de la forma:
Rij < ‘Z ‘ < Rij

donde R;; < 1 < R". Combinando las tres relaciones desplegadas se des-
prende que 1/¢(z) puede expresarse como en (4.2.3), donde la serie converge

absolutamente en la regién Ry < |z| < Ri, y las constantes estan dadas por

Ro=max{R;;} <1y Ry =min{R"7} > 1.

(ii) Como la serie en (4.2.3) converge absolutamente en una regiéon que
incluye al circulo unitario, se desprende que la ), | x| < co. Por lo tanto, el filtro

(B) estd bien definido y la serie X; = (B)0(B)Z; es estacionaria. Mds atn,
¢(B)X: = ¢(B) (B)0(B)Z; = 0(B)Z, (4.2.8)
pues, recordando que ¢(z) (z) = ¢(2)[1/¢(z)] = 1 obtiene que:

Wi = ¢(B) (B)W,



48

para cada serie estacionaria, hecho que fue utilizado con W, = 6(B)Z; para es-

tablecer la segunda igualdad en (4.2.8). Por lo tanto, X; satisface las ecuaciones

ARMA.

(i) Si ¢(B)X, = 60(B)Z, y ¢(B)X, = 6(B)Z, entonces
#(B)X; = ¢(B)Xy; aplicando el filtro (B) en ambos lados de esta igualdad
se concluye que X; = (B)¢(B)X, = (B)¢(B)X; = X, completando la de-

mostracién del teorema.

El argumento usado para establecer el Teorema 4.2.1 revela que en la
expansion (4.2.3) aparecen potencias negativas de z s6lo cuando alguna de las
raices & de ¢(z) tiene médulo menor a 1. Este hecho es importante, y para

propésitos de referencia futura se resalta a continuacion.

Corolario 4.2.1. Si todas las raices de ¢(z) tienen médulo mayor que 1, entonces

los coeficientes  en (4.2.3) son tales que j =0 para k < 0, de manera que:

oo

Xy = Z kLt—k-

k=0

4.3. Raices Sobre el Circulo Unitario

El criterio para la existencia de un proceso ARMA establece que si el
polinomio autorregresivo no se anula sobre el circulo unitario, entonces tal proceso
existe. Luego, es interesante analizar que sucede cuando ¢(z) = 0 para algin z
con médulo 1; como se muestra en el siguiente teorema, en ese caso las ecuaciones

ARMA no necesariamente tienen solucién.

Teorema 4.3.1. Suponga que los polinomios ¢(z) y #(z) no tienen raices comunes.

En este caso, si ¢(a) = 0 para algin nimero complejo « con || = 1, entonces, no
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existe proceso estacionario {X;} que satisfaga las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z,

t=0,+1,42,...

Demostracién. Como ¢(z) y 6(z) no tienen raices comunes, la condicién ¢(a) =0
implica que:

0(a) # 0. (4.3.1)

Por otro lado, debido a que « es una raiz de ¢(z), es posible factorizar
¢(z) como:

6(2) = (1 2a71)é(2) (4.3.2)

donde el polinomio &(z) tiene grado p — 1. A partir de este punto el argumento es
por contradiccién. Suponga que para algin proceso estacionario {X;} se satisface

que:

y considere el nuevo proceso estacionario {Y;} especificado mediante,

Yy = ¢(B)Xq

En este caso,
Yi—a ', = (1-Ba )Y,
— (1- Ba")é(B)X,
= ¢(B)X;
= 0(B)Zt,
donde se utilizé la factorizacién (4.3.2) para establecer la tercera igualdad. A

continuacién, a partir de la igualdad Y; — a~'Y;_1 = 0(B)Z; se desprende que:

Y; =0(B)Z; +a Y, 1 =0(B)Z; + o 0(B)Z;_1 + o Y,
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y en general, para cada entero positivo IV,

N
Yo=Y a"0(B)Zix+a N Yin
k=0

Ahora se estudiara la suma en esta expresion:

N N q
> aFOB)Zik =Y a "> 0.2 ks
k=0 k=0 s=0

N g
= Z Z aik‘gsthkfs

k=0 s=0
de donde se desprende que:
N ¢
YVi—a VYN =) 0> a 0.2 4 (4.3.3)
k=0 s=0

En esta iltima sumatoria, se agruparan los términos de acuerdo al valor

de m = k + s, y luego se sumara desde m = 0 hasta su valor maximo, que es

m= N +q,
N q N+q
E E Q OsZt—k—s = § 5 o esZt—k—s
k=0 s=0 m=0 s,k: s+k=m
0<s<gq, 0<kK<ZN
N+q
— g E Oé_kQSZt_m
m=0 s,k: stk=m
0<s<gq, 0<k<N
N+q
= E Zt—mCm
m=0
donde,

em= Y ot (4.3.4)
s,k: s+k=m

>89, VSR>

combinado este desarrollo con (4.3.3) se obtiene:

N+q
Yi—a ¥ WYin1= ) Zimem (4.3.5)

m=0
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Ahora se analizard el valor de ¢,,. Suponga que ¢ < m < N y note que
en la suma que define a ¢,,, la igualdad £k = m — s ocurre y 0 < s < ¢, de manera

que la condicién 0 < k < N se satisface automaticamente. Por lo tanto,

Crn = E a~ kg,
s,k: s+k=m

>5%4q9, USR>S

_ Z Oé—(rn—s)‘gS

0<s<gq,
q
=a ™ ZOASQS =a "f(a)

s=0

y puesto que |a| = 1, se desprende que:
lem| = 10(a)] sig<m<N. (4.3.6)
Tomando ahora la norma cuadratica en ambos lados de (4.3.5) y recor-

dando que {Z;} ~ WN(0,0?), se obtiene que (Graybill, 2001; Lipchutz, 1995):

N+q
1V —a™ VY na|® = Z 1 Ze—mll*lem| > Z 1 Ze—mll*|cm ?

y entonces,

N
IY: =MWyl 2 ) o®l8(a)? = (N — q)o”|6(a) .

m=q

Finalmente, la desigualdad del triangulo y la estacionaridad de la serie

{Y;} implican que:
IYe — =¥ Yoo vl < ¥l + el VT Yeo v ]| < 29v(0)
y junto con la precedente desigualdad desplegada, esta relaciéon implica que:

29y (0) = (N = ¢)o”[|6()[”
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y entonces,

27y (0)
N —q

> o?|6(a) .

Tomando el limite cuando N tiende a infinito, se llega a 6(«) = 0, lo cual
contradice (4.3.1). El origen de esta contradiccién es el supuesto de que existe una
serie estacionaria { X;} que satisface ¢(B)X; = 0(B)Z;, por lo que se concluye que

tal serie no existe.
4.4. Causalidad

De acuerdo al Teorema 4.2.1, cuando el polinomio autorregresivo ¢(z) no
tiene raices sobre el circulo unitario, las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z; tienen la
unica solucién

o0

Xe= Y wZix (4.4.1)

k=—oc0
donde (2)=>"p2 . k2" =0(2)/¢(z). La perturbacién Z; se manifiesta en el

tiempo t, asi que,
[e e}
si =0 para k < 0, entonces X; = Z bl t—k
k=0

y la observacion X; es una funcion de las perturbaciones Z,. que han ocurrido antes
de t, o en el tiempo t. En contraste, si ; # 0 para algiin £ < 0, entonces la suma
en (4.4.1) contiene el término (Z;_g, en el cual t — k > t, indicando que Z;_ se
manifestara en un tiempo posterior a t, de modo que X; depende de perturbaciones
que surgiran en el futuro, situacién que no se antoja razonable. Cuando § =0
para k < 0, se dice que la serie {X;} es una funcién causal de {Z;}. A partir de
la demostracién del Teorema 4.2.1, es claro que para que un coeficiente j con

k < 0 sea no nulo es necesario y suficiente que el polinomio autorregresivo ¢(z)
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tenga raices dentro del circulo unitario. Por lo tanto, la causalidad del proceso

{X:} depende sélo del polinomio autorregresivo.

Definicién 4.4.1. Un polinomio ¢(z) de grado p mayor a cero se denomina causal
si y solo si, todas sus raices {1,&a,...,&, se ubican fuera del disco unitario, esto
es,

|§¢|>1, 1=1,2,...,p.

Debido a que determinar las raices de un polinomio ¢(z) no es, en general,
una tarea sencilla, es conveniente disponer de un criterio que permita decidir si el
polinomio es causal o no, sin determinar sus raices. En la literatura, es posible
encontrar enunciado uno de tales criterios para polinomios de grado dos, el cual se
discute a continuacion. Como se vera después del siguiente analisis, el problema de

construir un criterio para la causalidad de un polinomio es realmente interesante.

Ejemplo 4.4.1. En la literatura se propone el siguiente criterio para la causalidad

de un polinomio,
$(2) =1 = d12 — $o2°
de grado dos con coefficientes reales. Para que ¢(z) sea un polinomio causal es

necesario (Brockwell and Davis, 1998) que los coeficientes (¢, ¢2) satisfagan,

¢1+ ¢ < 1,
P1 — P2 < 1, (442)
2| < 1.

Estas condiciones se proponen como necesarias y suficientes en Shumway y Stoffer

(2006).

A continuacién se analizard la necesidad de las condiciones (4.4.2) para

la causalidad de ¢(z). Como antes, las raices de ¢(z) se denotardn mediante &;
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y &. Utilizando que ¢(z) = (1 — &7 '2)(1 — &5 '2) se desprenden las siguientes
expresiones para los coeficiente ¢1 y ¢s:

1 1 1

:_—f—_’ = —— 4.43
"Tate ”T e 443)
Para verificar la necesidad de las condiciones (4.4.2) debe mostrarse que:

&1 >1 vy |&] >1= (4.4.2). (4.4.4)

Considere los siguientes dos casos:

Caso 1: Las raices de ¢ son genuinamente complejas, en el sentido de que su

parte imaginaria es no nula:

& =a+ib, y & =a—1ib, b#D0.

En estas circunstancias

b L L2 1 1
"Ta+ib Ta—ib a2+02 7 (a+ib)(a—ib)  a?+ b
asi que,
2a +1
¢1—¢2—az—+b2-
Observe ahora que:
20 +1
-2 <1l <= —5—— <1
1 — P2 2D

— 2a+1<a®+1?
— 2<(a—1)>2+b?

Asi, si (4.4.4) ocurre, entonces debe tenerse la siguiente implicacién:

a2 +0°>1=2<(a—1)2 +0°

Sin embargo, poniendo a = 1.01 y b = 0.01 se sigue que a®> +b*> > 1y
entonces, (a — 1)% + b = 0.0002 < 2, de manera que la implicacién anterior no se

satisface, y por lo tanto en el caso actual, la afirmacién (4.4.4) no es correcta.
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Caso 2: Las raices & y &2 son reales.
En este contexto se analizaran tres casos exahustivos.

(i) & > 0y & > 0. En esta situacién, si (4.4.4) es valida, entonces la

siguiente afirmacién es correcta:

&1>1 y L>1=¢1—¢2<1

Por medio de (4.4.3) esto es equivalente a:

o+ &+ 1
&1&2

Sin embargo, poniendo &; = 2 = &5, no es dificil ver que que la an-

&>1 y &L&>1= <1

terior implicacién es falsa. En consecuencia, (4.4.4) falla también

en el cotexto actual.

(ii) & <0y & < 0. En estas condiciones, £&1&, >0y

(¢—¢2—§1+§2+1< & =—<0<1
£ < —1 &1&2 X &1&2 512
y = ¢1+¢2:§1+£2_ < & = _<0<1
€ < —1 . 51521 §&1& &
‘¢2|= =— <1
\ 1§1&| &1

Asi, (4.4.4) ocurre en el presente contexto.

(iii) Las raices son reales con diferente signo. En este caso £1&3 < 0y,
sin pérdida de generalidad, puede suponerse que & < 0 y & > 0.

Note ahora que:

§<-1y &>1=¢2<0 y |2 = EE
E1<—1 y &£>1=66<0, &>1 y G+&+1>6
& +&+1 i

g8 &

<1

=& >1

S1+&6&+1
§1&2
= 91— @2 <1

=91+ P2 <1
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donde la pentltima implicacién se debe a (4.4.3), y la desigualdad
¢ < 0 fue utilizada en el ultimo paso. Las dos tltimas rela-
ciones desplegadas implican que (4.4.4) ocurre en las presentes

circunstancias.
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CAPITULO 5

CRITERIO INTEGRAL DE CAUSALIDAD

En este capitulo se presenta el resultado principal de este trabajo, a saber,
un criterio para determinar si el polinomio autorregresivo de un proceso ARMA es
causal. El criterio en cuestién involucra la integral de una funcién racional sobre
el circulo unitario en el plano complejo, y es un caso particular del denominado
teorema del residuo en la teorfa de funciones de variable compleja (Alfhors, 1980);
sin embargo, hasta el mejor de los conocimientos del autor, este criterio no ha
sido explicitamente establecido ni utilizado en la literatura de series de tiempo.
Asi, la presentacion inicia con una discusién de la integral de una funcién continua
sobre el circulo unitario, y se ejemplifica esta nocién en los casos mas sencillos y
utiles. Posteriormente, se establece el criterio de causalidad para un polinomio, y
se demuestra la validez del criterio en el caso més simple, a saber, aquél en que el
polinomio bajo analisis es de grado uno. Utilizando este caso particular, el criterio
general se demuestra por medio de la descomposicién en fracciones parciales de
una funcién racional (Fulks, 1980; Khuri, 2002). La presentacién conluye con una

implementacion practica del criterio en el lenguaje R.
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5.1. Integrales Sobre el Circulo Unitario

El criterio de causalidad para un polinomio ¢(z) que se presenta en la
siguiente seccién involucra la idea de integral de una funcién sobre el circulo de
radio 1 en el plano complejo, concepto que se introduce a continuacién. Primera-

mente, defina:
C = {z|z es un numero complejo con |z| = 1}.

Definicién 5.1.1. Dada una funcién continua f(-) sobre el circulo C, la integral de

f sobre C se denota mediante [, f(z)dz y se define como:

/f(z)dz:z’ ’ f(e?) e a.
C -7

La racionalidad detras de esta especificacién, proviene de la observacién
de que, cuando A varfa en (—7, 7], el punto z = e** = cos(\)+1isin(\) recorre todo
el circulo C una vez y dz/d)\ = ie”*. Note que si f y g son dos funciones continuas

definidas en C, entonces para todos los niimeros complejos a y b,

/C[af(z)—i—bg(z)] dz:a/cf(z) dz+b/cg(z) dz,

es decir, la integral sobre C es una transformacion lineal, y

/cf(z)dz—/cg(z)dz

vea, por ejemplo, Apostol (1980), o Royden (2003). Ahora se ilustrara esta idea

< / ") - gle™)] (5.1.1)

—T

en un caso muy simple y util.

Ejemplo 5.1.1. Si n es un entero y f(z) = 2", entonces f(e*) = ™ por lo tanto,

/ Z2"dz = z/ e e g\ = z/ DA g,
C - -7
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Entonces, si n # —1, utilizando que la funcién A — e** tiene periodo 2,

ei(n+1)/\
/z” dz = ———

/z_ldz:i/ eio’\d)\:z'/ d)\ = 2i.
C -7 -

/z” dz = {0’ oo 7L (5.1.2)
C

2w, sin = —1;

_ ei(nJrl)Tr . efi(n+1)7r =0,

mientras que:
En consecuencia,

particularmente si P(z) = pg+p12+- - -+prz” es un polinomio arbitrario de grado

k, entonces [, P(z)dz = 0.

5.2. Criterio de Causalidad

En esta seccién se utiliza la idea de integral sobre el circulo unitario para
obtener una férmula para el nimero de raices de un polinomio arbitrario ¢(z)
que se ubican dentro del circulo unitario. Primeramente, sean a1, ..., aq las raices

diferentes de ¢(z), de tal manera que:

d
$(2) =c(z —a))™ - (z —ag)™ = c[[(z = a;))™ (5.2.1)
donde m; es la multiplicidad de la raiz a;, de modo que:

mgq

es el grado del polinomio, y ¢ = (—1)*¢(0)/[a]"* - --al)'*]. Contando las multi-
plicidades, el nimero de raices de ¢(z) que se ubican dentro del circulo unitario

[SioH

> omy, (5.2.2)
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y el siguiente resultado establece que dicho niimero puede expresarse mediante

una integral sobre el circulo unitario.

Teorema 5.2.1. Si ¢(2) es un polinomio con raices distintas aq, as ..., a4, cada una
con multiplicidad my, ma, . .., mg, respectivamente (como en (5.2.1)), y si ¢(z) # 0

para todo z tal que |z| = 1, entonces:

(i)

1 [¢'(2)

P dz = my;.
211 Jo o(z) ; azil<1
Por lo tanto,

(ii) El polinomio ¢(z) es causal si y sélo si,
/
/ ¢(2) dz = 0.
c #(2)

La expresién en la parte (i) de este teorema es conocida en la teoria de

funciones de variable compleja, y se desprende de forma directa de la denominada
férmula de Cauchy (Alfhors, 1980; Rudin, 1984); sin embargo, hasta el mejor de
los conocimientos del autor, esta idea no se ha usado directamente en el analisis
de series de tiempo. Antes de abordar la demostracion del Teorema 5.2.1 en forma

general, primero se estudiara un caso particular sencillo.

5.3. El Caso de un Polinomio Lineal

Considere un polinomio ¢(z) de grado 1, de tal manera que ¢(-) se escribe

CcOomao:
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donde a es la tnica raiz de ¢(z). En este caso ¢/'(z) = ¢ y entonces,

P'(z) ¢ 1

¢(z)  clz—a) z—a’

AOI
o=

Usando esta relacién, la parte (i) del Teorema 5.2.1 establece que, si |a| # 1,

de manera que:

entonces,

1 1 1, sila| <1
— [ ——dz= o 5.3.1
21t Jo 2z — a : {O, si la] > 1. ( )

El objetivo de esta seccién es verificar esta expresion.

Lema 5.3.1. Si |a| # 1, entonces la férmula (5.3.1) es valida.

Demostracién. Suponga que |a| < 1. En este caso, para cada z tal que |z| =1 se

tiene que:

1 _1 Zaz :iakzk1
z—a zl—az™
k=0
donde la segunda igualdad se debe a la expansién (4.2.4) aplicada al caso r = az™1;
recuerde que |z| = 1 y note que |[r| = |az™!| = |a| < 1, de manera que la aplicacién
de (4.2.4) es legitima. Ahora, defina S,,(z) como la n-ésima suma parcial de la

serie anterior, esto es:

Sp(z) =) aFz7F1 (5.3.2)
k=0
y observe que:
1 ko, —k—1 - k| _ "+
k=n-+1 k=n+1

Por lo tanto, aplicando la desigualdad (5.1.1) se desprende que:

1 s n+1 n+1
/ dz — / Sy (2) dz g/ 1™ gy gpld™
czZ—a c 1—|af 1—|CL|
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y tomando limite conforme n tiende a oo, esta relaciéon implica que:

1
/ dz = lim [ S,(z)dz. (5.3.3)

Observe ahora que para cada entero positivo n,
n
Sn(z) = E a2 =2 e a4 Fa"e T
k=0

de tal modo que:

/Sn(z)dz:/z_ldz+a/z0dz+a2/zdz+-~+a"/z_"_ldz;
C C C c c

utilizando la igualdad (5.1.2) establecida en el Ejemplo 5.1.1, es claro que todas
las integrales en el lado derecho se anulan, excepto la primera que es igual a 27,
y por lo tanto [, S, (z)dz = 2mi; combinando esta relacién con (5.3.3) se obtiene

que:
1 1

21t Jo z —a

dz=1 cuando |a| < 1,

de conformidad con (5.3.1).

Suponga que |a| > 1. En esta circunstancia observe que para cada z tal

que |z| =1 se tiene que:

o0 oo

kg —k — Z kg —k—1
0 k

=0

1 1 1

1
z—a al—zat  afz

donde, como antes, la segunda igualdad se debe a la expansién (4.2.4) aplicada al

caso r = za~!; note que, como |z| = 1, se tienen las relaciones

7| = |za™!| = |a|™! < 1, de manera que la aplicacién de (4.2.4) es posible. Pro-
cediendo de manera similar al caso anterior, defina S,,(z) como la n-ésima suma

parcial de la serie que aparece en el desplegado precedente, es decir,

Sn(z) = Zn: ZFa=F1 (5.3.4)
k=0
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y note que:
1 ko k1 - k—1 Ja| !
z_a—Sn(Z) = Z z a S Z ‘CL’ _m
k=n-+1 k=n+1

Combinando esta relacién con la desigualdad (5.1.1), se concluye que:

1 ™ —n—1 —n—1
/z adz—/Sn(z)dz §/ Ld)\ZQﬂ"al—
c®— c

« 1 —lal™! 1—a|="
y tomando el limite conforme n tiende a oo, esto implica que:

1
/ dz= lim [ S,(z)dz. (5.3.5)
C

zZ—a n—o0 [

Para concluir, note que para cada entero positivo n,
n
Sn(2) = E o =20 f2a® 4+ 22a -+ 2"aT T
k=0

de tal modo que:

/c Sn(z)dz

—a_l/zodz+a0/zdz+a1/z2dz+-~~+a_"_1/z"dz;
C C C C

utilizando de nueva cuenta la igualdad (5.1.2) establecida en el Ejemplo 5.1.1, es
claro que todas las integrales en el lado derecho se anulan, y entonces, [ cSn (2)dz =

0; combinando esta relacién con (5.3.5) se obtiene que:

1 1

_ dz=0 cuando |a|] > 1,
21 Jo z —a

completando la verificacién de (5.3.1).

5.4. El Caso General

En esta seccion se establecera el Teorema 5.2.1 para un polinomio arbi-

trario ¢(-) de grado positivo.
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Demostracién del Teorema 5.2.1. Factorice ¢(z) como en (5.2.1), y suponga que

ninguna de las raices diferentes a; tiene moédulo 1. A partir de la relacion,

d

o(2) =] [(z —ai)™,

=1

la formula para la derivada de un producto permite concluir que:

) =ea T G-a™

z
1<i<d
=cmy(z —ap)™ ! H (z—a;)™
2<i<d
+ema(z —ag)™ ! H (z —a;)™
1<i#2,i<d
+cms(z —az)™ ! H (z —a;)™
1<i#3,i<d
_|_ e
+cmd(z—ad)md_l H
1<izd,i<d
y entonces,
¢'(z) _ 3 mi
¢(2) = T W
Por lo tanto,
, d
1
gb(z)dz:Zmi/ dz
c () i—1 c?—a

y combinando esta igualdad con el Lemma 5.3.1, se desprende que:

G,
Lo E 2 m

i a;|<1

estableciendo la parte (i), y a partir de este punto la parte (ii) se obtiene de

inmediato.
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5.5. Implementacion del Criterio

El Teorema 5.2.1 expresa la cantidad de raices de un polinomio que se
ubican dentro del circulo unitario mediante una integral y, por supuesto, la gran
ventaja de la férmula establecida en el Teorema 5.2.1(i) es que la integral puede
calcularse, al menos aproximadamente, sin conocer las raices. Para propdsitos
de ilustracion, a continuacion se muestra la implementacién de un algoritmo para
evaluar el nimero de raices de un polinomio que tienen médulo menor a uno. Para

empezar, note que:

L[S L[

211 iA
mi Je ¢(2) o (b/(ei:w)) | (5.5.1)
ISR GO

donde la segunda igualdad se obtuvo a través del cambio de variable A = mw. Para
calcular esta ultima integral se utilizo6 el lenguaje R. La idea del procedimiento es

la siguiente:

e Primero, se formul6 una funciéon que permite evaluar un polinomio de grado
mayor o igual a 1 en cualquier punto deseado z. Dicha funcién se denominé
evalpol y acepta dos argumentos: el primero es un vector p = (pg, p1,-- -, Pn) que

corresponde a los coeficientes del polinomio:
po+tpiz+-+pp2”

para el cual se desea determinar el nimero de raices dentro del circulo unitario.
El segundo argumento es un nimero z, y la funcién devuelve el valor p(z), que se

calcula de manera anidada como sigue:

p(x) :.T*(I*("'(CC*($*(pn*x+pn_1)+pn_2)+pn_3)"'—|—p1)+p0

El cédigo de la funcion es el siguiente:
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evalpol <- function(p, x) {
n<- length(p)
suma <- p[n]
for(i in ((n-1):1)) suma <- suma*x + p[i]

suma }

e Posteriormente, se define una funcién que calcula la mitad de la integral en

(5.5.1) de manera aproximada mediante una suma de Riemman:
1 1 eiﬂ'w ) 1 / eiﬂ'wi )
_/ ()b( >€”rwdw%—z¢<. v)ezﬂwiA
2 1 ¢(ez7rw) 2 - gb(ezmul)
donde dos puntos sucesivos w;y1 y w; estdn separados por una distancia A, y

ademads, wy = —7my w, =1 — A. El cédigo de la funciéon aparece a continuacién:

Criterio <- function(p, Delta= .001) {
n<- length(p)-1
derp <- pl[2: (n+1)] *(1:n)
puntos <- seq(-1, 1, by= Delta)
puntos <- puntos* pix*1li
puntos <- exp(puntos)
N<- length(puntos)
SUMA <- 0i
for(i in (1:N)) {
SUMA <- SUMA+
Deltax* (exp(puntos[i])*evalpol(derp,
puntos[i])/evalpol(p,puntos[i]))
}
cat ("El polinomio tiene ",

ceiling(trunc(Mod (SUMA/2)+.5)),
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"raices dentro del circulo

unitario\n")

}

Note que se incluyé un valor por defecto para A, y que dicho valor es un milésimo.

Para ver la aplicacion de esta funcién a continuacién se analizaran algunos

polinomios:

(a) p(z) = .4 + 23. Este polinomio corresponde al vector de coefi-

cientes p = (.4,0,0,1). Invocando a la funcién Criterio con este
argumento, se obtiene:

> Criterio (c(.4, 0, 0, 1)).

El polinomio tiene 3 raices dentro del circulo

unitario.

Ahora se alterara ligeramente el polinomio anterior para obtener
p(z) = .4+ .22 + 23, polinomio que corresponde al vector p =
(.4,.2,0,1). La aplicacién de la funcién Criterio con este argu-
mento, arroja:

> Criterio(c(.4, .2, 0, 1))

El polinomio tiene 3 raices dentro del circulo

unitario.

La implementacion del criterio de causalidad presentada arriba es, desde

luego, para propésitos de ilustracion, pero muestra que es posible aplicar el Teo-

rema 5.2.1 de manera practica para determinar la causalidad de un polinomio sin

conocer sus raices.
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