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Este trabajo trata sobre dos nociones de convergencia para vari-
ables aleatorias: convergencia en probabilidad y convergencia en
distribucién. El principal objetivo de la exposicion es presentar las
propiedades basicas de estas ideas, como las propiedades de invar-
ianza, e ilustrar los conceptos y resultados por medio de ejemplos
analizados en detalle. Se incia con la introducciéon de los dos mo-
dos de convergencia y posteriormente se estudia la idea de funcién
caracteristica, estableciendo su relacion con los conceptos de conver-
gencia. Usando el teorema de continuidad se demuestra el teroema
central de limite, se muestran aplicaciones adiconales sobre aproxi-
macion de distribuciones, y se concluye estableciendo una versién de
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This work is concerned with two notions of covergence of random
variables: convergence in distribution and convergence in proba-
bility. The main objective is to analyze the basic properties of
those ideas, like the invariance property, and illustrate the concepts
and results by using fully analyzed examples. The exposition be-
gins by defining the two modes of convergence, and continues with
the idea of characteristic function, establishing the connection with
the convergence concepts. Using the continuity theorem, the cen-
tral limit theorem is proved, and additional applications are shown
about approximation of distributions. The presentation concludes
with a version of the law of large numbers for independent random

variables whose common distribution may have infinite variance.
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Capitulo 1

Presentacion

En este capitulo se proporciona una vision general de este trabajo, y de
la motivacién que lo origina. Se establecen los objetivos que se pretenden

alcanzar, y se describe la organizacién del material subsecuente.
1.1. Introduccion

Este trabajo trata sobre nociones de convergencia de variables aleatorias,
las cuales estan presentes desde la interpretacion misma de probabilidad
en términos frecuenciales, hasta las aplicaciones mas comunes en las que
se utilizan aproximaciones (usualmente normales) para determinar tamanos
de muestra, construir intervalos de confianza o probar hipétesis. El teorema
central de limite, que se encuentra en el niicleo de la metodologia estadistica,
se expresa mediante la convergencia en distribucion de variables aleatorias, y
la propiedad de consistencia, la cual es la propiedad méas basica que se puede
requerir de un método de estimacion, se expresa por medio del concepto
de convergencia en probabilidad. Asi, los diversos modos de convergencia
de variables aleatorias estdn presentes en la disciplina estadistica, desde los
aspectos mas tedricos hasta los més aplicados , y su comprenision es, sin
duda alguna, relevante, como lo muestra el hecho de que el tema es abordado

tanto en textos tedricos como en aquellos que enfatizan las aplicaciones; vea,



por ejemplo, Dudewicz y Mishra (1998), Wackerly et al. (2009), Lehmann y
Casella (1999), Graybill (2000), o Montgomery (2011).

La importancia que practica y tedricamente tienen las ideas de conver-
gencia de variables aleatorias es la motivacion fundamental para tratar de
entender de forma rigurosa estos conceptos, asi como los métodos de estudio
de sus propiedades. Como producto de este esfuerzo, al final de este tra-
bajo se establecera una versién de la ley de los grandes niimeros que es mas

general que la que usualmente se encuentra en los textos de nivel intermedio

(Mood et al. 1984, Dudewicz y Mishra 1998, Wackerly et al. 2009).
1.2. Objetivos y la Principal Contribucion

Las principales metas de este trabajo se describen a continuacion:

(i) Presentar una estudio formal y riguroso de las nociones de convergencia

en probabilidad y convergencia en distribucion;

(ii) Formular las propiedades de invarianza de ambos modos de convergencia
e ilustrar su aplicacién para establecer propiedades como la consistencia de

estimadores, o para aproximar distribuciones.

(iii) Entender los instrumentos y resultados analiticos que se emplean para

establecer la convergencia en distribucion y probabilidad.

(iv) Iustrar la aplicacién de los instrumentos analiticos para analizar las
nociones de convergencia de variables aleatorias mediante ejemplos desarrol-

lados, y proporcionar una demostracién del teorema central de limite.

(v) Establecer la ley de los grandes nimeros para muestras de una dis-
tribucién con esperanza finita, pero cuya varianza puede ser infinita.

El trabajo desarrollado en las siguientes secciones para alcanzar esas
metas se basa en la funcion caracteristica de una distribucion de probabilidad,

y utiliza intensivamente dos de sus propiedades:

(a) El principio de unicidad, el cual establece que si dos distribuciones de
probabilidad tienen la misma distribucién caracteristica, entonces las dis-
tribuciones coinciden; en otras palabras, una distribuciéon de probabilidad

esta caracterizada por su funcién caracteristica.

(b) La propiedad de continuidad, la cual establece que la convergencia en

ditribucién de una sucesion de variables aleatorias {W,,} hacia una variable
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aleatoria W equivale a que las funciones caracteristicas de las variables W,

converjan a la funcién caracteristica de la variable W.

Esta tltima propiedad permite trasladar un problema de naturaleza es-
tadistica (la convergencia en distribucién) al terreno del andlisis matematico
(la convergencia de funciones).

Usualmente, los temas tratados en el desarrollo subsecuente se estudian
en textos de nivel intermedio usando de la funcién generadora de momentos
de una dsitribucién; sin embargo, ésta no necesariamente esta definida para
una distribucion arbitraria pues, por lo menos, se requiere que todos los
momentos de la distribucion de interés sean finitos, condiciéon que no es
universalmente valida; vea, por ejemplo Wackerly et al. (2009), o Mood et
al. (1984).

La principal contribucion de este trabajo es abordar los temas por medio de
la funcién caracteristica, e ilustrar de manera detallada los conceptos estu-
diados. Como ejemplo de la potencia del empleo de la funcion caracteristica
como instrumento de andlisis, es oportuno senalar que la versién de la ley de
los grandes nimeros que se establece al final de este trabajo, no se encuentra

en los dos textos anteriromente mencionados.
1.3. El Origen de Este Trabajo

Este trabajo se originé como producto de las actividades desarrolladas en
el proyecto Mathematical Statistics: Elements of Theory and Fxamples, el
cual inicié en el mes de julio de 2011, dentro del Programa de Graduados
en Estadistica en la Universidad Auténoma Agraria Antonio Narro, con la
participacion, por parte de los estudiantes del programa, de Mary Carmen

Ruiz Moreno y Alfonso Soto Almaguer.
Los objetivos basicos del proyecto son:

(i) Ser un entorno de trabajo wvoluntario donde los problemas estadisticos

puedan ser discutidos de forma abierta y fructifera;

(ii) Promover el entendimiento de ideas estadisticas y matemaéticas a través

del andlisis y solucion detallada de ejercicios;

(iii) Desarrollar las habilidades de escritura de los participantes, generando

un conjunto de ejemplos claramente resueltos, los cuales puedan ser utiliza-
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dos por otros participantes del proyecto, asi como por otras comunidades

interesadas en la estadistica, tanto nacionales como extrajeras;

(iv) Propiciar el desarrollo de las habilidades de comunicacién de los partic-
ipantes del proyecto por medio de discusiones y exposicion regular de temas

en seminarios.

Actualmente, las actividades del proyecto giran alrededor de proble-
mas fundamentales en le teoria estadistica a un nivel intermedio—de manera
que el enfoque no utiliza teoria de la medida de forma intensiva—al nivel
del texto de Dudewicz y Mishra (1998). Cuando es necesario obtener infor-
macion a un nivel mas profundo, se ha recurrido a referencias como Lehmann
y Casella (1998), Borobkov (1999) and Shao (2002), mientras que aspectos
probabilisticos méas profundos se han consultado en Loeve (1984), Billinsley
(1998), o Ash (2002). Por otro lado, el andlisis estadistico requiere herramien-
tas algebraicas y analiticas, y en esta direccién se han utilizado referencias
como Graybill (2001), Harville (2008), Apostol (1980), Fulks (1980), Rudin
(1984) Khuri (2002) and Royden (2003). whereasmientras que los aspec-
tos algebraicos necesarios se presentan, por ejemplo, en Graybill (2001) y
Harville (2008).

El enfoque y algunos de los ejemplos presentados mas adelante reflejan

el trabajo desarrollado en el proyecto.
1.4. La Organizacion.

El material subsecuente ha sido organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se discute el comportamiento de una sucesiéon {W,,}
de variables aleatorias conforme n crece; en las aplicaciones, n representa
el tamano de la muestra, y W,, es un estadistico basado en la primeras n
observaciones muestrales. El propdsito principal es introducir la idea de
convergencia en probabilidad, que se refiere al significado de que, conforme
n aumenta, la variable W, se aproxime a una variable aleatoria fija W.
Después de analizar este concepto se presenta la propiedad de invarianza, la
cual establece que, si una sucesion convergente en probabilidad se transforma
mediante la aplicacién de una funcién continua, la sucesion transformada
también converge en probabilidad y, méas ain, el nuevo limite se obtiene

transformando el limite original.



A continuacién, en el Capitulo 3 se estudia la nocién de convergencia
en distribucion de una sucesion de variables aleatorias. En términos de esta
idea se expresa el teorema central de limte, el cual es el resultado medular
en la teoria estadistica. La exposicion analiza la relacién entre los concep-
tos de convergencia en distribucion y en probabilidad, y la invarianza de la
convergencia en distribucién bajo perturbaciones pequenas.

La presentacién continua en el Capitulo 4 estudiando la idea de funcion
caracteristica de una variable aleatoria (o de su distribucién), el cual es
el instrumento analitico esencial para estudiar la nocién convergencia en
distribucién; se presentan las propiedades fundamentales de las funciones
caracteristicas, incluyendo los principios de unicidad y de continuidad.

Finalmente, la exposicion concluye en el Capitulo 5 presentando aplica-
ciones del principio de continuidad; la primera de ellas es la demostracion del
teorema central de limite, y posteriormente se obtienen aproximaciones para
una distribucién geométrica en términos de variables exponenciales, y para
una distribucién binomial usando una distribucion de Poisson. También se
establece la aproximacion clasica para un distribucion binomial por medio
de una distribucién normal, y se concluye con una versién general de la ley

de los grandes niimeros obtenida por medio del teorema de continuidad.



Capitulo 2

Convergencia de Variables Aleatorias

En este capitulo se discute el comportamiento de una sucesién {W,,}
de variables aleatorias conforme n crece; en las aplicaciones, n representa
el tamano de la muestra, y W,, es un estadistico basado en la primeras n
observaciones muestrales. El propodsito principal es introducir la idea de
convergencia en probabilidad, que se refiere al significado de que, conforme n
crece, la variable W, se aproxime a una variable aleatoria fija W. Después
de analizar este concepto se presenta la propiedad de invarianza, la cual
establece que, si una sucesién convergente en probabilidad se transforma
mediante la aplicacién de una funcién continua, la sucesién transformada
también converge en probabilidad y, méas auin, el nuevo limite se obtiene

transformando el limite original.
2.1. Convergencia en Probabilidad

Considere una sucesion {W,,} de variables aleatorias definidas en un mismo
espacio de probabilidad. De manera intuitiva, la sucesién converge en prob-
abilidad a una variable aleatoria fija W si, a medida que n crece, la prob-
abilidad de que W,, se acerque a W tanto como se quiera se acerca a 1.

Formalmente, esta idea se introduce a continuacién:

6
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Definicién 2.1.1. Sea {W,,} una sucesién de variables aleatorias definidas en
un mismo espacio de probabilidad (€2, F, P). En este caso {W,,} converge en

probabilidad a la variable aleatoria W:{) — IR si, y sélo si, para cada ¢ > 0

lim P[|W, — W| > ¢] = 0.
n— oo

Se utiliza la notacién
W, W

para indicar que {W,,} converge en probabilidad a W.

Como punto de partida para analizar la definicién precedente es conve-

niente analizar el siguiente caso sencillo.

Ejemplo 2.1.1. Sea W una variable aleatoria fija, y defina W,, = W + 1/n,
En este caso, se vera que W, T, W. Para verificar esta afirmacién, sea e > 0

y note que |W,, — W| = 1/n, asi que el evento [|W,, — W| > ¢] esta dado por

P, sil/n<e

HW"_W‘>E]:{Q, sil/n>c¢

Note ahora que 1/n < € significa que n > 1/¢, asi que cuando n excede a 1/¢
se tiene que el evento [|W,,—W| > €] es vacio, y entonces P[|W,,—W| >¢] =0

sin > 1/e, lo cual muestra que

nh_)rr;o P[|W,, —W| >¢] =0,
El significado intuitivo de que la sucesién {W,,} converja en probabilidad a
W es que, si n es suficientemente grande, entonces W,, y W diferiran por
menos de ¢, donde € > 0 es la precisién deseada de aproximacion. Note
que, en el caso presente, si ¢ = .001, entonces P[|W,, — W| > .001] = 1 si
n=1,2,3,...,999, esto es, P[|W,, — W| > .001] sera ‘grande’ mientras n no
exceda a 999. En general, que tan grande debe ser n para que P[|W,, — W| >
g] sea ‘pequena’, digamos menor a un ndimero §, depende tanto de € como

del nimero §. O

El siguiente teorema se refiere a la preservacion de la convergencia en

probabilidad bajo transformaciones de las variables aleatorias involucradas.



8

Teorema 2.1.1. Suponga que la sucesién {W,,} y W son tales que W, RN W,
y sea g una funcién continua en un intervalo abierto I que contiene a todos

los posibles valores de W, esto es, P[W € I] = 1. En este caso,

9(Wn) — g(W).

Antes de proceder a demostrar este resultado, es conveniente entender
- . P P
su significado. El teorema establece que si W,, — W, entonces W32 — W2,

. . - P
2 es una funcién continua; similarmente cos(W,,) — cos(W),

pues g(w) = w
ya que g(x) = cos(z) es continua en IR. Suponga que P[W > 0] = 1. En este
caso log(W,,) N log(W) and 1/W,, 51 /W, como se desprende del teorema
aplicado a las funciones g(z) = log(z) y g(z) = 1/z, respectivamente, las
cuales son continuas en el intervalo (0, 00), un intervalo abierto en el que, con
probabilidad 1, se ubican los valores de W. En esta discusién se ha enfatizado
la continuidad de la funcién g en un conjunto que contenga los valores de
W con probabilidad 1. El siguiente ejemplo muestra que el requerimiento
de continuidad de g(x) es esencial, esto es, que no puede garantizarse la

convergencia g(W,,) N g(W) cuando la continuidad de g no se tiene.

Ejemplo 2.1.2. Suponga que
W,=1/n

para todo n, esto es, W, es la variable aleatoria que toma el tinico valor 1/n

con probabilidad 1. Si W es la variable aleatoria nula, esto es,

el Ejemplo 2.1.1 muestra que
P
W, — W.

Ahora considere la funcién g(x) definida mediante

() = 1, six <0
I =0, siz>o0.

En este caso, ya que W,, > 0y W = 0 con probabilidad 1, se tiene que

gWn)=0, vy gW)=1
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Por lo tanto, |g(W,,) — g(W)| =10 — 1| = 1, de donde se desprende que
para cada ¢ € (0,1) la desigualdad |g(W,,) — g(W)| > ¢ es siempre vélida,
esto es, P[|lg(W,,)—g(W)| > €] = 1 para todo n, lo cual muestra que {g(W,,)}
no converge en probabilidad a g(W'), a pesar de que W, P W. Desde luego,
esto se debe a que la funcién g(-) no es continua en cero, el tnico valor que
la variable aleatoria W asume. Este analisis muestra que la condicion de
continuidad sobre la funcion g requerida en el Teorema 2.1.1 es esencial para

preservar la convergencia en probabilidad. O

2.2. Demostracion del Teorema 2.1.1

En esta seccién se establece el teorema enunciado anteriormente sobre la
preservacion de la convergencia en probabilidad bajo la aplicacién de fun-
ciones continuas. El argumento depende de dos propiedades fundamentales

de los niimeros reales, las cuales pueden consultarse, por ejemplo, en Apostol
(1980), Fulks (1980), o en Khuri (2002):

(i) Cada intervalo abierto es la unién creciente de una cantidad numerable
de intervalos cerrados y acotados; por ejemplo, el intervalo abierto (0,1) es

la unién de todos los intervalos [1/n,1 —1/n] donde n =1,2,3,4,...,y

(ii) Si una funcién g es continua en un intervalo cerrado y acotado J = [a, b],
entonces, la funcién g es uniformemente continua en J, esto es, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que si x y x1 son dos puntos arbitrarios del intervalo J tales

que |z — z1| < 4, entonces |g(x) — g(z1)] < €.

Demostracién del Teorema 2.1.1. Sea I un conjunto abierto tal que P[W €

I =1y g es continua en I. Se verificard que si W, N W, entonces

lim Pllg(Wp) —g(W)| > €] =0,

n—oo

esto es, que dado § > 0 existe un entero positivo N tal que
Pllg(W,) —g(W)| >¢e] <é sin> N. (2.2.1)

Para alcanzar este objetivo, se seguiran los siguientes tres pasos:

(i) El intervalo I es la unién de una sucesion creciente de conjuntos cerrados y

acotados (cominmente denominados compactos) K, esto es, I = J —; K,,
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donde K,, C K,,4+1 (Khuri, 2002). Por lo tanto, la propiedad de continuidad
de una medida de probabilidad implica que lim,, ,., P[W € K, | = P[W €
Il = 1. Luego, existe un entero positivo N; tal que P[W € Kn,| > 1—4/2,
esto es,

PW eI\ Ky,] <d/2. (2.2.2)

(ii) Como g es continua en [ y Ky, C I es un conjunto cerrado y acotado,
la funcién g es uniformemente continua en Ky, lo cual implica que existe

un nimero A > 0 tal que

lg(x) —g(W)|<e siWeKy y |z—W|<A. (2.2.3)

(iii) Utilizando ahora que W, RN W, se desprende que existe un entero pos-

itivo N tal que
P\W, —W|>A] <§/2, sin>N. (2.2.4)
Para concluir, observe que (2.2.3) permite establecer que
W € Kn,] 0 [[Wo — W| < A] C [Jg(Wy) — g(W)] <],

y por lo tanto, tomando el complemento en ambos lados de esta inclusion,

se desprende que

(W e Ky, U[[Wy = W[ <A S [lg(Wn) — g(W)] < el
es decir,

(W eI\ Ky U[[Wn = WI[>A] D [lg(Wn) —g(W)]| > e,
lo cual equivale a

lg(Wn) —g(W)| > el C W e I\ Ky, JU[[W,, — W[ > Al
Tomando la probabilidad en ambos lados de esta inclusion se desprende que

Pllg(Wn) —g(W)| > e] < PIW € I\ Kn,| + P[[Wn, = W| > A]
<d0/2+ P|W, —W| > A],
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donde se utiliz6 (2.2.2) para establecer la segunda desigualdad. Combinando
esta ultima relacién con (2.2.4) se desprende que P||g(W,,) — g(W)| > ¢] <
0/2+4 /2 =§ cuando n > N, concluyendo la demostracién. O

Mediante un argumento similar al utilizado para demostrar el Teorema

2.1.1, es posible establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1. Suponga que las sucesiones {W,, 1}, {Wy2},...,{W, x} son

tales que
P P P
Wml — Wl, ng — WQ, RN ka — Wk
y sea G(x1, ..., ) una funcién continua en una regién abierta R del espacio
R” tal que

P{(Wy,Wa,...,W},) € R] = 1.

En este caso,

G(Wints Waa, oo, War) — G(W1, Wa, ..., Wy).

2.3. Convergencia Hacia una Constante

En esta secciéon se analiza un caso importante de la idea de convergencia
en probabilidad, a saber, aquél en que la variable aleatoria limite W es

constante, esto es,

para alguna constante c¢. En estas circunstancias, si {W,,} converge en prob-
abilidad a W se tiene que

lim P[|W, —¢| > ¢] = 0. (2.3.1)

n—oo

Una razén por la cual este tipo de convergencia es importante es que un
experimento estadistico se desarrolla con la finalidad de conocer algunos as-
pectos desconocidos del fenémeno que genera los datos, y que dichos aspectos
estan formalmente representados en el modelo mediante niimeros cuyo valor
se desconoce. Si ¢ es uno de esos nimeros, entonces una tarea bésica del
analista consiste en utilizar los datos disponibles X7, Xo,..., X, para con-

struir una nueva variable aleatoria W, cuyo valor se utilizaran como una
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aproximacion a la cantidad desconocida ¢, y entonces se desea que, a medida
que la muestra crezca, la aproximaciéon W, se ubique cada vez mas cerca
del nimero ¢ con una alta probabilidad, esto es, que la convergencia (2.3.1)
ocurra; la variable aleatoria W,,, construida a partir de Xq,..., X, se de-
nomina un estimador de ¢ basado en los datos X;, 1 < i < n, y cuando
(2.3.1) ocurre, la sucesion de estimadores {W,,} se denomina consistente. En
general, determinar si una sucesién {W,,} converge a una constante requiere

analizar la distribucién de las variables W,,.

Ejemplo 2.3.1. Considere la distribuciéon con densidad

2
f(z) = Wwaz](a,ﬁ)(l‘)'

donde o < B y suponga que X1, Xo,..., X, son variables aleatorias indepen-

dientes e idénticamente distribuidas con esta densidad.
(a) Defina W,, = max{X1, Xs,..., X, }. Se verificard que
W, — 8
Para alcanzar este objetivo, note que [X; € (a,f)] = 1, de manera que
P[W, € (a, B)] = 1 para todo n. Luego, si 0 < ¢ < 5 — «, se tiene que

P(|W,, — B| <] = P[[W,, = 8] <&, W, € (a, B)]
=PlB—ec<W,<B+e, W, € (a,B)]
=PlB—e< W, <p
=1—P[W, <B—¢

Debido a que la relacion W,, < x ocurre si y sélo si X; < x para todo

1=1,2,...,n, se desprende que
PW,<pB—-¢]=PX;<P—-¢i=12,...,n]

:HP[Xigﬁ—e]

i=1
& 2x "

2 n
} — 0 conforme n — oo,
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donde la convergencia se debe al hecho de que ™ — 0 cuando |r| < 1.
Combinando las dos tltimas relaciones desplegadas se concluye que P[|W,, —
B| < €] = 1 cuando n — oo, lo cual equivale a lim,, o, P[|W,, — | > €] =0,
y entonces W, N B.

(b) Sea V;, = min{ X4, X5,..., X,,}. A continuacién se comprobara que
Vn ha

Como punto de partida observe que [X; € (a, )] = 1, implica que P[V,, €
(cr, B)] = 1 para todo n. Por lo tanto, para cada e que satisface 0 < ¢ < f—«

se tiene que
Pl|V,, —a| >¢e] = P[]V, —a| >, V,, € (, B)]
=PV >a+e V, € (a, )]
= Pla+e < V)]
Observando que la relaciéon V,, > x ocurre si y sélo si X; > x para todo
1=1,2,...,n, se tiene que que
Pla+e<V,|=Pla+e< X;, i=1,2,...,n]
= ﬁP[a +e < Xj]

=1

B 2x "
- [/CH—E ﬁZ - a2 dx]

_ {62—(a+5

2TL
Bz—a2) } — 0 cuando n — oo.

Combinando las dos iltimas relaciones desplegadas se obtiene que P[|V;, —

P
a| > €] — 0 cuando n — oo, de manera que V,, — a. O

En el siguiente resultado se establecen propiedades algebréicas basicas

de la convergencia en propabilidad hacia una constante.

Teorema 2.3.1. Suponga que {W,} y {V,,} son dos sucesiones de variables
aleatorias tales que W, , By V, .

(i) Las siguientes convergencias en probabilidad ocurren:

Wn+vni>ﬁ+a7 Wn_vniﬁ_aa

=@

%L— si a#0, W,V — Ba.
V., o
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(ii) Més generalmente, si g(x,y) es una funcién de dos variables que es con-

tinua en la pareja («, 3), entonces
9V, W) == g(a, 5).
(iii) Suponga que las sucesiones {W,, 1},{Wp2},...,{Wy. 1} son tales que
Wi i>cl, W2 i) co, .., Whi i>ck

y sea G(x1,...,z) una funcién continua en el punto (c1,ca,...,cx) € R*.

En este caso

G(Wn’l, Wn’z, ceey ka) i>C11(Cl,02, e ,Ck).

Demostracién. Note que la parte (i) se desprende de la parte (ii). En efecto,

aplicando la segunda parte con la funcién g(x,y) = x + y se obtiene que
W+ Vi = (Vo W) = g, 8) = a + B,

mientras que considerando g(z,y) = y/x, la cual es continua en (a, ) si
a # 0, se desprende que W,,/V,, = g(V,, W},) i>g(oz,ﬁ) = (/a; las otras
convergencias en la parte (i) se obtienen similarmente. A continuacion se es-
tablecera la segunda afirmacién en el teorema. Sea € > 0 arbitrario. Usando

que g(z,y) es continua en («, ), seleccione A > 0 de manera que
l9(z,y) —g(e, B)] <& cuando |z —a| <Ay |y—pB] <A

Esta relacién implica que si la desigualdad |g(V,, W,,) — g(a, 8)| > € ocurre,
entonces debe tenerse que |V,, —a| > A o |W,, — 8] > A, esto es

lg(Vi, W) = g(ev, B)| > €] C [V — o] > AJU[|Wy — 5] > A,

Tomando la probabilidad de ambos lados de esta inclusion se obtiene que
PHQ(Vn, Wn) - g(O‘?ﬁ)’ > 5]

< P[|Vo —al > AJU[[W, — 8] > A]
< P[|V,, —a| > A] + P[|W,, — 8] > A] = 0 conforme n — oo,
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lo cual muestra que g(V,,, W,,) N g(a, B), estableciendo la parte (ii), mien-
tras que la tercera parte se puede demostrar mediante argumentos similares.
g

2.4. La Ley de los Grandes Nimeros

En esta seccion se presenta el resultado general mas importante respecto a
la convergencia en probabilidad de una sucesién de variables aleatorias hacia
una constante. Dicho resultado, el cual estd intimamente relacionado con
la interpretaciéon de una probabilidad en términos frecuenciales, se conoce
como ‘ley de los grandes ntimeros’, y establece que al tomar una muestra
de una distribucion con varianza finita, el promedio de los primeros n datos

observados converge en probabilidad hacia el valor esperado de la poblacion.

Teorema 2.4.1. Suponga que X;, Xs,..., X, son variables aleatorias inde-
pendientes con media y varianza comunes p y 02 < 0o, respectivamente, y

defina la media muestral de los primeros n datos mediante.
1 n
Xpi=— 2 X;.
1=

., = P
Con esta notacion, X,, — u, esto es, para cada € > 0

lim P[|X, —u| >e¢]=0.

n—oo

El argumento para establecer este teorema depende del siguiente resul-

tado preliminar.

Lema 2.4.1. (i) [Desigualdad de Markov.] Para cualquier variable aleatoria

X y todos los numeros a,r > 0,

P[|X]|>a] < M

aT
En consecuencia,

(ii) [Desigualdad de Chebichev.] Si X tiene esperanza finita p, entonces

BI(X — %] _ Var[X]

P[|X—ILL|>CL]S a2 a2
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Demostracion. (i) Observe que
(X[ > [X|"[|X] = a] = a"I[|X]| > a]

donde I[A] denota la funcién indicadora del evento A. Tomando el valor

esperado en los lados extremos de esta desigualdad se desprende que
E[|X]"] = Ela"I[|X| = a]] = a" E[I[|X] > a]] = a" P[|X] > al,

de donde se sigue que E[|X|"]/a" > P[|X| > a.

(ii) Sustituyendo X por X — u en la parte (i) y poniendo r = 2 se llega a

E[(X — p)?]

—— 2 PIX —pl=d]
la cual es la conclusion deseada. O
Demostracion del Teorema 2.4.1. Como las variables Xq, Xo,..., X, son

2

independientes con media y varianza comunes p y o, respectivamente, se

tiene que
- X 2
EX,)=pn vy Var[X,]= Var[Xa] _ o7
n n

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Chebichev en el Lema 2.4.1(ii) con
X, en lugar de X se desprende que
Var [X,] o2

‘P[|“)<’rl_/’l/|>a]S (],2 :TLG/Q, a>0.

Tomando el limite cuando n tiende a infinito se obtiene que, para cada a > 0,

2
lim P[|X, —pl >a] < lim — =0

y, debido a que el niimero a > 0 en esta relacion es arbitrario, se concluye

que X, i>,u; vea la Definicion 2.1.1. ad

Combinando los Teoremas 2.4.1 y 2.3.1(iii) se obtiene la siguiente con-

clusion.
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Corolario 2.4.1. Suponga que las sucesiones {X,, },{Y,},...{W,} consisten
de variables aleatorias independientes con media y varianza finitas, donde
px = E[X1], 0% = Var[Xi]
ny = E[Yl], 0'32/ = Var [Yl]

pw = E[Wi], of = Var [Wy].

En este caso, si G(z,y,...,w) es una funcién continua en (px, fty, ..., 1w ),

se tiene que

G(yn,yn, e ,Wn) LG(Mx,/Ly, e ,uw).

Ejemplo 2.4.1. Suponga que X1, Xo,...,X,, es una muestra de la densidad

gamma con parametros a y A, la cual esta dada por

Aaxafl y
f@i0,A) =9 T(a) ’
0, siz <0,

sixz >0

donde « y A son nimeros positivos. El objetivo de este ejemplo es construir
estimadores Y,, y W,, basados en Xi,..., X, para los cuales se tiene que

Y, N y W, P\ Como punto de partida, note que

p=Bx]=%, pxp="010
Luego, del Teorema 2.4.1 aplicado a la sucesion Xi, X5, X3,... se obtiene
que
X, op= % (2.4.1)

Por otro lado, definiendo las variables aleatorias W; mediante W; = X2,
1 =1,2,3,... se tiene que Wy, W5, W3, ... son independientes con la misma

distribucion, y que su media comun es

ala+1)
E[Wz] = pbw = T7
de manera que
_ 1
W sy = 0D (2.4.2)
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Note ahora que

=5 = G il =]

1
de donde se desprende que ,U_V2V =1+ — y entonces
1 o

2
W —

Observando que A = o/ (vea 2.4.1), se concluye que

_ H
A= 55

_— (2.4.4)
bw — [

y utilizando que py > p?, se desprende que tanto o como \ son funciones
continuas de p y puw:

2

7]
O{ZG R =, )\:G 5 - .
(1 pw) o — 12 1 (1, pw) —MW — 2

Combinando esta expresién con las convergencias (2.4.1) y (2.4.2), el Coro-

lario 2.4.1 permite establecer que

G(Xn, W) = Gy pw), vy Gi(Xn, W) — Gy (1, piw),

esto es, —

2.5. Consistencia del Coeficiente de Correlacion Muestral

En esta seccién se presenta una ilustracién adicional de la ley de los grandes
numeros enunciada en el Teorema 2.4.1. Considere un vector aleatorio (X,Y)
donde las componentes tienen segundo momento finito. En este caso, el

coeficiente de correlacién p entre X y Y estd dado por

. Cov (X,Y)
\/Var (X]|VarlY] ’

donde, a partir de este punto, se supone que la varianza de las variables X

y Y es finita y positiva. El coeficiente de correlacién es una caracteristica
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importante de la distribucién conjunta del vector (X, Y'), pues es una medida
de la asociacién lineal entre las componentes X y Y. Suponga ahora que el
valor de p no se conoce, de manera que sera necesario estimarlo. Con esa
finalidad se obtiene una muestra (X;,Y;), i = 1,2,...,n de la distribucién
del vector (X,Y), y se calcula el coeficiente de correlacién muestral basado

en las n parejas (X;,Y;), , el cual estd dado por

> i (Xi = X)) (Vi = V)

R, = — - (2.5.1)
VO (X = X2 (Y - )2
A continuacion se verd como el Corolario 2.4.1 permite concluir que
P
Rn H p- (2.5.2)

El argumento que sigue supondra que X y Y tienen cuarto momento finito,
y en la observacién al final de esta seccién se indicard como evitar este
supuesto adicional. El desarrollo subsecuente consiste de tres fases. Primero
se analizaran las varianzas muestrales de X1, Xs,..., X, vy Y1, Yo, ... Y, ¥

posteriormente se estudiard la covarianza muestral entre los datos X; y Y;.

Etapa 1: Considere la varianza muestral S.%(,n de los datos X1, Xo,...,X,,

la cual esta dada por

n

SRS S s S SECHS of
=1

=1

Note ahora que las variables X7, X2, X3, ..., X2 son independientes con la
misma distribucién y que E[(X?)?] = E[X}] < oo; luego, Var [X?] < oc.

Aplicando la ley de los grandes ntimeros se desprede que

1 n
=5 x5 Bl
n

=1

Por otro lado, debido a que X, i>E[X ], el Corolario 2.4.1 aplicado a la

2

funciéon G(x,y) = = — y* implica que

G %anxf, E) 2 G(E[X?, E[X])
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esto es,

1< -
Skm =D X7 - X2 -5 B[X?] - E[X]? = Var [X]

=1

Etapa 2: Argumentando de forma similar, puede demostrarse que la vari-

anza muestral de Y7,Ys,...,Y,,, la cual estda dada por
2 1 ¢ -2 L - 2 2
SY,n:EZ<}/i_Yn) :EZ}/Z _Yn7
1=1 =1
satisface

S2., 5 Var [Y]

Etapa 3: Se analizara ahora la covarianza muestral entre los dos vectores
de datos X1, Xs,..., X, v Y1,Y5,...,Y,, la cual esta dada por

1< - - 1< S
Syvn=—> (Xi—X )Y, -Y,) ==Y X;¥V;i-X,Y,.
v = S =X - Vo) = 03
Observe que los productos XY, XoYs, X3Y3,..., X,,Y,, son independientes

con la misma distribucién y que

E[(XY:)?) = BIXPY?) < (BIXH)" (BIv),
(por la desigualdad de Cauchy-Schwarz), y entonces el supuesto de que las
variables X; y Y; tienen cuarto momento finito implica que E[(X;Y;)?] < oo,
y por lo tanto Var [X;Y;] < co. En este caso, la ley de los grandes nimeros

en el Teorema 2.4.1 permite concluir que

1 n
=3 XY = E[XY)
n

=1

Combinando esta convergencia con X, — E X]yY, RN E[Y], el Corolario
2.4.1 aplicado a la funcién G(z,y,w) = = — yw implica que

n

G %Zx}, X, ?n> L, G(E[XY], E[X], E[Y))

esto es,

1 & —
Sxvm =D XiYi— XY, L, E[XY] - E[X]E[Y] = Cov (X,Y)
=1
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Para concluir, observe que el coeficiente de correlacién muestral R,, se expresa

en términos de Sxvy,n, 53( ny S%/n como

Sxvn
R, = _ “OX¥n G(Sxyn, S?Qn, 532/”)
vV S%n SV
donde
x
G(z,y,2) = —(—

VYz
es una funcién continua en la regién y > 0, z > 0, y por lo tanto es continua
en el punto (Cov (X,Y), Var [X], Var[Y)]. Luego, una aplicacién adicional

del Corolario 2.4.1 conduce a
Ry = G(Sxvm, Sk S%,)— G(Cov(X,Y), Var[X)], Var[Y]) = p,

alcanzando el objetivo deseado O

Observacioén 2.5.1. Las condicones bajo las cuales se obtiene que X, RN W
en el Teorema 2.4.1 requieren que las variables X; sean independientes y con
distribucién comin de media i y varianza o2 finitas. En este punto es opor-
tuno mencionar que la condicién de que la varianza comun sea finita puede
omitirse, y que, bajo el supuesto de que las variables sean independientes con
la misma distribucién, la convergencia X, N p ocurre cuando la esperanza
(o media) comun de las variables X; estd bien definida. Esta afirmacion se
establecera en el ultimo teorema de este trabajo; vea también la denominada
ley fuerte de los grandes nimeros, la cual puede encontartse demostrada en
Loeve (1984), Billingsley (1998), o Ash (2002). O



Capitulo 3

El Teorema Central de Limite

Este capitulo trata sobre la nocién de convergencia en distribucion de
una sucesion de variables aleatorias. En términos de esta idea se expresa
el teorema central de limte, el cual es el resultado medular en la teoria es-
tadistica. La exposicion analiza la relacién entre los conceptos de convergen-
cia en distribucién y en probabilidad, y la invarianza de la convergencia en

distribuciéon bajo perturbaciones pequenas.
3.1. Convergencia en Distribucion

En esta seccién se analiza otra idea de convergencia de variables aleatorias,

a saber, la nocion de convergencia en distribucién.

Definicién 3.1.1. Sea {V,,} una sucesiéon de variables aleatorias y sea F
una funcién de distribucién. En este caso, la sucesién {V,,} converge en
distribucién a F si, para cada intervalo I = (a,b] # () para el cual a y b son
puntos de continuidad de F', se tiene que

lim P[V,, € I]= lim Pla <V, <b = F(b)— F(a);

n—oo n—oo

se utiliza la notacion
V,— F

22
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para indicar que {V,,} converge en distribucién a F. M&s ain, si X es una
variable aleatoria cuya funcién de distribucion es F', entonces también se

escribe

V, — X

en lugar de V,, 4 F.

Ejemplo 3.1.1. Considere el contexto del Ejemplo 2.3.1, en el cual la sucesién

X1, X2, X3,... consta de variables independientes con densidad comun

2
f(z) = ﬁf(a,ﬁ)(x)»

donde a < B. En dicho ejemplo se demostré que si la variable aleatoria W,
estd dada por W,, = max{Xy, Xs,...,X,}, entonces W, Lﬂ. Ahora se

estudiara la diferencia entre W,, y 8. Con este fin, defina
Vi=n(B-W,), n=123,...,

A continuacién se verificara que la sucesién {V,,} converge en distribucién
hacia una variable exponencial. Para corroborar esta afirmacién, note que

V,, asume solamente valores positivos, y que para cada x > 0

PV, <z|=Pn(B—-W,) <z

PI(8 — Wy) < 2/n]

Pl —x/n < W,] (3.1.1)
1

1

PW, < p—xz/n]
PW, < —z/n]

donde la ultima igualdad se debe a la continudad de la funcién de dis-
tribucién de W,,. Note ahora que la desigualdad W,, < 8 — x/n equivale

a

X, <B—-z/n, i=1,2,....n
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y entonces

PW, < B —x/n]
=PX;<fB—-z/n, Xo<p—x/n,....,X, <B—1z/n]

= P[X; <fB—z/n]PXo <B—2x/n|---P[X, <B—x/n]
) <<ﬁ—x/n>2—a2>”
p? —a? (3.1.2)
B2 —2B8x/n+ 2 /n? —a2\"
B ( B2 —a? )
28x/n — 22 /n?\"
- (1- 5=
= (1= Ap/n)"
donde
28z — 22 /n

Por lo tanto, lim,, s A, = 282/(8% — a?), de donde se desprende que

lim (1-— An/n)n _ 6—2Bx/(52_a2)7

n—oo

(vea Khuri 2002, Rudin 1984, o Royden 2003). Esta convergencia ocurre
frecuentemente en el estudio de la estadistica, y serd demostrada en la Seccion
3 del siguiente capitulo. Combinando la relacién anterior con (3.1.1) y (3.1.2)

se sigue que
lim P[V, <a]=1—e207/(8°=0%) 450,
n—oo

Defina ahora la funcién de distribucién F'(z) mediante

1 — 6*251‘/(52*0‘2)7 x>0
0, <0

P(z) = {
y note que la convergencia precedente muestra que

lim PV, <z]=F(z), x>0
n—oo
como ambos lados de esta igualdad son nulos cuando x < 0, se desprende
que
V,—F.
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Note que F' corresponde a la densidad exponencial con parametro A =
28/(B? — a?), asf que si Y es una variable con distribucién exponencial con

. , . . _ d
dicho parametro, la convergencia anterior puede escribirse como V,, — Y .0

3.2. Relacion entre Modos de Convergencia

En el siguiente resultado se explora la relacién entre las nociones de con-
vergencia en probabilidad y convergencia en distribucién. La principal con-
clusién es que la idea de convergencia en probabailidad es mas fuerte que
la nocién de convergencia en distribucion, en el sentido de que si se tiene
convergencia en probabilidad, entonces, forzosamente, se tiene convergencia

en distribucion.

Teorema 3.2.1. Suponga que {W,,} y W son variables aleatorias que satis-

facen

W, — W.
En este contexto,

W, 5 W.

Demostracién. Sea F'(z) la funcién de distribucién de W, esto es,
F(z)=P[W <z], zelR.

A continuacién se verificard que, si x es un punto de continuidad de F(-),
entonces

lim P[W, <z|= F(z).

n— oo
Para alcanzar este objetivo, sea € > 0 un numero arbitrario, y note que las

siguiente inclusion es valida:

W, <z|=[W, <z, |W, —W|<eU[W, <z, |W, —W|>¢]
CW<az+eU[|W, —W|>¢]

y por lo tanto,

PW, <z| < PW <z+¢e|+ P[|W, —W|>¢]

i (3.2.1)
F(z+¢)+ P[|W,, — W| > €]
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Similarmente,

W, > x| =W, >z, |W, —W| <elU[W, >z, |W, —W| > ¢
C[W>x—elU[|W, —W|>¢]

y entonces
P[W,, > z] < P[W >z —¢|+ P[|W,, — W| > €]

de donde se desprende que

PW, <z]=1- P[W > z
>1—[P[W >z —¢]— P[|W, —W|>¢]
= P[W <z —¢| - P[|W, —W|>¢],

lo cual conduce a
PW, <z] > F(x —¢) — P||W,, — W| > ¢]. (3.2.2)

Para concluir, sea 6 > 0 un niimero arbitrario y note que, debido a que z es

un punto de continuidad para F'(z), existe ¢ > 0 tal que

|F(z —¢)— F(z)|+ |F(x) — F(x+¢)| <§/2 si 0<e<¢e".
Combinando esta relacién con (3.2.1) y (3.2.2) se desprende que
F(z)+6/2+P[|W,,—W| > "] > P[W,, < z| > F(x)—6/2—P[|W,—W| > *].

Finalmente, debido a que W, N W, se tiene que existe un entero N* tal
que
Pl|W,, —W|>¢e*] <d/2 sin>N*,

y entonces la anterior relacion desplegada implica que
F(x)+6/2+6/2> PW, <z|>F(x)—06/2—46/2 cuando n > N*.

esto es,
|PWy, <z]—-F(x)]<d si n> N7,

lo cual muestra que

lim P[W, <z|=F(z) siz espunto de continuidad de F.

n—oo
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Para concluir, sean a y b dos puntos de continuidad de F(x). Observando
que Pla < W,, <b] = P[W,, <b] — P[W,, < a, se desprende que

lim Pla < W, < b] = F(b) — F(a),

n—oo

de donde se sigue que W, 4 , es decir, W, BN W vea la Definicion 3.1.1.
0

En general, si {WW,,} converge en distribucién a W, no es necesario que
la sucesién {W,,} converja a W en probabilidad. Sin embargo, en un caso

especial esto si es cierto, como se muestra a continuacion.

Teorema 3.2.2. Suponga que W es una variable aleatoria constante e igual

a ¢, esto es,

En este caso, si {WW,,} satisface

entonces se tiene que

Demostracion. Suponga que Wnim y observe que la funcién de dis-

tribucién de la variable W que es constante e igual a ¢ estd dada por

1, siz>c
F — 9 . — )
() { 0, six<ec,
la cual es continua en todos los puntos, excepto en x = c¢. Por lo tanto,

aplicando la Definicién 3.1.1, se tiene que

lim P[anx]:{l’ Swc
n—00 O, s1x <c.

Luego, para cada € > 0,

lim P[W, <c—¢]=0

n— oo

lim PW, >c+¢]= lim[1-P[W,, <c+e]]=1-1=0

n—oo n—oo
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Para concluir, note que [|[W,, —¢| > ¢] = [W,, < c—¢]U[W,, > c+¢], de

manera que
P[|W,, —¢| >¢] < PIW,, <c—¢|+P[W, >c+¢e] -0 cuandon — oo,

P
mostrando que W,, — c. O

3.3. Perturbacion de una Sucesion Convergente

A continuacién se analizard el efecto de someter a una sucesién {W,,} que

converge en distribuciéon a perturbaciones ‘pequenas’. Diversas versiones
del siguiente resultado se conocen en la literaura como Teorema de Slutsky;
ve por ejemplo, Borovkov (1999), Dudewicz y Mishra (1988), Lehmann y
Caselll (1998), o Mood et al. (1984).

Teorema 3.3.1. Suponga que la sucesién {W,,} de variables aleatorias satis-

face la relacién
d
W, — W.

(a) Si las variables aleatorias V,, son tales que V,, 40, entonces
d
W, +V, —W.

(b) Si 'V, 250, entonces
VaWyn — 0.

: P
(¢) Si V,, — 1 ocurre, entonces

VoW, — 0.

Demostracién. Sea F'(z) = P[W < z] la funcién de distribucién de W, de
manera que el supuesto de que W,, converge en distribucién a W equivale a

lim P[W, <z|=F(z) siF(-) es continua en el punto x. (3.3.1)

n—oo

(a) Sea z € IR un punto de continuidad de z y § > 0 un ndmero arbitrario.
Seleccione €* > 0 tal que x 4 £* son puntos de continuidad de F'; en este

punto es oportuno observar que, debido a que F' es discontinua en a lo mas
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una cantidad numerable de puntos, siempre es posible seleccionar £* tan
pequeno como se quiera con la propiedad de que F' es continua en x &+ €*.

Note también que, debido a que V,, RN 0,
P[|V,| >¢€*] -0 sin— oco. (3.3.2)
A continuacién observe que
Wo+ Vo, <zx|=[Wno+V, <z, |Vo| > |UW,+V, <z |[V,| <€

Note ahora que W, + V,, < x y |V,,| < e implican que W,, < x + &*, de

manera que la anterior relacion desplegada implica que
(Wn+V, <z| C|Va] > |UW, <z+e"],
lo cual conduce a
PW, +V, <z| < P[|V,| >&*|+ PW, <z+¢e"],
Tomando el limite conforme n tiende a oo, (3.3.1) y (3.3.2) implican que
li%nP[Wn +V, <z < liT{nP[Wn <x+4e']=F(x+e");

y dejando que €* > 0 converja a cero a través de puntos en los que = £ ¢*

son puntos de continuidad de F', se desprende que
liTILn PW, +V, <z] < F(x); (3.3.3)
Por otro lado note que
W+ V,<z|D[W, <z—¢c" |V,| <e¥]
de donde se sigue que
Vol > JUW, +V, <z] D [W, <z—¢",
y entonces

P[|V,| > €*] + P[W,, + V,, < x] > P[W,, <z —¢€"].
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Después de tomar el limite cuando n tiende a oo, esta desigualdad implica,
via (3.3.1) y (3.3.2), que

lim P[W,, +V,, <z| > lim P[W, <x—¢c"]=F(z—¢");

n—oo

dejando que €* disminuya hacia cero y recordando que F'(-) es continua en
x se desprende que
lim P[W,, + V,, < z] > F(z),
n

relacién que combinada con (3.3.3) implica que lim, P[W,, +V,, < z] =
F(x); como x es un punto de continuidad arbitrario de F'(x) se tiene que
W, + Vi, -5 F. es decir, W,, + V,, —55 W.

(b) Se tiene que demostrar que, si las convergencias W, Low v Va 50 se
verifican, entonces V,, W, N 0, lo cual equivale a V,, W, LO, por el Teo-
rema 3.2.2. Para alcanzar este objetivo, sea § > 0 un numero arbitrario, y

seleccione A > 0 tal que
P[[W| < A]=F(A) - F(-A) > 4/2
Debido a que W, W se tiene que, conforme n tiende a oo,
P[|[W,| < A] = P[[W| < A]l=F(A) - F(-A) > §/2

y entonces P[|W,| > A] < §/2 si n es suficientemente grande, digamos
n > N*:
P[|[W,| > A] <§/2, n>N*. (3.3.4)

Sea ahora € > 0 un nimero arbitrario, y observe que
Vi Wo| > €] = [|[VaWa!| > g, [W,| < AJU[|VaW,| > e, [W,] > Al;

usando que |V, W, | > ¢y |W,| < A implican que |V,,| > A/e, la anterior

igualdad desplegada permite concluir que
Ve Wh| > €] = [|[Va| > AJe] U [|[W,] > Al

Por lo tanto, (3.3.4) implica que

PllVoWy| > €] = P[|Va| > Afe] + P[[W,| > A
< P[|Vi| > AJe] +6/2, n> N*.
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Como V,, — 0, existe un entero N** tal que PV, > AJe] < §/2sin > N**,

lo cual, al combinarse con la anterior relacién permite establecer que
PllV,W,| >¢] <6, sin>N,

donde N = max{N*, N**} mostrando que P[|V,,W,]| > ] — 0; puesto que
€ > 0 es arbitrario, se sigue que V,,W,, 0.

(¢) Suponga ahora que V,, R y Wh L W. En este caso, escriba
VoW, =W, + (V,, = )W,

y note que (V,, — 1) LO, de manera que la parte (b) arroja que (V,, —
HW, LO, y combinando este hecho con la parte (a) y la convergencia
W, 4, W, se desprende que V,,W,, = W,, + (V,, — )W, 4, W, concluyendo

la. demostracion. O

3.4. Un Ejemplo

Los teoremas de la seccién precedente son fundamentales en estudio de las
distribuciones limite de una gran cantidad de estimadores en estadistica. El
punto de partida para aprovechar toda la potencia de los Teoremas 3.2.1—
3.3.1, es el teorema central de limite que se estudiara en el siguiente capitulo,
pero por el momento se ilustrara la aplicacién de los resultados precendentes
para establecer un hecho clasico, a saber, la convergencia de la distribucién
t hacia la distribucion normal conforme el ntimero de grados de libertad

aumenta.

Ejemplo 3.4.1. Suponga que X;, X5, X3,... son variables aleatorias inde-
pendientes que tienen como distribucién comin a la normal con media p y
varianza o2 > 0:

X1,X2,X3,...s0on iid N (,u, 02)

En este caso, se sabe que Xn ~N (u, 02), y entonces

\/ﬁm ~ N (0,1)

o
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vea, por ejemplo, Dudewicz y Mishra (1998). La variable aleatoria en el
lado izquierdo de esta expresion es la media estandarizada y, verbalmente,
el anterior enunciado establece que al tomar una muestra de tamano n de
una distrinucion normal, la media estandarizada tiene distribucién normal
estandar sin importar el valor de n. Observe que la anterior relacion desple-

gada implica que

Xn—
o

Jn 4,7, donde Z ~ N (0,1) (3.4.1)

Cuando se busca construir un intervalo de confianza para p, es conveniente

sustituir o por su estimador S,, basado en X1, X5,..., X,:

1

n —

PR P &

k=1
Como se mostré en el Ejemplo 2.4.1(ii), la convergencia

Z(Xi - X,)%/n P2
k=1

ocurre, y entonces

n

1 _
S, = — [— (X; — Xn)zl RS
n—11|n pet

por el Teorema 3.3.1. Por lo tanto, como la funcién raiz cuadrada es continua

en [0,00), se tiene que
Sp = \/S%LM/JQ =o0.

por el Teorema 2.1.1. Aplicando de nueva cuenta ese resultado con la funciéon

g(x) = o/z, la cual es continua en (0, 00), se desprende que

y entonces, a partir de (3.4.1), una aplicaciéon del Teorema 3.3.1(iii) con

o
V,, = — conduce a
Sn
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La distribucién de /n(X, — u)/S, es la distribucién ¢ con n — 1 grados de
libertad, de manera que la relacién precedente puede expresarse verbalmente
diciendo que, ‘la distribucién t se aproxima a la distribucién normal estandar

conforme el niimero de grados de libertad aumenta’. O

3.5. Teorema Central del Limite

En esta seccion se estudia el caso mas importante de la nocién de conver-
gencia en distribuciéon, a saber, el teorema central del limite, resultado que
es la piedra angular de la teoria estadistica. Su importancia se debe a que
permite obtener aproximaciones a la distribucién de un promedio de vari-
ables independientes e idénticamente distribuidas en términos de su media
y varianza comunes, sin conocer ningun otro detalle de la distribucion de la
que provienen los datos, por lo cual es posible utilizarlo en una amplia gama

de situaciones. El enunciado del teorema es el siguiente.

Teorema 3.5.1. [Teorema central de limite.] Suponga que X7, Xo,..., X, ...
es una sucesiéon de variables aleatorias independientes con la misma dis-
tribucién, la cual tiene varianza o? finita, y por lo tanto la media u de las
variables aleatorias también es finita. Considere la media muestral

X+ Xt -+ Xy

n
n

>

y define la media estandarizada 72 mediante

(3.5.1)

Con esta notacién
X Lo (3.5.2),

donde, siguiendo la convencién usual, ® es la funcién de distribucion de la

medida de probabilidad normal estandar en la la recta, es decir,

L Y
CID(zE)—/_OO \/ﬂe dz. (3.5.3)

Observacién 3.5.1. (i) En forma méds explicita, la convergencia (3.5.2) es-
tablece que
lim P [7,’; < x} — 3(z), z€R,

n—oo
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lo cual equivale a
lim P [a <X < b} — ®(b) — d(a)
b1 2 )
= e */%dz, a<b, a,belR;
/a \ 21 B

esta convergencia significa que, cuando el tamano de la muestra n es ‘grande’,
la probabilidad Pla < X, < b] puede aproximarse mediante ®(b) — ®(a). En

general, la aproximacion sera mejor si la diferencia de a y b respecto a p me-

dida en términos de la desviacion estandar de la distribucién es ‘moderada’,
y el tamano de la muestra es tan ‘grande’ como sea posible. Si Z es una vari-
able aleatoria con distribucién normal estandar, la relacién anteriormente de-
splegada puede escribirse alternativamente como lim,, ., P [a < Y:; < b} =

Pla < Z < 1], de manera que,
P[aﬁyng] ~Pla<Z <.

(ii) El Teorema 3.5.1 permite obtener aproximaciones para eventos expresa-
dos en términos de X, en lugar de la media estandarizada YZ Note que
a < X, <bequivale a /n(a — p)/o < X, < /n(b— p)/o, de tal manera

que

Q

g

@(\/ﬁb_“) —@(\/ﬁ“_“) (3.5.4)

o

— — . b—
P[aangb]:P[\/ﬁa PeXr<n “}

Q

Q

zPlﬁ“_“ szsﬁb_“].
o o

de nueva cuenta, es conveniente enfatizar que la anterior aproximacion no

involucra el conocimiento de la distribucién de X,,, solo es necesario conocer

la media y varianza de la distribucion de la cual provienen los datos; ésta

puede ser continua, discreta, o mixta, sin que sea necesario conocer su tipo

o cualquier otra de sus caracteristicas. O

La aproximacion (3.5.4) se ilustra en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 3.5.1. La resistencia a la ruptura del vidrio templado promedia 14
(medida en miles de libras por pulgada cuadrada) y tiene una desviacién

estandar de 2.
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(a) ;Cudl es la probabilidad de que el promedio de resistencia a la ruptura

de 100 piezas seleccionadas aleatoriamente de este vidrio execeda de 14.57

(b) Encuentre un intervalo que incluya, con probabilidad 0.95, el promedio
de resistencia a la ruptura de 100 piezas de este vidrio seleccionadas aleato-

riamente.

Solucién. (a) Si X7, Xo,..., X100 son las mediciones de la resistencia de las
100 piezas de vidrio seleccionadas, estos datos pueden pensarse con variables
aleatorias independientes con la misma distribuciéon. De acuerdo a la infor-
macién proporcionada, la esperanza de las variables X; es u = 14, mientras
que la desviacion estandar es o = 2. En este contexto, se pide encontrar la
probabilidad de que el promedio de las 100 mediciones, esto es X 1¢9, exceda
de 14.5; en simbolos, se busca P[Yloo > 14.5], y es conveniente notar que el
valor exacto de esta probabilidad depende de la distribucién de X100, y que
no se tiene manera de determinar a partir de la informacion del problema.

Sin embargo, el teorema central de limite permite establecer que

X [~ Xa00 — 14.5 —
P X190 > 14.5] =P \/ﬁ%ﬂ S \/ETM}

[ 14.5 — 14
=P (X4 > \/100T}

~ P[Z >25] =1—®(2.5) =1-0.9938 = 0.0062;
asi, la probabilidad de que X 1og exceda a 14.5 es, aprozimadamente, de solo

6 milésimos, conclusiéon que se obtiene sin conocer la distribucién exacta de
X100-

(b) En este punto se pide encontrar nimeros a y b tales que
P[CL < 7100 < b] =.95

los cuales no pueden determinarse de exactamente, pues no se conoce la
distribucién de Xig99. Sin embargo, el teorema central de limite permite

obtener una solucién aproximada al problema. Observe que

—14 X100 — 14 b—14
a4 < 100%_ 1007}

P[aﬁyloogb]zp[vloo

—p [5(@ —14) € Xigy < 5(b— 14)]
~ P[5(a — 14) < Z < 5(b — 14)]



36

donde Z tiene la distribucon normal estandar, y la aproximacion se debe al

teorema central de limite. Recordando que
P[-1.96 < Z < 1.96] = 0.95
las tres ultimas relaciones desplegadas permiten afirmar que
Si5(a—14) = —1.96 y 5(b — 14) = 1.96 entonces Pla < X109 < b] ~ 0.95

Resolviendo las ecuaciones para a y b se desprende que b = 14.392 y a =
13.608. Por lo tanto,

P[13.608 < X100 < 14.392] ~ 0.95.

Luego, aunque no es posible determinar un intervalo cuya probabilidad de
contener a X100 sea exactamente de 0.95, el teorema central de limite per-
mite determinar un intervalo para el que la probabilidad de contener a X ¢
es aproximadamente de 0.95. Este analisis pone de manifiesto la potencia
practica del teorema central de limite; su empleo permite obtener aproxima-
ciones a probabilidades interesantes que involucran una media muestral sin

conocer la distribucion exacta de los datos involucrados. O

Ejemplo 3.5.2. Una antropdloga desea calcular el promedio de estatura de los
hombres de cierta raza. Si se supone que la desviacion estandar poblacional
es de 2.5 pulgadas y si ella toma una muestra aleatoria de 100 hombres,
encuentre la probabilidad de que la diferencia entre la media muestral y la

media poblacional no exceda de .5 pulgadas. O

Solucion. Las 100 mediciones de estatura X, Xo,..., X100 conforman una
muestra de una distribucién con media desconocida y desviacion estandar 2.5,
y se requiere encontrar P[|X 190 — | < 0.5]. Como en el ejemplo anterior, no
es posible encontrar exactamente esta probabilidad, pero el teorema central
de limite permite encontrar una aproximacién. Como en este caso el tamano

de la muestra es n = 100 y ¢ = 2, la media estandarizada es XIOO =
V100[X 100 — 1] /2 = 4[X 100 — 1], ¥

P[[ X100 — [ <0.5] = P [|X’1‘00| < 2]] ~ P[|Z] < 2] = .9544,

donde el iltimo niimero se obtuvo a partir de la tabla normal. O



Capitulo 4

Funciones Caracteristicas

En este capitulo se estudia concepto de funcién caracteristica de una
variable aleatoria (o de su distribucién), el cual es el instrumento analitico es-
encial para estudiar la nociéon convergencia en distribucién. Se presentan las
propiedades fundamentales de la idea de funcion caracteristica, incluyendo
los principios de unicidad y de continuidad, los cuales se utilizardn posteri-
ormente para establecer el teorema central de limite. La exposicién concluye
con una expansion bésica de la funcién caracteristica correspondiente a una

variable aleatoria con media nula y varianza unitaria.
4.1. Funcion Caracteristica

En esta seccion se presenta el instrumento analitico esencial que se utilizara
posteriormente para establecer el teorema central de limite. El eje del argu-
mento es un resultado que se denomina la ‘propiedad de continuidad’, y que

involucra la idea de funcién caracteristica introducida a continuacién.

Definicion 4.1.1. La funcién caracteristica de una variablea aleatoria X se

denota mediante px (t) y se define mediante

ex(t):= E[e"™*], telR. (4.1.1)

37
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En el lado derecho de (4.1.1), la variable aleatoria bajo el signo del
valor esperado es e''X = cos(tX) +isin(tX), la cual toma valores complejos.
Debido a que tanto las funciones seno y coseno toman valores entre —1 y 1,
el valor esparado siempre existe, y px estd definida y toma un valor finito

para todo ntmero real ¢; note que siempre se tiene que
wx (t) es continua en todo punto t € IR, y ¢x(0) = 1.

Como se establece a continuacion, a partir de la funcién caracteristica de
una variable aleatoria X es posible obtener los momentos correspondientes

cuando éstos son finitos.

Lema 4.1.1. Suponga que una variable aleatoria X tiene momento finito de
orden k para algin entero k > 1, esto es, que E[|X|*¥] < co. En este caso,

las siguientes afirmaciones (i) y (ii) son vélidas.

(i) px(t) tiene derivadas continuas de ordenes 1,2,3, ...,k en cada punto ¢

y, mas aun,

d’r‘

e (t) =i"E[X"e"X], r=1,2,....k, tcRR.

(ii) En particular, las derivadas de ¢ x (t) de ordenes 1,2, 3, ...,k en el punto
t = 0 estan dadas por

d’l" T .
Zelt) =oV0) =i"E[X"] r=1,2,....k

Este resultado se desprende de un teorema de la teoria general de la
integracién, denominado el teorema de convergencia dominada (Fulks 1980,
Khuri 2002, Royden 2002). Una demostraciéon detallada del lema prece-
dente puede encontrarse, por ejemplo, en Loeve (1984), Billingley (1998),
Asf (2002). A continuacién se evalia la funcién caracteristica de tres dis-

tribuciones familiares.

Ejemplo 4.1.1. (i) Suponga que la variable aleatoria X es tal que

X ~ Binomial(n,p) .
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En este caso, la funcién caracteristica esta dada por

px(t) = Ble"]
e'tk (Z) pH(g—p)"F

1 (Z) (e"p)F (g —p)" "

= (1 —p+pe)”

I
NE

k=1

I
NE

>
I

donde la 1ltima igualdad se debe a la formula para el desarrollo de una

potencia positiva de un binomio. Las primeras dos derivadas de ¢ x son

a
at?
d2

Selt) = nln = 1)((1— p+ pe)" 2(ipe®? + n((1 - p+ peit)" " (Zpe”)

() = n((L — p + pe')" ! (ipe™)

Evaluando en ¢ = 0 se desprende que

e D(0) = n((1—p+p)"(ip) = inp
P(0) =n(n = 1)((L = p+p)"2(ip)* +n((L - p+p)" ' (%p)
= i?n(n — 1)p? + i*np

y el lema precedente permite concluir que
iE[X] =inp y *E[X? =1i*[n(n - 1)p? 4+ np),

es decir, E[X] = np y E[X?] = n(n — 1)p? + np = n?p? —np? + np =
np(1 — p) + n?p?, de donde se desprende que Var [X] = E[X?] — (E[X])? =
np(l — p) + n?p? — (np)? = np(1 — p), expresiones que coinciden con las

obtenidas directamente por medio de métodos mas elementales.

(ii) Suponga que X tiene la distribuciéon Poisson (A). En este caso,

00 0 i
; )\k — _ )\6” k _ it it _
_ § eztk_e Ak e A E : ( ) —¢ /\e)\e _ e/\[e 1]
k=1 ) k=1

donde, para establecer la cuarta igualdad, se utilizd, la expansion e® =

S o @k /k! con a = Xe't. A partir de esta férmula se desprende que

Cox(t) = px(Bire
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y por lo tanto

d? d x d P oy PO
@gox (t) = Ecpx(t)z)\e” + (px(t)’LQ/\GZt)\ = px (t)(z)\e”)2 + ch(t)zz)\e”.

Usando que ¢x(0) = 1, las expresiones anteriores implican que

d .
PY(0) = Zox(t)]  =iA
t=0
d? .
P00 = Zex(t)| =N+
t=0

y aplicando el Lema 4.1.1 se obtienen las igualdades i E[X] = i\, asi como
i?E[X?] = i2[A\% + )], de manera que E[X]| = X\ y E[X?] = A2 + ); luego,
Var [X] = E[X?] — (E[X])? = [A\2 + A\] — A2 = ), en concordancia con los

formulas conocidas. O

A continuacion se presenta la funcién caracteristica de una distribucion

normal estédndar.

Ejemplo 4.1.2. Suponga que Z tiene distribuciéon N (0,1). En este caso,
vz (t) estd dada por

. . 1 2 1 2_o;
t E eth / etz e~ ? /2 dz / e—[z —2itz]/2 dz.
ez (?) | ] R V2T R V2T

Para evaluar esta integral, note que

2% — 2tz = (z — it)? — (it)? = (z — it)> + 12

donde se ha utilizado que i?> = —1. Por lo tanto,

0z (t) = E[e"”]

1 s\ 2 2 2 1 2\ 2 2

—[(z—it)2+¢2]/2 —t /2/ —(z—it)?/2 —t2/2

= e dz =c¢ —e dz =c¢ .
/R V2T R V2T

donde la tltima igualdad se debe a la relacion f]R \/%76_(2_“)2/2 dz=1. A

partir de esta igualdad se desprende que

%SOZ (t) = —tpz(t)
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y por lo tanto
d? d
T z(t) = —toz(t) —vz(t)
Aplicando la igualdad ¢ x (0) = 1, después de evaluar las relaciones anteriores

en t = 0 se desprende que

(1) d
0) = —owy(t —0
¢y (0) dts@z( ) =0
y P
)
0) = —opu(t -1
() dtgsoz( ) .

Estas expresiones permiten concluir, por medio del Lema 4.1.1, que 0 =
iE[Z] y que i?E[Z?] = —1. Luego, E[Z] = 0 y E[Z?] = 1, de manera
que Var [Z] = 1, como corresponde a una variable aleatoria con distribucién

normal estandar. O

Los ejemplos anteriores han mostrado como a partir de la funcién carac-
teristica de una variable aleatoria X es posible determinar sus momentos. Sin
embargo, la aplicacién més importante de la idea de funcién caracteristica
no tiene que ver con esos calculos, sino con propiedades mas profundas, que

se presentan a continuacion.
4.2. El Principio de Unicidad

En la seccién se analizan una importante propiedad de una funcién carac-

teristica, la cual se describe verbalmente como sigue:

La funcion caracteristica de una variable aleatoria caracteriza su distribucion.
De manera mas explicita, si dos variables aleatorias X y Y tienen la misma

funcién caracteristica, entonces sus distribuciones coinciden.

El enunciado formal de esta propiedad es el siguiente:

Teorema 4.2.1. . Sean X y Y dos variables aleatorias con funciones carac-

teristicas px y ¢y, respectivamente. En este caso, si
vx(t) =¢y(t) paratodot € IR,
entonces X y Y tienen la misma distribucién, lo cual se expresa escribiendo

x<y,
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y significa que

P[X € J]=P[Y € J], para todo intervalo J C IR.

Ejemplo 4.2.1. (i) Suponga que por algin medio se ha obtenido que una

variable aleatoria Y tiene la funcion caracteristica
oy (t) = (.74 .3¢")°.

Recordando el Ejemplo 4.1.1, se sabe que si X ~ Binomial(9,0,3), entonces
su funcién caracteristica es (.7 + .3¢*)?, de manera que ¢y (t) = ¢x(t). A
partir de este punto, el Teorema 4.2.1 permite concluir que Y y X tienen la

misma distribucion, es decir, que Y ~ Binomial(9,0.3).
(ii) Suponga ahora que una variable aleatoria Y satisface que

Oy (t) _ 67[eit —1]

Como se establecié en el Ejemplo 4.1.1(ii) si X ~ Poisson (7), entonces su

7[e7it _1] _

funcion caracteristica estd dada por px (t) = e vy (t), y el Teorema

4.2.1 permite concluir que X y Y tienen la misma distribucion, esto es,
Y ~ Poisson (7). O

Ademas de que sera ttil mas adelante, el siguiente lema permite presen-

tar aplicaciones interesantes del teorema de unicidad.

Lema 4.2.1. (i) Para cualquier variable aleatoria X, y cada ndmero real a,

las funciones caracteristicas de X y aX estdan relacionadas por

Yax(t) = ox(at), teR.

(ii) Si X y Y son dos variables aleatorias independientes, entonces la funcién
caracteristica de la suma X +Y es el producto de las funciones caracteristicas
de X y Y, esto es,

pxty(t) = px(t)pv(t), teRR.

Maés generalmente,
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(iii) Si Y3, Ys,...,Y,, son variables aleatorias independientes y a1, as,...,a,
son numeros reales, entonces la funcion caracteristica de la combinacién lineal
a1Y1 +aYs + -+ a,Y, esta dada por

ParYi+asYettanY, (t) = 0y, (a1t) @y, (azt) - - oy, (ant), t€R.

(iv) SiY7,Ys, ..., Y, es una muestra aleatoria de una distribucién con funcién
caracteristica ¢(t), entonces, para todos los niimeros reales ay, as, ..., an, la

combinacion lineal a1Y7 + asYs + - - - + @, Y, tiene funcién caracteristica

ParvitasYottany, () = plart)p(ast) - plant) = [ [ plait), t€R.

Demostracién. (i) S6lo note que @, x (t) = E[e*(*X)] = E[e(@)X] = px (at).

(ii) Observe que
px+y () = B[] = E[e"Y ] = E[e"Y] B[] = ox (o (¢),

donde la tercera igualdad se debe a la independencia de X y Y.

(iii) La funcién caracteristica de la combinacién lineal a; Y, +aoYo+- - -+a, Y,

esta dada por

E[et(alY1+Cb2y2+"'+anyn)]

Pa1Yi+as Yot +an Yy, (t)

(a1t)¥1 e(a2t)Y2 .. e(ant)yn]

e

E
ElelmtV1] Blea:t)¥z] ... plelant)¥n]

Y, (a1t>90Y2 (G’?t) PY, (a”nt)

donde la independencia de las variables Y; se utilizé en la tercera etapa.

(iv) Cuando las variables Y; provienen de una misma distribucién con funcién
caracteristica p(t), se tiene que gy, (t) = ¢(t), de manera que la conclusion

se desprende directamente de la parte (iii). O

Ejemplo 4.2.2. (i) Suponga que Y tiene funcién caracteristica

oy (t) = (7 + .39,
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Con esta informacién, el problema es describir de forma precisa la dis-

tribucién de Y. Para alcanzar este objetivo, note que si
X ~ Binomial (9,0.3),
el Ejemplo 4.2.1(i) permite concluir que px(t) = (.7 + .3¢)%, y entonces
ax(t) = (7T + .3e™) = py(1).

A partir del Teorema 4.2.1 se concluye que 4X y Y tienen la misma dis-
tribucion. Asi, la informacion proporcionada permite concluir que Y tiene

la misma distribucién que una variable Binomial(9,0.3) multiplicada por 4.
(ii) Ahora suponga que Y tiene funcién caracteristica

Oy (t) — e7[ei5t _1

Para describir de forma precisa la distribucién de Y, note que si X ~

Poisson (7), entonces px(t) = e7le’ 1]

7[61'515_1]

, por el Ejemplo 4.2.1(ii). Por lo
tanto, psx(t) = e = vy (t), de tal manera que el Teorema 4.2.1 per-
mite concluir que 5X y Y tienen la misma distribucién. Luego, a partir de
la informacion proporcionada se concluye que Y tiene la misma distribucién

que una variable con distribucién Poisson (7) multiplicada por 5.

(iii) Sea W una variable aleatoria con funcién caracteristica dada por
ow(t) = (\7+ .3ei4t)967[6i5t_1].

La distribucién de W puede describirse como sigue: De acuerdo a las partes
(i) y (i), (.7 + .3¢™")? es la funcién caracterfstica de 4X, donde X ~

i5t ., ’ .
7e™ 1] o5 la funcién caracteristica de 5Y,

Binomial (9,0.3), mientras que e
donde Y ~ Poisson (7). Cuando X y Y son independientes, 4X + 5Y tiene
funcion caracteristica @4x 15y (t) = (.7 + .3€i4t)9€7[ei5t_1], por el lema ante-
rior, y se concluye que

ew (t) = pax sy (1),

y el Teorema 4.2.1 permite concluir que

w24x +5Y.
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4.3. La Propiedad de Continuidad

En esta seccion se presenta otra propiedad crucial relacionada con las fun-
ciones caracteristicas, se denomina ‘principio de continuidad’, la cual per-
mite caraterizar la convergencia en distribucién de una sucesion de variables
aleatorias {W,,} hacia la variable aleatoria W por medio de la convergencia
de las funciones caracteristicas. Esta propiedad se aplicarda posteriormente
para demostrar el teorema central de limite, y para demostrar una version

general de la ley de los grandes ntmeros.

Teorema 4.3.1. Sea {W,,} un sucesién de variables aleatorias y considere
una variable aleatoria adicional W. En este caso, la sucesion {W,,} converge
en distribucién a W si, y sélo si, la sucesion de funciones caracteristicas

{ow, (t)} converge a o (t) para todo niimero real ¢:
W, LW lim ow, () = ¢(t) teR. (4.3.1)

Conjuntamente con el Teorema 4.2.1, este resultado es el centro de la
teoria asintotica de variables aleatorias y su demostracion puede verse, por
ejemplo, en Billingley (1998), Borovkov (1999), o Loeve (1984). Note que
el criterio (4.3.1) permite estudiar la convergencia en distribucién de vari-
ables aleatorias analizando un problema mas familiar, la convergencia de las
funciones caracteristicas involucradas. Como se menciono anteriormente, el
Teorema 4.3.1 se utilizara en el siguiente capitulo para establecer el teorema
central de limite. Por el momento, es conveniente estudiar un caso particular,

a saber, el de convergencia de variables aleatorias hacia una constante.

Corolario 4.3.1. Una sucesién de variables aleatorias {W,,} converge en prob-
abilidad hacia una constante ¢ si, y sélo si la sucesion {pw, (t)} converge a
et para todo t € IR:

W, 3¢ <= lim ow, (t) =€, tecR.

n—oo

Demostracion. El argumento depende de dos hechos. Primero, note que los

Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 establecen que

P d
W, —c <— W, —c.
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En segundo lugar, note que si X es la variable aleatoria constante c—es
decir, P[X = c] = 1—entonces ¢.(t) = ¢ x(t) = E[e?*X] = e’“*. Combinando
esta igualdad y la anterior relacién desplegada, el criterio (4.3.1) permite
concluir que {W,,} converge en probabilidad a la constante ¢ si, y sélo si,

ow, (t) — et para todo t € IR, estableciendo la conclusién deseada. O

En las aplicaciones de este resultado, con frecuencia es ttil tener en

mente el siguiente hecho auxiliar.

Lema 4.3.1. Suponga que {A, } es una sucesién de nimeros (posiblemente)
complejos tales que

A, — A sin— oo.

En este caso,
. AN\" 4
lim (14— ) =e
n—oo n

Demostracion. Tomando logaritmos, la convergencia que se desa establecer

equivale a

lim nlog (1 + ﬁ) = A. (4.3.2)
n

n—oo

Para verificar esta igualdad, recuerde que

d 1

7 log(z) = p

de manera que

1 -1 1
0g(z + h})L 0(2) — —, cuando h — 0.
z

Usando esta relacién con z = 1 y recordando que log(1) = 0 se obtiene que

log(1+h)  log(1l+ h)—log(1)
h B h

1
— 1= 1, cuando h — O;

por lo tanto

=1

lim — [nlog (1+ Ap/n)] = lim 08LF An/1)

n—oo Ay, n— o0 An/n ’

relacién que equivale a (4.3.2), pues A,, — A. a
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El propdsito del siguiente ejemplo es ilustrar la aplicacién del Corolario
4.3.1y del Lema 4.3.1.

Ejemplo 4.3.1. Para cada entero positivo n, considere una variable aleatoria

Y,, con distribucién binomial negativa, de tal manera que

n+k—1

P[Yn:k]:( o

)P"_l(l —p)f " k=nn+ln+2,..;

note que se tiene la igualdad

la cual equivale a

= (n+k—1\ 4 q g \"
SR S —1-p
;( o1 )q A gt = Q)(l_q , donde g P
(4.3.3)

A continuacién se analizara la convergencia de la sucesién {Y,,/n} hacia una
constante usando el Corolario 4.3.1. Como punto de partida, se calculara la

funcion caracteristica de Y,,. Note que

Py, (t) = Ele"™]

() B (e

k=n

- () Z (e

Para evaluar la dltima sumatoria, utilice (4.3.3) con e'’q en lugar de g para

obtener que

— (n+k—1\ k it eq \"
O N [

k=n
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de manera que

1—eq (1—-¢q\" et \"
t) = :
ev. () p < q ) (1—6“q
it NN\
_1-c <(1 gl > (4.3.4)

D 1 —eitq
1 —elq
S (L+ f(t)"

donde ( ),t y
1—q)e e —1

ft) =t 1=

1 —e'q 1 —e'q

9

observe que f(0) =0y que

pon e SR =) o f(h) (@ =1)/h i
f<0)_ilzli>% h _ilzlg%) h _7112%) l—ehqg —1—q p
(4.3.5)
Ahora considere la variable aleatoria W,, = Y,,/n y note que su funcién

caracteristica estd dada por

1— 6it/nq

ow, (t) = ©y, /() = oy, (t/n) = (1+ f(t/n)",

donde la segunda igualdad se desprende del Lema 4.2.1(i), y la relacién (4.3.4)

se utilizo en la ultima etapa. Note ahora que

= n onde A, = nf(t/n) = f(t/n) it
ft/n)=A,/n, donde A, £(t/n) tt/n _)tp 4 (43.6)

Con esta especificacion de A,, la anterior expresion para gy, (t) equivale a

1 — eit/n A\ "
ow, (t)=— "1 (1+ —) .
p n

Por otro lado, (4.3.6) y el Lema 4.3.1 conducen a

lim (1 + ﬁ) = /P,

n—o00 n
mientras que la continuidad de la funcién exponencial implica que

i l_eit/nq: 1_ei0q: l—q
n—00 D P P

= 1.




49

Combinando las tres ultimas relaciones desplegadas se obtiene

lim gy, /n(t) = lim ow, () = /7,

n—oo n— oo

y el Corolario 4.3.1 permite concluir que Y, /n P /- O

4.4. Variables Estandarizadas

En el siguiente capitulo el Teorema 4.3.1 serd usado para establecer el teo-
rema central de limite. El argumento involucra el andlisis de la funcién
caracteristica de una variable con media cero y varianza 1, la cual se denom-
ina estandarizda. A continuacuén se enuncia el resultado técnico auxiliar

que se empleard en la demostracion.

Lema 4.4.1. Suponga que Y es una variable aleatoria con E[Y] =0y E[Y?] =

Var [Y] = 1. En este caso, la funcién caracteristica de Y puede escribirse
como
t2
QOY(t) =1- 5(1 + Rn(t))a (441)
donde R, (t) satisface
tlgl(l) R, (t) = 0. (4.4.2)

Demostracién. Defina R, (t) mediante

oy (t) —1+12/2

R,(t):=— 772 ,

y note que (4.4.1) se satisface. Ahora se verificard que (4.4.2) también ocurre.
Observe que lim;_,o[py (t) — 1 +t2/2] = py(0) — 1+ 0 = 1, pues ¢(0) = 1,
mientras que es claro que lim;_,ot?/2 = 0. Luego, al tratar de calcular el
limite conforme ¢ — 0 del cociente que define R, (t) como ‘el cociente de los
limites’, se llega a la forma indeterminada 0/0, de manera que, usando la
regla de L’hopital, el limite del cociente coincide con el limite del cociente

de las derivadas:

t)—1+41t2/2 NOEN
t—0 t—0 t2/2 150 t —

De nueva cuenta, al analizar el tltimo cociente en esta expresion, se tiene que

el numerador satisface lim;_,o ¢4 (t) +t = ¢4 (0) + 0 =0, pues 0 = iE[Y] =
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©5(0), por el Lema 4.1.1, mientras que es claro que el denominador satisface
lim;_.gt = 0. Por lo tanto, al intentar calcular el limite del 1ltimo cociente
en la anterior relacién desplegada, se llega a la forma indeterminada 0/0 vy,
de nuevo, la regla de L’hopital conduce a que el limite del cociente coincide

con el limite del cociente de las derivadas:

A R 2 ] () 1 W _
lim =5 = lim ——=——— = lim[py (t) + 1] = ¢y (0) + 1.

Recuerde ahora que i?E[Y?] = ¢7-(0), por el Lema 4.1.1. Como i* = —1y

E[Y?] =1, se concluye que ¢%5-(0) = —1, de manera que
oy (0)+1=0.
Combinando las tres relaciones desplegadas anteriormente se desprende que

lim R, (t) =0,

t—0

estableciendo (4.4.2). O



Capitulo 5

Aplicaciones de la Propiedad de Continuidad

En este capitulo se analizan apliaciones del principio de continuidad. La
primera de ellas es la demostracién del teorema central de limite, y poste-
riormente se obtienen aproximaciones para una distribucion geométrica en
términos de variables exponenciales, y para una distribuciéon binomial usando
una distribucion de Poisson. También se establece la aproximacion clasica
para un distribucién binomial por medio de una distribucién normal, y la
exposicion concluye con una version general de la ley de los grandes ntimeros

obtenida por medio del teorema de continuidad.
5.1. Demostracion del Teorema Central de Limite

En esta seccién se establece el Teorema Central de limite enunciado en la
Seccién 3.5. Recuerde que dicho resultado establece que, si X7, Xo, X3,...
son variables aleatorias independientes con la misma distribucién con media p
y varianza o finita y positiva, entonces la media estandarizada 7:; converge
en distribucion hacia la meida de probabilidad normal estandar en IR, esto
es,

7:; BN P;
vea (3.5.2) y (3.5.3). Como la funcién caracteristica de la distribucién normal

—t2/2

estandar es e , el Teorema 4.3.1 muestra que la anterior convergencia en

51
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distribucién equivale a

lim g () = e ¢ /2, (5.1.1)

n—oo n

Demostracion del Teorema 3.5.1. Se verificara (5.1.1) en dos fases. Primero,
; vk , . . . . .
se expresara X, en términos de variables aleatorias de media cero y varianza

1. Con ese fin, defina

Y; = . i=1,2,3,...,

y note que las variables Y; son independientes con la misma distribucion, lo

cual se debe a que las Xjs tienen esta propiedad. Més aun,

B = p | S S EEASE ,

o

_ Var [Xi]

5— = L.

o

X, —
Var [Y;] = Var [ M}
o
Note ahora que la especificacion de las variables Y; implica que

Y1+1@++Yn _? _yn_,ul

n g

(5.1.2)

de manera que

Yi+ Yo+ +Y, X, — —
1+ Yo+ "’n:/——nyn:\/ﬁn M:Xn.

NZD o
A continuacién, denote mediante p(t) a la funcién caracteristica de la dis-
tribucién comin de las variables Y;, de manera que ¢y, (t) = ¢(t) para todo
i=1,2,3,...yt e IR. Combinado la expresién (5.1.2) con el Lema 4.2.1(iii),

se desprende que

n

o, (8) = priovpe i (t) = [T evit/v/n) = e(t/vn)" (5.1.3)
" i=1
Puesto que ¢(t) corresponde a una distribucién de media nula y varianza
unitaria, el Lema 4.4.1 permite establecer que
2

¢o(h) =1— —(1+ Ry(h)), donde lim R,(h) =0,
2 h—0
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de manera que

AUV =1 = (14 R(t/y/).  donde Tim Ru(t/yi) = 0.

Considerando a t € R fijo, por el momento, defina

t2
Ani = —5

(1+ Rn(t/vn)

y note que
A

de tal manera que (5.1.3) puede escribirse como

(t) = 1+A" ' donde lim A, = t2
o= (1) = - onde  lim A, = -7,
y entonces, una aplicacién del Lema 4.3.1 con A = —t2/2 permite concluir
que
: L (4) — o172
ez ) =
estableciendo (5.1.1), lo cual concluye la demostracién. O

5.2. Aproximacion Exponencial a una Distribucion Geomeétrica

En esta seccion se muestra otra aplicacién de la propiedad de continuidad en
el Teorema 4.3.1, a saber, que una medida de probabilidad exponencial en IR
puede obtenerse como el limite en distribucion de variables aleatorias con dis-
tribuciéon gemoétrica. Primero, se encontraran las funciones caracteristicas

correspondientes.

Lema 5.2.1. (i) Suponga que X tiene distribuciéon Geometrica (p), esto es,
PX=k=>01-p" ', 2=1,23,...

En este caso,
P ezt

=——  —  tcIR.
[—(1-pet’ =

ox(t)

(ii) Si X tiene distribucién Ezponencial (A), la cual corresponde a la densidad

FlzsA) = e Mg o0y (2),
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entonces
ox(t)= 12 1R
Demostracion. (i) Note que
px (1) = Ble"™]
itk k—1 it it k—1 pe
:l;e (1—p)" "p=pe k_l[e (1—p)] :l—e“(l—p)’

donde la ultima igualdad se debe a la férmula para la serie geométrica
S oo =1/(1—r), valida cuando |r| < 1.

(ii) Si X ~ Ezponencial (\), entonces

px(t) = Ble"™]

oo o0 ) A
= / et \e ™M dp = )\/ e~ it gy = :
0 0 )\ — 1t

El principal resultado de esta seccion es el siguiente.
Teorema 5.2.1. Suponga que, para cadan =1,2,3,...,
Y,, ~ Geometrica(p,), dondep, >0y lim p, =0,
n—oo

y sea Y una variable aleatoria con distribucién Ezponencial(1). Con esta
notacion se tiene que
PaYn =Y.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 4.3.1, debe verificarse que

lim PpnYs (t) = gOy(t), t € R. (5.2.1)

n—oo

Para alcanzar este objetivo note que, combinando los Lemas 5.2.1(i) y 4.2.1(i)

se tiene que

Ppn Y, (1) = @y, (Pnt)
et
1 —ewnt(1—p,)
pneipnt eipnt

= pneip"t o [eipnt _ 1] 6ipnt _ [6ipnt _ 1]/pn



95

A continuacion, observe que

lim e®rt =1,

n—oo
puesto que p,, — 0. Por otro lado, observe que la derivada respecto a h de
la funcién g(h) = e es ¢g/(h) = ite*, de modo que ¢'(0) = it. Usando que

g(0) = 1, recordando la definicién de derivada se tiene que

. g(h) —g(0)
1=4¢'(0)=1
g9(0) = lim .
ith 1 eitpn 1 1 eitpn 1
e = gim T T
h—0 h n—00 tpn t n—oo Dn
de manera que
6itpn -1
lim —— =+t.
n— o0 Pn

Combinando las cuatro ultimas relaciones desplegadas se desprende que

eipnt

A een ) = I e =117,

lim,,_, oo €Pnt

- lim,, 00 €Pnt — lim,,_, o0 [€?Pnt — 1] /py,
B 1
1 —t

Para concluir, note que como Y tiene distribucién Fzponencial(1), se tiene
que @y (t) = 1/(1 —it), asi que la anterior convergencia equivale a (5.2.1),

completando la demostracién. O

5.3. Aproximacion de Poisson a una Distribucion Binomial

En esta seccion se analiza el comportamiento asintético de variables Y,, con
distribucién Binomial (n,p,). Cuando el nimero de ensayos n y la probabil-
idad de éxito p, son tales que el nimero de ensayos n crece hacia infinito,
y producto np, es ‘moderado’. En este contexto, se demostrara que la dis-
tribucién de Y,, puede aproximarse mediante una distribucién de Poisson. El

enunciado preciso de esta conclusién es como sigue:
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Teorema 5.3.1. Suponga que, para cada n = 1,2,3,..., la variable aleatoria

Y,, tiene distribucion Binomial (n,pp), donde

lim np, = X € (0, 00), (5.3.1)

n—oo

y sea Y una variable aleatoria con distribucién Poisson (\). En este caso,

Y, —Y.

Demostracion. De acuerdo al Ejemplo 4.1.1, se tiene que las funciones car-

acteristicas de las variables Y y Y,, estan dadas por

QOY (t) — ek[eit 71]

, (5.3.2)
ey, (t) = (1 —pn +pnen)n

Ahora se estudiara el comportamiento de gy, (t) conforme n crece. Con este

fin, sea t € IR un nimero arbitrario pero fijo, y observe que
it it An it
1 —pp+pre’ =1+ pyle” —1] :1—1—7, donde A,:= np,le" —1].

Con esta notacién, la férmula para ¢y, () en (5.3.2) equivale a

ey, (t) = <1+ﬁ>n.

n

Observando que (5.3.1) y la especificacién de A,, implican que A4,, — A\ —1]

cuando n tiende a 0o, el Lema 4.3.1 permite concluir que

A\ i

lim gy, (1) = lim (1+—”) = AU (1),
n—o00 n—00 n

donde se utiliz6 la expresién para ¢y (t) en (5.3.2) para establecer la ter-

cera igualdad. A partir de esta convergencia, el Teorema 4.3.1 implica que

Y, BN Y, concluyendo la demostracion. ad

En el Teorema anterior las variables binomiales Y,, son tales que el
parametro de éxito p,, asociado con Y,, se aproxima a cero conforme n crece,

de tal manera que el producto np,, se aproxima a una constante positiva. En
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la siguiente seccion se estudian variables binomiales, en las que el parametro

de éxito permanece constante.
5.4. Aproximacion Normal a una Distribucion Binomial

En esta seccién se establece un resultado clasico que muestra bajo que condi-
ciones es posible aproximar una distribucion binomial por una distribucién

normal.
Teorema 5.4.1. Considere una sucesién {Y,,} tales que
Y,, ~ Binomial (n,p),

y sea Y, la version estandarizada de Y,,, esto es,

yro _nomp
np(1 —p)
Con esta notacién
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donde
Z ~N(0,1).

Demostracion. Aunque es posible establecer este resultado directamente de
la propiedad de continuidad en el Teorema 4.3.1, es mas simple utilizar el
teorema central de limite. Con este fin, considere una sucesién {X,, } de vari-
ables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién

de Bernoulli(p), de manera que
X; + Xo+ -+ X,, ~ Binomial (n, p)

Por lo tanto,
Yo S Xi+ Xo+ -+ Xy,

de donde se desprende que

Yo—np a Xi+Xo+---+ X, —np X, —p —
n(l —p) np(l —p) p(1—p)

Yr =

n
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Por el teorema central de limite, 7; Ny , Yy puesto que Y, tiene la misma
distribucién que 7;, se concluye que

v 47

n

completando la demostracion. O

5.5. Otra Version de la Ley de los Grandes Numeros

Como ultima aplicacion del Teorem 4.3.1, se establecera ahora una versién

refinada de la ley de los grandes niimeros que se enunci6 en el Teorema 2.4.1.

Teorema 5.5.1. Suponga que Xi, Xo,...,X,,... son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas y suponga que la distribucién
comun tiene media finita . Sea X, la media muestral de los primero n

datos, esto es,

Con esta notacioén,
X, . (5.5.1)

Note que, en contraste con el Teorema 2.4.1, en el presente resultado no
se supone que la varianza de la distribucion comun de las variables X; sea
finita.

Demostracién. Para obtener la convergencia (5.5.1), note que los Teoremas

3.2.1 y 3.2.2 implican que (5.5.1) es equivalente a

X, -5, (5.5.2)
y es esta convergencia la que se demostrarda. Con este fin, note que el Lema
4.2.1(iii) permite concluir que

n

o5 () = Ox i Xa/mrx,m(t) = [ [ ox,(t/n) = @(t/n)"
=1

donde ¢(t) es la funcién caracteristica de la distribucién comin de las vari-

ables X;. Seleccione un numero fijo t € IR y defina A,, mediante

A= nle(t/n) — 1], (5.5.3)
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de tal manera que
An
o(t/n) =1+ o

Con esta notacion,

o (1) = <1 + ﬁ>n. (5.5.4)

n

Observe ahora que, como las variables X; tienen media finita, su funcion
caracteristica tiene derivada de primer orden, y ¢’(0) = iu, por el Lema
4.1.1. Por lo tanto,

, P
in = p(0) = lim .

de donde se desprende que |,
lim A, = itu.

n—oo

Combinando esta convergencia con (5.5.4), el Lema 4.3.1 implica que

. . An " it
am e, (¢) = lim (“7) =<

lo cual, por el Corolario 4.3.1, equivale a (5.5.2), concluyendo el argumento.
a
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