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Este trabajo considera una sucesion {X;} de objetos aleatorios que son
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es absolutamente continua con respecto a una medida dada y la correspondiente
densidad depende de un pardmetro desconocido. Bajo condiciones topdélogicas y
de continuidad poco restrictivas, se obtiene una condicidén necesaria y suficiente
para la consistencia de una sucesién de estimadores de verosimilitud méaxima.
Al aplicar dicha caracterizacién al caso en que el espacio de parametros esta
contenido en un espacio Euclideano de dimensién finita, la conclusion es que la

sucesion es consistente si y sdlo si es acotada con probabilidad 1.
v



ABSTRACT
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A sequence {X;} of independent and identically distributed random objects is
considered. The common distribution of the X;’s is absolutely continuous with
respect to a given measure, and the corresponding density is not completely
specified but depends on an unknown parameter. Under mild topological and
continuity requirements, a necessary and sufficient criterion for the consistency of
a sequence of maximum likelihood estimators is obtained. When this characteri-
zation is applied to the case in which the parameter belongs to a finite dimensional
Euclidean space, the conclusion is that the sequence is consistent if and only if it
is bounded with probability 1.
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2
Casella y Berger, 2001). Por otro lado, es posible construir ejemplos en los que los

estimadores de verosimilitud méxima no son consistentes, esto es, a medida que
el tamafio de la muestra crece los estimadores no convergen al verdadero valor del
parametro; un ejemplo sencillo ilustrando este comportamiento se presenta en el
Capitulo 5, mientras que otros ejemplos mas sofisticados pueden encontrarse en
Lehmann y Casella (1998) y Bahadur (1958). Por otro lado, un anélisis cuidadoso
de los argumentos utilizados para demostrar las propiedades de optimalidad
asintética de los estimadores de verosimilitud méaxima, pone de manifiesto que
un requisito indispensable para obtenerlas es la consistencia de los estimadores
(Serfling, 1988), y el hecho de que dicha propiedad falle en algunos casos, pro-
porciona la motivacion para el desarrollo de este trabajo, en el cual se analiza el
siguiente.

Problema Basico: Desarrollar un criterio necesario y suficiente para la consisten-

cia de los estimadores de verosimilitud mdxima.

La consistencia de los los estimadores maximo verosimiles ha sido obte-

nida bajo las siguientes condiciones suficientes impuestas sobre las posibles
densidades f(y, 0) de Y (Newey y McFadden, 1993):

i) Para cada y, la funcién 6 — log (f(y,6)) es continua y el espacio de
parametros © es compacto;

ii) Para cada y, la funcién 6 +— log (f(y,6)) es estrictamente céncava, el
espacio de pardmetros es convexo y el verdadero valor de 6 se ubica en el
interior de ©.

En este punto, es importante notar que existen modelos en los que estas
condiciones no se satisfacen, y en este caso es importante disponer de un criterio
para establecer la consistencia de los estimadores de verosimilitud méxima. El
criterio que se obtiene en este trabajo no involucra la estructura especifica de las
posibles densidades de Y mas alld de requisitos estdndar de continuidad, sino
que se expresa en términos de la sucesion calculada de estimadores. De manera
simplificada, la principal contribucién de este trabajo, establecida en le Capitulo 5,
consiste en establecer el siguiente

Resultado Principal: La sucesién de estimadores de verosimilitud médxima es
consistente si, y s6lo si, la sucesion es acotada con probabilidad uno.



1.2 LOS INSTRUMENTOS TECNICOS FUNDAMENTALES

Las herramientas estadisticas que se utilizardn para analizar la consistencia de
los estimadores de verosimilitud méaxima son, esencialmente, dos:

El. Laley de los grandes nimeros, y

E2. La desigualdad de Jensen, la cual relaciona las ideas de valor esperado y de
funcién céncava. Cuando se aplica esta desigualdad a la funcién logaritmo
natural se obtiene la desigualdad de Kullback, que serd muy ttil en los dos
ultimos capitulos de este trabajo. Por otro lado, el instrumento matematico
esencial en el desarrollo subsecuente es el siguiente:

M1. La propiedad de Heine-Borel de conjuntos compactos en un espacio métrico.
(Un conjunto contenido en R* es compacto si es cerrado y acotado). Dicha
propiedad establece que al cubrir un conjunto compacto mediante una

coleccion de conjuntos abiertos, existe una subcoleccion finita que también
cubre al conjunto (Dugundji 1970, Munkres 1989, Rudin 1968).

1.3 LA ORGANIZACION

La presentacion del material subsecuente ha sido organizada de la siguiente
manera: En el Capitulo 2 se describe brevemente el problema de estimacién
puntual y se introducen los modelos paramétricos. Luego, en el Capitulo 3 se
introduce formalmente la nocién de consistencia que se usara en este trabajo y
se estudia el resultado esencial sobre esta idea, a saber, la ley de los grandes
numeros, asi como las desigualdades de Jensen y de Kullback. Posteriormente,
en el Capitulo 4 se introduce formalmente el método de verosimilitud méxima y
se demuestra que, cuando el espacio de pardmetros es finito, la consistencia de los
estimadores maximo verosimiles puede obtenerse por medio de la desigualdad de
Kullback; la idea es ilustrar el papel relevante que dicha desigualdad desempefia
en el andlisis del esquema de estimacion. Finalmente, la exposicién concluye
en el Capitulo 5 donde se demuestra el principal resultado de este trabajo, a
saber, el criterio necesario y suficiente para que una sucesién de estimadores
de verosimilitud méxima sea consistente. La presentacién en esta parte es
autocontenida y relativamente independiente del resto del material. La razén es
que el enfoque es bastante general y requiere de un instrumental matematico mas
avanzado que el empleado en los capitulos precedentes.



CAPITULO 2

ESTIMACION PUNTUAL

2.1 MODELOS ESTADISTICOS

El material basico de un problema de inferencia estadistica es un conjunto de
datos Y = (Y1, Y, ..., Yy), y el objetivo del andlisis es utilizar esas cantidades para
establecer conclusiones objetivas sobre aspectos desconocidos del proceso que
genera las observaciones. Para alcanzar ese proposito, el método estadistico inicia
suponiendo que los datos observados son variables o vectores aleatorios cuya
distribucién comin no estd completamente especificada, pues depende de esos
aspectos que no son completamente conocidos para el observador. Si F denota a
la familia de todas las posibles distribuciones de los datos Y, se escribe

Y ~ F (2.1.1)

y especificar un modelo estadistico para los datos consiste en establecer cual es la
familia F de posibles distribuciones.

Ejemplo 2.1.1. [Lanzamiento de una moneda.] Considere una moneda que no se
sabe si estd cargada o no. Se lanza la moneda en n ocasiones, y se observan los
resultados Y1, Y, ..., Y, de cada lanzamiento codificados como 1 o0 0. En este caso
las variables Y; son independientes y su distribucién comun satisface

P[Yi = 1] =1- P[Yi =0] =0 c [O,l]



o bien
P[Y; = u] = 6"(1—6)' "“I1g1y(u),

donde 6 es desconocido, puesto que no se sabe si la moneda es “legal” o no. La
distribucién determinada por la anterior relacién desplegada es la distribucion
de Bernoulli con pardmetro 6, denotada por Ber(0). Debido a que Y3,Y5,..., Yy,
son independientes con distribucién comutn Ber(6), la distribucién del vector
Y=(Y,Ys,...,Y,) estd dada por

=116%(1~ 0)! " "ili0,1y (1)

n—

— g5 (1—6)

Uu; -

It

P—l:

1

Iio,1y (u1),
1

la cual es la distribucién de Bernoulli de dimensién n, denotada mediante Ber, (0).
Por lo tanto, la familia F de posibles distribuciones del vector de datos
Y=(Y1,Y,...,Yy)es

F = {Bern(0) |6 € [0,1] },

completando la especificaciéon del modelo estadistico para Y. Ol

Ejemplo 2.1.2. [Determinacién de una longitud.] Considere el problema de
determinar una medida, digamos la longitud 6 de una cuerda. En este caso
es posible que se tenga cierta informacién a priori sobre 6, por ejemplo que la
longitud es por lo menos A y que no excede a cierto numero B, de manera que

6 € [A, B].

Para encontrar la longitud desconocida, se toman varias mediciones independien-
tes Y1, Yo, ..., Yn, las cuales, en general, diferirdan debido a fluctuaciones aleatorias.
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Suponga que los errores de medicién Y; —6,...,Y, — 0 son independientes con

una misma distribucién, digamos, uniforme en el intervalo [—1,1], esto es, la
densidad de cada error X = Y; — 0 es

f(x) = %‘I[ml,l] (x),

y por lo tanto, la densidad de cada observacién Y; es

1
fri(yi) = ~2'1[9»1,9+1] (y:)-

Como las diversas mediciones son independientes con la misma distribucién, la
densidad del vector Y = (Y1, Y3,...,Yy,) es

n

1
I_I 51[9“1,9+1] (yi)’ Yy = (3/1/ Ya,... ,]/n),
i=1

la cual es la densidad uniforme en el cubo n-dimensional [6 — 1,0 4+ 1]", denotada
porU ([6 — 1,6 + 1]"), de manera que

Y ~{U((6—-1,6+1]") |6 € [A B]},
completando la especificacion del modelo estadistico para Y. ]

Después de los dos ejemplos anteriores, a continuacion se establece la definicién
formal de un modelo estadistico.

Definicién 2.1.1. Dado un vector aleatorio Y, un modelo estadistico para’Y es una familia
F de distribuciones de probabilidad para Y.

Una vez que se ha especificado un modelo estadistico, el analista procede
suponiendo que la verdadera distribucién de Y es un miembro de F, y su
problema consiste en identificarla. Como es claro a partir de los ejemplos
anteriores, los aspectos que se desconocen del proceso que genera los datos

aparecen involucrados en la especificacion de la familia F.



2.2 FAMILIAS DE DENSIDADES

La discusion precedente pone de manifiesto que, al formular un modelo
estadistico, las posibles distribuciones que conforman la familia F se especifican
naturalmente estableciendo la densidad de cada miembro de F respecto a una
medida de L.ebesgue o de conteo. Para clarificar esta observacién, considere de

nueva cuenta el Ejemplo 2.1.1. En ese contexto, se determiné que la funcién de
probabilidad de Y es

fﬁ = i u; M
f(u,0) = I_I s (1—g) = 1 Lro,13 (i),

i=1 i=1

lo cual significa que la probabilidad de que Y pertenezca a un conjunto C C IR” se
evaltia mediante

RBlyecl= Y Heig “1-g) & (2.2.2)

= ), f(u9)

ueC
u;=0o uz-=1

Los posibles valores de Y son todos aquellos vectores u en IR” cuyas componentes
son cero o uno, y la funcién f(u, 0) es la densidad de la distribucién de Y respecto
a la medida de conteo en ese conjunto bajo el supuesto de que el verdadero valor
del parametro es 0.

Considere ahora el Ejemplo 2.1.2. En este caso se determind que la distribucién
de Y cuando la verdadera longitud es 0 tiene densidad respecto a la medida de
Lebesgue en IR" dada por

21
f<y16) —I_IE 6 19—F1](yl) Y:(ylfyzr---,yn),
=1

de manera que la probabilidad de que Y pertenezca a un conjunto C C IR" estd
dada por



PlYeCl= /C £(y,0) dy. (2.2.3)

En (2.2.2) v (2.2.3), Py|Y € C] es la distribucién de Y evaluada en C cuando
0 es el valor del pardmetro, y las ecuaciones muestran explicitamente que
dicha distribucién estd determinada una vez que se conoce la densidad de la
distribucién respecto a una medida determinada. Note que en ambos ejemplos el
pardametro 0 representa lo que se desconoce sobre el proceso que genera los datos,
y que en ambos casos 6 es un numero. Con frecuencia, los aspectos desconocidos
que determinan la distribucién del vector de datos estd representado por un
vector de ntimeros, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Considere el problema de analizar el efecto de dos diferentes
tratamientos sobre una variable de respuesta. Por ejemplo, se trata de determinar
la dureza promedio de piezas metdlicas después de someterlas a calentamiento
a dos temperaturas A y B, donde A < B. Denote mediante u4 y up a las
durezas promedio bajo las temperaturas A y B, respectivamente. Para estudiar
los valores desconocidos de u4 y up se someten varias piezas a calentamiento
bajo la temperatura A, digamos n4 piezas, y se observan las durezas obtenidas
Y1,Ys, ..., Yn,. Similarmente, ng piezas se calientan a las temperatura B y se
obtienen las durezas Y, , +1, Yu 42, - - ., Yn,4np. De esta forma se tiene que

E[Yi]:yA, i =1,2,...,n4, E[Yi]Z]/ZB, I=na+1,na+2,..., nq+ ng.

Para especificar un modelo estadistico para este problema, note que es posible
escribir

Yi=ua+eg, 1=12,...,ngk,
Yi:;uB_*-Si/ iZnA‘i‘l,nA—f-z,...,T’lA—*—nN.

donde las variables ¢; son discrepancias o errores aleatorios con media cero. Si

suponemos que dichos errores tienen distribucién normal con varianza comtn o2

y son independientes, entonces las Y; son independientes y su densidad es



1 (yi~#a)> o
e 22 , sii=1,2,...,1n4,
27102
y
1 (yi~#p)? o
e 22 , sii=na+1,nq+2,...,n4 +ng,
27102
de manera que la densidad del vector de observaciones ¥ = (Y1,Ys,...,Yy),
donde n = n, + np, es
na 1 (y; VA)Z nap+ng 1 (y"""F‘B)z
fpans o) =[lo=se 7 Il =
i=1 2707 i=na+1 \/ZTtU

de donde se desprende que la distribucién de Y depende de tres cantidades des-
conocidas: y4 y #p —que son de interés primordial en el estudio— y ¢?, que
representa la variabilidad de las durezas debida a fluctuaciones aleatorias oca-
sionadas por otros factores distintos a la temperatura que no fueron controlados
en el experimento que genera las observaciones. De esta forma, en este ejemplo,
la densidad de Y depende de 6 = (u4, g, 0?), un vector tridimensional. ]

Los comentarios precedentes pueden resumirse como sigue: La familia de
posibles distribuciones en un modelo estadistico frecuentemente se especifica
sefialando la densidad de las distribuciones respecto a la medida de Lebesgue
en R", o respecto a la medida de conteo en algtin conjunto discreto. Cada una
de esas densidades depende de un vector de pardmetros 6 de cierta dimensién
k > 1, y sus componentes representan aspectos del proceso generador de las
observaciones que son importantes para el analista.

Definicién 2.2.1. Un modelo estadistico paramétrico para un vector de datos Y es una
familia de densidades

{f(y.0)]6 € ®}.

respecto a la medida de Lebesgue en IR", o respecto a la medida de de conteo en un conjunto
discreto. El conjunto © de posibles valores del vector de pardmetros 6 se llama espacio de
pardmetros.
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En el Ejemplo 2.1.1, el espacio de pardmetros es ® = [0,1], en el Ejem-
plo 212, ® = [A, B], mientras que en el Ejemplo 2.2.1 se tiene que
0 = (ua,up,0) € [0,00) x [0,00) X (0,00) = ©O. Cuando cada distribucién en
un modelo estadistico se etiqueta mediante un vector 8 de dimension finita, el
modelo se denomina paramétrico. Note que cuando se especifica un modelo
paramétrico, la distribucién Py del vector de datos Y cuando el verdadero valor
del pardmetro es 6 estd determinada por

RolY € = | f(y,0)dy (2.2.4)

en el caso continuo, mientras que

B[y € C] = Zé f(y,8) (2.2.5)
yE

en el caso discreto.

Observacién 2.2.1. Es conveniente puntualizar que, ademds de los modelos
paramétricos, existen otro tipo de modelos cuyas distribuciones no se etiquetan
naturalmente mediante un vector de dimension finita. Dichos modelos se
denominan no paramétricos (Randles y Wolfe, 1989). En este trabajo todos los
modelos considerados son paramétricos.

2.3 ESTIMADORES PUNTUALES

Considere un modelo estadistico paramétrico determinado por la familia de
densidades {f(y,0) |6 € ®}, de manera que la distribucién de Y cuando 6 es
el verdadero valor del pardmetro estd determinada por (2.2.4) o (2.2.5), asi que
conocer # implica conocer completamente la distribucién de Y. Recordando que
el vector 6 incluye los ‘aspectos’ del proceso que genera los datos que no son
conocidos, se sigue que los datos observados Y deben usarse para aproximar al
verdadero valor de 6. Con frecuencia, serd de interés aproximar no sélo a 6 sino a
funciones de 6. Este punto se ilustra en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 2.3.1. En el Ejemplo 2.1.2, suponga que la cuerda de longitud 6 se va
a partir en dos segmentos de longitudes % y %9—. Con el segmento mds corto se
construird un cuadrado, mientras que con el segmento maés largo se formard una
circunferencia. El interés en este contexto se centra en el drea total encerrada por
el cuadrado y la circunferencia. Denotando esta drea por A(6), esta cantidad se
calcula como sigue:

, ) : . 2 :
i) Recordando que un cuadrado con perimetro P tiene 4rea %, la figura

ps 6 : £ 92 .
cuadrada de perimetro 3 tiene area 177;

ii) Aplicando el hecho de que el drea de un circulo cuyo perimetro es P esta

dada por 7t ( —2137%-)2 = —41?%, el disco de perimetro % tiene 4rea g%.
Por lo tanto, 52 52
A®) =141 T 57
es la funcién de interés cuyo valor se desea estimar mediante los datos. ]

Ejemplo 2.3.2. En el Ejemplo 2.2.1, 6 = (ya, up,0), donde u 4 y pp son las durezas
de las piezas metdlicas al someterlas a las temperaturas A y B, respectivamente.
En este caso es interesante comparar las dos durezas y por lo tanto es importante
estimar el verdadero valor de

D(6) = up — pa.
Si las piezas metdlicas son los eslabones de una cadena que se unirdn, entonces
otra cantidad de interés es

g(0) = min{pp, pup}-

Por supuesto, g1(0) = pua y £2(0) = up también parecen importantes en este
contexto. i

Como estos ejemplos muestran, dado un modelo paramétrico, el interés del
investigador se centra en obtener aproximaciones para cierta funcién g(6) del
parametro 6. Las aproximaciones al valor g(0) que se obtengan mediante los datos
observados Yj, ..., Yy, se llaman estimaciones de g(6). Esta idea es formalmente
introducida a continuacién.
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Definicion 2.3.1. Considere un modelo estadistico paramétrico determinado por la
familia de densidades {f(y,0)|6 € ®}, y sea g: ®© — R una funcién dada. Un

estimador de g(0) basadoen Y1,Y>,..., Yy es una funcién

Sn=8.Y1,Y2,...,Yy)

cuyos valores serdn utilizados por el observador como una ‘aproximacion’ del valor g(6)
asociado al verdadero valor del pardmetro. Al observar Y =y se obtiene el valor especifico
2(y), el cual es la estimacioén correspondiente al evento Y =y.

Esta idea de estimador es bastante general, y la funcién ¢, puede ser producida
por cualquier método, pero es razonable requerir que, a medida que el ntimero n
de datos observados crezca, las cantidades $,(Yx, ..., Yn) se aproximen al valor
g(6p) asociado al verdadero valor del pardmetro 6.

Ejemplo 2.3.3. En el Ejemplo 2.1.2, Y7,...,Y, son diversas mediciones de la
longitud desconocida 6 de una cuerda. En este contexto, parece razonable estimar
6 mediante

§ =7, =1t Yn
n
Gi se desea estimar la funcidén de area
62 62
AO) =12 Tox

del Ejemplo 2.3.1, un estimador razonable es

2 2 Y Y

A= _ Yn o Yn
144 + 9t 144 F Ot

Por otro lado, debido a que la distribucién de las mediciones Y; es simétrica
respecto a 8, otro estimador razonable de 0 es

9~ = med(Yl,YZ,. . .,Yn)
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y entonces la funcién de 4rea A(f) puede estimarse mediante

02 62  med(Y1,..., Yn)* N med(Y1,...,Yn)?

A= b — =

144 + 97t 144 97t
Es claro que 6 y A(6) pueden estimarse de varias maneras. O
Ejemplo 2.3.4. En el Ejemplo 2.2.1 el pardmetro es 8§ = (pa,pp,0). Como

las observaciones Yi,...,Yn, tienen distribucién simétrica respecto a pa4, un
estimador razonable de 4 es

fia=med(Y1,...,Yn,)

y similarmente

fig = med(Yp, 41, Yy ,+np)-

Entonces, g(0) = up — pa puede estimarse naturalmente mediante

g =pp—fla.

Es posible construir otros estimadores razonables para las anteriores cantidades.
Por ejemplo, como p4 es la media de las observaciones Yj, .. ., Yn, es natural
estimar u 4 mediante

Y1+ -+ Yy,
na

Z

AN

y similarmente

~ YnA+1;---;YnA+nB
I’tB - 7
np

lo que conduce a estimar g(6) = up — pa mediante

YnA—!—l/- . 'IYnA+nB . Yl + - +Y1’1A
np na

g:ﬁB“ ..... fig =
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2.4 CONSISTENCIA

En general, es posible construir diversos estimadores para una funcién de
interés. Mds atin, para cada entero n, el estimador §, = §,(Y1,...,Y;,) serd, en
general, diferente. El método que genera a los estimadores §,, 0 la sucesién misma
de estimadores {$,}, se denomina consistente si, conforme el ntimero de datos
observados 7 se incrementa, los valores de ¢, convergen, en algin sentido, al
valor desconocido g(f) (Casella y Berger, 2001, Mood et. al. 1987, Dudewicz y
Mishra 1989). Esta propiedad de consistencia es, sin duda, la més bésica de las
que se pueden requerir de un método de estimacién. En la practica, significa que
el esfuerzo temporal o econémico que se realiza para generar mds y mds datos, se
ve recompensado con aproximaciones cada vez més cercanas al valor desconocido
g(6); en ausencia de esta propiedad, serfa imposible convencer a alguien de la
conveniencia de invertir recursos para aumentar el ntimero de datos observados,
y puede decirse que el requisito minimo para que un método de estimacién sea
‘razonable’ es que sea consistente. El tema central de este trabajo es la nocién de

consistencia, la cual serd definida de manera precisa en el siguiente capitulo.

Sin duda alguna, el més fundamental de los resultados de consistencia es
la ley de los grandes ntmeros, la cual establece que al observar variables

aleatorias independientes Y1, Yy, ..., Yy con distribucién comtn y esperanza finita

u, entonces i, = 0 +n“'Y") la media muestral basada en los n datos— converge

hacia # a medida que n aumenta. Hay varias versiones de este resultado,

conocidas como la ley débil y la ley fuerte de los grandes ntiimeros. La ley débil
establece que, para cada ¢ > 0, conforme n crece la probabilidad de observar
que |fl, — | > € se aproxima a cero, mientras que la ley fuerte dice que al
incrementarse n, fI, converge a y con probabilidad uno (Ash 1972, Dudley 2002).
Como se verd posteriormente, este resultado fundamental, que se encuentra
ligado a la propia interpretacién frecuencial de probabilidad, es el instrumento
bésico para estudiar la consistencia de estimadores de verosimilitud méxima.



CAPITULO 3

LA NOCION DE CONSISTENCIA

3.1 INTRODUCCION

Este capitulo trata sobre la idea central en este trabajo, a saber, el concepto
de consistencia de una sucesién de estimadores puntuales. Como punto de
partida, sea Yj,Ys,... una sucesién de vectores aleatorios independientes con
una distribucién comun, la cual se supone que tiene densidad p(y;€) respecto
a una medida fija. En la aplicaciones, dicha medida es la de Lebesgue, en el
caso continuo, o una medida de conteo, en el caso discreto. Por otro lado, 6
es un pardmetro desconocido, el cual pertenece a un conjunto ® contenido en
R¥ para algtin entero fijo k > 1. De esta manera, el observador no conoce
exactamente la densidad de la distribucién de los vectores Y;, pero si sabe que
pertenece a la familia {f(y;6) |6 € ©}. En el desarrollo subsecuente, 6y € ©®
denota al verdadero valor del pardmetro, de manera que la distribucién comun
de los vectores Y; tiene densidad f(y;6p); sin embargo, 6y no es conocido por el
observador, y su objetivo es utilizar los datos observados para estimar el valor de
6y o, més generalmente, de una funcién g(6p). Como se mencioné en el capitulo
precedente, un estimador de g(6p) basado en Y3, Y>, ..., Y, es una funcién

Sn = gAn(le Yy, .. -/Yn)

la cual serd utilizada por el observador como una ‘aproximacién’ de g(6p). Esta
idea de estimador es bastante general, y la funcién ¢, puede ser producida por
cualquier método, pero es razonable requerir que, a medida que el namero n de

18645
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datos observados crece, los valores de §,(Yn,...,Yn) se aproximen a g(6p), en

cuyo caso la sucesiéon de estimadores {$.} se denomina consistente. Esta idea
puede formalizarse de varias maneras, y en este trabajo se adoptara la siguiente.

Definicién 3.1.1. Sea Y1, Y, Y3 ... una sucesién de vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos (i.i. d. ), y suponga que la distribucién conuin de las Y;’s tiene
densidad p(y;0) donde 6 € ©. Denote mediante Py la distribucion correspondiente a
o(y;0). Dada una funcién g(0), una sucesion {§,(Y1,...,Yn)} de estimadores de g(6)
es consistente si, para cada 6 € ©,

P, [l.im Sa(Y1, ..., Yn) = g(e)] = 1.

n—oQ

Esta nocién se denomina consistencia fuerte en la literatura, para distinguirla
de otra nocién relacionada, llamada consistencia débil o consistencia en probabi-
lidad, la cual require que, paracadae >0y 0 € O,

Jg}gbpg [lgn(yl, .. .,Yn) — g(G)f > 8] = 0.
Para detalles sobre estas nociones vea, por ejemplo, Dudewicz y Mishra (1989),
Mood et. al. (1987), o Lehmann y Casella (1998). Puede demostrarse que si una
sucesion {¢,} es consistente en el sentido de la Definicién 3.1.1, entonces es
consistente en probabilidad, de manera que la nocién en la definicién anterior
es, efectivamente, més fuerte que la idea de consistencia en probabilidad, o débil.
En este capitulo se estudia el resultado mds bdsico sobre consistencia, a saber, la
ley de los grandes ntimeros, y posteriormente se analizan las desigualdades de
Jensen y Kullback, herramientas que desemperfian un papel central en el estudio
del método de verosimilitud méxima en el siguiente capitulo. La exposiciéon ha
sido organizada de la siguiente manera: En la Seccién 3.2 se presenta la ley
de los grandes ntimeros, un importante resultado cladsico que establece que los
promedios muestrales de variables i.i. d. forman una sucesién consistente de
estimadores de la media poblacional. En la Seccién 3.3 se estudia la desigualdad
de Jensen, la cual relaciona el valor esperado de variables aleatorias con la nocién
de concavidad de una funcién. El objetivo de esa seccién es establecer que, para
una variable aleatoria positiva X, la desigualdad log E[X] > E[log(X)]| se sa-
tisface cuando X no es constante con probabilidad 1, relacién que conduce a la
desigualdad de Kullback.
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3.2 LEYDELOS GRANDES NUMEROS

La ley de los grandes ntimeros, enunciada a continuacién, es el teorema mas
bédsico sobre consistencia. Dicho resultado establece que la sucesién de medias
muestrales estima consistentemente a la media poblacional.

Teorema 3.2.1. Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad y considere una sucesion de
variables aleatorias { X;: QO — R} con las siguientes propiedades:

i) X1,X2, X3, ...son independientes;
i1) Xq1,X2, X3, ... tienen una distribuciéon comiin, y
iii) El valor esperado de X; es finito, digamos u = E[X;].

iv) En este caso, existe un evento (0* C ) tal que

n
Y Xi(w)
PO =1 vy lim =2 =u weqO (3.2.1)

n—00 n

Una demostracién de este resultado puede encontrarse, por ejemplo, en Ash
(1972) o en Casella y Beger (2001). Usualmente, la conclusién (3.2.1) se expresa
escribiendo

X;

. 1
Iim
n—oo n

n
1=

=u, C.S.

donde c.s. significa ‘casi seguramente’, otra forma de decir que la propiedad
indicada ocurre sobre un evento de probabilidad 1. En el trabajo subsecuente se
usard una version ligeramente mas general de la ley de los grandes ntiimeros.
Para establecerla, es conveniente profundizar en uno de los supuestos del
Teorema 3.2.1, a saber, la condicién de que las variables aleatorias X; tengan
esperanza finita. Considere una variable aleatoria X y defina

Xt =max{X,0}, y X =max{-X,0}; (3.2.2)
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de modo que
X=X"—X"; (3.2.3)

X+ y X~ son la parte positiva y negativa de X, respectivamente. Si X tiene
densidad f(x), entonces

E[X+]=/°°xf(x)dx, y E[X“‘“]:-—/O xf(x)dx,

0

mientras que si X es discreta férmula similares se aplican con las integrales
sustituidas por sumatorias. En general, sin importar la naturaleza de la variable
aleatoria X,

E[XT] = /.oo (1-F(x))dx, y E[X]= /‘0 F(x)dx,

JO —00

donde F(x) es la funcién de distribucién de X. La esperanza de X esta definida
cuando

E[XT] <o o0 E[X]<o (3.2.4)
y en este caso, por definicién,
E[X] = E[XT] — E[X™]; (3.2.5)

vea, por ejemplo Ash (1972), o Dudley (2002). Note que la condicién (3.2.4) es
necesaria para evitar que la fé6rmula para E[X]| en (3.2.5) resulte en ‘co — oo’,
expresion que carece de sentido. Cuando E[X "] = coy E[X™] < o0, de acuerdo a

la convencién usual de que

00 —qaq =00 paratodoa € R,

la féormula (3.2.5) arroja que E[X]| = oo. La tinica forma en que E[X] sea finita, es
que

E[XT] <o y E[X7] < oo, (3.2.6)
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pues en estas condiciones E[X] en (3.2.5) es la diferencia de dos ntmeros reales

(i.e., finitos). El supuesto de que las variables aleatorias X; en el Teorema 3.2.1

Para los propositos de este trabajo, es conveniente establecer la siguiente forma
de la ley de los grandes ntimeros, en la cual el supuesto de que la esperanza de las
variables X; sea finito se relaja, imponiendo sélo la condicién de que la esperanza
de las variables X; esté definida.

Teorema 3.2.2. Sea (O}, F, P) un espacio de probabilidad y considere una sucesién de
variables aleatorias { X;: Q) — IR} con las siguientes propiedades:

i) Xq1,X5, X3, ...son independientes;
ii) Xq,Xp, X3, ... tienen una distribucién comiin, y

iii) El valor esperado de X; estd definido, digamos u = E[X;].

En este caso, existe un evento Q2* C Q) tal que

Y Xi(w)
PO =1 y lim | —u, weQO" (3.2.7)

n—>00 n

s

Note que la tinica diferencia entre las condiciones de los Teorema 3.2.1 y 3.2.2 es
que en este tltimo teorema la esperanza comun de las variables X; puede ser

o 0 —oo. Si, por ejemplo, E[X;] = oo, entonces el Teorema 3.2.2 asegura que
lim (X1+---X;n) . . S
e = oo c.p. 1. Como las variables X; tienen distribucién comun, se

desprende que E[X;"] es la misma para todo i y, similarmente, E[X;"] no depende
de i.

Demostracion del Teorema 3.2.2. Primeramente, observe que es suficiente
demostrar el teorema en el caso en que ¥ = E[X;] = —oc0 0 u = E[X;] = oo,
pues el caso en que E[X;] es finita ya estd cubierto por el Teorema 3.2.1. Con esto
en mente, suponga que E[X;]| = —oo, esto es, que

ut =EX] <o y E[X[]=c0. (3.2.8)
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En este caso, paracada N =1, 2,3, ..., defina X,', N mediante

r~

Xin: =min{X;",N}. (3.2.9)

como X > 0(vea (3.2.2)) se tiene que

y entonces
fin: = E[X;n] < N. (3.2.10)

r~

Por otro lado, a partir de la especificacion de X; y, se desprende que

Xin<Xint1 <X, N=123,... y lim X;y=X; (3.2.11)

N—oc0 :

y a partir del teorema de convergencia monétona se concluye que

I\l}l_l’_}l’;o UN = 1\17@®E[Xi’N] — E[Xi ] — ©Q. (3.2.12)
Defina ahora
XiN = Xl+ — Xi,N- (3.2.13)

Para cada N fijo, las variables aleatorias X; y son independientes con distribucién
comun, y E[X; N] = E[X;" — X; y] = uT — fin es finita; vea (3.2.8) y (3.2.10). Luego,
aplicando el Teorema 3.2.1, se desprende que existe un evento (13, con

PlO5] =1 (3.2.14)

tal que

13

n
1 Xin(w)
lim —

n—00 2

— "l/l+ -------- ﬁN, w < QI*\T (3215)

Por otro lado, usando que X;” > X; y (vea (3.2.11)), se desprende que

Xi,N = Xz+ — Xi,N > X1+ — X; = X;
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donde la primera y segunda igualdades se deben a (3.2.13) y (3.2.3), respectiva-

mente. Por lo tanto, la desigualdad

é Xi(w) 'é Xin(w)

n n

es siempre valida, de tal manera que

n
1=

n
Xi(w) _Zl XiNn(w)
lim su < im sup =
rz—i>oop n n b n

1

Usando (3.2.15) esta relacién conduce a

1

3 Xi(w)
=1

lim sup <wut —fin, weQf. (3.2.16)

n—00 n

Para concluir, defina Q* = N=1 Q. En este caso, (3.2.14) implica que
P[] =1
mientras que combinando la inclusién QO* C Q)3 con (3.2.16) se desprende que

n
Y Xi(w)
].imsu'p'=1 <ut —jn, we*, N=1,23,...
n—00 n

Tomando limite conforme N tiende a infinito en el lado derecho de esta
desigualdad se obtiene que
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lo cual equivale a

n
Y Xi(w)
lim =1 = —0c0o=u, we”.
n—co n
Como P[Q)*] = 1, esto muestra que con probabilidad 1 la media muestral

converge a la media poblacional conforme n tiende a infinito. El caso u = co se
analiza de forma similar. O

3.3 DESIGUALDAD DE JENSEN

En esta seccion se establece otro de los instrumentos que desempefian un
papel central en el estudio de la consistencia de los estimadores de verosimilitud
méxima. Como punto de partida, recuerde que una funcién g(x) es céncava en un
intervalo [ si para cada par de puntos x; y xp en [ y paracadat € [0, 1],

g(tx1 + (1 —t)xa) > tg(xg) + (1 — t)g(x2). (3.3.17)

Si g es una funcidn derivable, un criterio simple para verificar la concavidad de g
es el siguiente: Si ¢’ (x) < 0 en cada punto de I, entonces g es céncava en I (Fulks,
1981, Rudin 1968). Si x1, x2,...,x, son puntos en I, un argumento de induccién
iniciando con (3.3.17) permite demostrar que

g(t1x1 + taxo + - - - tuxy) > t18(x1) + tag(x2) + - - - + tag(xn)

siempre que t,t2,...,t;, sean nimeros no negativos cuya suma es la unidad.
Considere ahora una variable aleatoria X tal que P[X = x;] = ¢#, i =
1,2,...,n. En este caso E[X]| = t1x1 + taXp + - - tgxy v E[g(X)] = t1g(x1) +
trg(x2) + - - - thg(xn), de manera que la anterior desigualdad desplegada equi-
vale a g(E[X]) > E|g(X)], la cual es la desigualdad de Jensen. Esta relacién se
generaliza en el siguiente teorema, en el cual la naturaleza de X es totalmente
arbitraria, y s6lo se supone que sus valores pertenecen al intervalo I en el cual la
funcién g es céncava.
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Teorema 3.3.1. Considere un intervalo I de R y sea g: I — R una funcién céncava en

I. Suponga que X es una variable aleatoria tal que P[X € I| = 1, y que E[X] es finita.
En este caso, el valor esperado de g(X) existe y satisface

g(E[X]) = E[g(X)].

En particular, si P[X > 0] = 1, entonces

log (E[X]) > E[log(X)].

Para una demostraciéon de este resultado vea, por ejemplo, Ash (1972) o
Dudewicz y Mishra (1989). En el andlisis de la consistencia de los estimadores
de verosimilitud mdxima se utilizard una caso especial del Teorema 3.3.1, el
cual involucra la idea de funcién estrictamente céncava: Una funciéon definida
en un intervalo I es estrictamente céncava si para cada x1,xp € I con x7 #
xp y para cada t € (0,1), la desigualdad estricta ocurre en (3.3.17), esto es,
g(tx1 + (1 —t)xz) > tg(x1) + (1 — t)g(x2). Sila funcién g tiene segunda derivada
en I, entonces g es estrictamente céncavaen I'si g’ (x) < O encadapuntox € I. En
particular, la funcién g(x) = log(x) es estrictamente concava en I = (0, 0), pues
g (x) = :9251- < 0 para todo x > 0.

Teorema 3.3.2. Suponga que g es una funcién estrictamente céncava en un intervalo I.
Sea X en variable aleatoria para la cual P[X € I| = 1y cuya esperanza u es finita. Si X
no es constante con probabilidad 1, esto es, si P[X = u| < 1, entonces

g(E[X]) > E[g(X)].

Una demostracion de este resultado puede verse, por ejemplo, en Rudin (1968),
Dudley (2001 o en Ash(1972). El siguiente caso especial del Teorema 3.3.2, el cual
se obtiene tomando g(x) = log(x) para x € (0,00) = I, desemperfiard un papel
central en el estudio del método de verosimilitud méxima.

Corolario 3.3.1. Sea X tal que P[X > 0] = 1y E[X] = u < 1. En este caso, si
P[X = 1] < 1, entonces

0 > E|log(X)].
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Este resultado sera utilizado cuando X es el cociente de dos densidades, como se

muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.1. [Cociente de densidades.] Sea Y un vector aleatorio y sean
densidad fo(y) vy fi(y) dos posibles densidades de Y, las cuales se supone que
inducen distribuciones distintas, esto es, [, fo(y),dy # [, fi(y)dy para alguna
regiéon A. Denote mediante P; a la distribucién asociada a f;, i = 0,1, y mediante
E;[] al operador de valor esperado asociado con P;, i = 0,1. El objetivo de este
ejemplo es verificar que

E, [log (%%)J — / log (%%%) fo(y)dy <0, (3.3.18)

relacion conocida como desigualdad de Kullback. Con este fin, sean Yy y )V los
soportes de fo vy f1, respectivamente, esto es,

Yo =A{y: foly) >0}, V1 ={y: fi(y) >0},

y note que
f1(Y) f1(y)
Fo | ) - J B
f1(y)
o) - fo(y) dy

YoNI

=/ ﬁ@ﬂyg/ﬁ@ﬂy—l

YoN

donde la segunda igualdad se debe al hecho de que fi(y) se anula paray ¢ ).
Esto muestra que

f1(Y)
X = ) (3.3.19)

fo(Y)
satisface Eg[X] = u < 1. Ahora se verificara que Py[X = 1] < 1. El argumento
es por contradiccién. En efecto, si Pp[X = 1] = 1, entonces X = Lly) 1 en
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el soporte )y de fo(Y), esto es, f1(y) = fo(y) en Do, y entonces [y, fi(y)dy =
Jy, fo(y)dy =1,y por lo tanto, | ye f1 (y)dy = 0, lo cual significa que, para toda
region A,

;[fl(Y)dY: / fily)dy = / fo(y)dy———./%fb(y)dy,

AN AN

y entonces fo = (y) y f1(y) inducen la misma distribucién, lo cual contradice la
hipétesis de que fp y f1 determinan distribuciones diferentes. Por lo tanto,

W[5 > w[ifg 1)<

de manera que el corolario precedente implica que (3.3.18) es valida. O

En el siguiente ejemplo se proporciona un calculo concreto acerca del logaritmo
de un cociente de densidades.

Ejemplo 3.3.2. Ahora se proporcionard un cdlculo concreto referente a la
conclusién del ejemplo previo. Considere una variable aleatoria Y con densidad
fo(y) = 37,y € R, de manera que

EoHY)) = [ HW)fov) dy.

Ahora sea f1(y) la densidad

fAly) = -€ """" -8, yeR,

donde 6 € R es arbitrario. En estas circunstancia

s (42) v o) -

y lo que la conclusién del ejemplo anterior establece en este caso es que

0> [ (—ly—ol+lyl)ze ¥ ay.
C]



CAPITULO 4

METODO DE VEROSIMILITUD MAXIMA

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se introduce el método de verosimilitud méxima para construir
estimadores. Sean Yj,Y>,... vectores aleatorios independientes con densidad
comtn f(y,6), donde 6 € ©, de manera que la densidad de Y, = (Y;,...Y)
estd dada por

n

Ay yn,0) =TT f(3i,)- (4.1.1)

=1

El observador sabe que el verdadero valor del pardmetro, digamos 6 es un
miembro de ©, pero desconoce el valor exacto de 6. Una vez que los datos
Y1 = y1,...,Yn = y» han sido observados, la tarea del analista consiste en usar
esas observaciones para construir una estimacion para el valor desconocido 6y. A
continuacién se introduce la idea de funcién de verosimilitud.

Definicién 4.1.1. Dadas las observaciones y1, . .., Yn, la funcion de verosimilitud basada
en los n datos estd dada por

=

Va0, 71, .-, y0) = [ [ f(vi,0), 6€0. (4.1.2)
i=1
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Cuando los datos son discretos, V,,(0,y1,-..,¥n) es la probabilidad de volver a

observar yj, . .., yx bajo el supuesto de que 0 es el verdadero valor del pardmetro.
Con esto en mente, es razonable estimar el verdadero valor del pardmetro
mediante el valor que asigna la mayor probabilidad a los datos observados.

Definicién 4.1.2. Dadas las observaciones Y1, ..., Y, el estimador de mdxima verosimi-
litud de 0 es el valor 0,, = 9, (Y1,...,Yyn) € O que satisface

Vn(én,Yl,...,Yn) EVn(g,Yl,...,Yn), 96@.

Note que 0,, existe cuando ® es finito, pero en otro caso, la existencia de un
maximizador de la funcién de verosimilitud requiere condiciones adicionales
como, por ejemplo, la continuidad de V,(6,Y1,...,Y,) respecto a f y compacidad
del espacio de pardmetros. Para analizar la consistencia de los estimadores de
verosimilitud méxima se supondra que la siguiente condicién se satisface.

Hipétesis 4.1.1. [Identificabilidad.] Densidades correspondientes a pardmetros distin-
tos son diferentes, i.e., si 0 7# 01, entonces existe un conjunto A tal que

‘/I;f(y;G) dy # ./qu(y;f?l)dy-

En el siguiente capitulo se establecerd un criterio necesario y suficiente para
garantizar la consistencia del método de verosimilitud méxima. Por ahora, se
establecerd su consistencia bajo el supuesto de que el espacio de parametros es
finito. La idea es apreciar la importancia de la desigualdad de Kullback en los
argumentos, sin que su papel quede obscurecido por los detalles técnicos del
caso general. Asi, el principal objetivo del desarrollo subsecuente es establecer
el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Suponga que el espacio de pardmetros © es finito, y que la anterior
Hipétesis 4.1.1 es vdlida. En este contexto, la sucesién {6,} de estimadores de
verosimilitud mdxima estima consistentemente a 6, esto es,

Este resultado se demostrara después de los preliminares técnicos de la siguiente

seccion.
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4.2 RESULTADOS AUXILIARES

El objetivo de esta seccion es establecer el siguiente resultado auxiliar, que serd
utilizado posteriormente para demostrar el Teorema 4.1.1.

Teorema 4.2.1. Sea 6y € © un pardmetro arbitrario pero fijo, y suponga que la Hipdtesis
4.1.1 es vdlida. En este caso, las siguientes afirmaciones i)— iii) son vdlidas.

i) Para cada 6 # 0y,

Eo, [log (;Ei:g;)} =:v(0) < 0.

i) Con probabilidad 1 respecto a Py,,

Iim —1lo — v(6

n—oo 71

iii) Dado 6 € ©, existe un evento QO* tal que Py [Q)*| = 1 para el cual la siguiente
afirmacion es cierta: Para cada trayectoria Y = (Y1,Y2,Ys3,...) en (O* existe un
entero N = N(Y,0) tal que

lOg Vn(O,Yl, e o ,Yn) < 108 Vn(GO,Yl, . .,Yn), n > N(Y, 6)
0, equivalentemente,

Vn(G,Yl,...,Yn) <Vn(90,Y]_,...,Yn), 7’1>N(Y,9).

Demostracion del Teorema 4.2.1.

i) Esta parte se desprende del Ejemplo 3.3.1 con f(y;0) y f(y;60p) en vez de
f1(y) v fo(y), respectivamente.
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ii) Note que

log = log
n /Y 7 s /Yn
Va(6, Y1 ) 1T £(Y::60)

o F(Y:0)
= Y108 (fy g (4:2.3)

f(Yi;6)
f(erGO)

dientes e idénticamente distribuidas con respecto a Py,, y su esperanza

son indepen-

Vu(6,Y1, ..., Yn) Hf(Y,,e) )
)
)

Por otro lado, las variables aleatorias X; = log (

comun es

Eg, [X:] = Ee, [log (j{((;":;))ﬂ = v(8) <0,

por la parte (i). Por lo tanto, la ley de los grandes ntimeros en el Teorema
3.2.2 implica que existe un evento )* con Py, [(2*] = 1, tal que, para cada
trayectoria Y = (Y1,Y>2,...) en OOF,

(@) = Jim 5 3% = Jim 3 os (757 ) - w0

Combinando esta relacién con (4.2.3) se desprende que

=v(0), Y= (Y1,Y2...)eQ

n—oo 1

. 1 Vn(e,Yl,...,Yn)
Iim —1lo »
& (Vn(GOIYII‘ . °/Y11)

completando el argumento pues, como ya se ha mencionado, Py, [(2*] = 1.

iii) Sea ()* el evento en la demostracién de la parte (ii). Combinando la
anterior relacién desplegada con el hecho de que v(w) < 0, a partir de
la definicién de limite se obtiene que para cada Y = (Y1,Y2,...) € QOF,
existe un entero N(Y, 0) tal que

1 Vu(0,Y1,- .., Yn)
Iim —1lo L
8 (Vn(eOlYll"'IYT’l)

n—oo 11

) <0, n>N(Y,0),
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lo cual equivale a

log (Vu(6,Y1,...,¥Yn))

<log (V,(60,Y1,.--,Yn)), n>N(Y,0),
o bien

Vn(Q,Yl,...,Yn) <Vn(90,Yl,...,Yn), 1’1>N(Y,9)

Concluyendo la demostracion. O

4.3 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.1

Los resultados en el Teorema 4.2.1 se utilizardn ahora para establecer la consis-
tencia del método de verosimilitud méxima cuando el espacio de parametros es

finito.

Demostracién del Teorema 4.1.1. Escriba
® = {6p,61,..-,6:}, (4.3.4)

donde 6y es el verdadero valor del pardmetro. Para cadai = 1,2,...,r, por el
Teorema 4.2.1 (iii) existe un evento (27 tal que

i) Pp,[QA] =1,y

jii) Para cada trayectoria Y = (Y1,Y2,...) € Qf existe un entero N(Y, 6;) tal
que

Vn(gi,Yl,.. .,Yn) << Vn(GO,Yl,...,Yn), n > N(Y,Qi),

desigualdad que muestra que

Y = (Y,Y2,..)€QF =0,(X1,...,Yn) #6; sin>N(,6;). (43.5)
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Ahora defina

y note que Py, [Q2*] = 1. Sea

N(Y) = max N(Y,Qi)

i=1,2...,r

y observe que N(Y) es finito, pues el espacio de pardmetros lo es.
Seleccione ahora Y = (Y1,Y>2,...) € O* y tome n > N(Y). En este caso
Y € Ofyn > N(Y,0;) paracadai = 1,2,...,r y (4.3.5) implica que
6,(Y1,...,Y,) # 6;. En resumen:

SiY = (Y, Ys,...) € Q*yn > N(Y),

entonces @n(Yl,...,Yn) #6;, i=1,2,...,r

Como 6, (Y1,...,¥Yn) € ©, combinando este enunciado con (4.3.4) se des-
prende que

SiY = (Y1,Y2,...) € Q*yn > N(Y) entonces 8,(Y1,...,Yx) = 6,

completando la demostracién, pues como ya se ha mencionado,
Py, [€2*] = 1y N(Y) es finito.



CAPITULO 5

CRITERIO DE CONSISTENCIA

5.1 INTRODUCCION

Este trabajo trata sobre el método de verosimilitud méxima para construir
estimadores puntuales, el cual es ampliamente usado en la estadistica y, bajo
condiciones adecuadas de regularidad que se cumplen frecuentemente en las
aplicaciones, genera estimadores asintdticamente eficientes (Severini, 2001, Shao,
1999, Lehmann y Casella 1998, Azzalini, 1996). El punto de partida es una sucesién
{X;} de objetos aleatorios independiente e idénticamente distribuidos cuya
distribucién comtn es absolutamente continua con respecto a cierta medida, y la
correspondiente densidad no estd completamente especificada, sino que depende
de un pardmetro desconocido 6. En este contexto, la propiedad asintética més
bésica y deseable de un método de estimacién para 0 es su consistencia, la cual,
en términos simples, requiere la convergencia de los estimadores generados hacia
el verdadero valor del pardmetro conforme el tamafio de la muestra crece; vea la
Definicién 5.2.1. En esta direccién, Bahadur (1958) mostré que el procedimiento de
verosimilitud méxima no es necesariamente consistente (vea también Lehmann y
Casella, 1998, p. 445-447), y este hecho proporciona la motivacién para el principal
problema analizado en este trabajo: Determinar un criterio necesario y suficiente

para la consistencia del método de verosimilitud mdxima.

El problema anterior se analiza, esencialmente, bajo tres tipos de supuestos
presentados formalmente en las siguientes secciones: Primero, se supone que
que el espacio de pardmetros @ es un espacio métrico localmente compacto, un
requerimiento débil que se satisface, por ejemplo, cuando © es un (subconjunto
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abierto de un) espacio Euclideano RR*. Luego, se supone que la densidad

desconocida de los objetos X; depende continuamente, en un cierto sentido,
del parametro 6 € ©®; como es usual, la discrepancia entre dos densidades se
mide en la escala logaritmica, pero no se supone que densidades asociadas a
distintos parametros tengan el mismo soporte. Finalmente, se supone que, con
probabilidad uno, un estimador de verosimilitud mdxima estd bien definido
cuando el tamarfio de la muestra es suficientemente grande. En este contexto, el
principal resultado de este trabajo, enunciado como Teorema 5.4.1 en la Seccién
5.4, puede describirse como sigue:

e Una sucesion {6, } de estimadores de verosimilitud méxima es consistente
si, y sOlo si, existe un conjunto compacto tal que, con probabilidad 1, dicho
conjunto contiene a 6, para todo n suficientemente grande.

Al aplicar este resultado al caso en que ® = IR, la siguiente caracteri-
zacion se desprende de inmediato (vea el Corolario 4.1):

e Una sucesion de estimadores de verosimilitud méxima es consistente siy
sOlo si la sucesién es acotada casi seguramente.

Este tltimo resultado es una propiedad notable del método de verosimilitud
méxima, puesto que una sucesion acotada arbitraria no necesariamente converge.
Los argumentos empleados a continuacién dependen de dos hechos bdsicos, a
saber,

i) la ley fuerte de los grandes ntimeros para variables cuya esperanza no es
necesariamente finita, (Ash 1972, p. 277, Billingsley 1995, p. 284), y

ii) la ley cero-uno de Hewitt-Savage para eventos simétricos (Ash 1972,
p- 279, Billingsley 1995, p. 496).

La organizacién del capitulo es la siguiente: Primeramente, en la Seccion 5.2 se
introduce el modelo estadistico, y se formulan las hip6tesis estructurales béasicas.
Luego, el procedimiento de verosimilitud méxima se discute brevemente en la
Seccién 5.3, estableciendo una ley cero-uno para la existencia de los estimadores
méaximo verosimilies @n para muestras grandes. Posteriormente, en la Seccién 5.4
se establecen los criterios para la consistencia de {,}; en esta parte el argumento
usa una herramienta técnica establecida como Teorema 5.4.2, y la exposicion
concluye en la Seccién 5.5 con una demostracién de este resultado.
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Notacién 1. Para un espacio medible (S,G)yn = 1,2,3, ..., S” denota el producto

cartesiano de S n veces consigo mismo, mientras que G” es la o-algebra generada
por los conjuntos By X B, X --- X B,con B; € G parai = 1,2,...,n. Similarmente,
S consiste de todas las sucesiones

X = (x1,Xx2,X3...)

con x; € S para cada i, y G denota la o-algebra generada por los cilindros
B x &%, donde B € G" para algun n. Por otro lado, para un entero positivo m,
P, representa la clase de todas las permutaciones de {1,2,...,m}, y para cada
xeS*ym=1,23,..,

X = (x'r(l)r X(2)r+ 1 XT(m)s Xm+1s Xm+2, - - .), T E Pu. (5.1.1)

5.2 MODELO ESTADISTICO

Sean X, X5, X3, ... objetos aleatorios ii. d. definidos en el mismo espacio de
probabilidad (Q), F, P) los cuales toman valores en el espacio medible (S,G). La
distribucién comun de los X; es la medida Px definida en G y especificada por

Px|[B] = P[X; € B], Beg. (5.2.2)

Hipétesis 5.2.1. Existe una medida (o-finita) v definida en (S,G) tal que Px
es absolutamente continua con respecto a v, i.e., para alguna funcién de densidad
fX: S — [O, OO),

Px[B] = /B Fx(x)v(dx), BeGg. (5.2.3)

La medida Px —o, equivalentemente, la densidad fx— contiene toda la
informacion probabilistica acerca de la sucesién {X;}. Sin embargo, en la practica
fx no es completamente conocida, y el problema estadistico consiste en usar los
valores observados de Xj, X3, X3, ... —los datos— para aproximar la densidad
desconocida fx. En adelante, se supone que se tiene informacién a priori sobre
el proceso fisico que genera las observaciones, el cual permite postular que fx
pertenece a cierta clase de densidades IF; la inclusion
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fx € F (5.2.4)

es un modelo estadistico, y en este trabajo se supone que los miembros de F se
pueden etiquetar mediante los elementos de un espacio métrico ©®, i.e.,

F={f(x;0): 0 c ©} (5.2.5)

donde, para cada 6 € ©, la funcién G-medible f(-;0): S — [0, o0) es una densidad
con respecto a v; en este caso (5.2.4) es un modelo paramétricoy © es el espacio de
pardmetros. La parametrizacién 6 — f(-;0) de @ sobre IF se supone identificable
(inyectiva), en el siguiente sentido.

Hipotesis 5.2.2. Para cada 6,60’ € @ con 6 # 6,
v[x: f(x;0) # f(x;0")] > 0.

Bajo la condicién de que f(-;0) = fx(-), la distribucién comun Py de los objetos
X; estda dada por

Py[B] = /B F(x;0)v(dx), Beg (5:26)

(vea (5.2.2) y(5.2.3)); la distribucién de el proceso total X = (Xl,XQ, X3,...)
se denota mediante Py y Eg|-] representa el correspondiente operador de valor
esperado. Observe que

P9=159><159><-~, (527)

el producto numerable de la medida Py con ella misma. El pardmetro (desconoci-
do) 6* € © para el cual fx(-) = f(-;68*) es el verdadero valor del pardmetro, y el
problema de identificar fx dentro de la familia IF, es el mismo que buscar 6* dentro
de ©®. En general, basdandose en un ntmero finito de observaciones Xi, Xo, ..., Xy,
no es posible determinar 6* exactamente, y los datos deben usarse para construir

un estimador 6, (X3, X5, ..., X,) cuyos valores son usados como aproximaciones
de 0*.

18645
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Definicién 5.2.1. La sucesién {0, = 0,(X1,Xa,...,Xn)} de estimadores de 0 — o el

método usado para construirla — es consistente si

P, [ﬁm g, = 9] —1, 0eo.

n— 00

En las siguientes secciones se estudia el método de verosimilitud mdxima, y se
establecen condiciones necesarias y suficientes para su consistencia. La discusién
supone que las siguientes condiciones topolégicas y de continuidad se satisfacen.

Hipétesis 5.2.3. El espacio de pardmetros ® es un espacio métrico localmente
compacto.

A continuacién, para cada 6 € ©® defina el soporte Sy de la densidad f(-;0)
mediante

Sog={x€S: f(x;0) >0} (5.2.8)

mientras que, para ¢ > 0y 6; € S, la funcién de e-discrepancia de la familia

{f(-;0)} en el punto 0; estd dada por

0)
D xX) = su lo (f(x, ) Ilx € SgNSyg.|, x€S8, 5.2.9)
o1 (%) 9:d(9,£)<e 5 f(x,01) | oM Sor] (

donde d(-, -) es la métrica en ©.
Hipétesis 5.2.4.
a) Paracadae >0y 6,0, € ©
i) Dy (x) = max {0, Dep,(x)} es G-medible, y

ii) Eg [D;’Hl(Xl)] — 0 conforme € 0.

b) Dados Oy y 61 € O, siv {590 N 551] > (O entonces existen B € G y € > 0 tales
que

i) v[B] >0,y

ii) B C Sg, N S§ cuando d(61,0) < «.
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Observacion 5.2.1.

a) En cierto sentido, la parte b) en la Hip6tesis 5.2.4 garantiza que los soportes
Sg no experimentan crecimientos “repentinos” conforme 6 — 6;. Cuando
S = R¥ y v(+) es la correspondiente medida de Lebesgue, suponga que

Sg = {(xl,...,xk): ai(()) < x1 < bi(9), I = 1,2,...,k}

para ciertas funciones a;(-), b;(-): ® — R. En este caso, la Hipé6tesis 5.2.4
a) se satisface si, paracadai =1,2,...,k, a;(-) es semi-continua inferior y
b;(-) es semi-continua superior.

b) Suponga que existe un conjunto {p1,02,...} el cual es denso en © con la
siguiente propiedad, la cual es valida en todos los modelos que se usan
en la practica: A: Para cada x € Sy 6 € O, puede encontrarse una
subsucesion {py, } que satisface p,, — 0y f(x,pn,) — f(x,0) conforme
k — oo.

En este caso el supremo en (5.2.9) puede tomarse sobre los px’s que

satisfacen d(px,01) < € —un conjunto numerable— y entonces D,g, (-) es
G-medible.

5.3 ESTIMACION DE VEROSIMILITUD MAXIMA

Dado un entero positivo n y puntos x1,x2,...,x4 € S, la funcién de
verosimilitud asociada al evento

[Xl = X1, Xz = X2,..., Xn — xn], (5.3.10)
denotada por L,(:;x1,%2,...,x,): ® — [0, 00), se define como

n
Lu(6;x1,%2,...,%q) =] [ f(x;0), 6 € ®. (5.3.11)
i=1

Note que la verosimilitud satisface
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Lo(5;x1,%2,...,%Xn) = Ln(-;xr(l),xr(z), .. .,xr(n)), T € Py, (5.3.12)

de manera que, definiendo el conjunto M, por

M, = [(xl,xz, cee,Xn) € S": Ly(c;x1,x2,...,X,) tiene un maximizador],
(5.3.13)

se desprende que M, es simétrico, i.e.,

(xl,xz, ey xn) e M, <— (xT(l),xT(z), . e ,xT(n)) e M, T€&P,. (5.3.14)

Después de observar (5.3.10), el método de verosimilitud méaxima prescribe
estimar 0 mediante un maximizador 6(xi1,x2,...,xn) de L,(-;x1,x2,...,%n)
siempre y cuando tal punto exista, asi que,

Ln (9<x11 X2yeeoy xn); X1, X2, -, xn)

> Lu(6;x1,x2,...,%xn), 0€0O, (x1,x2,...,xn) € M, (5.3.15)

mientras que 6,(x1, X2, ..., xn) estd definido ‘arbitrariamente’” cuando la funcién

de verosimilitud L, (-; x1, X2, . . ., Xn) no alcanza su méximo, digamos

é(x1,x2,...,x71) —_— 9*, (Xl,...,xn) ¢ Mn (5.3.]6)

donde 6, es un miembro fijo de ®. Por otro lado,8,(-) debe ser una funcién
medible de (x1,x3,...,x,) para asegurar que én(Xl, X5,...,Xu) es un estimador
legitimo, y esto requiere condiciones adicionales sobre la funcién (x, 6) — f(x;0).
En lugar de profundizar en temas de medibilidad, aqui se supondrd simplemente
que M, pertenece a G", y que 0,(x1,x3,...,%,) es una funcién G"-medible. En
estas circunstancias 6, = 0 (X1, X2,...,X,) es un estimador de verosimilitud
méxima de 0 basado en X;, Xy, ..., X,. A continuacién, sea 8,(X;, Xo, ..., X,) un
estimador arbitrario de verosimilitud méaxima, y defina
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O0n (X1, X2,...,Xn) = 6, (X(1), X(2)ree s X(n))

donde los X(i) ‘s son los estadisticos de orden de la muestra X, X, ..., X,;. En este
caso, a partir de (5.3.12)—(5.3.16) se desprende que 8, es también un estimador de
verosimilitud méxima, que es simétrico, i.e.,

én (Xl, X2, ..., Xn) = én (XT(1>, XT(Z)’ ey XT(n)>, T E Py (5.3.17)

todos los ‘buenos’ estimadores tienen esta propiedad. Note ahora que, debido
a que 6,(-) estd definido arbitrariamente en MC, la caracteristica esencial de
una estimacion de verosimilitud méaxima es la desigualdad (5.3.15), asi que
es interesante investigar si la inclusién (x1,xp,...,x,) € M, ocurre, con
probabilidad 1, para n suficientemente grande; el principal resultado en esta
direccién es el resultado cero-uno en el siguiente Lema 2.1, en el cual se utiliza
la siguiente notacién: Para x = (x1, x2,x3...) € §® y un entero positivo n, defina

X" = (x1,%2,...,%Xn), (5.3.18)

y sea M el conjunto de trayectorias x € S tales que, después de observar
X1,X3,...,Xy,, la correspondiente verosimilitud L, alcanza su maximo. Més

precisamente,
M, =[x € S®:x" € My| = M, x S, (5.3.19)

16,0

Con esta notacién, (1 M, consiste de todas las trayectorias x € S* sobre las
m=k

cuales la verosimilitud correspondiente a las primeras m observaciones alcanza

su maximo para todo m > k, y entonces

M =] N M, (5.3.20)

es la clase de todas las trayectorias x para las cuales se tiene que las verosimi-
litudes Ly (-;x™) tienen maximizadores cuando m es suficientemente grande;
usando la terminologia en Billingsley (1995), o Shao (1999), M* es el limite inferior
de los eventos M.
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Lema 5.3.1. Paracada 6 € ©®,

PQ[M*] =0 or PQ[M*] = 1.

Demostracion del Lema 5.3.1. Sea € € ©® un elemento arbitrario pero fijo, v
suponga que 0 € © es el verdadero valor del pardmetro, de tal suerte que Py
es la distribucién de X = (Xj, Xp, ...), y entonces

Py[M*] = P[X € M*]. (5.3.21)

Sean el entero positivo m y T € Py, arbitrarios, y observe que, con la notacién en
(5.1.1), para cada t > m, (5.3.13), (5.3.14) y (5.3.19) implican que x € M| <>
xr € Mj, asi que

oo o0 o0 o0
xe | J M <= xce |J M
k=m t=k k=m t=k

Por otro lado, observando que (| M; C (N M;j para k < ki, se desprende a partir
=k b=k
de (5.3.20) que
M= ] (] M
k=m t=k

por lo tanto, puesto que el entero positivo m y T € Py, son arbitrarios, la anterior
relacién desplegada implica que

XEM <— xreM*, TP, m=1273..., (5.3.22)

ie., M* es simétrico. Recordando que los X;’s son i.i. d. , la ley cero-uno de
Hewitt-Savage para eventos simétricos implica que P[X € M*] =10 P[X € M] =
0 (Ash 1972, Billingsley 1995), y entonces Py M*| = 0 0 Py[M*] = 1, por (5.3.21).0d

Debido a que 0, (X4, .. ., Xn) es arbitrario cuando (X1, X>,...,X,) &€ M,, es
claro que un ‘buen’ comportamiento asintético de {#,} puede esperarse sélo
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cuando Py[M*| = 1. Este requerimiento se satisface para todos los modelos que se

consideran usualmente, y en general puede garantizarse imponiendo condiciones

como continuidad de la funcién 6 — f(x;60) para cada x € S y (i) compacidad
co

de ©®, o (ii) supee@\K_f(x; #) — O conforme i — oo, donde ® = |J K; y cada
’ i=1

conjunto K; es compacto. En vez de dar condiciones explicitas para asegurar que
Pyp[M*] = 1, se supondréa simplemente lo siguiente:

Hipétesis 5.3.1. M,, € G"paran =1,2,3, ..., Py|M*| = 1 para cada 6 € ©.
P P 4 P

5.4 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA LA CON-

SISTENCIA

En esta seccién se analiza la consistencia de una sucesién de estimadores
de verosimilitud méxima. Como se muestra en el siguiente ejemplo, bajo los
supuestos de este trabajo, la consistencia del método de verosimilitud méaxima
no esta garantizada.

Ejemplo 5.4.1. Suponga que el espacio de pardmetros es ® = {0,1,2,3,...}
dotado con la métrica discreta, y sea ¢(x) una densidad sobre la recta tal que
@(x) > 0O paracadax € R = S. Defina f(x;0) = ¢(x) yparak =1,2,3, ...

k
) p(x)dx.

oy e(x) =
fxik) = £221[x € [k, K], donde cp = [

En este contexto, las hipdtesis de la secciones precedentes se satisfacen y, para
xX1,%x2,.-.,Xn € R, la funcién de verosimilitud L,(:;x1,x2,...,x,) alcanza su
méaximo en el tinico punto

én(Xl,...,Xn) = min{k -~ @: lel S k, i: 1,2,...,7’1},

y no es dificil ver que 8, — co con probabilidad uno con respecto a Py. Luego, la
condicién 0, — 0 Pp-casi seguramente falla, y entonces {8, } no es una sucesién
consistente; vea la Definicion 5.2.1. En Lehmann y Casella (1998, p.445) se presenta
un ejemplo mds sofisticado en el cual la convergencia 8,, — 6 Py casi seguramente
falla para todo 6 € ©.)

18645
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El siguiente teorema proporciona una condicién necesaria y suficiente para

que una sucesion de estimadores verosimilitud méxima tenga la propiedad de
consistencia.

Teorema 5.4.1. Suponga que las Hipétesis 5.2.1-5.2.4 asi como la Hipétesis 5.3.1
se satisfacen, y sea {0, = 0,(X1,Xa,...,Xn)} una sucesion de estimadores de
verosimilitud mdxima. En este caso, las siguientes afirmaciones a) y b) son equivalentes:

a) {6n} es una sucesién consistente de estimadores de 0; vea la Definicion 5.2.1.

b) Para cada 6 € O, existe un conjunto compacto Cy C © tal que, con probabilidad
1 con respecto a Py, 0, pertenece a Cy para n suficientemente grande. Mds
precisamente,

Py {G ﬁ 6, € CQJ} =1, fecO. (5.4.23)
k=1r=k

Como se muestra en el siguiente corolario, el Teorema 5.4.1 permite establecer
una caracterizacién muy simple para modelos con ® = R, |

Corolario 5.4.1. Suponga que ® = R* y que las Hipétesis 5.2.1, 5.2.2, 5.2.4 y 5.3.1 se
satisfacen. Sea {0, } una sucesién de estimadores de verosimilitud mdxima que satisfacen
la condicion de simetria (5.3.17). En este contexto, {@n} es consistente si y sélo si

Py [lim sup llénll < OO} =1, 06 € ©. (5.4.24)
n—r00

De acuerdo a este corolario, una sucesion {én} de estimadores simétricos de

verosimilitud méxima es consistente si, y s6lo si, con probabilidad 1 con respecto

a cada distribucién P, la sucesién {0,} es acotada. Esta caracterizacién es una

propiedad interesante del método de verosimilitud méxima, pues como es bien

conocido una sucesién acotada en IR¥ no necesariamente converge (Rudin, 1968,
Fulks, 1981).

Demostracién del Corolario 5.4.1. Si {6,,} es consistente, (5.4.24) se desprende de
la inclusiones

lim 6, = ] C [limsup 16,1 < HGH} C {limsup 10, < oo} :

n—o0 n—00
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Ahora, suponga que (5.4.24) ocurre, y sea 8 € ® un parametro arbitrario pero fijo.

Para cada enero k, defina el evento

By = {x € S%: limsup ||0,(x")| < kJ , (5.4.25)

n—oo

n—oo
un entero k(0) tal que

asi que | By = [h’.m sup ||6.]| < oo] , v la igualdad en (5.4.24) implica que existe
k=1

Py | Bygy| > 0. (5.4.26)

Por otro lado, a partir de (5.4.25) y (5.3.17) se desprende que cada conjunto By
es simétrico, i.e., si x € By entonces x88By paracadat € P, ym = 1,2,3,...
(vea (5.1.1)), de manera que, como en la demostracién del Lema 5.3.1, la ley cero-
uno de Hewitt-Savage permite concluir que Py[By] = 0 o Py[By] = 1, y entonces

Py [Bioy] = 1, (5.4.27)

por (5.4.26). Para continuar, observe que (5.4.25) implica que si x € By (), entonces
existe un entero N(x) tal que

162 (x")]| < K(8) +1

para n > n(x), i.e.,
xe () |16all <k(6) + 1] < U N [18all < k(o) +1},
n=N(x) r=1n=r

esto es,

Biioy € | () [6n € Col,

r=1n=r

donde Cy es la bola compacta {6 € R*: ||0]| < k(6) + 1}; asf,

P, {G ﬁ 6, € Cg]] =1,

r=1n=r
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por (5.4.27). Puesto que § € @ es arbitrario, se sigue que {0, } es consistente, por
el Teorema 5.4.1, concluyendo el argumento. O

La demostracién del Teorema 5.4.1 depende de la siguiente herramienta técnica,

la cual se verificara en la siguiente seccion.

Teorema 5.4.2. Suponga que las condiciones del Teorema 5.4.1 se satisfacen, sea 6y € ©
un pardmetro arbitrario pero fijo, y sea K C ® un conjunto compacto tal que 6y € K. En
este contexto, existe Ux € G con las siguientes propiedades a) y b):

a) P90 [Z/{K] =1,

b) Para cada x € Uk, 0,,(x™) no pertenece a K para n suficientemente grande. Mds
precisamente, existe una funcion Ng: Ux — {1,2,3,...} tal que

0,(x") € K, x€Ux, n > Ng(x). (5.4.28)

Demostracién del Teorema 5.4.1. Suponga que la sucesién {6,} es consistente.
Sea 6 € © un pardmetro arbitrario pero fijo, y seleccione ¢ > 0 tal que la
bola cerrada Cyp = {6’ € ©:d(0',0) < g9} es compacta; vea la Hipé6tesis 5.2.3.

Observando que

lim 6, = 6] < (J () [d(6n,0) < eo] = | () [6n € Co],
k=1n=k k=1n=k |

la consistencia de {8, } implica que (5.4.23) ocurre.

Suponga que (5.4.23) ocurre, donde cada conjunto Cy es compacto. En este caso
sea fp € ©® un pardmetro arbitrario, y note los siguientes hechos a)—c):

o oo
a) Sixe U N [. € Cgo] , entonces existe un entero k(x) tal que
k=1n=k

l.e.,
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b) Dado ¢ > 0, sea B(6p,e) = {0’ € ©:d(0',6p) < €} la bola abierta con

centro 0p y radio € > 0, y defina el conjunto K = Cy, N B(6p, €)¢, de manera
que K es compacto, 6y € K,y

CQO = KU (CQO M B(Qo, 8))

c) Puesto que 6y € K, por el Teorema 5.4.2 existe Ux € B(S*) con Py, [Uk] =
1, asi como una funcién Nk(-): Ux — {1,2,3, ...} que satisface que, para
cada x € Uk,

@n(xn) Z K, n > Ng(x);

vea (5.4.28). Definiendo N(x) = maéax{k(x), Nx(x)}, combinando a)—c) se
desprende que

0

x € U N (U

[én & CQO]) > 9;1()() & CQO M B(QQ, 8), n > N(X)
k=1 n=k

= x € [0, € B(6p,€)], n > N(x)

=>x€ [\ [dbn 60) <ce],
n=N(x)

asi que

o0

o (i

k=1 n=k

16, € Cgo]) C G ﬁ (d(84,00) < €],

k=1 n=k

y entonces

Pgo [G ﬁ [d(én,eo) < EJ} = 1.
k=1 n=k

C
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Puesto que esta ultima igualdad se satisface para cada € > 0, se sigue

que Py, [ nlgn 9, = 90] = 1, y entonces {én} es una sucesion consistente de
o0

estimadores de 6, pues 6y € © es arbitrario.
0l

5.5 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.4.2

En el resto del trabajo, 6y € ® es arbitrario pero fijo, se supone que las hipotesis
en las anteriores Secciones 5.2 y 5.3 se satisfacen atin sin mencién adicional, y
{6,} es una sucesién dada de estimadores de verosimilitud madxima de . Como
es usual, en lugar de analizar las funciones L, (-;x") directamente, es conveniente
considerar sus logaritmos normalizados

La(6;x") = ~1log (La(0:x")) = 1y 1og (f(x:0)), €@ (5.5.29)
n ’ n ’ " ~ 1 ’ ’
donde se adopta la convencién log(0) = —oo; puesto que log(-) es estrictamente

creciente en [0, ), (5.3.15) equivale a
Ln(0(x");x") > Ln(6;X"), 6€0©, x"e& My. (5.5.30)

La demostracién del Teorema 5.4.2 se basa en el siguiente resultado.

Teorema 5.5.1. Dado 61 € © con 01 # 6y, existen niimeros positivos €(61) y A(6,), asi
como un evento Up, € G* y una funcién Ny, : Up, — {1,2,3,...} tal que las siguientes
propiedades (a) y (b) se satisfacen:

a) Ug, C Sg y P, (Up, | = 1;

b) Para cada x € Up,

L,(0;x") < Ln(600;x") —A(01), si n>Np(x) y d(6,01) <e(br).

El argumento usado a continuacién para establecer este teorema depende de
las siguientes consecuencias de la desigualdad de Jensen.
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Lema 5.5.1. Si 61 € ® \ {60} y v (S, N S5 ) = 0, entonces las siguientes afirmaciones
a) y b) ocurren.

a) La siguiente desigualdad se satisface:

Ee, [log (;giggﬂ <0, | (5.5.31)

donde la esperanza puede ser —oo.

b) Existen niimeros positivos €(61) y A(61) tales que

EQO [Dggl (Xl) +10g (;E};i:gég)} < —~2A(91), si O<e< 8(91).

Demostracion del Lema 5.5.1.
a) Debido a que v(Sg, N Sgl) = 0, via (5.2.6) y (5.2.8) se sigue que

1= 1590 [590]

= [ f(x;60) v(dx)

Soq

= £(x;00) v(dx) . (55.32)
5900591

= 1390 [590 M 591] ,

y

Eg, llog (;82?3)] = /S e log GE’; g;;) f(x;00)v(dx) (5.5.33)

Suponga ahora que %{% no es constante v-casi seguramente en Sg, M Sy, .
En este caso, usando la concavidad estricta de log(-), la relacién (5.5.31) se
desprende de las dos anteriores relaciones desplegadas via la desigualdad
de Jensen. Para concluir, es suficiente mostrar que (5.5.31) se satisface
cuando, para algun c € [0, 00),
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f(x;01)

F(x:00) c v-casi en todas partes enSg, M Sy, . (5.5.34)
En este caso, puesto que f(-;01) es una densidad,
1= [ f(x61)v(dx)
J g,
> [ flxe)v(dx)
. 5900591

= C .Lgomsgl f(x;60)v(dx)

:C’

donde (5.5.32) se us6 para establecer la ultima igualdad.' Por otro lado,
a partir de (56.5.33) es claro que (5.5.31) se desprendera si es posible
demostrar que ¢ < 1, desigualdad que sera establecida a continuacién.
Suponga que ¢ = 1, asi que la anterior relacién desplegada implica que

1 =/ f(x;01)v(dx) = [o f(x;61)v(dx); debido a que f(-;61) es
590ﬂ591 . 591
positiva en Sy, se tiene que

v [Se, N Sg| =0
y, mds aun, via (5.5.34), la igualdad ¢ = 1 implica que

1/[ [x: F(x;61) # f(x;60)] N (Se, nsel)]] — 0.

Observando que

[x: f(x;601) # f(x:60)] C Sg, U Se,,

la condicién v [Sgo N Sgl] = 0 y las dos ultimas relaciones desplegadas
implican que v [x: f(x;61) # f(x;60)] = 0, lo cual contradice el supuesto
de identificabilidad en la Hipo6tesis 5.2.2, puesto que 61 # 6p. Por lo tanto,
¢ < 1 completando la demostracién de la parte a).
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b) Usando la parte a), seleccione A(6;) > 0 tal que

b s (655 | < 50000

Por la Hip6tesis 5.2.4 b), existe (1) > 0 tal que Eg, [D;,Lel(Xl)] < A(01) para
e € (0,e(61)], y la parte b) se desprende de inmediato. O

La siguiente consecuencia de (5.2.9) ser4 util.

Lema 5.5.2. Sea 01 € © \ {6g} un pardmetro arbitrario. Para cada x € Sg, M Sg, y € > O

log (f(x;0)) < D;rel(x) + log (;g: g;%) +log (f(x;60)) si d(6,6:1) <e.
(5.5.35)

Demostraciéon del Lema 5.5.2. Sea x € Sy, N Sp, un elemento arbitrario, de manera
que f(x;01)f(x;60) > 0. Primeramente, note que (5.5.35) es vélida cuando x & Sy,
puesto que el lado izquierdo es —oco. A continuacién, suponga que x € Sy, de
modo que I[x € Sg N Sp,] = 1. A partir de

0 = [0 [6223]

se desprende que

log (f(x;0)) = log (f(x;e) ) + log (f(x;91)> +log (f(x;60))

f(x;61) f(x;60)
_ f(x;0)
= log (f(x;91)> I[x € Sy ﬂSgl]

+1og (L0 ) 4 1og (£(x:60))

y, via (5.2.9), se obtiene (5.5.35). |
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Demostraciéon del Teorema 5.5.1. El argumento se divide en dos casos, de acuerdo

al valor de v[Sg, N 5§ |.
Caso 1: v[Sg, N S5 | = O.
Para empezar, observe que (5.2.6) y (5.2.8) implican que

1 = Py, [Se,] = Po,[Sg, M Se, ],

de modo que
Py, [(Se, N Se, )] = 1; (5.5.36)

vea (5.2.7). A continuacién, sean A(8,) y €(61) como en el Lema5.5.1 b), y defina
M como la clase de todas las trayectorias x = (x1, X2, x3,...) € S tales que

- i 0
A, (Z Dy),0, (1) + i;l"g (;& 93 ) )

- £ Doy 00-+108 (S50

< —2A(6;).

Por lo tanto
Py, [M] =1, (5.5.37)

por la ley de los grandes niimeros, y existe Np, (-): M — {1,2,3,...} tal que

f(xi;61)
(Z D (0,0, (*i) + ):log (f(xzr"(l))>>

< —A(61), x€M, n > Ny (x). (5.5.38)

Por otro lado, para x &€ (590 N Sgl)oo, se sigue que x; € Sg, M Sg, para cada i, asi
que
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log (f(xi;0)) < Dgzal)el(xi)

i; 0
+ log (;g” 9(13) +1log (f(x;;60)) si d(6,61) < &(6y),

por el Lema 5.5.2, y entonces (vea (5.5.29))

1
L,(0;x") < " (; De(91)9 (x;) + Zlog (;gxi:g?)) + L,(60; x")

six € (Sg, N Se,)" yd(6,61) < &(67)
Definiendo Uy, = (Sg, N Sg,)” N'M, la parte a) en el Teorema 5.5.1 se desprende
de (5.5.36) y (5.5.37), mientras que la parte b) se obtiene combinando la anterior
relacion desplegada y (5.5.38).

Caso 2: v[Sg, N S | > 0.

En este contexto, la Hip6tesis 5.2.4 a) permite seleccionar ¢(6;) > 0y B € ¢ tales
que v[B] >0y

B C S¢, N S5 cuando d(6,60,) < &(61). (5.5.39)
Puesto que la densidad f(+;6p) es positiva en Sg,, se sigue que

Py, [B] = /Bf(x; 6o) v(dx) > 0

definiendo
Up, = [xe sgg- ;}E;I;‘on lez € B] ——PGO[B] p
la ley de los grandes ntmeros implica que Py, [Up,] = 1, asi que Uy, satisface las

conclusiones en la parte a) del Teorema 5.5.1. Para finalizar, se verificard la parte
b) del Teorema 5.5.1. Defina Ny, : Uy, — {1,2,3,...} mediante
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Ngl (X) = min{i X € B}, X € Z/{gl

y note que Np, (-) es finito, puesto que Py, [B] > 0. Para x € Uy, y n > Np, (x) existe
un entero positivo i < n tal que x; € B; de hecho, i = Ny, (x) es tal entero. En este
caso, f(x;;0) =0sid(6,61) < €(61), por (5.5.39) y (5.2.8), y entonces

Ly(6;x") = —o0, n >Ny (x), d(6,01) <e(61), x€EUy,;

vea (5.5.29) y recuerde la convencién log(0) = —co. Por otro lado, observe que
x; € Sg, para todo i cuando x € Uy, y en este caso f(x;;6p) > 0, asi que
L,(00;x") € R, por (5.5.29), y entonces

Ln(0;x") < Ly(00;x") —1, n> Np,(x), d(6,61) <¢€(61), x€Uy,

completando el argumento. 0]

Demostracion del Teorema 5.4.2. Sea K un subconjunto compacto arbitrario de
@ tal que ) € ® N K°. Para cada ¢’ € K, el Teorema 5.5.1 implica la existencia
de ntimeros positivos (') y A(6’), asi como un evento Uy € G* y una funcién
Ngr: Uy — {1,2,3,...} tal que

Z/{el C Sg:, P90 [Z/{el] =1, (5540)

Ln(6;x") < Lu(00;x") —A(6'), x €Uy, n>Nyp(x), 6cB(¢,e6))
(5.5.41)
donde, como antes, B(6’,£(6')) es la bola abierta ® con centro ¢’ y radio £(8').

Observando que K C Ugcx B(6',€(0")), la compacidad de K implica que, para
cierto conjunto finito {61,65,...,6,} ¢ K

K c | ) B(6;,¢8)). (5.5.42)
i=1
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Definiendo

’
Z:{K — ﬂ Z/{Oil
=1

NK(X) = max {Ngl (X), Ngz (X), vy Ngr(x)}

Ak = min {A(61), A(62),...,5(6:)} >0,

(5.5.40) implica que

(5.5.43)

mientras que (5.5.41) y (6.5.42) implican que

La(6;x") < L,(60;x") — Ak, x€Ux, n>Ng(x), 0¢€Kk. (5.5.44)

Por otro lado, a partir de la definicion de M*, se desprende que existe una funcién
N: M* — {1,2,3,...} tal que si x € M* entonces x" € M, paran > N(x); vea
(5.3.19) y (5.3.20). Combinando este tltimo hecho con (5.5.30), se sigue que

Ln(0(x");x") > L, (6;x"), x€M*, n>N(x), 6€0O. (5.5.45)

Para concluir, defina Uk Ux N M*. Con esta notacién, la Hipotesis 5.3.1

y (5.5.43) implican que Ux C Sg y Pgy[Uk]

= 1, mientras que definiendo
Nk(x) = méx {Ng(x),N(x)} para x € Uy, y usando que Ag > 0, las relaciones
(5.5.44) y (5.5.45) implican que 8, (x") ¢ K para x € Ux y n > Ng(x), completando
la demostracion. O
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