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Este trabajo trata sobre la teoria espectral de series de tiempo esta-
cionarias. El resultado fundamental en este campo es que cada serie esta-
cionaria puede representarse mediante una integral estocéstica respecto a
un proceso de incrementos ortogonales, y que la correspondiente funcién
de autocovarianza es la transformada de Fourier de la funcion de dis-
tribucién asociada a dicho proceso. Estos aspectos se ilustran mediante
el andlisis detallado de un conjunto de 28 ejemplos, que abarcan temas
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This work concerns the spectral theory of time series with discrete
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time series with null mean can be represented as a stochastic integral with
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autocovariance function is the Fourier transform of the distribution func-
tion of the process. These topics are illustrated using 28 examples which
are analyzed in detail, covering diverse aspect of the theory, ranging from
the spectral characterization of an square sumable autocovariance func-
tion, the existence of ARMA processes, the design of linear filters, and
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Este capitulo se describe el tema de este trabajo, se plantean los objetivos
que se pretenden alcanzar, y se presentan los resultados fundamentales que forman
la base del desarrollo subsecuente, finalizando con una descripcion de la forma en

que la presentacién de resultados ha sido organizada.
1.1. El Tema de Trabajo

Este trabajo trata sobre el andlisis de series de tiempo estacionarias, y
el tema principal es la representacion espectral de tal proceso como una integral
estocastica. Intuitivamente, dicha representacién descompone la serie observada en
una suma de impulsos periddicos con coeficientes aleatorios, y es de gran utilidad
para entender las oscilaciones de la serie, asi como para disenar transformaciones
que disminuyan la variabilidad de la serie. A continuacién se describen con mas
detalle las ideas de series de tiempo y el caracter estacionario de la misma, mientras
que la representacion espectral se analiza en la siguiente seccién.

En términos generales, una serie (o proceso) de tiempo es una sucesién
{X:} de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad,
donde la variable aleatoria X; se interpreta como la observacion que se realiza
en el tiempo t, el cual, en este trabajo, se supondrd que puede ser cualquier
numero entero. En contraste con un supuesto comun en la teoria estadistica clasica

(Borovkov, 1999; Dudewicz y Mishra, 1998; Shao, 2010; Wackerly et al., 2009),



no se supone la independencia de las variables Xy, ni que éstas tengan la misma
distribucién, caracteristicas que permiten incluir en el estudio una gran variedad
de observaciones que surgen en la practica, como las ventas diarias de un almacén,
la asistencia semanal a teatros, la poblacion de un pais, o la aparicién de manchas
solares (Brockwell y Davis, 1998, Shumway y Stoffer, 2006, Chacén Herndndez,
2010). Por otro lado, se supondra que todas las series consideradas pueden tomar

valores complejos, lo cual no excluye la posibilidad de que sélo asuman valores

reales.

Una serie de tiempo {X;} se llama estacionaria cuando, para todo entero
h, las propiedades relevantes de un segmento (X7, Xs,...,X,) son las mismas
que las del segmento trasladado (Xiipn, Xpt2,--.,Xntn). Como no se imponen

condiciones sobre la distribucién de las variables X;, el término ‘relevante’ se refiere
a las propiedades de primero y segundo orden: més explicitamente, una serie { X;}

es estacionaria si satisface los siguientes dos requerimientos:

(i) Todas las variables X; tienen la misma media y la misma varianza:
E[X,] = py E[|X¢|*] = E[X:X; ] son finitos y no dependen de t,

(ii) La varianza de la diferencia X, — X;, es la misma que la de
Xs+n — Xiyn para todo entero h; recuerde que la varianza de una variable

aleatoria Y con valores complejos se define mediante

Var(Y) = E[(Y — py) (Y — py)]

Estas dos condiciones equivalen a las siguientes propiedades (a) y (b):

(a) E[X:] = p no depende de t;
(b) Para cada sy t, Cov(Xs, Xt) = E[(Xs — p) (X — p) ] estd bien definida y
depende sélo de la diferencia entre s y t.

Debido a que si { X} es una serie estacionaria, entonces { X; — u} también

lo es, en este trabajo se supondra, sin pérdida de generalidad, que la esperanza de
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X es nula. La propiedad (b) anterior permite definir la funcién de autocovarianza

asociada a la serie estacionaria {X;} mediante:
v(h) = E[X¢in Xy, h=0,+1,£2,.... (1.1.1)

Para una serie estacionaria, en el sentido recién definido, no es dificil ver que para

cada entero h y cada entero positivo n,

E[(X1,X2....X,) = E[(X11n, Xoqn .o, Xoin)]

Var[(Xl, XQ N ,Xn)/] = Var[(X1+h, X2_|_h e ;Xn—‘,—h)/]

de manera que los segmentos (X1, Xo ..., X))y (X14n, Xovn ..., Xpyn) tienen el
mismo valor esperado y la misma matriz de varianza; el analisis de una serie de
tiempo estacionaria esta basado en propiedades de segundo orden. El importante
papel de las series estacionarias en el proceso de modelado de las series que ocurren
en la préctica se discute en detalle en (Chacén Hernandez, 2010).

Si (2, F, P) es el espacio de probabilidad en que las componentes de la

serie {X;} estan definidas, entonces cada X; pertenece al espacio
L? = L*(Q, F,P)

de todas las variables aleatorias Y : 2 — C con segundo momento finito, es decir,

E[|Y|?] < co. En este espacio vectorial se define un producto interno mediante
V1,Ys) = ElY1Y2], Yi,Ya€ L? (1.1.2)
y la norma correspondiente estd dada por
Yl = VYY) = E[Y?]2 (1.1.3)
note que con esta notacién, la funcién de autocovarianza (1.1.1) estd dada por

Y(h) = (Xitn, Xt), (1.1.4)
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y la nocién geométrica de ortogonalidad—expresada por ( Xy, X;)— corresponde
con la idea estadistica de ausencia de correlacién, la cual equivale a

~v(h) = Cov(X¢in, Xt) = 0; para un estudio sobre los productos internos en espa-
cios vectoriales, vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1975), Graybill (2000, 2001),
Harville (2008), Lipschutz (1995) o Strang (2003). Estas referencias tratan sobre el
caso de espacios de dimension finita, pero la intuicién desarrollada en ese contexto
es sumamente 1til. Por otro lado, un estudio de los espacios L? puede encontrarse,
por ejemplo, en Apostol (1980); Fulks (1980) o Khuri (2002). Con respecto a la
norma (1.1.3), el espacio L? es un espacio métrico completo, es decir, toda sucesién
de Cauchy es convergente; para un analisis detallado de estas propiedades, vea,

por ejemplo, Apostol (1980), Rudin (1984), o Royden (2003).

1.2. Procesos de Incrementos Ortogonales

En esta seccién se enuncia el resultado sobre la representacion de una serie
estacionaria como una integral estocastica. Como punto de partida, a continuacién

se introduce la idea de proceso con incrementos ortogonales.

Definicién 2.1. Una coleccién de variables aleatorias {Z(\), A € [—m, 7|} definidas
en un mismo espacio de probabilidad se llama un proceso de incrementos orto-

gonales si

(i) Z(—m) =0y cada variable tiene media nula y segundo momento finito;

(ii) Para todos los nimeros A1 < Ay < A3 < A4 se tiene que los incrementos

Z(A2) — Z(M) y Z(A4) — Z(A3) son ortogonales:



(Z(X2) = Z2(M), Z(M) = Z(A3)) =

Cov(Z(A2) = Z2(M), Z(A1) = Z(A3)) = 0

Sin pérdida de generalidad, se supondra ademds que el proceso {Z(\)} es

continuo por la derecha esto es,
1ZA+6) — Z(\)||*> = 0 cuando § \, 0; (1.2.1)

vea el Ejemplo 4.1 del Capitulo 4. Dado un proceso de incrementos ortogonales,

su funcion de distribucién se define mediante
Fy(\) =1ZWW|?, A€ [—m, ] (1.2.2)

Note que si —7 < A < pu < 7 entonces, usando que Z(—m) = 0,
Fz(p) = 1Z(w)|I?
=1Z(u) = Z(N) + Z(V)?
=Z(w) = ZN] +[Z2(\) = Z(=m)]|I*
=Z(w) = ZW)IIP +1Z2(N) = Z(=m)|?
=1Z(p) = ZWIP + 12NV

=1Z(w) = ZWI* + Fz(\)

Por lo tanto,
Fz(n) = Fz(N) = [|Z(n) = ZWV|I* = Var(Z(n) — Z()) 2 0, (1.2.3)

mostrando que Fz(-) es creciente; ademads, puesto que Z(—m) = 0, se tiene que
Fz(—m) = 0, mientras que (1.2.1) implica que Fz(-) es continua por la derecha. De
este modo, Fz es una funcién de distribucién genuina. Denote ahora por L?(Fy)

al espacio de todas las funciones cuadrado integrables respecto a Fz, esto es,

T

L*(Fyz) = {g: [—7, 7] — C tal que /

—T

lg N PdF (M) < oo} .



Este espacio esta dotado con el producto interno definido por

(0.9 is0rs) = [ SONHONAFZ)

Para definir la integral estocastica, considere una funcién g en L?(Fy) de la forma

escalonada:
n—1
9N =Y il
i=1

donde

—T=A <M< < A1 < A\, =T

y recuerde que

| onara ) = Y- alFz 00 - P2l

-7 i=1

(1.2.4)

(1.2.5)

La integral estocédstica de g(-) respecto al proceso {Z(\)} es la variable aleatoria

definida como

/7r g(NdZ(\) = i el Z(N) = Z(Nis1)).

-m i=1

Considere ahora otra funcién escalonada

n—1

§(>‘) - Z EiI(th)\i]()‘)?

=1

de manera que su integral respecto a {Z(\)} estd dada por

| anazon = Y- alzon - 20l

-7 i=1

(1.2.6)

(1.2.7)

(1.2.8)



En este caso, el producto interno de ambas integrales esta dado por

< | aazo. [ :g<A>dZ<A>>

=33 a2 - Z0un)) [200) — Z0y-)
i=1 j=1

= z_: GiCi([Z(Ns) — Z(Ni—1)], [Z(Ni) — Z(Ni—1)])
=1

=D @l Z0) = 2|
_ 2 &l Fz(N) — Fz(Mi1)]

donde la cuarta igualdad se debe a que {Z(\)} tiene incrementos ortogonales,

y la relacién (1.2.3) se usé para establecer la tltima igualdad. Observando que

aNg(\) = >0 _11 ¢iCil(xn,_,,n,](A), se tiene que

(G ) g e = /_ GNGVAFZA) = Z ()

(vea 1.2.5) y combinando esta igualdad con el desplegado precedente, se desprende

que

Si g, g:[—m, 7| — C son dos funciones escalonadas

([ aazn, [ o0az ) = @.9)100s,

— T —Tr

(1.2.9)

Ahora, sea G:[—m, 7] — C una funcién arbitraria en L?(F). Usando el hecho
precedente, es posible verificar que, si {g,} es una sucesién de funciones escalo-

nadas que converge a G en L?*(Fy), entonces lim, o0 [”_ g, (A\)dZ()) existe, y
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entonces por definicién, la integral estocdstica de G respecto al proceso {Z(\)} es

/ T ez = Tim_ " (NAZON). (1.2.10)

Ahora sea G otra funcién en L?(F) y seleccione una sucesién {g,} que converja

a G en L?(Fyz), de manera que

/ ’ G(N)dZ(\) = lim ’ Gn(NdZ(N).

A continuacién sustituya g y g por g, y gn, respectivamente, en (1.2.9). Tomando
el limite conforme n tiende a oo en ambos lados de la igualdad resultante, se

desprende que

Si G,G:[—m, 7] — C son dos funciones en L?(Fy)

</ﬂ (J(A)dZ(AL/Tr G()\)dZ(/\)> — <(;,G> (1.2.11)

—T —T L2(FZ)

Como consecuencia de esta relacion, ahora se construird una serie estacionaria

mediante integrales estocasticas.

Teorema 1.2.1. Suponga que {Z(\)} es un proceso de incrementos ortogonales y

defina una serie de tiempo {X,;} como sigue:

Xt:/ eNdZ(N), t=0,£1,+2,...

— T

En este caso, la series {X;} es estacionaria y su funcién de autocovarianza estd

dada por

fyX(h):/ e"dFz(N\), h=0,%1,+2,...

— T



Demostracién. Usando (1.2.11) se desprende que

/ ei(H—h))\dZ(A),/ ezt)\dz()\)>

it eit>\>

(Xign, Xi) =

T

S

L2(Fz)

e PG F, ()

sy

I
\\q\

\
3

6i(t+h))\e—it>\dFZ()\)

eMdFZ(N)

—T

Esto demuestra que Cov(Xyqp, X¢) = (X¢th, X¢) no depende de ¢, y por lo tanto

que {X;} es una serie estacionaria, y que

vx(h) = Cov(Xiin, X;) = / e dFZ(\)

—T

concluyendo el argumento. ad

El teorema de representaciéon espectral es el reciproco de este resultado.

Teorema 1.2.2. [Representacién Espectral]. Suponga que {X;} es una serie esta-
cionaria. En este caso, existe un proceso de incrementos ortogonales {Z ()} tal

que

Xt:/ edzZ(N\), t=0,%1,%2,... (1.2.12)

— T

El proceso {Z(\)} es tnico.

Una demostraciéon puede encontrarse en Brockwell y Davis (1998), o Fuller

(1998).
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1.3. Interpretacion de la Representacion Integral

Aunque calcular directamente la integral en (1.2.12) no es, en general, posi-

ble, si se pueden estudiar sus propiedades aproximando a e** mediante funciones

escalonadas. Seleccione puntos
T =A< AN < < A1 <A, =7

tales que A; — A\;_1 = A para todo j. Aproximando a e*** por

Zet)\q(&—h)\j]()‘%
j=1

se desprende que

Por lo tanto, la serie {X;} es aproximadamente igual a una suma de oscilaciones

periédicas e (de perfodos 2m/\; y frecuencias \;/[27]); la amplitud de la os-

cilacién es aleatoria e igual a [Z(\;) — Z(\j_1)]. Ademas,
Var(Xy) & Var | Y e™[Z(X;) = Z(X;-1)]
j=1
= Var(Z(\) — Z(Aj-1))
j=1
=>1Z(N) = Z(N-)IP
j=1

= Z[FZ()‘j) — Fz(\j-1)]
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donde la aproximacién se debe a (1.2.10), en la primera igualdad se utilizé que el
proceso {Z(\)} tiene incrementos ortogonales, y en la tdltima etapa la propiedad

(1.2.3) de Fz(-). Este argumento muestra que

e La contribucién de la componente periddica e?*[Z(\;) — Z()\;_1)]) a la

variablidad de X; es Fiz(\j) — Fz(\j-1).

Por lo tanto, Fz(-) permite valorar la importancia de una componente
periddica respecto a su influencia sobre la variabilidad de la serie. Si Fiz(\) tiene

densidad, esto es, si
A

Fz()\) = fz(V) dv
para alguna funcién fz(-), entonces (suponiendo que fz(-) es continua),

Fz(N\i) — Fz(Ni—1) = f(N)[ANi — Xi—1] = f(Ai)A y entonces

e La contribucién de la componente periédica e [Z()\;) — Z(X\i_1)]) a la

variablidad de X es (aproximadamente) f(A;)[A; — Ai—1] = f(M)A

Asi, la importancia de una componente periédica e

i respecto a su in-
fluencia sobre la variabilidad de la serie es (aproximadamente) proporcional a la
densidad evaluada en \j, esto es, fz()\;). Esta observacién es importante si se
desea disenar una transformacién que disminuya la variabilidad de la serie {X;}

aplicando una transformacién (filtro) cuyo efecto sea disminuir notablemente el

valor de f(\) en un punto determinado.
1.4. Los Objetivos Principales

Como se desprende de la exposicién en las dos secciones anteriores, la
representacion espectral de un proceso estacionario es un tema importante e in-
teresante en el andlisis de series de tiempo. Sin embargo, su formulacién y estudio
es sofisticado y requiere de técnicas analiticas complejas. Esta observacion originé

el principal objetivo de este trabajo:
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Ilustrar la teoria de la representacion espectral de una serie estacionaria mediante

ejemplos detalladamente analizados.

Laidea detras de este propdsito es entender las nociones basicas de la teoria

de representacion espectral, y contribuir a un mejor entendimiento del tema. Den-

tro del objetivo general planteado, se formularon las siguientes metas especificas.

(i)

(iii)

Caracterizar a las funciones de autocovarianza de un proceso estacionario
mediante la teoria espectral, proporcionando un criterio que sea mas facil
de verificar que la propiedad de no negatividad que caracteriza a una

funcién de autocovarianza.

Determinar el proceso de incrementos ortogonales y la correspondiente
funcién de distribucién espectral de un proceso {Y;} obtenido a partir de

una serie estacionaria {X;} mediante la aplicacién de un filtro lineal.

Utilizar la teoria de representacién espectral para analizar la existencia de
procesos ARMA y mostrar la existencia de una representaciéon causal para

dichos procesos.

Estudiar la relacién entre una serie estacionaria { X;} y el proceso de incre-
mentos ortogonales, utilizando la serie para determinar, al menos aproxi-
madamente, caracteristicas como el salto del proceso {Z(\)} en un punto
Ao, esto es, Z(Ag) — Z(Ao—).

La principal contribucién de este trabajo, es la presentacién de un andlisis

detallado de un conjunto de 28 ejemplos sobre la teoria espectral de un proceso

estacionario, los cuales forman el conjunto de problemas propuestos en el capitulo 4

de Brockwell y Davis (1998). Finalmente, es oportuno senalar que en los ejemplos

que requieren calculos numéricos o graficas, se proporciona el cédigo en lenguaje

R de los métodos utilizados.
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1.5. La Organizacion

La presentacion de este trabajo ha sido organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se establecen dos criterios para decidir si una funcion
definida sobre los nimeros enteros es una funcién de autocovarianza asociada a
un proceso estacionario en tiempo discreto. La primera caracterizacién se da en
términos de la propiedad de no negatividad, y la segunda, es un criterio integral
que, intuitivamente, expresa que la clase de funciones de autocovarianza consiste
de funciones exponenciales de la forma (k) = e¢** para algiin niimero real w fijo,
de combinaciones lineales con coeficientes positivos de funciones de esa forma, o
de limites de estas combinaciones lineales; este es el contenido del teorema espec-
tral para funciones de autocovarianza. El capitulo concluye con una discusién de
teorema de Herglotz.

En el Capitulo 3 se estudia el problema de determinar la funcion de dis-
tribucién espectral de un proceso {Y;} que se obtiene a partir de una serie esta-
cionaria {X;} mediante la aplicacién de un filtro lineal. Suponiendo conocida la
funcién de distribucion espectral de { X}, se determina la correspondiente funcién
Fy de la serie transformada en términos de los coeficientes del filtro. Como apli-
cacion, se encuentra la densidad espectral de un proceso ARMA, y se demuestra
que para que un proceso estacionario satisfaga el sistema de ecuaciones ARMA,
es necesario que el polinomio autorregresivo correspondiente no tenga raices sobre
el circulo unitario.

Finalmente, en el Capitulo 5 se estudia la representaciéon de una serie de
tiempo {X;} como una integral estocéstica respecto a un proceso de incrementos
ortogonales {Z(A)}. El estudio incluye, tanto ejemplos sobre las propiedades de
un proceso de incrementos ortogonales por si mismo, como consecuencias de la
representacién de {X;}. Los temas analizados son, entre otros,

(i) La generacién de un proceso de incrementos ortogonales continuo por la
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derecha a partir de otro que no necesariamente lo es,

(ii) La representacién integral de un proceso que se obtiene a partir de {X;}
mediante un filtro lineal,

(iii) La generacién de nuevos proceso de incrementos ortogonales a partir de
uno dado, y

(iv) Anélisis de la existencia de procesos ARMA usando técnicas de repre-

sentacion espectral.



CAPITULO 2

LA FUNCION DE AUTOCOVARIANZA

En este capitulo se establecen dos criterios para decidir si una funcién
definida sobre los nimeros enteros es una funcién de autocovarianza asociada a
un proceso estacionario en tiempo discreto. La primera caracterizacion muestra
que la propiedad de no negatividad caracteriza a las funciones de autocovarianza,
y la segunda, es un criterio integral que, intuitivamente, expresa que la clase
de funciones de autocovarianza consiste de funciones exponenciales de la forma
v(k) = e para algiin nimero real w fijo, de combinaciones lineales con coe-
ficientes positivos de funciones de esa forma, o de limites de estas combinaciones
lineales; este es el contenido del teorema espectral para funciones de autocova-

rianza. Las ideas se ilustran con ejemplos detalladamente analizados.
2.1. La Condicién de no Negatividad

Como ya se ha mencionado, la funcién de autocovarianza 7(-) de un pro-
ceso estacionario {X;} captura las propiedades de segundo orden de la serie y
desempena un papel fundamental en el andlisis. En el ejemplo de esta seccion,
se establecen las propiedades bésicas de una funcién de autocovarianza (-), en
particular, la propiedad de ser nonegativa definida, la cual tiene el siguiente sig-

nificado:

Para todos los enteros tq,to,...,t; y para todos los nimeros complejos aq, ..., ak,

k
Z am(tz - tj)aj Z 0 (211)

2,7=1
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Esta propiedad es muy importante, pues caracteriza a las funciones de autocova-

rianza.

Teorema 2.1.1. Una funcién () (con valores posiblemente complejos) definida en
los enteros es la funcion de autocovarianza de un proceso estacionario si y solo si,

la condicién (2.1.1) se satisface.

La parte ‘si’ se demostraré en el siguiente ejemplo. Para demostrar la parte
‘s6lo si’, dada una funcién que satisface (2.1.1) debe establecerse la existencia de
una serie estacionaria {X;} cuya funcién de autocovarianza sea (-), conclusién
que puede obtenerse a partir de un resultado general y profundo conocido como
el teorema de existencia de Kolmogorov; vea, por ejemplo, Billingsley (1995),

Brockwell y Davis (1998), o Fuller (1998)

Ejemplo 2.1.1. Si 7(+) es la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario

de valor complejo, muestre que

(iv) ~(-) es no negativa definida; vea (2.1.1).

Solucién. Sea {X;} un proceso estacionario de valor complejo con media cero, y
sea 7(+) su correspondiente funcién de autocovarianza. En este caso, para cada
entero t:

v(h) = B[ X 1 Xy], h=0,£1,42,....
A partir de esta especificacion,

(i) (0) = BIX,X\] = B[ X, > 0;

(ii) Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
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|7(h)| = |E[Xt+hyt]|
< E[|Xi1n V2B X212
< 4(0)1?4(0)"/2

<(0)

(iii) v(h) = E[Xi1nXt) = E[Xi3n Xt = E[Xiin_nXiin]; a partir de esta

relacién, el cardcter estacionario de {X;} implica que

v(h) = E[XinXi] = 7(=h), esto es, y(h) = v(=h).

(iv) Dados los enteros t1,ta, ..., t; y los nimeros complejos aq, .. ., ak, se tiene

que

k k
Z aiy(ti — t;)a; = Z a; B[X, Xy, ]a;

4,571 4,j=1

[k k

=F ) aiX,> ajXy
| i=1 j=1
- )

=E[|> aXy| | >0

i=1
mostrando que 7y(+) es no negativa definida. O

El Teorema 2.1.1 permite establecer dos propiedades basicas de una fun-

cién de autocovarianza:

Corolario 2.1.1.
(i) Suponga que v1(-),72(+),- .., () son funciones de autocovarianza de pro-
cesos estacionarios. En este caso, si cq,co,...,c, son constantes no nega-
tivas, entonces

n

o) =amn() +eya() -+ ml)

r=1

es una funcién de autocovarianza.
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(ii) Si limy—yo0 Yn(:) = v(+), entonces ¥(-) es una funcién de autocovarianza.

Demostracion.

(i) Por el Teorema 2.1.1, es suficiente establecer que _""_; ¢,7,(-) es no neg-
ativa definida. Dados ntmeros enteros tq,to,...,tx y nimeros complejos

ai,...,ar arbitrarios, observe que

k n n %
Z a; [Z ey (ti —tj)] a; = ZCT Z a; v(ti — t;)a; | >0,

i,j=1 r=1 r=1 i,j=1

donde la desigualdad se debe a que cada funcién ~,(-) es no negativa
definida y las constantes ¢, son mayores o iguales a cero. Por lo tanto
>, ¢vr(+) es no negativa definida y, en consecuencia, es una funcién de

autocovarianza.

(ii) Ahora suponga que (-) = lim, o V»(-) donde cada v, (-) es una funcién

no negativa definida. En este caso,

. k
Z aiy(t; —tj)a; = Z a; lim Tt = 15);
1,5=1 b~ 1
k
- nh—>nolo Z aivyn(ti —t;)a; >0
ij=1

Luego, v(-) es no negativa definida, y esto implica que es una funcién de

autocovarianza, por el Teorema 2.1.1. O
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2.2. Representacion Espectral

El ejemplo fundamental de una funcién no negativa definida es

y(h) = e h=0,+1,+2,43,..., (2.2.1)

donde w es un ndmero real fijo. Debido a que e« = eihlw—27]

, sin pérdida de
generalidad puede suponerse que w € (—m, 7]. Para verificar que esta funcién es no

negativa definida, note que para enteros t1, ..., t, y nimeros complejos a1, ..., an,

k
5 arel(tr_tj)“dj: g a;e’ ae’ta

rg=1 rj=1

k k
= Z areitrwz a,ettre
r=1 r=1
k 2
Z areitrw
r=1

Considere ahora una funcién continua
f(A) >0, Xe(—m,m). (2.2.2)
y seleccione puntos
T =A< A< A< <A1 <\, =7

A partir de la definicién de integral, se desprende que

" tA _ : - th; . ).
/_ﬂe f(A)dA_maX{Ailﬂ_l}%Ze FOD N — A1)

=1

Puesto que cada funcién

t) = Z e F() (A — Xi1)

es no negativa definida—por el Corolario 2.1.1— se sigue que

’y(t):/ erf(N)dN, t=0,%1,%2,...

— T
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también es una funcién no negativa definida. Un reciproco de esta afirmacion es

cierto.

Teorema 2.2.1. Sea 7(:) una funcién definida en los enteros y suponga que es

cuadrado sumable, esto es,
o0

> (k) < oo (2.2.3)

k=—00

En este caso, v(-) es una funcién de covarianza si y sélo si, existe una funcién

f >0 tal que

’y(t):/ e FN) dN, t=0,41,+£2,43,.... (2.2.4)

—Tr
Més aun, la funcién f(-) en esta expresion estd univocamente determinada por

f(A):% S k)™, Ae (—m ] (2.2.5)

k=—o00

Definicién 2.1. Si () es una funcién de autocovarianza y se expresa como en
(2.2.4), entonces f(A) se llama la densidad espectral de (-). La funcién de dis-
tribucién espectral esta dada por

™
F(\) = f(v)dv. (2.2.6)

-7
El Teorema 2.2.1 se desprende de la teoria general de series de Fourier
(Apostol, 1980), y una demostracién bajo condiciones ligeramente mas fuertes que
(2.2.3) puede encontrarse en Brockwell y Davis (1998). Note que en términos de
la funcién de distribucién espectral, la expresién integral (2.2.4), se puede escribir

como

() = / " et dm(n). (2.2.7)

—T
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A partir del teorema anterior es posible establecer un criterio para decidir

si una funcién (-) cuadrado sumable es una funcién de autocovarianza o no.

Corolario 2.2.1. Suponga que la funcién () estd definida en los enteros y que
satisface la condicién (2.2.3). En este caso, 7v(-) es la funcién de autocovarianza

de un proceso estacionario si y sélo si

Z v(k)e™* >0, para todo A € (—m,7].

k=—o0

1

A)=—
) = o

Este criterio permite estudiar problemas cuyo tratamiento seria compli-
cado si se abordaran directamente con el criterio de no negatividad. Dos casos

sencillos aparecen a continuacion.

Ejemplo 2.2.1. Decida si la siguiente funcién es una funciéon de autocovarianza de

un proceso estacionario:

1, sih=0,
—5, sih=42
W) =9_95 sih=i3

0, en otro caso.

Solucién. Recuerde que una funcién cuadrado sumable () es una funcién de
autocovarianza si, y sélo si f(A\) = (2m)7t Y77 ~y(h)et" > 0 para cada A €

(—m,m|. Para aplicar este criterio al presente caso, note que f(\) estd dada por

FO) = 2i[1 ~ cos(2)) — 5 cos(3M)].

T
Observando que f(0) = —.5/(27) < 0, se desprende que () no es una funcién de

autocovarianza. O

Ejemplo 2.2.2. Si 0 < a < 7, use la ecuacién y(h) = [e"*dF()\) para mostrar

que
[ h7tsin(ah), h=+1,42,...,
’Y(h) - {CI/, h — O
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es la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario {X,}. ;Cuédl es la

densidad espectral de {X;}?

Solucién. Note que [ e d\ = e /[it]|” = [e® — e7]/[it] = 2sin(at)/t si

a
—a

t#0,y [° d\=2a. Asi,

L (" ox o [sin(at)/t, t=+1,42,...
2/ e d)\_{a, P 0. = 7(t)

—a

Esta igualdad puede escribirse como

1 /™ .
OREY BN

de donde se sigue que 7(+) es una funcién de autocovarianza con densidad espec-
tral f(\) = Ij_4,q)(\)/2: su correspondiente funcién de distribucién espectral es

FAN)=A\+a)/2, x€[—a,a], F(\) =0para A< —ay F(A\) =asi XA >a. O

Ahora se estudiara un ejemplo que, en cierto sentido, trata del problema
inverso al considerado en los ejemplos anteriores: se supone conocida la densidad

espectral, y se busca determinar la funcién de autocovarianza.

Ejemplo 2.2.3. Determine la funcién de autocovarianza de un proceso con densidad

espectral f(\) = (m — |\)) /72, — 7 < A < 7.

Solucién. La funcién f(A) > 0 es simétrica, asi que la correspondiente funcién de

autocovarianza y(-) es real y estd dada por

(t) = /ﬂ ¢ F(A) dA = % " cos(M) [ — |\ dA

—Tr — T

Luego, v(0) = 1, mientras que, para un entero t # 0, observando que

ffﬂ cos(At) = 0, el procedimiento de integracién por partes conduce a

1 s
~(t) = =/ |A| cos(At) dX

2
=—— A cos(At) dX
™ Jo

cos(tm) —1 1 —(-1)*
T T




23

El siguiente ejemplo es sencillo, pero extremadamente importante.

Ejemplo 2.2.4. Evaliie la densidad espectral de {Z;}, donde
{Z;} ~WN(0,0%).

Solucion. La funcién de autocovarianza {Z;} esta dada por
vz(t) = 0, sit # 0y vz(0) = o?. Por tanto, la densidad espectral estd de-

terminada por f(\) = (2m) 71 Y77 v(k)e?r = (2m) Lo 0

Para concluir esta seccién, se enuncia un criterio para decidir si una funcién

de autocovarianza es real.

Teorema 2.2.2. Suponga que 7(+) es una funcién de autocovarianza que satisface
(2.2.3). En este caso, (+) es real siy sélo si, la correspondiente funcién de densidad
es simétrica, esto es, f(\) = f(—\) para todo A € (—m,7), donde f estd definida
en (2.2.5).

Demostracién. Note que 7(-) es real solamente cuando, para todo entero h

v(h) =~(h)

Usando la representacién espectral (2.2.4), esto equivale a

/7r e f(N)d\ = /W ethX f(X\) dX

—Tr — T

_ / " O dA
= /W e A F(N) dA

—T

= /7T e f(—v) dv

— T

= /7T e f(=\) dv

—T
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donde para establecer la peniltima igualdad se utilizo el cambio de variable

A = —v, y la ultima igualdad se debe simplemente a un cambio de notacion de la
variable de integracién. Por lo tanto, f(A) y f(—A\) tienen los mismos coeficiente
de Fourier, y por lo tanto coinciden, pues dos funciones distintas no pueden tener

los mismos coeficientes de Fourier (Apostol, 1980). O

2.3. Varianza y Funcién de Densidad Espectral

Dadas dos series estacionarias, en esta seccion se muestra que la densi-
dad espectral de dos segmentos (X1,...,X,,) y (Y1,...,Y,) puede compararse en
términos de las densidades espectrales correspondientes. Por otro lado, si se tienen
dos funciones de autocovarianza y; y 72, se exhibe explicitamente un proceso cuya

funcién de autocovarianza es la suma ~y; + vs.

Ejemplo 2.3.1. Si {X;} y {Y;} son procesos estacionarios no correlacionados con
funciones de distribucion espectral Fx y Fy, respectivamente, muestre que el
proceso {Z; = X; + Y;} es estacionario y determine su funcién de distribucién

espectral.

Solucién. Para verificar que {Z; = X; + Yi} es estacionario, observe que
E[X; + Y] = E[X;] + E[Y}] es constante, puesto tanto E[X;| como E[Y;] lo son.
Por otro lado,
Cov[Xishn + Yitn, Xt + Y]

= Cov[Xiqn, Xt| + Cov[Xieqn, Ye] + Cov[Yiqn, Xewn] + Cov[Yiqn, Yi]

= Cov[Xi4n, Xt] + 0+ 0+ Cov[Yiip, Vi

=7x(h) + v (h)
donde la segunda igualdad se debe a que {X;} y {Y;} no estdn correlacionados,

mientras que la tercera igualdad se debe a que ambas series son estacionarias.
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Asi, la covarianza entre X;ip, + Yiyn v X¢ + Y; no depende de ¢, mostrando que
{X¢+Y;} es un proceso estacionario con funcién de autocovarianza yx () + vy (+)-
A continuacién, usando las representaciones espectrales vx (t) = [ e dFx(\)

y vy () = [7_e*dFy(X), se desprende que

vz (t) = / ' eMdFx (\) + / ' eMdFy()\) = / ' eMd(Fx (\) + Fy(\)

—Tr —T —T

por lo que la funcién de distribucién espectral de {Z;} estd dada por

Fz(\) = Fx(\) + Fy (A). O

Ejemplo 2.3.2. Sean {X;} y {Y:} dos procesos estacionarios de media cero y
densidades espectrales fx y fy, respectivamente. Si fx(A) < fy(\) para todo
A € [—m, 7|, muestre que
(a) I'y,,y —T';, x es una matriz no negativa definida, donde I';, y y I';, x son las
matrices de covarianza de Y = (Yr,....Y,) vy
X = (Xy,...,X,) respectivamente, y

(b) Var(b’X) < Var(b'Y) para todo b € R".
Solucién. Note que para cada b € IR",

Var(b'Y) = b Ty yb= > by (r — k)bi;
r.k=1

a partir de este punto, usando la representacion espectral

vy (t) = /_ i e fy-(N) dX

se sigue que
Var(b'Y) =b'T,, vb

/ Z bre by fy (A) dA

rk=1

/ Z b GZATZ bkezAka

T r=1
/ Zbe
r=1

fY)
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Similarmente,
Var(b'X) = b'T',, xb = / Zb ¢! fX A) dA
Por lo tanto,
Var(b'Y) — Var(b’X) =b'[l', v — T X]b
/_ Z bre™ | [fy (3) — Fx (V)] dA

puesto que fy (A) — fx(A) > 0 para cada A € [—-7, 7] y b € IR" es arbitrario, este

ultimo desplegado establece que
Var(b'Y) — Var(b’X) =b'[l', vy — T x/b >0, belR",

mostrando que I', v —I'), x es no negativa definida, y que tal propiedad es equi-

valente a Var(b"Y) > Var(b’X) para cada b € IR". O

2.4. Teorema de Herglotz

No todas las funciones de autocovarianza satisfacen la condicién de (2.2.3).
Por ejemplo,

v(h) = ethwo (2.4.1)

es una funcién de autocovarianza, pero |y(h)| = 1 para todo h, de manera que
la condicién (2.2.3) no se cumple. Sin embargo, a pesar de esto, se verd a con-
tinuacién que ain es posible representar a esta funcién, mediante una integral.
Para establecer el resultado en esa direccion, es necesario introducir la siguiente

definicion.

Definicion 4.1.
(i) Una funcién de distribucién en [—m, 7] es una funcién F' que satisface las

siguientes propiedades:
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(a) F(—m) =0y F(m) < o0
(b) F es no decreciente;
(¢) F es continua por la derecha, esto es,

%iﬁ)l F(A+90) = F()\) para todo A € [—7, 7).

(ii) Si g(A) es una funcién definida en [—m, 7], la integral de g respecto a F' se
especifica mediante
n

[ oaary =t SO0 — FOw-)

— max{)\i—/\i_l}—)O —1
1=

siempre y cuando el limite en la derecha exista; tal es el caso cuando g es
continua, o sus puntos de discontinuidad forman un conjunto a lo sumo

contable (Apostol, 1980).
Como ejemplo, suponga que

0, siA<uwy
c, SiA>uwy

F(\) = {

donde ¢ > 0. En este caso, no es dificil ver que

/WQMMFM%=ﬂmMFww—Fﬁm—HZgwwc

—T

En particular, seleccione g()\) como e***, de manera que

eitwo — / eit)\dF()\>

—Tr

asi que la funcién de autocovarianza (2.4.1) si se expresa mediante una integral.
El siguiente resultado, conocido como teorema de Herglotz, establece que
toda funcion de autocovarianza de un proceso estacionario admite una presentacién

integral.
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Teorema 2.4.1.
(i) Una funcién v(-) definida en los enteros es una funcién de autocovarianza

si y s6lo si, existe una funcién de distribucién F' en [—m, 7| tal que

v(h) = /_ ’ M AEF(N).

Esta funcion de distribucién es tinica y se denomina funcién de distribucion

espectral de ().

(ii) ~(-) es real si y sélo si, F'(-) es simétrica, en el siguiente sentido: para todo

intervalo (a,b] C [0, )
F(b) — F(a) = F(—a) — F(-D). (2.4.2)
siempre y cuando —a y —b sean puntos de continuidad de F'(-).

La condicién (2.4.2) significa que F' asigna ‘la misma masa’ a un conjunto
A C [0,7) y al correspondiente conjunto simétrico —A C (—m,0]. Por ejemplo, la
masa asignada a un punto w € (0, 7] es F(w) — F(w—), y si (2.4.2) se cumple debe
tenerse que esa misma masa se asigna a —w.

Considere un ejemplo simple:
;y(h) _ Cleihwl i Cgeihwz

donde wy < ws. Definiendo

~ 0, si A <wyp
F()\):{cl, siw; <A< wo
c1+c2, siwg <A

entonces, para todo entero h,
a . ~ . .
/ eMAE(N) = e 4 cpeth2 = F(h)
asi que F es la funcién de distribucién espectral de 7. Para que 7 sea real es

necesario y suficiente que F asigne a cada pareja de conjuntos A y —A la misma
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masa. Como a {wz} se le asigna la masa ¢y (igual al salto de F' en ws), debe
tenerse que la masa cy también se le asigna a —ws; pero entonces —ws = wy y

c1 = co9; en estas circunstancias,

F(h) = e 4 egethwz — chethwn 4 o pthwz — 90, cos(hws).



CAPITULO 3

DISTRIBUCION ESPECTRAL Y FILTROS LINEALES

En este capitulo se estudia el problema de determinar la funcién de
distribucién espectral de un proceso {Y;} que se obtiene a partir de una serie esta-
cionaria {X;} mediante la aplicacién de un filtro lineal. Suponiendo conocida la
funcién de distribucion espectral de { X}, se determina la correspondiente funcién
Fy de la serie transformada en términos de los coeficientes del filtro. Como apli-
cacion, se encuentra la densidad espectral de un proceso ARMA, y se analizan
casos concretos, grafica y analiticamente, mostrando el codigo R que se utiliza en

cada problema que requiere calculos numéricos.
3.1. Filtros Lineales

En esta seccién se estudia como determinar la funcién de distribucién
espectral asociada a un proceso {Y;} que se obtiene aplicando un filtro lineal a una
serie dada {X;}. Si = { i} es una sucesién sumable, estoes, > ;- | x| < oo,
entonces el filtro lineal correspondiente se denota como (B) y su accién sobre la

serie estacionaria {X;} se define mediante

[e.9] oo

(B)X: = Z kBkXt = Z ke Xt—k
k=—00 k=—o00
En este caso, la serie filtrada {Y; = (B)X;} también es estacionaria.
Teorema 3.1.1. SiY; = (B)X; para todo t, entonces las funciones de distribucién

espectral de {Y;} y {X;} se relacionan mediante

Fy(\) = / | (e W)PdFx(v), A€ [-ma]

— T



donde

Demostracién. La funcién de autocovarianza de {Y;} estd dada por

vy (h) = (Yen, Y2)

:< Z kXt+h—k7 Z rXt—r>

k=—o00 r=—00
= Z Z k_r<Xt+h—k,Xt—’r>
r=—o0 k=—o00
— Z Z k oYx(h+71—k)
r=—o0 k=—o00

En términos de F'x, la funcién de autocovarianza vyx satisface
7]- .
vx(h+r—k)= / el(h”_k)”dFX(u)
—Tr

y sustituyendo esta expresion en la igualdad precedente,

oo o0

wh)= > > & x(htr—k)

r=—oo k=—00

oo o0

=2 > ko / TR ()

r=—00 k=—00

:/w i i k—Tei(h+r—k)vdFX(V)
= / ' i i ge” eI APy (v)

[ o 1T o 7]

:/ E pe v g re iy 6ZthF)((Z/)
- _k;:—oo n LT——00 _
[ o T T o ]

_ —ikv —iry ihudF

= L€ re e x (V)
T Llk=—o00 1 Lr=—0c0 J

dF)((V)

§ ke—ikv
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(3.1.1)
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y entonces, via (3.1.1),

e (h) = / &) (e=)[2dFx (v).

—Tr

Definiendo
)= [ 1 (e Parx (),
se sigue que dFy (v) =| (e7")|?dFx(v), y entonces
vy (h) = / ¢ ARy (1),
Por lo tanto, Fy es la funcion de distribucién espectral de vy-. O
Corolario 3.1.1. Si Y; = (B)X; y el proceso {X;} tiene densidad espectral

fx(A), entonces el proceso filtrado {Y;} también tiene densidad espectral dada

por fy(A) =| (e7™)Pfx(A)

Demostracion. Sélo observe que

Fr)= [ 1 NP = [ @R

— T —T
y entonces la densidad correspondiente a Fy es

_ dFy (V)

XY | ()P (),

fy(v)

concluyendo el argumento. O

Como consecuencia de este corolario, ahora se determinara la densidad espectral

de un proceso ARMA.
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Corolario 3.1.2.
(i) SiYi=Zi+601Zi 1+ +0,Z;_4 donde {Z;} ~ WN(0,0?), entonces, la
densidad espectral de {Y;} es
2

() = 3-16eP

donde 0(z) = 146012+ - -+0,29. El proceso {Y;} es una serie de promedios

moviles de orden ¢, y 6(z) es el polinomio de promedios méviles.

(ii) Suponga que la series estacionaria satisface
Yi—oYi1— - —pYepy =2+ 012+ -+ 0,2

donde
{Z;} ~WN(0,0%).

Entonces, la densidad espectral de {Y;} es

donde §(2) = 14012+ +0,29y ¢(2) =1— 12— - — ¢p2P. El proceso
{Y:} es una serie autorregresiva y de promedios méviles de orden (p, q); de

forma mas compacta, ARMA(p, q).

Demostracion.
(i) Como {Y;} se obtiene de {Z;} aplicando el filtro con coeficientes
E =0, k=12,....q, o0=1y ,=0parar < 0or > g, el

resultado se desprende de inmediato del corolario precedente.

(ii) Considere las funciones de distribucién espectral Fy y Fz de los procesos
{Yi} v {Z:}, respectivamente. La funcién de distribucién espectral de U, =
0B)Z; y Vi = ¢(B)Y; estdn  determinadas  por
dFy(\) = [0(e)PdFz(N), vy dFvy(A) = |o(em)PdEy(N),
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respectivamente.

Como V; = U, se desprende que
(e M) PdFy (A) = 0(e™ )2 dFz(N)

y entonces, ya que ¢(z) # 0 cuando |z| = 1 (Chacén Herndndez, 2010) se

tiene que

[0(e™ )2
|p(e=)?
Como dFz(\) = [02/(27)]d), se concluye que

dFy (\) = AF7(\)

dFy(\)  [0(e=™)? o
dx  p(e=M)[22n’

concluyendo la demostracién. O

3.2. Célculo de Densidades Espectrales

En esta seccion se ilustra la aplicacién del Teorema 3.1.1 calculando la
densidad espectral en casos concretos. El primer ejemplo trata sobre una deduccién
alternativa de la densidad espectral de un proceso ARMA. Posteriormente, se
grafica y estudia , la serie de manchas solares de Wolfer, la cual es una serie muy

utilizada en la literatura (Brockwell y Davis, 1998, Fuller, 1998).
Ejemplo 3.2.1. Sea {X;} el proceso ARMA (p,q) definido por
¢(B)X; = 0(B)Zy,

donde ¢(z) y 6(z) tienen coeficientes reales y ¢(z) # 0 para toda z € C con |z| = 1.
Recuerde ahora los siguientes resultados (Brockwell y Davis 1998, Shumway y

Stoffer 1998):
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(i) Existe un ntmero r > 1 tal que

= k_ 52 0(2)0(z~") 1 o <
2 W =y T <<

k=—o00

donde la serie converge absolutamente en la regién especificada.

(ii) Una serie estacionaria {W}} con funcién de covarianza absolutamente sum-
able tiene una densidad espectral si y solo si,
S oyw(k)e™™* > 0 para toda X € [—, 7], y en este caso la densidad

espectral de {W;} es
fw(N) = 2m) 7 300w (R)e ™.

Combine ambos resultados para deducir que {X;} tiene una densidad espectral, y

para expresar dicha densidad en términos de o2, 6(-) and ¢(-).

Solucién. Por el resultado (i), la funcién de autocovarianza ~y(-) de {X;} es abso-

lutamente sumable, y

k=—oc0
Como los coeficientes de 0(z) y ¢(z) son reales, se sigue que §(e*) = O(e—**) y

d(e™) = dle™), asi que

0 ' 0(e— MO (e—iN) O(e—N)|2

S ek 2 2 0TI _ 0
koo ¢le=N)p(e=) |¢(e=*)]
Por consiguiente, el resultado (ii) implica que { X;} tiene densidad espectral fx ()
la cual esta dada por

1 —iA\) |2
1)

P e e

A€ [—m,m].

El siguiente ejemplo analiza la densidad espectral de una serie autorregre-

siva de segundo orden ajustada a un conjunto de datos sobre las manchas solares.
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Ejemplo 3.2.2. Considere la serie {X;} de manchas solares de Wolfer (la cual es
una serie cldsica). Denote por {Y;} a la serie de media nula Y; = X; — 46.93,
t =1,2,...,100 obtenida restando la media muestral de los datos originales. El
siguiente modelo AR(2) para {Y;} se obtuvo igualando las covarianzas tedricas y

muestrales en h =0, 1, 2:
Y, —1.37Y; 1 + .634Y; o = Z;, {W:} ~ WN(0,289.3).

(Estas estimaciones de los coeficientes y 02 son llamadas estimaciones de ‘Yule-
Walker’) Determine la densidad espectral del modelo ajustado y encuentre la fre-

cuencia en la cual logra su maximo valor. ;Cudl es el periodo correspondiente?

Solucién. La densidad espectral de {Y;} es

o? 1 289.3 1

T 27 |1— 1.37e i + 63de 272 27 |1 — 1.3Te i + .634e 22

fN)

La grafica de la funcién w — f(27w), —.5 < w < .5 se muestra a continuacién:

Densidad Espectral
400 800

0
I

I I I I I
-0.4 00 02 04

Frecuencia

Para obtener este grafico, se us6 el siguiente cédigo R. Primero, se defini6 la

funcién specdenar2 para evaluar la densidad espectral de un proceso AR(2).
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specdenar2 <- function(phil, phi2, sigmacuad, lambda) {

y <= (1- phil*cos(lambda) - phi2+*cos(2*lambda))” 2+
(-phil*sin(lambda) - phi2*sin(lambdax*2))” 2

y <- 2*pi *y/sigmacuad

1/y }

Usando esta funcién, la grafica fue obtenida por medio del siguiente codigo:

frequencies<- seq(-.5, .5, .01)
specden <- specdenar2( 1.317, -.634, 289.3, 2*pix*frequences)
plot(frequencies, specden, type = "1", xlab ="Frecuencia",

ylab = "Densidad Espectral")

A partir de la gréfica, es claro que f(27w) logra su maximo en (aproximadamente)
la frecuencia w ~ .09 cual corresponde para un periodo p = 1/w ~ 11, concluyendo

el analisis. O

A continuacién se analiza un problema que requiere de una aplicacién

doble del Corolario 3.1.1 para determinar la densidad espectral.

Ejemplo 3.2.3. Si {X;} y {Y:} son dos procesos estacionarios que satisfacen

X —aX; 1 =W, {W,} ~WN(0,0?)

Y, —aYi1 =X+ 2y, {Z}~WN(0,0%),

donde || < 1y las series {W;} v {Z;} no estdn correlacionadas, encuentre la

densidad espectral de {Y;}.

Solucién. La densidad espectral de {X;} es

B o? 1
C 271 |1 — e 2]

fx(X)

A€ [—m, 7
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Ademés, usando que X, = >, o*W,_j y recordando que {W;} y {Z;} no estdn
correlacionados, la continuidad del producto interno implica que {X;} y {Z:} no
estan correlacionadas. Por otro lado, {Z;} tiene densidad espectral constante
0%/(2r) en [—m,m|, pues {Z;} es un ruido blanco. Por lo tanto, a partir del

Ejemplo 2.3.1 se sigue que {U; = X; + Z;} tiene la densidad espectral

FoN) = fxO) + fa(n) = A=

2 |1 — ae™?

Finalmente, la ecuacién que define al proceso {Y;} puede ser escrita como
Y: — aY;—1 = Ui, de tal manera que la densidad espectral de {Y;} estd dada

por
1 21 1 — —i\|2

1 = + | ae !7
|1 — ae™i|2 21 |1 — ae™ 4

fr(Q)

A€ [—m, 7.

3.3. Aproximacién de Densidades Espectrales

De acuerdo al Corolario 3.1.2, la densidad espectral de un proceso de
promedios méviles es o2|0(e~*)|?/(27). Esta densidad es muy simple y el siguiente
resultado, establece que cualquier densidad espectral f(\) puede aproximarse por

una de estas densidades sencillas.

Teorema 3.3.1. Si f(\) es una densidad simétrica y continua en [—, 7], entonces,
para cada € > 0, existe un polinomio 6(z) =1+ 612+ --- + 6,27 con coeficientes

reales tal que

K& ™)~ f(N)| <e. A€ [-ml,

donde

1 U
K = A) dA.
2n(1+ 67 +--- +62) _ﬂf( )
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Una demostracion de este resultado, que utiliza la teoria de series de Fourier, puede
encontrarse en Brockwell y Davis (1998). A continuacién se aplica este teorema a

problemas de aproximacién.

Ejemplo 3.3.1. Usando el Teorema 3.3.1, pruebe el siguiente resultado de aproxi-
macién: Si f es una densidad espectral continua y simétrica, entonces, para cada

e > 0, existe un proceso MA(q) invertible
Xe=Zi+a1Zi 1+ +agZi_g, {Zi} ~WN(0,02),

tal que
[fx(A) = fN) <&, Ae[-m ],

donde 0 = (14a} +---+a2)~' [T f(v)dv.

Solucion. El Teorema 3.3.1 establece que, si f es como en el enunciado del pro-
blema, entonces existe un polinomio a(z) =1+ a1z + - - - + a42? que satisface
(i) a(2) # 0 para |2 <1, y

(ii) para cada A € [—m, 7],
| Kla(e™™)]? = f(N)] <, (3.3.1)

donde
K 1 " ) d
= V) dv.
27r(1—|—a%+---—|—a(21) e

Considere ahora un proceso MA(q)

X;=a(B)Z;, {Z;} ~WN(0,0%), o*=1+ai+ -+ ag)_1 f(v)dv.

En este caso, la densidad espectral de {X;} es

_o? —ive ffﬂf(V)dV
Fx(X) = o la(e™)] _27r(1—|—a%+---+a3)

. a(e™ )P = Kla(e™™)?



40

y (3.3.1) muestra que |fx(\) — f(A)| < € para toda A € [—7,7]. 0

En el siguiente ejemplo, se muestra como a partir de una serie estacionaria,

se puede obtener otra que, aproximadamente, sea un ruido blanco.
Ejemplo 3.3.2. Sea {X;} un proceso MA(1)
X, =2y —2Z 1, {Z;} ~WN(0,0%).

Dado € > 0, encuentre un entero positivo k(e) asi como los valores de las constantes

ag = 1,a1,as...,a; tales que la densidad espectral del proceso

k
Y, = Z ant—j
§=0
satisface | fy (A) — Var(Y)/(27)| < e para toda A\ € [—m, 7.

Solucién. Primero, considere un proceso MA(1) invertible
Xy =2 —aZiq, {Wi} ~WN(0,0%), |a]<1.

En este caso,

k—1 k—1
Y;f - Zant_j = Zaj[Zt_j - Zt—j—l] = Zt — ath_k.
7=0 7=0

Esta expresion permite concluir que

Var(Y) = 4y (0) = (1 + a**)o?

y 2 |
fY(A) — _‘1 _ ake—ZAk|2
2T
o’ k 2k
= ﬂ[l — 2a” cos(Ak) + a="]
Y 2
= Var(¥) _ T gk cos(Ak)

2T s
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Por consiguiente, |fy(\) — Var(Y)/(2n)| = |o2a” cos(\k) /7| < o?|a|*/7; obser-
vando que o2|a|¥ /7 < ¢ es equivalente para k > log(em/0?)/log(|al), se tiene la

siguiente conclusién:

C: Sea {X;} un proceso invertible MA(1) determinado por
X, =2, —aZi_, {Wi} ~WN(0,0?), |a]<1.
Dado € > 0, considere un entero k tal que
k > log(em/o?)/log(|al).

En este caso, el proceso {Y;} definido por

k—1
Y = E arXt—r
r=0

satisface

|fy (y) — Var(Y)/(27)| < e.

Esta conclusién no puede ser directamente aplicada al proceso MA(1) del pro-
blema, ya que el polinomio de promedio mévil §(z) = 1 — 2z no es invertible, pues

su raiz es 1/2. Sin embargo {X,} tiene la representacion invertible
Xt - Zt - .5Zt_1, {Zt} ~ WN(O,&Q)

donde 62 = 402. Aplicando la conclusién anterior a esta representacién de {X;},

se sigue que
si k > log(em/5?%)/log(.25) = log(em/(40?))/ log(.25)

entonces |fy (y) — Var(Y)/(27)| < e,

donde Y; = Zf:é(—.%)rXt_r. O



42

A continuacién se determinara la funcién de densidad espectral de un
proceso autorregresivo de tercer orden y se aplicard un filtro para suavizar la

funcion alrededor de los puntos donde alcanza su maximo.

Ejemplo 3.3.3. Calcule y bosqueje la densidad espectral f(A), 0 < A < 7, de el

proceso estacionario {X;} definido por
Xt - .99Xt_3 - Zt, {Zt} ~ WN(O, ].)

;Sugiere la densidad espectral que la grafica muestral de {X;} exibird compor-
tamiento oscilatorio? ; Si es asi, cudl es el periodo aproximado de la oscilacién?

Calcule la densidad espectral del proceso filtrado
1
Yy = g(Xt—l + X+ Xiq1),

y compare los valores numéricos de las densidades espectrales de {X;} y {¥;} en
las frecuencias w = 27/3 radianes por unidad de tiempo. ;Qué efecto esperaria

usted que el filtro tenga en las oscilaciones de {X;}7

Solucién. La densidad espectral fx () estd dada por

B 1
|1 — .99e~i3A |2

fx(A)

1
= ] )\ E AR ] Y
(1— .99cos(3)))2 + .9801sin2(3)) =]

y enseguida se muestra su gréfica.
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Frecuencia

El siguiente codigo fuente en lenguaje R se utilizo para generar el gréafico

anterior:

specden3 <- function(phi, sigmacuad, frequen){

y <= (1- phix*cos(frequen)) 2 + (phix*sin(frequen)) 2
sigmacuad/y

}

frequen <- seq(-pi, pi, .01)

specden3416 <- specden3(.99, 1, 3*frequen)
plot(frequen, specden3416, xlab = "Frequency",

ylab= "Spectral density", type = "1")

La grafica muestra una influencia fuerte de una frecuencia aproximadamente igual

a 2.1 = 2r/3.
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Para el proceso filtrado
1
Y: = §(Xt—1 + X + Xit1),

la densidad espectral esta dada por

Fr) = 1™ +14+e7)/3Pfx (V)

_ (1 +2cos(A)) /3] -
(1 —.99cos(3X))2 +.9801 sin*(3))’ A€ [-m,7;

en la frecuencia w = 27 /3 se tiene

fy (27/3)
m = ‘(1 + 2COS(27T/3))/3|2 = 0
demostrando que la aplicacién del filtro elimina componentes de frecuencia 27/3,

la cual corresponde a un periodo igual a 3. La grafica de fy(\) se muestra a

continuacién:

I L
| | | | | | |

-3 -2 -1 0 1 2 3

0
|
L

Densidad Espectral de Y
20000
|

Frecuencia

Esta grafica fue obtenida usando el siguiente codigo R:

fy <- specden3416 * (1+ cos(frequen))2
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plot(frequen, fy , xlab = "Frequency",

ylab= "Spectral density of Y", type = "1")

3.4. Operadores de Diferencia

En esta seccion se estudia el efecto de la aplicacién de operadores de dife-
rencia para eliminar, o atemperar, componentes periodicas de una serie. El primer

ejemplo trata con una serie que tiene una componente importante de periodo doce.

Ejemplo 3.4.1. La densidad espectral de un proceso de valor real {X;} estd dada
en [0, 7| por

100, 7/6 < X< 7/6+ .01,
0, de otro modo.

OB
mientras que f(\) = f(—\) para A € [—,0].
(a) Evalie la funcién de covarianza en {X;} en 0 y 1.

(b) Encuentre la densidad espectral del proceso {Y;}, donde

Y = Vi Xy = Xi — Xy 10,

(c) ;Cuadl es la varianza de Y;?

(d) Bosqueje la funcién de potencia del filtro V12 y use el bosquejo para ex-
plicar el efecto sinusoidal del filtro en las frecuencias (i) cercanas a cero y

(ii) cercanas a /6.
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Solucion.
(a) La funcién de autocovarianza de {X;} estd determinada por

= | " () da

— T

7/6+.01
_ 2/ cos(|hI\) dA

/6
_ { 2[sin(|h|(7/6 + .01)) — sin(|h|7/6)]/|h] f h#0
02, if h=0.

(b) La densidad espectral de {Y;} estd dada por

Fr(0) = [1— e 2F(X) = 2(1 - cos(120)) F(A).

(c) La varianza de Y; estd determinada por

Var(Y;) = Var(X; — X;_12) = 2[y(0) — v(12)].

Observando que (0) = .02 y

~v(12) = 2[sin(12(7/6 4 .01)) — sin(127/6)]/|12| = sin(.12)/6,

por la parte (a), se obtiene que

Var(Y;) = 2[.02 — sin(.12)/6] = .04[1 — sin(.12)/.12).

(d) La funcién de potencia del filtro Vi = 1 — B2 es

7(A) = |1 — e 1222 = 2(1 — cos(12))).
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Funcién de Potencia
4
|

Frecuencia

La grafica de arriba fue generada usando el cédigo
frequen <-seq(-pi, pi, .001)
ptransf <-2x(1- cos(12*frequen))?2
plot(frequen, ptransf, xlab = "Frequency",

ylab= "Power transf. function", type = "1")

Asi, cuando V15 es aplicada a una serie con frecuencia cercana cero, la compo-
nente correspondiente ‘se elimina’, y lo mismo ocurre cuando la serie presenta una

componente importante en A = /6, pues 7(0) = 7(7/6) = 0. 0

En el siguiente ejemplo se estudia la aplicacion reiterada de un operador
de diferencia, y se estudia el efecto que tiene sobre la densidad espectral conforme

el nimero de aplicaciones crece.
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Ejemplo 3.4.2. Sea {X;} una serie estacionaria arbitraria con densidad espectral

continua f tal que 0 < f(A) < Ky f(7) #0.

Sea fn(A) denota la densidad espectral de la serie diferenciada
{(1-B)"X;}.

(a) Exprese f, en términos de f,,_1, y evaltie f,(A).
(b) Muestre que f,(\)/fn(m) — 0 cuando n — oo para cada A € [0, 7).

(c) ¢ Qué sugiere la parte (b) con relacién al comportamiento de la trayectoria

muestral de {(1 — B)"X;} para valores grandes de n?

Solucion.
(a) Defina la serie {Y;"} mediante Y;” = (1 — B)"X; y observe la relacién
recursiva

vy = (1B
Denotando por f,(A) a la densidad espectral de {Y;"} se desprende que
FalX) = 1= e (V)
como f1(A) = |1 — e ™2f()), se concluye que

fanN) =1 —e 2" f(N\), n=1,2,...

(b) Por la parte (a), fu(7) = |1 — e~ ™|?" f(7r) = 22" f(7). Usando la relacién

|1 — e | < 2 para A € (—7,7), sigue que

fa(N) _ fN) (!1—6

fulm) () 2

—i)\‘ 271
) —0 sin—o0, AE(—mm).

(¢) La parte (c) sugiere que {(1 — B)"X;} tendrd un componente oscilatorio
predominantemente importante en la frecuencia A = 7, correspondiente a

un periodo 2. O
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3.5. Diseno de un filtro

En esta seccion se ilustra el problema de construir un filtro de manera
que la densidad espectral del proceso filtrado tenga el menor valor posible en una

frecuencia especifica.

Ejemplo 3.5.1. Determine la funcién de potencia asociada al filtro lineal con coe-
ficientes o =1, 1 = —-2a, 2=1y ; =0paraj#0,1,2. Sise desea usar
el filtro para suprimir oscilaciones sinusoidales con periodo 6, qué valor de a se

deberia usar? Si el filtro es aplicado para el proceso definido por

X = Acos(nt/3) + Bsin(nt/3) + Y,

donde A y B son no correlacionadas y tampoco estan correlacionadas con
{Ye = Z;+2.5Z;_1}, y {Z:} es un ruido blanco, jcudl es la funcién de distribucién
del proceso filtrado W; = X; — 2aX;_1 + Xi_o7

Solucion. La funcién de potencia asociada al filtro  es

TA) =] (e
:‘ 0+ le—i/\+ 26—2/\|2

= |1 — 20e ™™ 4 71222

= (1 — 2acos(N) + cos(2X))? + (—2asin(\) 4 sin(2)))?

Ahora, suponga que desea aplicar el filtro  para suprimir una componente sinu-
soidal con periodo 6, lo cual corresponde a A = (27)/6 = 7/3. En este caso se
desea tener 7(7/3) tan pequeno como sea posible, preferentemente 7(w/3) = 0.
Usando que cos(m/3) = 1/2 = —cos(2n/3) y sin(r/3) = v/3/2 = sin(27/3), se

sigue que
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7(7/3) = (1 — 2a cos(m/3) + cos(27/3))? 4 (—2asin(m/3) + sin(27/3))?
=(1—a—1/2)?+ (—aV3 +V3/2)
= (1 —202)%/4+3(1 — 20:)* /4
= (1 -2a)?
Asi, la eleccién apropiada para o es a = 1/2. Ahora, sea {X;} la serie especificada

por

X, = Acos(mt/3) + Bsin(nt/3) + Y,

donde Y; = Z; +2.57;_1, {Z;} ~ WN(0,0%), Ay B son variables aleatorias y no
estdn correlacionadas (0,2?) las cuales tampoco estén correlacionadas con {Z;}.
Aplicando el filtro  con o« = 1/2 para la anterior serie { X; } se desprende que W, =

(B)X; = (B)Y:, pues (B) elimina el componente periédico A cos(nt/3) +
Bsin(nt/3) el cual tiene periodo 6. Por lo tanto,

JwA) =7(A)fy(A)
= 12[(1 — cos(\) + cos(2X))? + (—sin(A) + sin(21))?]]1 4 2.5¢™|?,

donde se us6 la expresién para la densidad espectral de un proceso MA(q) para

establecer la ultima igualdad. O

3.6. Una Funcién de Distribucién Espectral sin Densidad

En esta seccidn se ilustra el calculo de una funcién de distribucién espectral
que no tiene densidad. La situacién es analoga a la que se presenta cuando una

variable aleatoria tiene una parte discreta y una continua.
Ejemplo 3.6.1. Sea {X,} el proceso

X; = Acos(nt/3) + Bsin(nt/3) + Y,
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donde Y; = Z; + 257,41, {Z;} ~ WN(0,02%), y Ay B son variables aleato-
rias no correlacionadas (0, ?) las cuales tampoco estdn correlacionadas con {Z;}.

Encuentre la funcion de autocovarianza y la funcién de distribucién espectral de

{ X}

Solucion. Note que las condiciones del problema implican que la serie
{W = Acos(nt/3) + Bsin(nt/3)}

no esté correlacionada con {Y;}. Usando que A y B no estan correlacionadas se

tiene que
w (h)
= Cov(Wigp, Wy)
= Cov(Acos(r(t + h)/3) + Bsin(r(t + h)/3), Acos(rt/3)+ Bsin(nt/3))
= Var(A) cos(n(t + h)/3) cos(rt/3) + Var(B) sin(r (t + h)/3) sin(wt/3))
= 12[cos(n(t + h)/3) cos(rt/3) + sin(m(t + h)/3) sin(rt/3)]
— 12 cos(h/3)
donde la identidad cos(a—b) = cos(a) cos(b)+sin(a) sin(b) fue usada para establecer

la dltima igualdad. Por lo tanto,

— / eih)\ ,U/W(d)\)

—T

eih)ﬁr/?) + 6—ih>\7T/3>

yw(h) = v° ( 5

donde pyy es la medida concentrada en los puntos &7 /3 y asigna una masa v2/2 a

cada punto. Asi, la correspondiente funcién de distribucién espectral Fy es dada

por
0, A< —7/3
Fw(\) =< v?/2, —n/3<A<7/3
V2, /3 <A

Por otra parte, {Y;} es un proceso MA(1), y su densidad espectral es

2 2
_ 9 —ix2 _ 9 _
Fy(N) = o [1425e7 7 = —[7.25+ 5cos(N)], A€ (=,7],
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de manera que la correspondiente funcién de distribucién estd dada por

0, siA<—m
2
Fr(\) = ;7[7.25@ +m) +5sin()], si A€ [-m, 7]
7.2502, si A>T,

Como {W,} y {Y;} no estén correlacionados, X; = W; + Y; tiene la funcién de

distribuciéon espectral Fxy = Fy + Fy, por el Ejemplo 2.3.1. De forma mas

explicita,
( 0, siA< —7
2
3—[7.25@ + ) + 5sin(A)], si\ € [~ —7/3)
T
2 2
Fy(\) = ;7[7.25@ + ) + 5sin(\)] + % si\ e [-7/3,7/3)
2
g—[7.25(>\ +7) +5sin(\)] + 2, si A€ [1/3,7)
T
( 7.2502 + 12, si A>T
Esto concluye el argumento. O

3.7. Analisis de un Proceso con Espectro Discreto

En esta seccion se estudia una serie de tiempo estacionaria, para la cual su
funcién de distribucién es discreta, esto es, presenta saltos en puntos A1,..., A\, v
es constante en cada uno de los intervalos (A\;_1, A;). Se investigan las condiciones

para que la serie resultante sea real.

Ejemplo 3.7.1. Suponga que {X;} es el proceso definido por
Xo=Y A(\)e™,
j=1
donde
<A < A< < A1 < Ay =T (3.7.1)

(i) Muestre que {X;} es de valor real si y sélo si se satisfacen las siguientes

condiciones, donde j =1,2,...,n — 1:

)‘j = _)\n—j; A()\J) = A()\n_j), n—1 y A()\n) es real. (372)
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(ii) Verifique que si {X;} satisface las tres condiciones anteriores, entonces
Z[C ) cos(t);) — D(\;) sin(t);)]

donde A()\;) = C(\;) +iD(\;) y D(\y) = 0.

Solucién. Por la condicién (3.7.1), los puntos Aq,...,A\,_1 se ubican dentro del
intervalo (—m, 7). Si —\; & {A1,..., An_1}, el término Oe~*¢ puede ser incluido
en la sumatoria que define a X; y por lo tanto, sin pérdida de generalidad, se
puede suponer que los puntos A; dentro de (—m, 7) forman un conjunto simétrico,
es decir, {A1,..., \p—1} ={=A1,...,—An_1}, y en este caso, puesto que los puntos

A; forman una sucesioén creciente, se desprende que
)‘j = —/\n,j, j = 1,2,...,’71— 1. (373)

Suponga que X; es real para cada t. En este contexto se demostrard que (3.7.2)

se cumple. Note que X; = Xy, si X; es real. Recordando que )\, = 7, y que

—1 = et = e=nt v yusando (3.7.3), se sigue que

n—1
ZA(AJ) it +A eiAnt ZA —zt)\J —|—A()\ ) iAnt

j=1

_ZA zt)\n ;i —FA()\ ) iApt

n—1
_ZA nj)lt/\J—f—A(/\)Mt
7j=1

y luego una transposiciéon conduce a

n—1
> Bje'™ 4 B,et = 0. (3.7.4)
j=1

Bj=AN\) —Aw_y), j=12....n—1, B,=AM\)—A(\) (3.7.5))



54

Las ecuaciones (3.7.4) son validas para cada t; escribiendo explicitamente las ecua-

ciones para t = 0,1,...,n — 1, el siguiente sistema se obtiene:
1 1 1 e 1 By 0
e)\l 6/\2 e>\3 e e)‘” By 0
62>\1 €2A2 62A3 62)\n Bg — 0 ’
e(n—.l))\l e(n—‘l))\g e(n—'l))\g . e(n_‘l)kn B'n 6

La matriz de coeficientes de este sistema homogéneo es una matriz de Van der

Monde asociada a diferentes valores de e, e?2,e?s ... e’ por lo cual es inverti-
ble. Esto conduce que B; = 0 para j = 1,2,...,n, una condicién que es equivalente
a

A()\J):A()\n_]), j:1,2...,n—1,

A(An) = A(Mn), y por lo tanto A()\,) es real.

Junto con (3.7.3), esta condicién muestra que (3.7.2) se cumple.

En sentido contrario, suponga que (3.7.3) se cumple. En este caso

n—1
X, = ZA()\j)eitAj + A(\, )eirnt
j=1

n—1
_ Zme—iw\j -I-A()\n)ei)\"t
j=1

donde en la segunda igualdad se usé que A,, es real y que \,, = 7, asi que et =

(—1)! es también real. Ahora, note que (3.7.2) establece que

A(Nj)e N = A(N—j)er =iy =X\j = Au—j, 5 =1,...,n— 1, por lo tanto

n—1
Xi =D AQu-y)e ™ + A e
j=1

n—1
= ZA()\k)eit/\k ANt = X,
k=1

mostrando que X; es real.
Para concluir, sean C'()\;) y D();) las partes reales e imaginarias de A();),

asi que A(\;) = C(\j) +iD();). Con esta notacion,

D(\,) =0



debido a que A(\,) es real, y
AN))e™ = [C(N;) +iD(\)][cos(\jt) + i sin(A;t)]
= C(Aj) cos(Ajt) — D(Aj)sin(A;t)
+4[D(\;) cos(Ajt) + D(A;) sin(A;t)]

por lo tanto

Xy =Y _[C(N)) cos(Ajt) — D(X;) sin(A;t)]

j=1

+ ZZ ) cos(Ajt) + D(A;) sin(A;t)]

Z )cos(A;t) — D(A;) sin(A;t)]

donde la segunda igualdad se debe al hecho de que X; es real.

95



CAPITULO 4

REPRESENTACION ESPECTRAL DE LA SERIE

Este capitulo se estudia la representacién de una serie de tiempo {X;}
como una integral estocédstica respecto a un proceso de incrementos ortogonales
{Z(\)}. El estudio incluye, tanto ejemplos sobre las propiedades de un proceso de
incrementos ortogonales por si mismo, como consecuencias de la representaciéon de
{X:}. Los temas analizados incluyen

(i) La generacién de un proceso de incrementos ortogonales continuo por la
derecha a partir de otro que no necesariamente lo es,
(ii) La representacién integral de un proceso que se obtiene a partir de {X;}
mediante un filro lineal,
(iii) La generacion de nuevos procesos de incrementos ortogonales a partir de
uno dado, y
(iv) Anadlisis de la existencia de procesos ARMA usando técnicas de repre-

sentacion espectral.
4.1. Continuidad por la Derecha

El propdsito de esta seccién es utilizar las ideas de convergencia para
mostrar que un proceso de incrementos ortogonales arbitrario, puede hacerse con-
tinuo por la derecha si se cambia en un nimero a lo sumo contable de puntos.
La finalidad del estudio desarrollado en el siguiente ejemplo es familiarizarse con

ideas analiticas bésicas, y entender la relaciéon entre un proceso de incrementos
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ortogonales y la correspondiente funcion de distribucion.

Ejemplo 4.1.1. Suponga que {Z(\),—7 < A < 7} es un proceso de incrementos
ortogonales, el cual no es necesariamente continuo por la derecha. Muestre que
para toda A € [—m, ), Z(A+9) converge en media cuadratica cuando ¢ | 0. Llame
al limite Z(A1) y muestre que este nuevo proceso es un proceso de incrementos
ortogonales continuo por la derecha, y que el nuevo proceso es igual a Z(\) con

probabilidad uno, excepto en un nimero contable de valores A € [—7, 7).

Solucién. Defina F'(-) sobre [—m, 7) por
FO\) =1Z(\) = Z(=m)|I* (4.1.1)

Si A1 < A2, note que
F(X2) = 1Z(A2) = Z(=m)|?
=1Z2(\2) = Z(M1) + Z(\) — Z(=m)|?
=1Z(\2) = ZOW)I? + 1 Z(\) = Z(=m)|?
=1Z2(X2) = ZOW)|? + F ()
y entonces

F(X2) = F(\) = [ Z(h2) = Z(\)? (4.1.2)

donde la tercera igualdad usé que {Z(\)} tiene incrementos ortogonales. Asi, F(+)
es creciente y, consecuentemente, sus puntos de discontinuidad forman un conjunto

D el cudl es a lo sumo contable:
D ={w e [-m )| F(:) no es continuo en w}

Ademas, el limite lateral por la derecha de F(-) existe en cada punto A € [—m, 7).
Definiendo
FT()\) :%ig)lF()\—f—(S), A€ [—m,m), (4.1.3)
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se tiene que

Ft\N) =F\), Xe[-mm)\D. (4.1.4)

A continuacién se demostrard que F'*()\) es continua por la derecha en [—, ).
Con este fin, note que (4.1.3) implica que, dado A\ € [—m,7) y € > 0, existe

A(e) > 0 tal que
IFA+a)—F(A+a1)|<e si0<a,a; <Ale).

Ahora, sean {6, } v {7} dos sucesiones decrecientes a cero, y seleccione un entero
K (e) tal que 0y, 7 € (0,A(e)/2] donde n,m > K(e). En este caso, la anterior

relaciéon desplegada permite establecer que
|FA4+6p 4+ Tm) — F(N+ 7)) <e sin,m> K(e).

Tomando el limite cuando m tiende a oo, via (4.1.3), se sigue que
|Ft(A + 6,) — FT(\)] < e cuando n > K(g), y entonces
lim, y0o F* (A + 6,) = FT(X). Por lo tanto, como la sucesién arbitraria {4, }
fue decreciente a cero,

o B _ ot
lim F* (A +0) = F*(\).

(i) Sea A € [—m,m) arbitrario pero fijo. Ahora se mostrard que, cuando 6 | 0,
{Z(A+ 9)} converge en media cuadratica. Para lograr la meta, note que
la existencia de F*(-) implica que, para toda secuencia {4, } de ntimeros
positivos convergente a 0, se tiene que {F(\ + 6,)} es una sucesién de

Cauchy, esto es,

lim [FOA+6,) — FO\ +8m)| =0

n,Mm— 00

una convergencia que, por (4.1.2), es equivalente a

lim || Z(A+0n) — Z(A+6m)|| = 0.

n,m— 00
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Se concluye entonces que {Z(A+6,)} es una sucesién de Cauchy en L?, asf
que converge a una cierta variable ZT()\) € L?. Si {r,} es otra sucesién
de nimeros positivos convergiendo a cero, {Z(\ + 7,)} también converge
en L?, digamos a la variable Zt(\) € L?. Considerando la sucesién
a = (61,71,02,72,...), se tiene que Z(\+ay) converge en L?, y entonces el
limite en media cuadratica de las subsecuencias

{ZN+ agp1)} ={ZA+ i)} vy {Z(N+ a2k)} = {Z(\+ 7%)} coinciden.

Por lo tanto,

ZT(\) = m.asi(}im Z(A+0) esta bien definido.

Se mostrard ahora que {Z1(\)} es continua por la derecha, y que la igual-
dad ZT(\) = Z()\) ocurre para A € D. Sea A € [—m, ) arbitraria y sean
{6n} ¥ {7} sucesiones decrecientes a cero. Seleccione £ > 0 y note que,

por (4.1.3), existe A(e) > 0 tal que
’F(}\+A1)_F()\+A2)‘ <e si0< Ay <A(€), 0 <Ay <A(€).

Ahora tome un entero K(e¢) tal que d, + 7, < A(e) cuando

n,m > K(g), de modo que la anterior relacion implica que
|FA4+60n 4+ Tm) — FN+ 7)) <e n,m > K(e).
Via (4.1.2), esto equivale a
|1 ZOA+6n+Tm) —ZA+6,)|I*? <e n,m > K(e),
y tomando el limite cuando m tiende a oo, se desprende que

1ZFA+6n) = ZF NI <e n>K(e),
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esto es,

m.s. lim Zt (A +4,) = Z1T(\).

n— oo

Por lo tanto, el proceso {Z1 ()} es continuo por la derecha. Ahora, sea A €
[—7, ) un punto de continuidad de F'(-). En este caso F(A+6)—F(\) — 0
cuando ¢ | 0, y usando (4.1.2) se sigue que lims o || Z(A+6) — Z(N\)|| = 0,

es decir,

1ZT(A\) = Z(M)l =0,
por la especificacién de Z7*(-). Por consiguiente, Z*(\) = Z(\) cuando A
no estd en el conjunto D, el cual, como ya se ha mencionado, es a lo sumo
numerable.
Para concluir, se probard que {Z 1 (\)} tiene incrementos ortogonales. Sean

A1 < A2 < A3 < A4 puntos arbitrarios en [—7, ), y seleccione § > 0 tal que

A4+ 6 < m. Puesto que el proceso {Z(\)} tiene incrementos ortogonales,

(Z(Aa+06)—Z(M +0), Z(As+0)—Z(A3+9))=0

y tomando el limite cuando § decrece a 0, la continuidad del producto

interno implica que

(ZT(N2)—Z (M), ZT (M) —ZT(X3)) =0

mostrando la ortogonalidad de los incrementos de {Z1(\)}. O
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4.2. Representacion Integral de un Proceso Transformado

En esta seccién se analiza la representacion espectral de un proceso {Y;}
obtenido por la aplicacién de un filtro lineal a una serie dada {X;}. La repre-
sentacion de la serie {Y;} se da en términos del proceso original {X;}, y se supone
que el filtro (B)estal que (z) =1/(1—¢(z)), de manera que {Y;} es un proceso

autorregresivo con ‘ruido’ dado por la serie original.

Ejemplo 4.2.1. Si X; = f(_ﬂ . e dZ(v) donde {Z(v), —m < v < 7} es un proceso
de incrementos ortogonales con funcién de distribucién asociada F'(-), y si Y; —

@Y1 = Xy, donde ¢ € (—1,1), encuentre una funciéon (-) tal que

Y;:/ et (v)dZ(v)
(—7‘(‘,71‘]

Use ese resultado para expresar E[Y;,,X;] como una integral con respecto a F.
Evalde la integral en el caso especial cuando F(v) = o?(v +7)/(27), -t <v <7

(correspondiente a una serie de ruido blanco).

Solucién. Observe que Y; = > 27 ¢* X, = (B)X;, dénde

oo

(2) = 1 _1¢Z = ¢t (4.2.1)

k=0

Entonces, usando la representacién espectral X; = f (=] e’ Z(dv), y teniendo

en mente la condicion |¢| < 1 se tiene que

}/% — Z ¢k/ ei(t—k)l/z(dlj)
k=0 (—m,7]
:/ Z¢k‘ei(t—k)uz(dy)
—7,7] k=0
— / etl/ Z ste_ikVZ(dl/)
(—m,7] k=0

1
- W~ 7(d
/(ﬂ,ﬂ'] ‘ 1 - ¢e—zy ( V)
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Consecuentemente,
Yt:/ e (e7™)Z(dv) donde Y;= (B)X;
(—7!',7'(']

de donde se desprende que Y; = I(e'™ (e~*)). Entonces, usando la repre-

sentacién integral X, = I(e"")
EYiin, X¢] = (Yean, Xz)

_ <I(€i(t+h)u (e—iu))’j(eitu>>
_ <6i(t—|—h)u (e—iy),eity>

L2(F)

Por consiguiente,

E[Yiin, X = /

(_7r77T]

pi(t+h)v (e—il/)ez'_tudp(y):/ e (em ) dF (v)

(_7‘—7”}

Cuando F'(-) corresponde a un proceso de ruido blanco, la integral, es

1 . .
- ezhu (8721/> dv
2m J_
(=]
1 eihu
2w /(ﬂ,ﬂ] 1-— ¢€_ﬂw v
1 cos(hv) + isin(hv)

= dv

2 (—mx] 1 — ¢ cos(hv) +i¢sin(hv)

1 / (cos(hv) + isin(hv))(1 — ¢ cos(hv) — i¢sin(hv)) dy
(=]

o 1+ ¢? —2¢cos(hv)
1 (cos(hv) — ¢ + isin(hv))
27 /(—mr] 1+ ¢? —2¢ cos(hv) v
1 cos(hv) — ¢
o (—mm 1+ @% = 2¢ cos(hv)

donde para establecer la tltima igualdad se usé que sin(-) es una funcién impar y

que cos(+) es una funcién par. O
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4.3. Generacién de Procesos con Incrementos Ortogonales

En esta seccién se analiza la construccion de nuevos procesos de incremen-
tos ortogonales a partir de uno de tales procesos. La técnica de construccion es a

través de integrales estocasticas.

Ejemplo 4.3.1. Sea {Z(v), —m < v < 7} un proceso de incrementos ortogonales

con funcién de distribucién asociado F(-), y suponga que € L?(F).

(a) Muestre que
W(v) = A)dZ (X 4.3.1
(v) /(_ﬂ’u] (A)dZ(A) ( )

es un proceso de incrementos ortogonales con funcién de distribucién

asociada
Gv) = M [2dE(N).
( ) /(_W’V]‘ ( )‘ ( )

(b) Muestre que si g € L*(G) entonces, g € L?>(F) y

/ g(NAW (A) = / g(N) (VdZ(N).
(—m,m]

(_7Ta7r]

(¢) Muestre que si | | > 0 (excepto posiblemente sobre un subconjunto de

medida cero respecto a F'), entonces

1
Z() = /( ey

Solucion. Recuerde que

[ Wz = [ i) 0z = L) 0)

—Tr

donde el subindice indica explicitamente el proceso de incrementos ortogonales

subyacente.
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(a) Para vy < vy <ws <y,

y, similarmente,

Por consiguiente,

(W(va) = W(vs), W(v2) — W(r1))

= Tl N (V)5 Tyl (N) () 2

:/ﬂ- I(Vs,wx]()‘) (/\)I(Vlv’&]()\) ( )dF(A)

—Tr

:/ﬂ- I(I/s,V4](/\)I(V17V2]()\)| (A)|2dF()\) —0

—Tr

donde en la ultima igualdad se uso el hecho que

I(VS,V4] ()\)I(Vl V2] (A) =0

pues (vs,vy] N (v1,v] = 0. Asi, {W(v)} es un proceso de incrementos
ortogonales. Por otro lado, dado que W (—=) = 0, por (4.3.1), la funcién

de distribucién asociada a {W(v)} es

G(v) =W (v) = W(-m)|*

HW W)II*
2
- ”I(—mvl (A) HL2(F)

~ [ Il PR

—1Tr

:/ ! (N)[2AF(N).
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Observe que la formula anterior para G(v) permite concluir que

| lswpc@) = [ lgwfl 0PF@)
(=m,m] (=m,m]

(4.3.2)
= [l @Pp@)

y entonces g € L?(g) si y sélosi g(-) (-) € L*(F), y

||9H2L2(G) = |lg H2L2(F)‘

Por otro lado, de (4.3.1) se desprende que la igualdad

/(_ NIV ) = / g (NdZ(\) (4.3.3)

(_71-’77]

es cierta cuando g(\) = I(_, ,(A) para alguna v € [—m, 7|, Entonces, por

linealidad, la igualdad es también valida cuando

g = I(—I/l,ug} = I(—7T,I/2] - I(—ﬂ',l/l]

para valores vy, vy € [—m, 7|, y cuando

k
i=1

puesto que este conjunto de combinaciones lineales es denso en L?(G) la
continuidad de la integral estocéstica en la media cuadra-tica implica que

la anterior igualdad desplegada es valida para toda g € L?(G).

Note que (v)/ (v) = 1 excepto en un conjunto de métrica cero con

respecto a F(+), asi que

/( . (v)

¥)

A partir de este punto, usando (4.3.2) se sigue que g(A\) =1/ () pertenece

2

Fldv) = /(_ @) = F() < o0

a L*(G), asf que por (4.3.3) con g(A) = I\_,,1(A)/ (A) conduce a

1

1
/(—ﬂ,ﬂ I(_ﬂ’”](A)WdW()‘) - /_MT] I(_m,]()\)—)\) (N)dZ(N)

= / ]I(_m,]()\)dZ()\)
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donde la segunda igualdad se us6 (\)/ () = 1 en L?(F). El tltimo

desplegado es equivalente a

1
/( o= /( N =2w)

donde se us6é Z(—m) = 0 para establecer la segunda igualdad. O

En el siguiente ejemplo, se supone que la funcién de distribucién espectral
de un proceso de incrementos ortogonales {Z(\)} tiene la forma
dFz(\) = |¢(\)|2dF()), y se trata de construir un nuevo proceso de incremen-

tos ortogonales cuya funcién de distribucién espectral sea F'(-).

Ejemplo 4.3.2. Si {X;} es el proceso estacionario con representacion espectral
X, :/ e"dZx(v), t=0,41,42,...,
_(Trvﬂ—]

donde E[|dZx(v)|?] = |¢p(v)|?dF(v), F(-) es una funcién de distribucién sobre

[—7, 7], #(-) # 0 casi en todas partes relativo a dF', y ¢ € L*(F), muestre que

; 1
Y, = (L gu— )/
: /(m]e o) Zx )

L1
=1z, (e”” . t=0,%1,42,...,
o(v)

es un proceso estacionario con funcién de distribucién espectral F'.

(4.3.4)

Solucién. Sea G(v) la funcién de distribucién espectral de {X;} de manera que
dG(v) = E||dZx(v)|?]. Por lo tanto la condicién E[|dZx (v)]?] = |¢(v)|>dF(v)

significa que dG(v) = |¢(v)|*dF (v), y entonces

/ 9()PdG(v) = / 9()26(v) PAF () (4.3.5)
(—m,m) (—m,m]

para cualquier g(-) definido sobre (—, 7]. Usando esta relacion con g(A) = 1/¢()),

se sigue que

/('77771']

2 2

L 6 PAF() = F(r) < oo

¢(A)

¢(A)

dG(\) = /(mr]
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donde la segunda igualdad se debe a la condicién 1 = ¢(N\)[1/¢(N)] en L?(F). Esto
demuestra que 1/¢()\) es un miembro de L?(G) y, en consecuencia, e**/p(\) €
L?(G). A partir de este punto, se sigue que la integral estocéstica especificando a
Y} estd bien definida. Finalmente, note que E[Y;] = 0 (pues E[Z(\)] = 0 para cada

A) mientras que, recordando que la representacion g — Iz, (g) es un isomorfismo

entre L?(GQ) y sp{Xs, 5 =0,%1,42,...},
COV(Y;-HH Y;) = <1/t+h7 Y;5>

_ it+hy L i 1
- <IZX ( N cb(V)) » Lox ( ¢<v>)>
— i(t—&-h)ui ituL >

<6 60 " 0w / e

[ () e

i
‘/(m] B 2

Entonces, recordando que dG()\) = [¢(\)[?dF()),

Cov(Yisn, Yy) = / ¢ AP (N);

(_77771-]

esta ecuacién muestra que:
(i) Cov(Yith,Y:) no depende de t, asi que {Y;} es estacionario, y
(ii) vy (h) = [ (] e’ dF()\), mostrando que F es la funcién de distribucién

espectral de {Y;}. O

El siguiente resultado se refiere a una propiedad fundamental en la teoria
de series de Fourier. La funcién indicadora de un intervalo cuyos extremos son
puntos de continuidad de una funcién de distribucién, es el limite, en L?(F), de

sus aproximaciones de Fourier.

Ejemplo 4.3.3. Sea h,()\) la aproximaciéon de Fourier de orden n para I, .j()),

que es,

hn(X) = Z e

lgl<n
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donde
1 T

:% -

T (N)e™ 72 dA

aj
recuerde ahora las siguientes propiedades de {h, }:

(i) R [max}\E | (X) = Iy (A)] = 0 cuando n — oo para cada conjunto a-
e|—m,T

bierto E' que contiene a v y w.

(i) max |h,(N)| <M < oc.
AE[—m,7]

Utilizando estos hechos establezca el siguiente resultado: Si F' es la funcién de la
distribucion espectral de la sucesién estacionaria {X,} y si v y w son puntos de

continuidad de F' tal que —7 < v < w < 7, entonces

L*(F)

hn() — I(l/,w] ()‘)

Solucién. Dado 6 > 0, defina Es = (=0 + v,v + 6) U (—0 + w,w + J) y note
que, seleccionando al numero J suficientemente pequeno, puede suponerse que

Es C (—m,m). Observe ahora que

Maxye(—x,n]\Es |hn(>\) — I(,,7w]()\)’, A E [—7‘(,71’] \E5,
— <
‘hn()\) I(V,w]()\)‘ = {M + 17 si\¢E E(;

De esta relacion se desprende que

[ ) = (P a0y

2
< max B (A) — Iy 1 (A / dF (X (4.3.6)
(Ae[_m\Eg () = Ly ( >|) s

+ (M + 1)2/ dF(\).

A continuacién, observe que [, dF(\) = f(v—é,v+6)u(u—5,u+6) F(d\) — 0 cuando
0 J 0, puesto que v y w son puntos de continuidad de F'. Por lo tanto, dado £ > 0
existe 0* > 0 tal que

(M+1)2/ dF(\) < (4.3.7)

DN ™
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Ahora, utilizando, la propiedad (i), se desprende que

2
max hy(N) — 1oy 1 (A / dF'(\
(Ae[m\Ea*l N = Lo )|) ]\ B W

2
< max P (A) — Ly o (A F(r) -0 cuando n — oo,
B (Ae[—ﬁﬂr]\Eé*‘ ( ) (v, ]( )’) ( )

asi que hay un entero positivo NV tal que

sin> N.

DO | ™

}‘e[_ﬂ-aﬂ-]\Eé*

2
(om0 = T ]) dF()) <
[—m, 7]\ Es=
Reemplazando § por §* en (4.3.6), el desplegado anterior y (4.3.7) implican que
/ ha(N) = Ty (NPAF(N) <&, sin> N,
[_ﬂ—’W]

L*(F)

F
mostrando que hy, —" I(, - O

El problema que se analiza a continuacién, es determinar el filtro lineal que
conduce de una serie { X;} a otra serie {Y;}, cuando se conoce la representacién de

{Y;} como una integral estocéstica respecto al proceso de incrementos ortogonales

asociado a {X,}.

Ejemplo 4.3.4. Sea {Z(v), —m < v < 7} un proceso de incrementos ortogonales

con E[|Z(ve) — Z(11)?] = a(va — 1), v2 > v1. Muestre que
Vo= [ r= et azo),
(—7T,7T]
es un proceso estacionario y determine su densidad espectral y varianza. Si

X; = / et dZ(v),
(—7r,7r}

encuentre los coeficientes del filtro lineal que, al ser aplicado a {Y;}, produce la

serie {X;}.
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Solucién. Observe que la funcién de distribucién espectral F' asociada a {Z(\)}

satisface F'(vo) — F(v1) = E[|Z(v2) — Z(11)|?] = a(ve — v1), 1o > vy, asi que
dF(v) = adv.

Ahora, note que

I(r = /2 ey =a [ (m = Iol/2)? v

(_7"’77]
= 2@/ (r —v/2)*dv,
0

esto es,

ity Tam?
I = 1/2)e By = 15—

y entonces, como (m — |v|/2)e"™ pertenece a L?(F), la integral estocéstica que

define a Y; esta bien definida. También, note que E[Y;] =0y que
COV(K—F}M 1/;5)

< | @=wpetraze, [ @ e dZ<u>>
(—m,m] (—m,m]
(=12 = plj2)e™)

/(_ ](W — lp|/2)e" Y (x —|v]/2)e™ dF (v)

= / (m — |v|/2)%e" dF(v)
(_7‘_7”]
= a/ (7 — |v|/2)%e dv,
(_77777]

lo cual muestra que Cov(Yyyp, Y:) no depende de ¢, asi que {Y;} es estacionario, y

la funcién de autocovarianza de la serie esta dada por

vy (h) = a / (7 — || /2)2e™ d.
(_7Tv7r]

Por lo tanto, la densidad espectral de {Y;} es fy (v) = a(m —|v|/2)%. Para concluir,
note que si el filtro lineal = { } se aplica a { X;} para producir {Y;} debe tenerse
que

Y, = / (e NVdZ(N);
(77"77‘-}
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comparando esta expresién con la féormula que define a Y;, se desprende que
(e7™) = m — |\|/2 o, equivalentemente,

oo

(€)=Y ke =m—|A/2

k=—o0

A partir de esta igualdad se desprende que

1 [" : 1 ["
p=— [ (m—|\/2)e * d\ = —/ (m — A/2) cos(|k|\) dA.
2 J_ . ™ Jo
Por lo tanto
| 3m/4, if k=0,
T = (=DEY (rh2), i k= 41,42,
concluyendo el argumento. O

4.4. Existencia de Procesos ARMA

El problema de investigar la existencia de un proceso estacionario {X;}

que satisfaga las ecuaciones ARMA
(b(B)Xt - Q(B)Zt,

donde ¢(z) y 0(z) son polinomios, es basico en el andlisis de series de tiempo.
Cuando ¢(z) no se anula en puntos z con médulo 1, estas ecuaciones tienen solucién
(Chacén Hernédndez, 2010). En el siguiente ejemplo se demuestra, por medio de
la teorfa espectral, que si ¢(z) = 0 para algin punto z con |z| = 1, entonces no

existe proceso estacionario que satisfaga las anteriores ecuaciones ARMA.

Ejemplo 4.4.1. Muestre que si ¢(-) y 6(-) son polinomios sin raices comunes y si

¢(z) = 0 para algiin nimero complejo con |z| = 1, entonces las ecuaciones ARMA
¢(B)X; =0(B)Z;, {Z} ~WN(0,0%), (4.4.1)

no tienen solucién estacionaria.
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Solucién. Suponga que (4.4.1) se satisface por una serie estacionaria { X;} y defina

en este caso {Y;} es también estacionaria. Sea Fy,Fx y Fyz las funciones de
distribucién espectral de las series {Y:}, {X:} v {Z:}, respectivamente. Con esta
notacion,

dFy (\) = |gp(e™)PdFx (A) = |6(e” ™ PdFz(N)

y entonces, para cada funcién compleja g(-) definida sobre [—m, 7],

/ gV PdFy () = / (V) 2[é(e ™) [2dFx ()
(—m,m] (—m,m]

(4.4.2)
= [l pars )

Ahora, sea C el conjunto de ceros de ¢(e~™):
C={we (-ma]| d(e™™) =0},

y defina

1
g()\):m, A€ (—m,m\C, y g(A\)=0, XeC;

Con esta notacioén,

se = {5 HR SN

g(NO(N) = { 87(6‘“)/¢(6‘“), i i c ée (—m, 7]\ C

A partir de la segunda igualdad en (4.4.2) aplicada a esta funcién g(-) se desprende

/ dFx(X) = /
(—=m,7]—=\C (—=m,7]—=\C

que
2

be) dF5());

d(e™)
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donde f( e dFx(A) < f( - AFx (A) = Fix () < o0; por lo tanto,
BeiM) 2
/—7r,7'r]—\C (]5(6 l)\)

Suponga ahora que C no es vacio, y seleccione wy € C, de manera que e~ *“° es una
raiz ¢(-). Puesto que 6(:) y ¢(-) no tienen raices comunes, recordando que C es

finito se sigue que existe 6 > 0 tal que
[wo — 8,wo] C (—m, 7]\ C, vy 6O(e™™)#0 para X € [wp — 6, wl. (4.4.4)

Ahora, sean m > 0 la multiplicidad de la raiz e~ de ¢(-), y note que en este

caso

(e = (1 — e™0e™M)Mmg(e™™), donde p(e”™0) # 0. (4.4.5)

Sin pérdida de generalidad, 6 > 0 puede ser seleccionado de tal forma que, ademés
de (4.4.4), ¢(e=™) # 0 cuando A € [wg — &, wp); con esta eleccién, existe una
constante positiva B tal que |0(e~*)/¢(e~*)|2 > B. En consecuencia,

2

‘e<eM) 2 1 ‘9@1*)
A T = e (3 4.46)
= 1 — eiwoe—ir|2m’ A € [wo — 3, wo.
A continuacion, note que
|1 . eiwoe—i)\| _ ‘(ez’wo . ei)\)e—iA| _ ‘eiwo . ei)\ :

utilizando que

|eiwo _ ei’\|/|)\ —wp| = 1 cuando A\ — wy,

0 > 0 puede ser elegido de tal manera que la siguiente relacion es también valida

para alguna constante b > 0:

11— ™0™ <BIA —wp|, A E Jwo — 5, wo.
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Combinando este hecho con (4.4.6) se obtiene

> B 1

- p2m ‘)\_w0|2m’

A € [wo — 9, wo.

’ g(e—i)\)
¢(e=)
Puesto que [wy — 0,wp] C (—m, 7] \ C, (4.4.3) implica que

o 1 L 1
/wo—é |A — wo 2™ 2 27 Juo—s |A — wol*™

donde para establecer la segunda igualdad se usé que el ruido blanco {Z;} tiene
densidad espectral 02 /(27). Sin embargo, puesto que m es positiva,
wo
/ 1/|A — wol?*™d\ = oo,
CU()—6
estableciendo una contradiccion con el desplegado previo. Consecuentemente, si
0(-) y ¢(-) no tienen raices comunes, una serie estacionaria {X;} que satisfaga las
ecuaciones ARMA no existe cuando el polinomio autorregresivo tiene una raiz en

el circulo unitario. O

4.5. Representacion Causal

Considera un proceso ARMA {X;}
¢(B)X; =0(B)Z;, {Z;} ~WN(0,0%),

donde ¢(z) y 0(z) son polinomios que satisfacen ¢(0) = §(0) = 1. Cuando ¢(z) =0
para algin z con |z| < 1, es dificil determinar la funcién de autocovarianza de { X, },

y es conveniente construir un polinomio ¢(z) y un ruido blanco {Z;} tales que

d(B)X; =0(B)Z;, {Z} ~WN(0,5?),

donde ¢(z) # si |z| < 1. En este caso, la representacién anterior se denomina
causal y el siguiente problema trata con la construccién del polinomio &(z) y del

proceso {Z;}. Para otro enfoque, vea (Martinez Martinez, 2010).
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Ejemplo 4.5.1. Sea {X;} Una solucién estacionaria de las ecuaciones

¢(B)X, = 0(B)Z;, {Z} ~WN(0,07),

donde
o) =(L—ay'2) - (L—a"2)(1 —a,3y2) - (1 —a, ' 2),
y
la;| > 1, i=1,2,...,r, Ja;| <1, i=r+1,...,p.
Defina

5(z) = (L—ar'2)-- (1 - a;72) (1~ Graaz) - (1 - Gp2),

y muestre (calculando la densidad espectral) que {¢~>(B)Xt} tiene la misma funcién
de autocovarianza que {|a,y1---ap|0(B)Z;}. Por lo tanto existe un ruido blanco

{Z} en términos del cual {X,} tiene la representacién causal

., Cudl es la varianza de Z:7
Solucion. Como punto de partida, observe que para cualquier niimero complejo
a#0conla|#1y A€ (—m, ]
I1—a"te | = late ™ (ae™ — 1)
~ fa o™ = 1]
= o e — 1]

= |a| 711 — @e ™.

Asi, la especificacién del polinomio qz;() implica que

e M| L
— |CLZ| (451)
-1
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Recuerde ahora que la densidad espectral del polinomio {X;} estd dada por

2

o2 | 0(e=™)
fX()\) = % (b(e_i)\)
de manera que la densidad espectral del proceso {Y; = ¢(B)X;} es
. o2 - . O(e—M) |2
Fr ) = Ide M) = 5-lole NP |50
_ o’ f:r—i—l |a;|? ‘9(6—1‘)\)‘2

27

la cual coincide con la densidad espectral de un proceso de promedios méviles
{6(B)Z;}, donde Z; = (I]._, .4 |ail)Z;. Para concluir, se construird un ruido

blanco {Z;} tal que {X,} satisface las ecuaciones ARMA

HB)X, = 0(B)Z:.

Primero, defina los polinomios

$1(2) = (L—ay'2)-(L—a;"2), vy ¢2(2) = (1 —a;y2) - (1—a,2),

$2(2) = (1 = py12) -+ (1 = p2).
Con esta notacién, a partir de (4.5.1) se desprende que

0(2) = ¢1(2)Pa(2),

y entonces (4.5.2)
Ga(e™™) | |9 T
‘¢2(€—M) - ‘(b(e—i/\) = i_11|—1 |a;l.
Escribiendo las ecuaciones originales ¢(B)X; = 6(B)Z; como
¢2(B)¢1(B)X: = 6(B)Z
se desprende que
¢(B)X; = ¢a2(B)¢1(B) X,
(52(2). (4.5.3)

=6(B) (B)Z;, donde (z)=




7

definiendo

la densidad espectral de {Z;} es dado por

0_2 o o’ H?:r—l—l |a;|?

P =1 (NP = T

donde la segunda igualdad es consecuencia de la definiciéon de  en (4.5.3) y (4.5.2).

Por consiguiente,
i P
{Zy ~WN(0,6), donde &2 =0 [] la:f;
i=r+1

combinando las ecuaciones ARMA en (4.5.3) con la especificacién Z; en (4.5.4) se

desprende que ¢(B)X; = 0(B)Z;. O

4.6. Procesos con Funcion de Ditribucion Simétrica

En esta seccién se estudian procesos con incrementos ortogonales cuya
funcién de distribucion espectral es simétrica. El resultado que se desea establecer

es el siguiente.

Theorem 4.31. Sea {Z(\)} un proceso de incrementos ortogonales con funcién

de densidad espectral simétrica f(\). En este caso,

(i) Z(N) = Z(Xo) = Z(=Ao) = Z(=A).

(ii) {Z(M\)} es un proceso de incrementos ortogonales con la misma funcién de

densidad espectral f(-)

Si g(\) € L?(f) es una funcién real par, entonces

(iii) f(_ﬂ’ﬂ g(N)dZ()) es real, y

(iv) f(fﬂ',ﬂ g(AN)dZ(A) = f(o,n] g(\)dZ(N\) + f(o,w] gA\)dZ(N).
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Demostracion.
(i) Para empezar, note que si g es una funcién par acotada, los coeficientes

de Fourier |, (=] g(A\)e*** son reales. Usando este hecho con

gA) = T-x—xo) (A) +I1xg 21 (A) (4.6.1)

se desprende que en la n-ésima approximacién de Fourier para esta funcion
g(A)

hn(X) = Z Bre™ donde
kl<n

B, = /( [T+ T Ve 0

los coeficientes ) son reales. Puesto que |h,(-) — g(-)] < M para alguna
constante My h,(\) o g(w)  para  cualquier
w # A, Ao, —A, — Ao, el teorema de convergencia acotada implica que ||h,, —
g||%2( H 0 cuando n — oo, propiedad que, por la continuidad de la

integral estocéatica, implica la convergencia

Iz(hy) — Iz(g) en media cuadratica.

Observando que Iz (hn) = 324 <, Belz(€%) = 32 4 <, B X} se sigue que
I7(hy) es una variable aleatoria real, pues las variables X}, toman valores

reales y la anterior convergencia desplegada implica que

Iz(9) = Iz(I1—x,—xo](N)) + Iz (I1x0,01(N))

=[Z2(=20) = Z(=N]+ [Z(A) = Z(No)]

(4.6.2)

es una variable aleatoria real. Por otro lado, si g es una funcién impar,
sus coeficientes de Fourier son imaginarios puros, y aplicando esta obser-

vacién a la funcion g(A) = Ij_x —x,)(A) = I1a, 2 (A), un argumento similar al
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precedente muestra que los coeficientes ay en la aproximaciones de Fourier
fzn = Z| k|<n Ok e para esta funcién impar g son todos imaginarios, y que
11 (hy) — g||%2(f) — 0. Asi, Iz(h,) — Iz(g) en media cuadrética; puesto
que

Iz(hy) = > ikl<n aplz(ePk) = > ik|<n @k Xk, se desprende que Iz (hy)
toma sélo valores imaginarios, y por lo tanto I (g) también lo hace:

[Z(=Xo) = Z(=N)] = [Z(N) = Z(Xo)]
(4.6.3)

toma soélo valores imaginarios.

Ahora, escriba
Z(=No) = Z(=N)] = X +3Y,  [Z(\) = Z(\)] = X1 + %3

Con esta notacién, (4.6.2) implica que X +3iY + (X1 +1Y7) = X + X3 +

i(Y 4+ Y7) es real, y entonces
Yi=-Y

De manera similar, (4.6.3) implica que X +1iY — (X7 +iY1) = X — X1 +

i(Y — Y7) es imaginario puro de manera que
X=X,

Las tres ultimas relaciones desplegadas implican

Z(A) = Z(Xo) = Z(=Xo) = Z(=A),
estableciendo la parte (i).

(ii) Solo note que, para —m < A\ < Ay < A3 < M\ <

(Z(A\2) — Z(M), Z(Ma) — Z(N3))

= E[(Z(X2) = Z(M)(Z (M) — Z(N3))]

= E[Z(X2) — Z(M)(Z(M\1) — Z(N3))]

=(Z(A\) = Z(X3), Z(X2) — Z (M) = 0,
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asi que {Z(\)} tiene incrementos ortogonales .

(iii) Sea g como en (4.6.1), esto es,

g(W) = I—x 2o (V) + I g0 (),

donde —7m < \g < A < 7. Para esta funcién

[ owiz) = 1200 = 200)) + [2(-2) = ()

/( | oiZw) = [Z0) = Z00)

/( I = (Z0) = Z00)) = 200~ Z00) = Z(-Aa) = Z(-N

donde la segunda igualdad sigue de la parte (i). Estos tres tltimos desplegados

muestran que, cuando g es como en (4.6.1),

/(_M} g(v)dZ(v) :/(o,r]g(y)dz(y)jL/ g(W)dZ(v) es real.

(0,7]

Por la linealidad de la integral estocéastica, esta igualdad es también valida cuando
g = >_crgr es una combinacién lineal de funciones g; de la forma (4.6.1), y en-
tonces, puesto que cada funcién real par en L?(f) se puede aproximar en media
cuadratica por una secuencia de tales combinaciones, la continuidad de las inte-
grales estocasticas implica que la anterior igualdad desplegada es vélida para todo

g € L?(f), estableciendo las partes (iii) y (iv). O
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4.7. Un Ejemplo Sobre Movimiento Browniano

Un movimiento Browniano es un proceso estacionario de incrementos orto-
gonales { B(\)} tal que B(A1) — B(\g) tiene distribucién normal con media nula y
varianza a|\; — A\g|. Estos procesos desempenan un papel importante en la teoria
general de la probabilidad (Billigsley, 1995) y, desde luego, en el estudio de series

de tiempo. El siguiente ejemplo trata con un movimiento Browniano.

Ejemplo 4.7.1. Sea { B(\), —7 < A < 7} un movimiento browniano. Si g € L?(d))

es una funcién simétrica de valores reales, muestre que el proceso definido por

X = V2 cos(tv)g(v)dB(v) + /(0 | V2sin(tv)g(v)dB(v),

(_W’O]

parat =0,4+1,42, ..., es un proceso estacionario Gaussiano (normal) con funcién
de densidad espectral g?(\)o?/(27). Inversamente, suponga que {X;} es un pro-
ceso estacionario real Gaussiano con proceso de incrementos ortogonales Z(\) y

funcién de densidad espectral f(A) estrictamente positiva. Muestre que el proceso

B(\) = FYPW)[dZ(w) +dZW)], A€ [0,]
(0.

es un movimiento Browniano.

Solucion. La funcién de distribucion espectral del movimiento Browniano en este

problema es F(\) = o?(\ + 7)/(27). Ahora, defina
fe(v) = V2cos(tv)g() (0] (V) + V2sin(tr)g(v) [0,z (1),

y note que
Xo= [ RBO.
(_ﬂ’ﬂ—]

Como es el caso de cada integral estocédstica con respecto a un proceso de incre-

mento ortogonal , E[X;| = 0. Para calcular la funcién de autocovarianza de {X;},
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observe que

(Xitn, Xe) = (fren, [o) p2(r)
- /(_ Sen A aF)
_ / 2 cos((t + h)\) cos(tA)g2(\) - d
(—m.0] 2T

2
+ / 2sin((t + h)A) sin(tN)g%(\) ——dA
(0,7] 2

2
_ / 2 cos((t + h)A) cos(tA)g2(\) Z-d
(077]_] 27T

2
+ / 2sin((t + h)A) sin(tA)g%(\) ——dA
(077T] 27'('

donde se empled que el cos(+) y g(+) son funciones pares para establecer la tltima

igualdad. Empleando la identidad
cos(hv) = cos((t + h)v — tv) = cos((t + h)v) cos(tv) + sin((t + h)v) sin(tv)

se desprende que

0.2

(Xttn, Xt) :/ 2 cos(hv)g? (V) =—d\
(077‘.] 27T

h —d\
/(_mﬂ cos(hv)g=(v) o

0.2

thy 2
= —d\
/(M} g (v) 5

mostrando que
(i)  (Xiyn, X¢) no depende de t, asi que {X;} es estacionario, y
(ii) vx(h) = f(—w,rr] e g?(v)o?/(2n)d\ para cualquier h, esto es,
g*(v)o?/(27) es la densidad espectral de {X;}.

El proceso {X;} es Gaussiano. Para verificar esta afirmacién, seleccione enteros
arbitrarios t1,...,t, y considere el vector (X¢,, X4,,..., X, ). Dado € > 0, para

cualquier 7, hay una funcion escalonada

THEDY @i o) (V) tal que [|f5(N) = €22y < e (4.7.1)
k=1
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Observando que

Ip(fi) = ) ox[B(by) — Blay)], i=1,2,....n
k=1
se desprende que (Ip(ff),IB(ff,),---,IB(ff )) tiene una distribucién Gaussiana,

pues el vector es una combinacién lineal de variables Gaussianas independientes.

Ademais, la desigualdad en (4.7.1) implica que
1Xe, = Ie(fi) 1 = (™) = I ()] = 1€ = £ |2 (r) < eF(m),
y entonces

(ththv"'?th) = m.s. lim (IB(ftel)7IB(f15€2)77IB(ftEn>)a

e\0

como los limites en la media cuadratica de vectores Gaussianos son también Gaus-

sianos, (Xt,, Xt,, ..., X, ) tiene una distribuciéon Gaussiana.

Recordatorio 4.31. Un argumento similar muestra que si {Z(\)} es un proceso
con incrementos ortogonales Gaussiano, entonces [ (=] g(A\)dZ(\) es una variable

aleatoria Gaussiana.

Conversamente, suponga que {X;} es un proceso estacionario real gaussiano con
procesos de incrementos ortogonales {Z(A)} con densidad espectral f(A) la cual
es positivo en [—m,7]. Primero, se mostrard que el proceso {W(\),A € [0,7]}

definido por
W= [ iz
[_>‘7>‘]
es un movimiento Browniano.

(a) Observe que

W) - W) = [ £ w)az()

[=A,—2X0)U(Xo,A]

para 0 < A\ < A <,
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asi el incremento W (A) — W()\g) tiene una distribucién gaussiana (vea

Recordatorio 4.31 anterior). Adems4s,

W (X) =W (Xo)lI* = / [f 2 (w)PdFz(v)

[_)‘7_>‘0)U(>‘07>‘]

=l/’ PP A (47.9)
[=X,—A0)U(Ao,A]

_ / dv = 20— \o)
[—=X,—X0)U(Xo,A]

(b) Ahora seleccione ag y o tal que 0 < \g < A < ap < a < 7. En este caso

W(a) - Wia) = [ F2(0)dzZ(0);
[—a,—ap)U(ap,q]
donde las regiones [—a, —ag) U (ag,a] ¥ [, —Xg) U (Ao, A] son disjun-
tas, se desprende que (W (a) — W(ag), W(A) — W (\g)) = 0, asi el proceso

{W(A)} es de incrementos ortogonales.

(¢c) W(A) es real. Esta es consecuencia del Teorema 4.31 (iii), donde f(\) es

una funcién real par.

De (a)—(c)se desprende que {W(A), A € [0, 7]} es un movimiento Browniano cuya
funcién de distribucion espectral es determinado por dFy (A) = 2d\. Para con-

cluir, advierta que por el teorema 4.31(iv) resulta

= —1/2(y v
W= [ iz

= F2wydz(v) + F2(w)dZ(v)

[0,)] [0,A]
= F2W)dZ(v) + dZ(v)]
0,2
= B(\);

Consecuentemente, { B(\)} es un proceso browniano. O
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4.8. Aproximacién de un Salto

Para concluir con este trabajo, dado una serie de tiempo {X;} con procesos
de incrementos ortogonales {Z(\)}, ahora se analizard como aproximar un salto

Z(A) — Z(A—) en términos de las observaciones {X;}.

Ejemplo 4.8.1. Considere el kernel de orden n de Dirichlet:

' sin[(n +1/2)y] .
Dn(y) = Z ek = sin(y/2) , ify e (=2m,2m)\ {0}

|k|<n 2n + 1, if y =0.

Muestre que para alguna funcién de distribucién espectral F(-) y 6 € (—m, 7], la

funcién
D,(\—0)
_—_ 7

)\ _
ol € (—m, 7

converge en L2(F) a la funcién indicadora del conjunto {#}. Use este resultado

para deducir que Z(0) — Z(0—) es el limite en L?(F) de

1 .
X . el
2n +1 Z i€

lil<n

Solucién. Se usaran las siguientes propiedades (i) y (ii):
(i) 2n+1)7'D,(-) es acotada por 1:

1

D — iyk

2n+1 n(y)‘ 2n+1 |k|2< €
< S e < e 2n 1) =1
_2n—|—1‘k|<n —2n+1

1 1

(ii) lim
n—oo 21 + 1
toda n.

D, (y) =0 paray € (—2m,27) \ {0} y D, (0) =1 para

2n+1

Para verificar esta segunda aseveraciéon note que sin(y/2) # 0 para

y € (—2m,2m) \ {0}; entonces, ya que |sin()| < 1,
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1
2n+1

sin[(n + 1/2)y]
2n+1

— 0.

Dn(y)‘ =

1 1 1

<
sin(y/2) ‘ ~ 2n+ 1 |sin(y/2)|
Por otro lado, la igualdad (2n +1)71D,,(0) = 1 es vélida por la especificacién de

D,,.

Usando estas propiedades, la conclusién deseada puede ser obtenida como sigue:

Sea 0 € (—m, m| arbitraria y fija, considere la siguiente funcién
((27’L+1)_1Dn()\—9) —I{g}()\)), AE (—7‘(‘,7‘(’].

Note ahora que A — 0 € (—2m,27) cuando A € (—7, 7|, y entonces
(20 + 1) 7' Dy (A = 0) = I{gy (V)]
(4.8.1)
< |(2n+ 1) DA = 0)| = Iy (V)] < 2
por la propiedad (i), mientras la propiedad (ii) implica que
Para A # 0, lim |(2n+ 1)7'D,(A=0) — Iipy (M) =0, y
siA=0, lim [(2n+ 1)"' Dy (0 — 0) — Iy (0)| = [1— 1] = 0,

esto es,

lim |(2n+1)7'D,, (A — 0) — I{p3(A\)| =0, para toda A € (—,7].

n—o0

Esta ultima convergencia y (4.8.1) permiten aplicar el teorema de convergencia

acotada para obtener
/( 10417040 0) = Iy (OPIAF() =0 comon = o

esto es, {(2n + 1)"' Dy (X — 0)} converge a Iggy(A) en L*(F). A partir de este

punto, la continuidad de la integral estocastica permite obtener

Iz(2n+1)"'D,(A—0)) = Iz(I193(A)) en media cuadrética.
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Observe ahora que
2n+1)"'D,(A—0)=(2n+1)"* Z e 10k giAk
|k|<n

relacién que, por la linealidad de la integral, implica que

Iz(2n+1)7'Dy(A=0)) = 2n+1)7" > e I5(e)

|k|<n

=@2n+1)71 ) ey,

|k|<n

y recordando que Iz(Iggy()\)) = Z(0) — Z(0—), los dos desplegados precedentes

implican que

(2n+1)71 Z e kX, — Z(0) — Z(6—) converge en media cuadratica,
|k|<n

estableciendo la conclusion deseada. O
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