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Este trabajo trata sobre el problema de prondstico para una serie de
tiempo estacionaria. Los propdsitos principales son estudiar el compor-
tamiento de los errores de prondstico conforme el horizonte de planeacién
se incrementa, y encontrar una implementacién eficiente del algoritmo de
innovaciones, el cual permite expresar un prondstico en términos de una
base ortogonal del espacio de observaciones disponibles. Dicha imple-
mentacién se logra combinando el algoritmo de Durbin-Levinson con un
teorema de transformaciéon de coordenadas especialmente disenado para
este trabajo. El procedimiento propuesto es de orden cuadratico en la
carga aritmética, en contraste con el método de cdlculo usual, el cual es

de orden cubico.
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This work is concerned with the forecasting problem for a stationa-
ry time series with discrete time parameter. The main objectives are (i)
to analyze the behavior of the forecasting errors as the planning hori-
zon increases, and (ii) to determine an efficient implementation of the
innovations algorithm, which allows to express a forecast in terms of an
orthogonal basis of the space of current observations. Such an implemen-
tations is obtained by combining the Durbin-Levinson algorithm with a
transformation procedure obtained in this work. The proposed method
requires O(n?) arithmetic operations, whereas the usual innovations al-

gorithm has cubic order.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En este capitulo se hace una descripcién del tema de este trabajo, se
describen los objetivos que se pretende alcanzar, y se presenta una vision general

de la organizacion del material subsecuente.
1.1. El Tema de Trabajo

Este trabajo se ubica en el adrea conocida como ‘analisis de una serie de
tiempo’, y el tema principal es la implementacion eficiente de un procedimiento de
pronostico para una serie estacionaria. De manera intuitiva, una series de tiempo
es una sucesion {X;} de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad, donde la variable aleatoria X; se interpreta como la observacién que
se realiza en el tiempo t, el cual, en el caso considerado en este trabajo, puede
variar en un subconjunto de los nimeros enteros. El rasgo fundamental de la
sucesién {X;} es que, en contraste con el supuesto cominmente adoptado en la
teoria estadistica clasica (Borovkov, 1999; Dudewicz y Mishra, 1998; Shao, 2010
y Wackerly et al., 2009), no se supone la independencia de las variables X;, ni
que éstas tengan la misma distribucién, caracteristicas que permiten incluir en
el estudio una gran variedad de observaciones que surgen en la practica, como
las ventas diarias de un almacén, la asistencia semanal a teatros, la poblacién de
un pais, o la aparicién de manchas solares (Brockwell y Davis, 1998; Shumway

y Stoffer, 2006 y Chacén, 2010). Por otro lado, una serie de tiempo {X;} se



llama estacionaria cuando, para todo entero h, las propiedades ‘importantes’ de
un segmento (X7, Xo,...,X,) son las mismas que las del segmento trasladado
(X14+h, Xnt2y -y Xnan). Como no se hardan supuestos sobre la distribucién de las
variables X4, las propiedades ‘importantes’ se referiran a los momentos: concreta-

mente, la serie es estacionaria si satisface los siguientes dos requerimientos:

(i) Todas las variables X; tienen los mismos momentos de orden uno y dos,
esto es

E[X,] y E[X?] son finitos y no dependen de t.

(ii) El segundo momento de la diferencia X5 — X, es el mismo que el segundo
momento de Xgyp — Xyyn para todo entero h. Estas dos condiciones

equivalen a las siguientes propiedades (a) y (b):
(a) E[X:] = p no depende de t;

(b) Para cada s y t, Cov(Xs, X¢) estd bien definida y depende sélo de
la diferencia entre s y t.
Estas propiedades permiten definir la funcién de autocovarianza asociada

a la serie estacionaria {X;} mediante
v(h) = E[X¢ nX], h=0,+1,42 ... (1.1.1)

Para una serie estacionaria, en el sentido recién definido, no es dificil ver que para

cada entero h y cada entero positivo n,

E[(X1,X2...,X,)"] = E[(X14h, Xogh o, Xngn)']

Var[(Xl, X2 N ,Xn)/] = Var[(XHh, X2+h e 7Xn+h)/]

de manera que los segmentos (X1, Xs..., X)) v (Xi4n, Xogn ..., Xpyn) tienen

el mismo valor esperado y la misma matriz de varianza; en este sentido, ambos
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segmentos tienen las mismas propiedades ‘importantes’, y el analisis de una serie
de tiempo estacionaria estard basado en propiedades de segundo orden. Debido
a que si {X;} es una serie estacionaria, entonces {X; — u} también lo es, en este
trabajo supondremos, sin pérdida de generalidad, que la esperanza de X; es nula.
La idea de serie estacionaria es bastante restrictiva y, en general, una de tales
series no es un modelo razonable para los datos que se observan comunmente
en la practica; sin embargo, una serie estacionaria es la componente esencial del
denominado modelo clasico, el cual si captura una amplia gama de situaciones
reales (Chacén, 2010).

El problema de pronodstico para una serie estacionaria puede describirse
como sigue: Dadas las observaciones Xi,..., X, registradas hasta el tiempo n,
determinar ‘la mejor’ aproximacién para la variable X,,.; que se observara en el
tiempo futuro n+h en términos de los datos disponibles X1,..., X,,. Un resultado
conocido en la teoria estadistica establece que la mejor aproximacién a X, 45 en
el sentido de minimizar el error cuadratico esperado es la esperanza condicional
9(X1,...,X,) = E[Xp4n|X1, ..., X,]; sin embargo, al no conocer la distribucién
de {X;}, la funcién g(-) no se puede calcular, y en la teoria de series de tiempo,
la mejor aproximacion que se pretende encontrar es ‘la mejor aproximacion lineal

basada en los datos observados hasta el momento actual n’:
Q(Xl,...,Xn) :ale—I-----l-aan (112)
donde aq,...,a, son constantes y

cmin E[(Xppp = (01X +-- 4 bnXn))?] = E[(Xpin — (@1 X1 + - + an Xp))?).
15--+9Un

(1.1.3)
tales niimeros a; siempre existen y se expresan solamente en términos de la funcién

de autocovarianza «y(:); de hecho, aq,...,a, pueden determinarse por medio de

diferenciacién (Fulks, 1980; Khuri, 2002).
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En un sentido general, los problemas de interés en este trabajo, se refieren
a las propiedades de los coeficientes en (1.1.2) y del error de prondstico en el lado

derecho de (1.1.3), asi como a métodos eficientes para calcular dichas cantidades.
1.2. Proyecciones

Puesto que este trabajo se centra en la determinacién de las constantes
ai,...,an en (1.1.2), las cuales tienen la propiedad de optimalidad en (1.1.3), las
ideas basicas de espacio vectorial y producto interno son de importancia funda-
mental en el desarrollo subsecuente; para un estudio de estos conceptos en espacios
de dimensién finita, vea, por ejemplo, Graybill (2001), Harville (2008), Hoffman
y Kunze (1975) y, particularmente, Strang (2003). La intuicién del caso de di-
mension finita es de gran importancia en el estudio de series de tiempo, aunque el

entorno de trabajo es, naturalmente, el espacio
L* = L*(Q,F,P)

de todas las variables aleatorias Y : {2 — R con segundo momento finito, y donde
(Q,F, P) es el espacio de probabilidad donde la serie {X;} estd definida. Este

espacio es de dimension infinita y el producto interno esta especificado por
(Y1,Ys) = EW1Ya], Y1,Ys € L2, (1.2.1)
y la norma correspondiente estd dada por
Y| = /(V,Y) = E[Y?]'/2. (1.2.2)

Con respecto a esta norma, L? es un espacio métrico completo, es decir, toda
sucesién de Cauchy es convergente (Apostol, 1980; Rudin, 1984 y Royden, 2003).
Considere ahora, una sucesién finita Wi, ..., W) de variables en L?, y sea W el

espacio vectorial generado por estas variables:

W={eaWi+--+ce,Wy | e1,¢0,...,¢, € R}
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el cual es un subespacio cerrado de L? (Rudin, 1984; Royden 2003). Dado Y € L2,

existe una unica variable aleatoria PyyY que satisface las siguientes propiedades:
PyY eW y Y —PyY| <||Y —w| paratodow € W. (1.2.3)

Estas condiciones son equivalentes a
PyY eWw y (PyY,w)=(Y,w), weW. (1.2.4)

(Brockwell y Davis, 1998; Strang, 2003); debido a la (bi-)linealidad del producto

interno, estas condiciones pueden expresarse como
PyY ew y (PWY, W)=, W;), i=12... k. (1.2.5)

La variable PpY se llaman la proyeccién (ortogonal) de Y sobre W y es una
transformacién lineal; la equivalencia de (1.2.3-1.2.5) se conoce como teorema de
proyeccion. La siguiente propiedad serd tutil: Si Wy y Wi son dos subespacios de

L?, entonces

Wo C W1 = Pw,Pw, = Py, (1.2.6)
A partir de esta discusién se es claro que el mejor prondstico g(X1, ..., X, ) para
X,+1 dadas las observaciones X1, ..., X,, es la proyeccion de X, 11 sobre el espacio

generado por Xi,...,X,; compare (1.1.2) y (1.1.3) con (1.2.3).
1.3. Los Objetivos Principales

Como ya se menciond, dada una serie estacionaria, el interés de este tra-
bajo se centra en la formulaciéon del mejor prondstico lineal de X, dadas las
observaciones Xy, ..., X,,; tal prondstico es la proyecciéon de X,, ;5 sobre el espa-
cio generado por Xi,..., X, y serd denotado por Xn+h, de manera que el error

cuadratico de prondstico es v" estd dado por

vl = | Xntn — Xnsnll? = E[(Xntn — Xntn)?l. (1.3.1)



los objetivos de este trabajo se describen a continuacion:

(i)

Analizar el comportamiento respecto a h de los errores cuadraticos de

h

; en particular se trata de investigar la validez de las siguien-

pronodstico v

tes relaciones:

ol <Pt h=1,2.3,...

lim v = ~(0).

h— o0

La intuicién detras de estas propiedades es que a medida que el tiempo real
de observacién del dato X, se aleja del tiempo actual n, serd cada vez
mas dificil hacer un ‘buen prondstico’, y que al considerar un dato que se
observara en un tiempo muy distante del momento actual n, la influencia
de los datos disponibles X7, ..., X,, se desvanece. Los resultados en esta
direccion se establecen en el Capitulo 2, y muestran que las anteriores
relaciones son correctas bajo condiciones adecuadas o cuando se reformulan
apropiadamente, pero que, en general, no son ciertas para todas las series

estacionarias.

Estudiar la relacién entre la expresién de un pronédstico X,, 5, en términos
de bases diferentes para el espacio L, generado por Xi,...,X,. Par-
ticularmente, se tiene interés en una base ortogonal U,...,U, de L,,

denominada base de innovaciones.

Este problema requiere de un analisis profundo que se desarrolla princi-

palmente en los Capitulos 3 y 4, culminando con el teorema de transformacion en

el Capitulo 5.



7

(iii) Determinar un algoritmo eficiente para encontrar los coeficientes del pro-
nostico Xn+h expresado en términos de la base ortogonal de innovaciones.

Por lo tanto, el resultado en esta direccion se establece en el Teorema 5.3.1

del Capftulo 5, exhibiendo un algoritmo de orden cuadratico para implementar el
método de innovaciones, en contraste con la implementaciéon usual, que es de orden

cubico.



1.4. La Organizacion

La presentacion de este trabajo ha sido organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, dada una serie de tiempo estacionaria se formulan las
ecuaciones que determinan el prondstico X, 4, en términos de los datos actuales

X1,...,X, y se encuentra una expresion simple para el correspondiente error de

h

prondstico v,

, analizando sus propiedades de monotonicidad y su comportamiento

conforme h se incrementa sin limite.

En el Capitulo 3 se formula el procedimiento de Durbin-Levinson para
encontrar los coeficientes ¢,, en la representacion del prondstico Xn+1 como com-
binacién lineal de X1, Xo,..., X,,; el esquema de célculo es recursivo, y el vector
de coeficientes ¢, se determina de una forma sencilla en términos de ¢;_;. Se
discute la aplicacion del algoritmo a procesos autorregresivos, lo cual conduce de

forma natural, a estudiar la idea de causalidad de un proceso.

A~

En el Capitulo 4 se estudia la representaciéon de una proyeccion X, 4p
en términos de la base ortogonal de innovaciones Uy, ...,U,. Se formula el de-
nominado algoritmo de innovaciones para determinar el vector de coeficientes 6,,
correspondiente, y se analiza el orden del procedimiento, demostrando que es de

orden cubico respecto a la carga aritmética.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta el principal resultado de este
trabajo: se propone un algoritmo de orden cuadratico para determinar el vector
de coeficientes 8,, en la representacion del prondstico Xn+1 en términos de las
primeras n innovaciones. El procedimiento que se propone se basa en determinar
la relacion entre 6,, y los vectores de coeficientes ¢, en la representacion de los
pronosticos X k+1 como combinacién lineal de las variables originales X1, ..., Xj.
Esta relacion, conjuntamente con el algoritmo de Durbin Levinson, determinan el

procedimiento propuesto.
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Finalmente, los procedimientos numéricos que se utilizan en el trabajo son
simples y se proporciona el cédigo en lenguaje R de los métodos utilizados y, para
facilitar la presentacion, a partir del Capitulo 3 se supone que el horizonte de

pronéstico h es igual a 1.



CAPITULO 2

ECUACIONES DE PRONOSTICO

Dada una serie de tiempo estacionaria, en este capitulo se formulan las
ecuaciones que determinan la mejor aproximacién lineal para una observacion fu-
tura en términos de los datos disponibles, y se encuentra una expresion simple
para el correspondiente error de pronéstico. Se analizan dos ideas sobre el com-
portamiento de los errores que, desde un punto de vista intuitivo, parece natural
esperar que sean validas. El estudio que se realiza muestra que dichas ideas no
son, en general, correctas, pero un analisis mas profundo muestra que, bajo condi-
ciones adecuadas o después de una reformulacién apropiada, el comportamiento

de los errores estd de acuerdo con la intuicién.
2.1. Ecuaciones y Errores de Prondstico

Dada una serie estacionaria {X;} con funcién de autocovarianza ~(-), en
esta seccion se establecen las ecuaciones para determinar la proyeccién ortogonal
de una variable X,, 5, donde h > 0, sobre el espacio generado por las variables
X1,...,X, donde, por el momento, el entero n es fijo, y L,, es el subespacio de

L? generado por las variables X; con 1 <t < n:
£n<X1, e ,Xn) = £n: = {CLle + -+ CLan ‘ (al, Ce ,an) S Rn} (211)

Para cualquier variable aleatoria Y con varianza finita, la proyeccion ortogonal de

Y sobre L,, se denotara mediante Y:

Y =r.Y, (2.1.2)

n
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de manera que Y esta caracterizada por los siguientes requerimientos:

~

Yerl, v (V,X)) = <Y,Xk>, k=1,2,... . n; (2.1.3)

vea el Teorema de proyeccién. En palabras, Y es una combinacién lineal de
X1,..., Xy, y los productos internos de Y y Y con X, coinciden, ¢ = 1,2,...,n.
Ahora se determinard la forma que estas condiciones adoptan para el caso en
que Y es la variable X,, 5, que se observard h unidades después de haber regis-
trado el valor de X,,; primero, se estudiara el caso h = 1. Observe que la inclusién
Xm—h € L, significa que Xm—h es una combinacién lineal de X1, ..., X,,, de manera

que existen constantes ¢, 1, on2,...,0nn tales que

A

Xn—|—l = ¢ann + ¢n2Xn—l + -+ ¢nnXla

o de forma ma&s compacta,
n
Xn—|—1 — E ¢ann—|—1—j7 (214)
Jj=1
A continuacion, note que la condicién de que X,,+1 v X,+1 tengan los mismos
) +1Y +
productos internos con las variables X,., r = 1,2, ..., n puede escribirse en términos

de la funcion de autocovarianza:

<Xn—|—17 Xr> — <Xn+1> Xr>

= <JZ:; ¢ann+1—j7XT> (215)

n

= Z¢nj<Xn+1—j,Xr>, r=12,...,n,

Jj=1

igualdades que equivalen a
n
yn+1—r) :Z¢nj7(n+l—j—7‘), r=1,2,...,n.
j=1
Una forma ma&s conveniente para este sistema se obtiene escribiendo

t=n+1-r;



12

con esta notacién, cuando r toma cualquier valor entre 1 y n, ¢ también lo hace y

el anterior sistema de ecuaciones se escribe como
n
V@) =) dny(i—j4), i=12,...,n
Jj=1

Definiendo los vectores 7,,, ¢,, € R" y la matriz I',, de orden n x n mediante

3 (1) o
2
N, = 7(: ) . P, = ¢7.12 . T =10 —9)]ij=1.2..n; (2.1.6)
v(n) ¢T;n

con esta notacién, las ecuaciones anteriores equivalen a

¥, =Tne,, (2.1.7)

sistema que siempre es consistente, por el teorema de proyecciéon. Después de
encontrar una solucién ¢, para esta ecuacion vectorial, el error cuadrético de

pronostico, denotado por v, y definido mediante
O = | X1 — Xnga ||% (2.1.8)
puede determinarse de forma muy simple. En efecto, observando que

<Xn+1 - Xn+1aX7"> =0

para todo r = 1,2,...,n (vea la primera igualdad en (2.1.5)), como Xn+1 es una
combinacion lineal de X1, ..., X,, se desprende que
<Xn+1 ~ X1, Xn+1> —0, (2.1.9)

lo que equivale a

<Xn+1,Xn+1> = <Xn+1>Xn+1> = || Xpng1 %
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Con esto en mente,

n—|—17 Xn—|—1 - Xn+1>

[ X1 — Xnsa? < n+l —

< n+l — n+17Xn—|—1> - <Xn+1 - Xn+17Xn+1>
(1o

= (X

n+1,Xn+1> (por la ecuacién (2.1.9))
nt1s Xnt1) — <Xn+17Xn+1>
=7(0) — <Xn+17Xn+1>
donde, de nueva cuenta, se utilizé la ecuacién (2.1.9) para establecer la tltima

igualdad. Por lo tanto,

1 X1 = Knsal2 = 9(0) = (Kui1, Xt ) (2.1.10)

Ahora se calculara la norma cuadratica de Xn+1- Usando (2.1.4) se tiene que

<Xn+1> n+1> <Z¢ng n+l— j7z¢n2 n+1l— 7,>
- Z Z Gni{Xnt1-j, Xnt1-i)Pn j

j—l i=1

_Zngnﬂ/ an]

j=1 =1

=@, Tnep,
y recordando que I';,p,, = 7,,, se obtiene que <Xn+1, Xn+1> = ¢! ~,,; combinando

esta relacién con (2.1.10), se llega a la expresién

Un = HXn—l—l - Xn—i—l“z = 7(0) - (P;’L’Y'n

De esta manera, al resolver la ecuacién (2.1.7) es posible determinar, tanto la
proyeccién X’nﬂ por medio de (2.1.4), como el error de prondéstico v, a través de

la anterior expresion desplegada. Esta discusién se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Suponga que {X;} es una serie estacionaria con funcién de auto-

covarianza 7(:). En este caso, la proyeccién X,, 11 de X,,11 sobre el espacio L,
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generado por X,..., X, estd dada por
n
Xnp1 =Y bniXni1
j=1

donde ¢,, = (¢n1,...,bnn) es cualquier vector que satisface el sistema de ecua-

ciones

’7'n, = Fn(Pna

y la notacién es como en (2.1.6). Més atin, el error de prondstico v,, esta dado por

n = 1 X1 = X112 = 7(0) = )7, (2.1.11)

Para concluir esta seccién, ahora se discutira brevemente la determinacion

de la proyeccion Xm-h de X, 1+ sobre L,,. Como Xn+h € L, existen constantes

b oly, . .. ol tales que
Xuth = On1Xn + GnoXor + o+ 0, X1, (2.1.12))
y entonces las condiciones (2.1.3) implican que, para cada i = 1,2,...,n,

’Y(h +i— 1) - <X7’L—|—h7 Xn+1—i>

— <Xn—|—h; Xn+1—i>

<Z ¢n]Xn+1 jan—Fl z>

n

= ¢Zj<Xn+1f]7 n+1-— z Zd)?}i]’y Z_]
1

S.
I

Definiendo los vectores 7", ¢ € IR™ mediante

(V(h) ) %1
Y h + 1 n2
Yn = : Y @n= N (2.1.13)

7(h+n_1) ?L,’I’L
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se desprende que

Y =T," (2.1.14)

donde T',, es la matriz n x n definida en (2.1.6). Més atin, procediendo como en

el caso h = 1, es posible obtener una férmula simple para el error de prondstico

HXn—i-h _Xn+h”23

A~ A~ /
UZ: = | Xntn — Xn—I—hH2 = HXn—FhH2 - HXn+hH2 =(0) — SOZ 72- (2.1.15)

2.2. Comportamiento de los Errores

En esta seccion se ejemplifica el cdlculo de proyecciones mediante la solu-
cién del sistema (2.1.7) o0 (2.1.14), y se analizan dos aspectos simples que, a primera

vista, parece natural esperar sobre los errores de prondstico:

(i) En el tiempo n, se han observado X1, Xo,...,X,, y a medida que h > 0
aumenta, el tiempo de observaciéon n + h de la variable X, se aleja més
del tiempo actual n. Esto puede generar la impresiéon de que cada vez
serd mas dificil prondsticar X, 4, usando los datos Xi,..., X,, lo cual se
reflejard en el incremento del error de pronéstico v = || X,4p — Xn+h\|2

al crecer h. La expresion formal de esta primera impresiéon es
ol <Pt R =1,2.3,... (2.2.1)

(ii) Llevando al extremo la idea anterior, conforme h crece sin limite, pare-
ceria natural esperar que ‘la influencia’ de X, ..., X, sobre X, 1 tienda a
desvanecerse conforme h se incrementa, en el sentido de que
limp o0 Xnen = 0. En este caso, usando que v = ~(0) — || Xngnll?,

n

parece natural esperar que

lim v = ~(0). (2.2.2)

n
h—o0
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A partir de los siguientes ejemplos, se vera que estas dos impresiones no
son correctas en general; sin embargo, se mostrara que la intuicién va en el camino
correcto bajo condiciones adecuadas, o después de una reformulacion apropiada

de las ideas.

Ejemplo 2.2.1. Considere el proceso de promedios moéviles Xy = Z; + Z; 1 + Z;_5,
donde la serie {Z;} es un ruido blanco con varianza unitaria, en este caso, la
funcion de autocovarianza esta dada por
3, sih=0
v(h):{l, sih==+10h=45,
0, de otro modo;

vea, por ejemplo, Brockwell y Davis (1998), Fuller (1998), o Shumway y Stoffer
(2006). Dado n = 2, se determinaran, para cada h > 0, las proyecciones X2+h de

X420 sobre Lo.
(i) Para encontrar X3 = Xy, se resuelve el sistema (2.1.7) (que equivale al
sistema (2.1.14) con h = 1):
[1] _ {7(1)} _ [7(0) 7(1)] [(ém] _ {3 1] [92521].
0 (2) (1) (0) ] [ @22 1 3] [ o2
Este sistema tiene matriz invertible, y su tunica solucién es
@0, = (3/8,—1/8)". Por lo tanto, X5 = (3/8)X5 — (1/8)X1, y el error

de pronéstico es

1
= o = Xa— P Xl =3 - (35,-1/8) || =21/8

(ii) Las proyecciones X'4 = X2+2 y X5 = X2+3 se determinan resolviendo
(2.1.14) con h = 2 y h = 3, respectivamente. Observe ahora que
8 = (y(h),y(h + 1)) = (0,0)" para h = 2,3, de modo que el sistema
), = Dol tiene la tnica solucién ! = (0,0)’, y entonces X4 = X5 = 0
y los correspondientes errores de prondstico son
03 = |1 Xs = Xal* = 4(0) — @373 =3

A /
vy = || X5 — X5[* =~(0) — 3 v3 =3
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(iii) La proyeccion Xg = Xoy4 = Pr,Xg se encuentra observando que

75 = (v(4),7(5)) = (0,1). En este caso, (2.1.14) con h = 4 se reduce

=G0 Wl ] -1 s[5

cuya tnica solucién es 3 = (—1/8,3/8)". La proyeccion

a

XG es -X5/8 4 3X7/8 y el correspondiente error de prondstico es
/
vi = || X6 — Pr,Xg|? = 7(0) — i 14 =3 —3/8 =21/8

(iv) Para encontrar la proyecciéon X; = Xsi5 = Pr,X7 observe que

v = (7v(5),7(6) = (1,0)’, de tal forma que (2.1.14) con h = 5 equivale a

o] =)=l 3] = [ sl (2]

cuya tnica solucién es @3 = (3/8, —1/8)’; se tiene que X7 = (3Xy — X1)/8

y el error de prondstico es
s /
v3 = | X7 — X7[I* = 7(0) =375 =3 -3/8 =21/8

(v) Para evaluar X2+h = P;, X5, cuando h > 6, note que la especificacién de
v(-) implica que v% = (y(h),y(h + 1))’ = (0,0)’. Por lo tanto, la solucién
de v% = Topl es ot = (0,0), y X2+h = (0 para h > 6; el correspondiente

error de pronéstico es vl = || Xopp — Xogn |2 = | Xown|2 =~(0)=3. O

En el ejemplo anterior n = 2 y la sucesiéon de errores de prondstico es

21 21 21
(va,v3,v3,v5,v5,05,v5,...) = (§,3,3, 5 §,3,3, . )

y es claro que v} no es una funcién mondtona creciente de h, de tal forma que la
propiedad (2.2.1) no se satisface. Sin embargo, como v} = 3 = (0) para h > 6, en

este ejemplo la convergencia en (2.2.2) si ocurre. Sin embargo, el siguiente ejemplo

muestra que la validez de (2.2.2) tampoco puede garantizarse en el caso general.
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Ejemplo 2.2.2. Considere la serie {X;} definida mediante

X; = Acos(nt/3) + Bsin(nt/3),

donde A y B son variables aleatorias no correlacionadas con varianza unitaria. En

este caso, la correspondiente funciéon de autocovarianza es

v(h) = cos(wh/3);

vea (Chacén, 2010) para una deduccién detallada de este hecho. Ahora tome n =1

y considere el correspondiente error de prondstico

v = [ X14n = Pey Xiinl? = 7(0) = [P, Xusnl? = 1 = 1Pz, X1gn

En este caso Pr, X1y, = ¢ X, y las ecuaciones (2.1.14) se reducen a

v(h) = ~v(0)¢",, de donde ¢}, = v(h)/v(0) = cos(wh/3), de manera que

1Pz, X14n]1* = || cos(nh/3) X1 * = cos*(nh/3)

y entonces vf = 1—cos?(wh/3) = sin®(wh/3). Esta expresién es periédica respecto
a h, y al variar h toma los valores 1/2,1/2,0,1/2,1/2,0 una y otra vez. Por lo
tanto, v no converge a v(0) = 1 conforme h tiene a co. O

Aunque (2.2.1) y (2.2.2) no son ciertas en general, en la siguiente seccién
se presenta una condicién suficiente para que esta ltima relacion ocurra, y se vera
que, con una interpretacion ligeramente distinta, una versién de (2.2.1) también

es correcta.
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2.3. Una Condicién de Invertibilidad

La determinacién del vector de coeficientes (" requiere resolver el sistema
(2.1.14) cuya matriz es I';, = [y(i — J)]i,j=1,....n- En esta seccién se presenta una
condicién sobre la funcién de autocovarianza () que asegura que dicha matriz

I',, es invertible para cada n.

Teorema 2.3.1. Suponga que () es la funcién de autocovarianza de un proceso

estacionario {X;} para la cual las siguientes condiciones (i) y (ii) se satisfacen:
(i) ~(0) > 0;

(ii) limg_eo y(k) = 0.

En estas circunstancias, para cada n = 1,2, 3, ... la matriz I';, en (2.1.6) es inver-
tible
Demostracién. Note que I'y = [y(0)] es una matriz invertible, pues v(0) > 0.

El argumento ahora procede por contradiccion. Suponga que I',. es una matriz
singular para algiin » > 1. En este caso, debido a que I'; es invertible, existe un

entero n > 1 tal que

I'y,To, ..., T, son invertibles, pero I';, 1 es singular. (2.3.1)
Luego, existe un vector b = (by, ..., bp,bpr1) € R™ tal que
I',.1b=0, b#0. (2.3.2)

Observando que I';, 1 se representa en bloques como

|\, ~
F”“_[:y’ 7(0)]’
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la igualdad en (2.3.2) se escribe como

b1

Fn 5’ B 1 b2
- =0, dondeb= | .

{ o4 7(0)} {bnﬂ} :
bn,

Ahora se vera que b, 11 # 0. En efecto, si b,+1 = 0, la ecuaciéon anterior implica
que T'b = 0, y entonces, por la invertibilidad de T',,, se obtiene que b = 0, lo que
combinado con el supuesto de que b,41; = 0 implica que b = 0, en contradiccién

con (2.3.2). Sustituyendo a b por b,_Hl_lb en (2.3.2) se puede suponer que
b = (b1,b2,...,b,,1)

Con esto en mente, note que

2

n+1 n+1
> b X =) biv(i— )by =bThb =0,
s=1 i,j=1

donde se utilizé la condicién I',,1b = 0 para establecer la iltima igualdad. Por

lo tanto
D b X+ Xppa|[ =0 (2.3.3)
s=1
lo cual significa que X,, 11 = — 2221 bs X, esto, es
Xn+1 S ,C(Xl, XQ, e ,Xn). (234)

Por otro lado, la estacionaridad del proceso {X;} implica que

Z bs Xsin + Xntnt1|| = 0 para todo h,

s=1

y entonces Y o bsXoin + Xpint1 = 0, es decir Xpppi1 = — > n_y bs Xsin, de

donde se desprende que

Xn+h+1 € 'C(Xh—i-laXh—FQa s 7Xh+n)7 h = 172537 s
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Combinando esta relacion con (2.3.4), se obtiene que

Xpin € L(X1, X0, ..., X)), h=1,2,3,...

y entonces, para cada h > 0, existe un vector b" = (b%,... ) € R" tal que
Xpsn =Y _bIX; (2.3.5)
i=1

A partir de esta igualdad se obtendrd una contradiccién. Primero observe que

debido a que TI',, es invertible, existen constantes positivas m y M tales
m|x|? <x'Tpx < M|x|? xeR"

vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1980), Graybill (2001), o Lipschutz (1995).
Por otro lado, a partir de (2.3.5), célculos similares a los realizados en la seccién
precedente arrojan que ¥(0) = || X,1s||2 = b"'T,,b", relacién que al combinarse

con las anteriores desigualdades desplegadas implica que
ml[b"|* < B"T,b" = 1(0) y 4(0) =b"T,b" < [|b"|?

Por lo tanto

1 << 2, (2.3.6)

esto es, {b", h=1,2,3,...} es una sucesién acotada. Para concluir, observe que

¥(0) = [| Xl

= COV(Xn+h7 XnJrh)

= COV(Xn+h, Z b?XZ)

=1

= bICov(Xpin, X;)

1=1

= biy(n+h—1i)
=1
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y entonces (2.3.6) permite establecer que

10 < 225yt b )

Tomando el limite conforme h tiende a oo, la condicién limy_,o y(k) = 0 implica
que ¥(0) < 0, lo cual contradice el supuesto y(0) > 0. Esto muestra que I',, es

invertible para cada n, finalizando el argumento. O

2.4. Consecuencia de la Condicién de Invertibilidad

En esta secciéon se estudia una implicacion de la invertibilidad de las matri-
ces I',, sobre el comportamiento de los errores de pronéstico v/. Como se mencioné
en la Seccién 2.2, desde un punto de vista intuitivo, parece natural esperar que
vl = || Xpan — Pr, Xoan| converja a v(0) conforme h se incrementa, lo cual es
un reflejo de la idea de que, a medida que h aumenta, la variable X,, 5, que se
observara en el tiempo n + h tendra cada vez ‘menos relacion’ con las variables
X1,..., X, que se han observado desde el tiempo 1 hasta el tiempo n. Sin em-
bargo, los ejemplos en la Seccién 2.2 muestran que en general dicha impresion no
es correcta. A continuacién se muestra que la convergencia (2.2.2) es valida bajo

las condiciones del Teorema 2.3.1.

Teorema 2.4.1. Suponga que {X;} es un proceso estacionario cuya funcién de

autocovarianza v(-) satisface las condiciones
~(0) >0 y lim (k) =0. (2.4.1)
k—o0
En este caso,

v = | Xpsn — Pr, Xpynl| = v(0)  conforme h — oc.

Demostracion. Recuerde que Pr X, 15 = ZZ:1 ngfL s Xn+1—k, donde

h h h
Qon:( nl»¥n2r: - > nn)
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satisface v = T, v el vector 4" es como en (2.1.13). Como la matriz T,

1yt v entonces la

es invertible, por el Teorema 2.3.1, se desprende que ! = T'

férmula (2.1.15) puede escribirse como

/I
ol = 5(0) — 42T A

puesto que v* = (y(h),y(h +1),...,7(h +n — 1)) — 0 conforme h tiende a oo,
por (2.4.1), tomando el limite cuando h — oo en la anterior igualdad desplegada,

se desprende que limy o, v = 7(0). O

Por otro lado, el otro resultado que intuitivamente parecié natural en la
Seccién 2.2 fue la relacién de monotonicidad (2.2.1). Observando que la funcién
de autocovarianza en el Ejemplo 2.2.1 satisface la condicién (2.4.1), se desprende
que en ese contexto las matrices I',, son invertibles, y entonces el andlisis de di-
cho ejemplo muestra que (2.2.1) no puede garantizarse ain bajo condiciones que
garantizan la invertibilidad de I',,. Para concluir esta seccién, se mostrara que la
validez de la relacion de monotonicidad depende de la informacion disponible en
el tiempo n. Suponga que al momento n se han observado no sélo X1, Xo, ..., X,
sino todas las variables X; con t < n y defina H,, como la cerradura del espacio

generado por las variables X; con —oo <t < n:

H, = L(X;, t <n). (2.4.2)
Denotando por Xn+h a la proyeccién de X, sobre H,,, esto es,

Xoin = P, Xoin

se tiene que X,, 15, es el mejor prondstico lineal de la observacion futura X, 15 en
términos de la informacion disponible en el tiempo n representada por H,. El

correspondiente error cuadratico de prondstico es

272 = ||Xn—|—h - Xn+h||2 = ||Xn—|—h - PHan+h||2'
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Teorema 2.4.2. Con la notacién precedente, se tiene que

ot <ohtt h=1,2,3,...

Demostracion. Se presentard un bosquejo del argumento: Observe que por la
definicion del operador de proyeccion y la especificacion de la cerradura de un

subespacio, B
o = ||Xn+h - Xn+hH2
2

k
= min min Xn—l—h_E ai Xn+1—il|
i=1

k al,az...ag

y aplicando la estacionaridad de {X,} se desprende que
. 2
U, =min min || X, — Z a; Xn+1—i
k a1,a2...ag —
1=

2

k ai,az...ak

k
= min min Xh—g a; X1—;
i=1

= || Xn — Prx,, s<0)Xnll?
= || X5 — Py Xn||*;
por lo tanto,

Ty = 1 X0 = Prg Xall? = 1 X0 1* = [ Pro X1 (2.4.3)

Procediendo de forma similar,

~h4+1 _ o 2
Uy = | Xnnt1 — Xogntall
& 2
=min min || X,1pp1 — g a;i Xnt1—i|| »
k al,az...ag -
=1
y entonces
K 2
~h4+1 . .
U, =min min Xn+h+1—§ a; Xn41—i
k ai,az...a -
=1
& 2
=min min || X} — E a; Xo—;
k ai,a2...ar 1
i

= || Xn — Pr(x., s<—1)Xall”

= | Xn — Pr_, Xnl*
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En consecuencia,
Ot = (1X0 = Pr oy Xal® = [ Xall® — ([P, X (2.4.4)

Debido a que H_; C Ho, por (24.2), se tiene la desigualdad
| Py, Xn|l* < ||PryXnl|?, relacién que al combinarse con (2.4.3) y (2.4.4) im-

plica que 9"*! > ¢” la cual es la conclusién deseada. O

Los teoremas de esta seccién muestran que, aunque las impresiones intui-
tivas mencionadas en la Seccién 2.2 no son correctas en general, si son validas bajo

condiciones apropiadas o cuando se reformulan adecuadamente.



CAPITULO 3

ALGORITMO DE DURBIN-LEVINSON

En este capitulo se formula un procedimiento que permite encontrar los
coeficientes en la representacion del prondstico Xn+1 como combinacion lineal de
X1, Xa, ..., X, sin invertir la matriz I',,. El esquema de célculo es recursivo, y
el vector de coeficientes ¢, se determina de una forma sencilla en términos de
¢_1- Dicho procedimiento se conoce como algoritmo de Durbin-Levinson, y su
aplicacién a procesos autorregresivos conduce, naturalmente, a estudiar la idea de

causalidad de un proceso.
3.1. Propiedades de los Coeficientes

El proposito de esta seccion es establecer dos propiedades fundamentales de
los coeficientes que permiten expresar la proyeccion de la variable aleatoria X, 11
sobre el espacio generado por las observaciones precedentes Xi,...,X,; dichas
propiedades seran utilizadas para formular un procedimiento recursivo que permite

determinar prondésticos sin realizar inversiones matriciales de manera explicita.

Considere la expresién para la proyeccién de X, 41 sobre £(X1,..., X,):
Pr, Xnt1 = Prix,,... . x)Xnt1 = Z On kXn+1—k (3.1.1)
k=1

Los resultados que se presentan a continuacién representan los instrumentos claves
para relacionar los anteriores coeficientes ¢, con los nimeros ¢,1; que se uti-
lizarian para proyectar X, o sobre £(Xq,...,X,+1). El primer objetivo de esta
seccién es ver que si se conocen los coeficientes en (3.1.1), entonces puede deter-

minarse inmediatamente la proyeccién de X, 1o sobre £(X2, X3,..., X,11).
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Lema 3.1.1. La proyeccién X,,42 sobre £(Xa,..., X, +1) se determina por medio

de los mismos coeficientes ¢, que aparecen en (3.1.1). Mds precisamente

Pr(Xape X)) X2 = ) bk Xnsat (3.1.2)
k=1

Demostracién. Por la caracterizaciéon de una proyeccién, la expresién (3.1.1) sig-

nifica que
’Y(Z) = <Xn+17Xn—|—1—i>

= <Z ¢n an+1—k; Xn+1—i>

k=1 (3.1.3)

= bupy(i—k), i=12,....n
k=1

Por otro lado, la relacién (3.1.2) equivale a
<Xn—|—27 Xn—|—2—i> - <Z (an an+2—ka Xn+2—z'>7 1= 17 27 RS 2
k=1
El lado izquierdo de esta igualdad es ~y(i), mientras que el lado derecho se re-

duce a Y ;1 dnk(Xnto—k, Xnt2—i) = Y peyq Pnry(i—k); por lo que las anteriores

relaciones desplegadas son equivalentes a (3.1.3), y por lo tanto son ciertas. O

Como ilustracién, suponga que se sabe que
PL(Xl,Xg,Xg)Xél =5X; +3Xe —7X5.
En este caso, el lema establece que Pz (x,, x,, x,)X5 = 9X2 + 3X3 — 7X4, es decir,

los coeficientes en ambas expresiones son los mismos y aparecen en el mismo orden.

El siguiente lema muestra que la proyecciéon de X; sobre el espacio
L(Xo, X3,...,Xnt1) generado por Xo,..., X, 11 puede determinarse cuando se

conocen los coeficientes en (3.1.1).
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Lema 3.1.2.

i) La proyeccion X; sobre £(Xs,..., X, 1) se determina por medio de los
y +
mismos coeficientes ¢, que aparecen en (3.1.1), pero en orden inverso.

Mas precisamente

Pﬁ(X27--~7Xn+1)X1 = Z ¢nn+1kan+27k, (314)

relacién que, haciendo el cambio de variable j = n + 1 — k, equivale a

Prixy,.. X0 X1 = Z Onj Xjy1- (3.1.5)

(ii) | X7 — PL(XQ,.A.,XN+1)X1||2 = | Xpt1 — PL(Xl,...,Xn)Xn—i—lHQ =

Demostracién. Por la caracterizacién de una proyeccién, la expresién (3.1.4) sig-
nifica que, para cada i =1,2,...,n
v(3) = (X1, Xit1)

<Z ¢n n—|—1—an—|—2—k7 Xi+1>

k=1

(3.1.6)

Z¢nn+1 py(n+1—i—k).
k=1

Usando el cambio de variable j = n+ 1 — k y notando que cuando k varia entre 1

y n, j también lo hace, las anteriores relaciones equivalen a
n

)= uy(i—i), i=12...,n
Jj=1

ecuaciones que son validas pues, como se verifico en el lema precedente, representan

la caracterizacion de Pz (x, .. x,)Xn+1, estableciendo la conclusion deseada.
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(ii) Observe que

1X1 = Pr(xy, e Xall? = 1X111? = [|Prixa... x0) X1 1P
2

=7(0) = |[)_ ¢n; X
j=1

=9(0) = Y InilXip1, Xj11)bn;

=1

=7(0) = > $niv(i — j)on;

1,7=1

=7(0) — @, Tr, =7(0) — 5,7, = vn

vea (2.1.11). 0
Para ejemplificar este resultado suponga, como antes, que
Prix, x5,x5) X2 = 5X3 +3Xo — 7X;.

En este caso el lema establece que Pz (x, x, x,)X1 = —7X2 + 3X3 + 5Xy; asi, los

coeficientes invierten su papel.
3.2. Teorema de Recurrencia

Los resultados preliminares establecidos en la seccién precedente seran
ahora utilizados para analizar la relacion entre los coeficientes de dos proyecciones
‘sucesivas’:

n—1
Prixy X Xo ) Xn = > bn1iXn_i
=t (3.2.1)

n
Prix,,Xo,.. X)) Xn+1 = Z Ok Xntr1—k
k=1

El siguiente teorema establece la forma en que los coeficientes en ambas igualdades
estan relacionados, y representa el resultado clave para disenar un procedimiento

recursivo de calculo de prondsticos.
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Teorema 3.2.1. Suponga que I';, es una matriz invertible para cada entero positivo.

En este caso, las siguientes afirmaciones (i) y (ii) son vélidas:
(i) La proyeccién Pr(x,,xs,..X,)Xn+1 S€ €xpresa como

Prix,,xo,.. X)) Xn+1
1

[¢nk + ¢nn¢n—1 n—k]Xn—l—l—k + ¢nn[X1 - PL(XQ,...,Xn)Xl]-

3
I

k=1
(3.2.2)
Por lo tanto,
(H) [¢nk+¢nn¢n—1n—k] :¢n—1k7 k= 1,2,...%—1.
(i) 1Pcexy Xor X)) Xnt1ll? = 1Pexy, X X0 ) Xnll* + @5 nvn—1
Demostracion.
(i) Iniciando con la segunda igualdad en (3.2.1) se tiene que
Prix, x5, x,)Xn+1
n—1
— Z (an an+1—k + ¢n nXl
o (3.2.3)
= Z OnkXnt1—k + PnnPr(Xs,..., x0) X1
k=1

+ Onnl[X1 — Prix,,... x,)X1]-

Ahora, aplicando la expresién (3.1.5) con n — 1 en lugar de n se obtiene

que
n—1 n—1
Prix,,...x,)X1= Z On—1kXkt1 = Z On—1n—j Xnti—j;
k=1 =1
luego,
n—1
Z Gk Xnt1—k + PnnPr(xs,... . x,)X1
k=1

n—1 n—1
= Z ¢n an+1—k + d)nn Z d)n—l n—an—l—l—j
k=1 7=1

n—1

= Z [¢nk + ¢nn¢n—ln—k] XTH—l—lc

k=1
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y (3.2.2) se desprende combinando esta igualdad con (3.2.3)

(ii) Note que la sumatoria en (3.2.2) pertenece al espacio L(Xa,...,X,,) vy que
la variable aleatoria X1 — Pr(x,, .. x,)X1 es ortogonal a dicho espacio, de
manera que, aplicando el operador de proyeccién Pg(x,, .. x,) en ambos

lados de (3.2.2), se desprende que

Prixo,...x)Xn+1 = Prixa,.. . x)Prix,,Xo,.. X)) Xn+1
1

[¢nk + ¢n n¢n—1 n—k]Xn—l—l—k

3
I

k=1
Observe ahora que
n—1
Prixy,.. . x)Xn+1 = Z Grn—1kXnt1—k;
i=1

por el Lema 3.1.1 aplicado con n — 1 en lugar de n. Utilizando el supuesto
de que I',, es invertible, se desprende que las variables Xs,..., X, 11 son
linealmente independientes en L?, y entonces, las dos igualdades anterior-

mente desplegadas implican que
[¢nk+¢nn¢n—1n—kz]:¢n—1k, k:1,2,...,n—1

(iii) Combinando las partes (i) y (ii) se obtiene

n—1
Prix,,x0,.. x,)Xnt1 = Z Pn—1kXnt1-k + Onn[X1 — Prix,,.. x,)X1)
k=1
donde la sumatoria pertenece a £(Xs, ..., X,) y el término entre corchetes

es ortogonal a este espacio. Por lo tanto,

2

HPL(Xl,Xz,...Xn)Xn+1H2 =

n—1
Z ¢n—1 an—i—l—k
k=1

+ 0nn | X1 = Prix,,. x) X1 H2

Note ahora que, por la estacionaridad del proceso {X;},
2 2

= HPLZ(Xl,...,Xn_l)Xn”z

n—1
Z ¢n—1 an+1—k
k=1

n—1
E ¢n—1 an—k
k=1
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mientras que

||X1 - P,C(XQ,...,Xn)XlHQ = Un—-1,

por el Lema 3.1.2(ii) aplicado con n—1 en lugar de n. Ahora, la conclusién

se sigue combinando las tres tultimas relaciones desplegadas. a

3.3. El Algoritmo de Durbin-Levinson

En este seccion se formula un procedimiento recursivo para calcular los
coeficientes ¢, ; en la expresién para la proyecciéon de X, 1 sobre £L(X1,..., X,).
Este procedimento calcula el vector de coeficientes ¢, y el error de prondstico
vy, en términos del vector de coeficientes ¢,,_; y el correspondiente error de v,,_1,
evitando el problema de invertir la matriz I';,. El esquema de calculo en el siguiente
teorema se conoce como el algoritmo de Durbin-Levinson. En el resto del capitulo,

se utiliza la siguiente notacion:

X1 =0, vo = [|X1 — X1 = 7(0)
(3.3.1)
Xn=Prixr.x0 ) Xns Uno1 =1 X0 — Xul?, n=2,3,...
Por conveniencia, a continuacion se reescribe la expresién para X
n—1
X0 = bn1xXn_r. (3.3.2)
k=1

Teorema 3.3.1. Suponga que {X;} es un proceso estacionario con funcién de
autocovarianza y(-) tal que v(0) > 0y v(h) — 0 conforme h — oo, de tal forma
que las matrices I',, son no singulares. En este caso, los coeficientes ¢, y los

errores cuadraticos de prondstico satisfacen las siguientes relaciones:
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1 n—1 '
(11) Gnn = ’Y(n) - Z d)n—lj 7(” - J) y Unp = Un—l[l - in]
Un-1 j=1
(111) ¢nk:¢n—1k_¢nn¢n—1n—k7 k:1,2,...,n—1
Demostracion.
(i) La proyeccién Xg = Prx)X2 = ¢11X1 estda caracterizada por

<X’2,X1> = (Xy, X1), esto es (¢11X1,X7) = (X2, X1), relacién que es
equivalente a ¢117(0) = (1), de donde se desprende que ¢11 = y(1)/~v(0).
Por otro lado, la igualdad vy = 7(0) es consecuencia de la convencién

X7 = 0; vea (3.3.1).
(ii) Se usara la igualdad

Xnt+1 = Prix,,Xo,.. X)) Xn+1
1

[¢nk + Cbnngbnfl nfk]XnJrlfk + §bnn[X1 - PE(XQ ..... Xn)Xl]
1

3
|

>
Il

demostrada en el Teorema 3.2.1(ii); observando que la sumatoria pertenece
a L(Xo,...,X,) y que este espacio es ortogonal al vector
X1—Pr(x,,... x,)X1, después de tomar el producto interno por esta tltima

diferencia en ambos lados de la anterior relacién se obtiene

(3.3.3)

Por otro lado, puesto que X,41 satisface <Xn+1,w> = (X,+1, W) para
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todo w € L(Xq,...,X,), se tiene

<Xn—|—17X1 — PL(XQ,.A.,XH)X1> = (Xnt1, X1 — Pr(x,,. x0X1)

=(n) — (Xnt1, Pe(xo... x) X1)

n—1
=(n) — <Xn+17 Z Pn—1 ij+1>
—1
n—1 !
=5(n) =Y bn-1;(Xns1, Xj41)
—1
-
=7(n) - Z Gn—15 v(n —J)
=1

donde para establecer la tercera igualdad se usé la expresion (3.1.5) obte-
nida en el Lema 3.1.1. Utilizando ahora el Lema 3.1.2(ii) con n — 1 en

lugar de n se obtiene
(X1 = Prixy, x) X1, X1 — Peix,, o x) X1)
= | X1 = Pr(xs, x) X1 l]? = vno1

Combinando las dos ultimas relaciones desplegadas con (3.3.3) se obtiene

n—1
7(”) - Z (bnflj ’y(n - .7) = annvnfl
j=1

de donde se desprende la expresién deseada para ¢, ,. La férmula para v,

se obtiene como sigue: Recuerde la expresién

1Pe(x1. X ) X1 12 = 1 Pe(xs Xa. X0 ) Xnl|? + 02 n0n—1

obtenida en el Teorema 3.2.1(iii), la cual, conjuntamente con (2.1.11) im-

plica que
vy = 7(0) — HP,C(Xl,Xg,.A.Xn)Xn—&—le
2

=7(0) = | Peixy, Xa, X0 ) Xnll? = 02 Un—1

= Up—-1— ¢121nvn—1 = (1 - (bin)vn—l
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(iii) Esta parte fue establecida en el Teorema 3.2.1 (ii). O

Este resultado permite encontrar los coeficientes ¢, ;. en la expresion

Xn—l—l = Z (bann—i—l—j

=1

asf como el error de prondstico v, = || Xns1 — Xpni1|?, de manera recursiva, sin
invertir la matriz I',,. El procedimiento se describe como sigue:

Algoritmo de Durbin-Levinson

Entrada: Un vector (v(0),7v(1),...,v(n)), donde ¥(-) es una funcién de autocova-

rianza.

Salida: El vector ¢, = (¢n1,---,Pnn) de coeficientes de la proyeccién Xn+1, asi

como v, el correspondiente error cuadratico de pronostico.

e Inicio: Defina ¢11 = v(1)/7(0) y v1 = (1 — ¢3,)vo y ponga k = 1

e Paso Recursivo: En términos de ¢, 7 = 1,2,...,k y v, calcule

k
(@) Prrirr =g |y k1) =D ks v(k+1—7)
j=1

(b) k1 = V[l = 9% 41 k4]

(c) Pkt1j = Phj — Pht1k+1Pkn—j, J=12,... k.
Ademsds

(d) Incremente k en una unidad.

e Paso de Prueba: Si k£ = n detenga el procedimiento.
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Los nimeros actuales vy, y ¢, j = 1,2,...,k son las cantidades deseadas.
Si k < n, vaya al paso anterior.

Este algoritmo es muy simple y, como se vera a continuacion, admite un

codigo sencillo
3.4. Implementacion del Procedimiento

En esta seccion se presenta una implementacion del algoritmo de Durbin-
Levinson en el lenguaje R. Con esta finalidad, se disené una funciéon que lleva a
cabo los calculos, denominada DurLev. Dicha funcion acepta como parametro a
un vector que consiste de (0),v(1),...,v(n), el cual, por comodidad, se descom-
puso en dos partes: Gammazero, en donde se coloca a v(0), y Gamma que acepta
al vector (y(1),...,7v(n)); esta descomposicién estd motivada por el hecho de que,
en R, los indices de los vectores inician en 1. Para propédsitos de ilustracién, la
funcién no sélo devuelve el vector ¢,, y al error cuadratico de prondstico v,,, sino
que también conserva y devuelve a todos los vectores ¢, con k < n y, desde
luego, al correspondiente vector completo de errores (vq,...,v,). Para almacenar
todos estos vectores de longitud distinta, se usa una lista, denominada phis en la
funcién. Después de leer los datos Gammazero y Gamma, la funcion calcula la lon-
gitud de Gamma, cuyo valor es n, el niimero de iteraciones que se llevaran a cabo,
y dimensiona a phis como una lista de longitud n 4+ 1, asi como al vector v como
uno de tipo nuimerico. Posteriormente se lleva a cabo la etapa de inicio, seguida
por un ciclo for que efectua la etapa iterativa. Al salir del ciclo, la componente
n + 1 de la lista phis recibe al vector v de errores de pronéstico y la funcién de-
vuelve la lista phis. Finalmente, note que se han incluido valores por defecto para
Gammazero y Gamma, los cuales son 1.81 para Gamazero y el vector (—.9,0,0,0,0,0)
para Gamma, los cuales corresponden a la funcién de autocovarianza del proceso

X = Z;—.9Z;_1, donde {Z;} es un ruido blanco de varianza unitaria; este ejemplo
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se utiliza en (Brockwell y Davis, 1998, p. 174). Por la presencia de valores por

defecto para los parametros, la funciéon puede llamarse simplemente como

DurLev()

y esto sera equivalente a hacerlo como

DurLev(1.81,¢(—.9,0,0,0,0,0))

El cédigo fuente de la funcion es como sigue:

DurlLev <- function(Gammazero= 1.81,
Gamma = c(-.9, 0, 0, 0, 0, 0)) {
n <- length(Gamma)
phis <- vector("list", n+1)
v<-vector ("numeric",n)
phis[[1]] <- Gamma[1]/Gammazero
v[1] <- Gammazero - Gammal[1]*Gammal[1l]/Gammazero
for(k in 2: n) {
aux <- (Gamma[k]-sum(phis[[k-1]]*Gammal[(k-1):1]))/v[k-1]
phis[[k]] <- phis[[k-1]] - aux*(phis[[k-1]1]1[(k - 1):1])
phis[[k]] <- c(phis[[k]], aux)
v[k] <- v[k-1]*(1l-aux*aux)
}
phis[[n+1]]<- v
phis
}
Una llamada a la funcién guardando el resultado en un vector para uso
futuro es como sigue:

> DurLev()-> phis
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> phis
[[11] [1] -0.4972376
[[2]] [1] -0.6605572 -0.3284538
[[3]] [1] -0.7404369 -0.4891009 -0.2431993
[[4]] [1] -0.7869838 -0.5827118 -0.3849145 -0.1913939
[[5]] [1] -0.8169085 -0.6428937 -0.4760223 -0.3144399
-0.1563513
[[6]] [1] -0.8373788 -0.6840619 -0.5383456 -0.3986110
-0.2633053 -0.1309253
[[7]1] [1] 1.362486 1.215499 1.143607 1.101715 1.074782

1.056359

Los errores de pronéstico aparecen como el elemento 7 = 641 de la lista, y son
v1 = 1.362486, vy = 1.215499,...vs = 1.056359. EIl elemento 6 de la lista es
el vector g, de modo que ¢g1 = —0.8373788, pgo = —0.6840619,...,¢s6 =
—0.1309253.

La salida de la funcién DurLev es dificil de interpretar si no se conoce la
estructura de las componentes de la lista que la funcién devuelve. Para facilitar
la lectura de la salida, se disen6 una funcién que da formato adecuado a la lista
de salida, coloca los resultados en forma tabular, y pone encabezados que facilitan
la interpretacion. La funcién que organiza la presentacion de resultados se llama
outputDurLev y acepta como argumento a la lista generada por la funcién DurLev.
La nueva funcién de formato utiliza la funcién cat de R para dirigir la salida a un
archivo, en el cual se escriben los datos con el formato adecuado para insertar en el
cédigo fuente de una archivo escrito en PLAIN TEX, redondeando los niimeros tres
cifras significativas. El archivo que produce la funcién fue insertado sin cambio

alguno al presente texto, y el resultado es el siguiente:
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Algoritmo de Durbin Levinson

Onr =0 para k >n

Un On1 Gn2 On3 Ona Ons One6
1.362 —0.497

1.215 —-0.661 —0.328

1.144 —0.740 —-0.489 —0.243

1.102 —-0.787 —0.583 —-0.385 —0.191

1.075 —-0.817 —-0.643 —-0.476 —-0.314 —0.156

1.056 —0.837 —-0.684 —0.538 —-0.399 -0.263 —0.131

O T W S

Es claro que, con esta presentacion, los resultados pueden interpretarse

mucho mas facilmente.
3.5. El Orden del Algoritmo

En esta seccion se discute brevemente la carga de operaciones requerida
por el algoritmo de Durbin-Levinson, prestando atencion al nimero de multiplica-

ciones y divisiones, asi como a los requerimientos de memoria del procedimiento.

e Fn la etapa inicial se realizan una divisiéon para evaluar ¢, y dos multi-

plicaciones para calcular v1; en total, 3 operaciones.
e En la etapa recursiva, para pasar de ¢, y vy hacia ¢, y vgy1 se llevan

a cabo
(a) k£ multiplicaciones y una divisién para evaluar ¢y g+1;
(b) dos multiplicaciones para calcular vg41, y
(c) k multiplicaciones para determinar las restantes componentes

Gr+14,7=1,2,...k.
En total se realizan 2k +3 multiplicaciones o divisiones.
Como la etapa iterativa se repite para k = 1,2,...,n—1, todo el algoritmo

requiere la realizacién de 3+ZZ;11 (2k+3) = n(n+2) multiplicaciones o divisiones.
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En este caso, se dice que el algoritmo de Durbin-Levinson es de orden n?, y se
escribe O(n?). En cuanto a los requerimientos de memoria, se necesitan n + 1
lugares para almacenar v(0),7v(1),...,7v(n), n lugares adicionales para guardar
V1,...,Un, yOtros n lugares para almacenar ¢, , kK = 1,2, ..., n, totalizando 3n+1
posiciones de memoria para los datos de entrada y salida. En esta descripcion,
la palabra ‘lugar’ se refiere a la cantidad de bytes necesaria para almacenar un
nimero real con precision determinada, y dicha cantidad depende del entorno de
trabajo y del programa que ejecuta la tarea. Para propdsitos de referencia futura,

esta discusion se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1.

(i) Con respecto a las operaciones aritméticas que realiza, el algoritmo de

Durbin-Levinson es de orden O(n?).

(ii) El requerimiento de memoria del algoritmo de Durbin-Levinson es de orden
O(n); si se desea almacenar todos los coeficientes ¢5,, 1 < j < s < n
(como lo hace la funcién DurLev descrita anteriormente) el requerimiento
de memoria naturalmente aumenta,y es de orden O(n?).

En la siguiente seccién se estudia el algoritmo de Durbin-Levinson aplicado

a la clase procesos autorregresivos.
3.6. EL Caso de Procesos Autorregresivos

En esta seccién se estudia el comportamiento del procedimiento de Durbin-
Levinson cuando se aplica a un proceso autorregresivo. La idea es observar el
comportamiento de los coeficientes ¢,, 1, para finalmente establecer una conclusién
general al final de la seccién. Recuerde que un proceso autorregresivo de orden

p—brevemente, un proceso AR(p)— satisface una ecuacion de la forma

Xt - OélXt—l — apXt—p == Zt7 (361)
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donde {Z;} es un ruido blanco con varianza 2 > 0, y a1, ...,q, son constantes
dadas. Como se vera en los ejemplos que aparecen a continuacion, los coeficientes
de la proyeccién Xn—l—l sobre el espacio generado por Xi,..., X, se ‘estabilizan
rapidamente’, esto es a partir de cierto ng, el coeficiente ¢, ya no cambia con-
forme n aumenta; el propésito es demostrar que este comportamiento siempre
se presentard para un proceso AR(p), y caracterizar el nimero «} para el cual
¢nk = aj, a partir de cierto n en adelante. Como se vera al final de la seccién, el
valor o, tiene que ver con la representacion causal de un proceso; para detalles

sobre la idea de causalidad, vea, por ejemplo, Chacén (2010).

Ejemplo 3.6.1.

(i) Considere el proceso AR(1)
Xi+2X4 1 =24

donde {Z;} es un ruido blanco de varianza 0% = 1; esto corresponde al caso

p=1ya; =—2en (3.6.1). La correspondiente funcién de autocovarianza
es
1 —h
~v(h) = g(—Z) , h=0,%+1,£2,...;

vea, por ejemplo, Chacén (2010) o Vazquez (2010). Ahora se calcularan los
primeros seis vectores ¢,,. Para obtenerlos, se invoca a la funciéon DurLev
como sigue:

DurLev(1/3, ((-2) " (-(1:6))/3)) -> phis

La salida que se muestra a continuacién se obtuvé por medio de la funcion
outputDurLev usando

outputDurLev(phis)

e insertando directamente el archivo que produce:



0.250
0.250
0.250
0.250
0.250
0.250

O TR W S
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Algoritmo de Durbin Levinson

Onr =0 para k >n

¢n1
—0.500

—0.500
—0.500
—0.500
—0.500
—0.500

¢n2

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

¢n3

0.000
0.000
0.000
0.000

¢n4 ¢n5 ¢n6
0.000
0.000 0.000

0.000 0.000 0.000

Un rasgo notable en esta tabla es la ‘estabilidad’ de los coeficientes ¢,, ; asi como

de los errores cuadraticos de prondstico v,,.

(ii) Ahora considere el proceso autorregresivo de orden 2 determinado por

Xt - Xt,1 + .2]_th2 == Zt

donde el ruido blanco {Z;} tiene varianza 1. Usando un procedimiento

estandar para determinar la funcién de autocovarianza (), se tiene que

v(h) = (—1.043261)(.3)" 4 (4.345100)(.7)!"!

de manera que v(0) = 3.301939. La funcién DurLev fue aplicada como

DurLev(3.301939,

(-1.043261)*(.3) " (-(1:6))

+ (4.345100)*((.7) " (-(1:6)) ) -> phis

y la salida fue formateada usando outputDurLev(phis). El resultado es

el siguiente:
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Algoritmo de Durbin Levinson

Onr =0 para k >n

Un ¢n 1 gbn 2 gbn 3 ¢n 4 ¢n 5 ¢n 6
1.047 0.826

1.001 1.000 —0.210

1.001 1.000 —-0.210 —0.000

1.001 1.000 -0.210 -0.000 —0.000

1.001 1.000 -0.210 -0.000 —0.000

1.001 1.000 -0.210 -0.000 -0.000 —0.000 —0.000

O TR W~ S

Como en el caso anterior, los coeficientes ¢, y los errores cuadraticos de pro-

nostico ‘se estabilizan’. O

A continuacién se verd que el fendmeno observado en el ejemplo anterior
es general para un proceso autorregresivo. Para establecer el resultado en esa
direccién, es necesario introducir la idea de causalidad, la cual se analiza en detalle
en (Chacén, 2010). Considere el proceso (3.6.1). El polinomio autorregresivo a/(z)

asociado a esa representaciéon de {X;} se define como
a(z):l—alz—..._apzp‘

En este caso, debe tenerse que a(z) no tiene raices en el circulo unitario del plano
complejo, es decir,

a(z) £0, |2 =1:

pues en otro caso no existe un proceso {X;} que satisfaga (3.6.1); vea, por ejemplo
(Vazquez, 2010). Si a(z) # 0 para todo nimero complejo z tal que |z| < 1 el
polinomio a(z) se denomina causal; asi, a(z) es causal cuando todas sus raices
tienen médulo mayor a 1. Para el caso del proceso AR(1) en el Ejemplo 3.6.1(i),
a(z) = 1+ 2z tiene raiz z = —1/2, y por lo tanto este polinomio no es causal.

En el Ejemplo 3.6.1(ii) se tiene a(z) = 1 — z + .2122 = (1 — .32)(1 — .72), y las
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raices son 1/.3 = 10/3 y 1/.7 = 10/7. Como estas raices son mayores que 1, el
polinomio a(z) es causal en este caso. La importancia de la idea de polinomio
causal en esta discusion sobre la estabilidad de los coeficientes generados por el al-
goritmo de Durbin-Levinson, se debe a los siguientes resultados, que se desprenden

directamente, por ejemplo, de los andlisis en Chacén (2010).

Lema 3.6.1. Considere el proceso autorregresivo {X;} determinado por

X —aXpog — 0 — OépXt—p = Z,

2. Si el polinomio a(z) es causal,

donde {Z;} es un ruido blanco con varianza o
entonces

(Xs,Zi) =0 paracada s < t.

Debido a que la relacion de ortogonalidad es importante al construir proye-
cciones, el lema precedente es crucial en el estudio de prondsticos para un proceso
autorregresivo. EL siguiente lema establece que todo proceso AR(p), tiene una

representacion causal.

Lema 3.6.2. Si {X;} es un proceso autorregresivo que satisface

Xi—o Xy — — apXt—p = Z,

2

donde {Z;} es un ruido blanco con varianza o<, entonces, existe un inico polinomio

causal

a(z) =1—a1z—---— apa?
y un ruido blanco {Z;} con varianza &2 tal
Xi—arXeo1—— apXip = Zi. (3.6.2)

Combinando los dos lemas precedentes, es posible establecer que, al aplicar

el algoritmo de Durbin-Levinson a la funciéon de autocovarianza de un proceso
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autorregresivo, los coeficientes ¢,, 1 y los errores cuadraticos de pronéstico v,,, ‘se
estabilizaran’, y determinar los limites conforme n, el nimero de datos observados,

aumenta. El resultado en esta direccion es el siguiente.

Teorema 3.6.1. Considere un proceso autorregresivo { X;} de orden p, y sea
Xy —aXe 1 — - —apXy_p =2, {Z;} ~WN(0,52). (3.6.3)

la representacién causal de {X;} cuya existencia estd garantizada por el Lema

3.6.2. En este caso, para cada n > p,
(i)
Prox, o x)Xnt1 = a1 Xp +a@Xy 1+ +0p Xy
Por lo tanto,

(i) Sin > p,

Up =07, ¢nk:dk7 k:1a27"'7p7 ¢nk:07 p<k§n

Demostracion.

(i) Sea n > p un entero arbitrario. En este caso, n —p > 1, y se sigue que

(a) len+d2Xn_1 —|—"~—|—€¥an_10 € E(Xl,XQ,...,Xn)

Observe ahora que X, 41 — [Ga Xy, + &2 X1+ - + @ X0—p] = Zp41, por

(3.6.3), de manera que
<Xn—|—1 - [len + d’2‘Xvn—1 + -+ den—p]a Xk:> — <Zn—|—17Xk>;

Por otro lado, debido a la causalidad del polinomio &(z), el Lema 3.6.1
garantiza que <Zn+1, Xk> = 0 para todo k < n, y entonces

(b)

<Xn+1 @ X+ @2 Xpo1 -+ Gy Xy, Xk> —0, k=1,2,...,n.
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Combinando (a) y (b) se desprende que [ X, +@2 X1+ - -+6, Xy —p| sa-
tisface las condiciones para ser la proyeccién de X, 1 sobre £( X1, ..., X,),

y la conclusion deseada se desprende de la unicidad de dicha proyeccion.

(ii) Dado n > p, la proyeccion Pr(x, . .. x,)Xn+1 se escribe en términos de las
constantes On, k como Prix,,...x)Xn+1
= n1Xn+ GnoXn1 4+ OnpXnp+ Inp1Xnp1+-+ PnnXy
Por otro lado, la funcién de autocovarianza de un proceso autorregre-
sivo satisface las condiciones y(0) > 0y v(h) — 0 si h — oo (Chacén,
2010) de tal manera que la matriz de varianza TI',, es no singular, y en-
tonces X1, Xs5...,X, son linealmente independientes. A partir de este
punto, comparando la expresién de arriba para Pr(x,... x,)Xn+1 con la

establecida en la parte (i), se desprende que
(z)nk:&k, k:1,2,...,p, ¢nk207 p<k§n.

Para concluir note que la parte (i) y la representacién causal (3.6.3) con-

ducen a

Xnt+1 — Prixy, x0)Xnt1

= Xn—|—1 - [len +ao Xy 1+ F den—p] - Zn—l—ly

de modo que

oN = [ Xnt1 — Peixy, . xo) Xng1||? = | Zps1]]? = 62,

concluyendo el argumento. a

En el caso del Ejemplo 3.6.1 (i) el proceso autorregresivo satisface
Xt +2X4 1 =24

y el polinomio a(z) = 14 2z no es causal. De acuerdo a los calculos efectuado an-

teriormente, ¢,,1 se estabiliza alrededor de —0.500, y a partir del Teorema 3.6.1(i)
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se concluye que en la representacién causal X; — &1 X;_1 = Z; donde {Zt} es un
ruido blanco de varianza &2, debe tenerse &; = —0.500; ademds, como v,, se esta-
biliza en el valor 0.250, el teorema establece que 62 = .250. Asi, la representacién

causal de {X;} es
x; + 0.500X,_1 = Z;, {Z,} ~ WN(0,0.250);

esta conclusion, obtenida nimericamente, puede verificarse directamente a partir
de los resultados en Chacén (2010). En el caso (ii) del Ejemplo 3.6.1, el proceso
satisface

Xt - Xt—l + -21Xt—2 - Zt

donde el ruido blanco {Z;} tiene varianza 1. En esta representacién, el poli-
nomio a(z) es causal, y el Teorema 3.6.1 asegura que ¢, 1 y ¢n2 y se estabi-
lizan en (a1, a2) = (1, —0.210), conclusién que coincide con el resultado numérico.
Ademads, de acuerdo al teorema, v,, se estabiliza en 02 = 1; los célculos indican
que v, llega al valor 1.001, y la diferencia de un milésimo se debe, desde luego, a
errores de calculo que surgen naturalmente, asi como al hecho de que la funcién

de covarianza de este proceso fue determinada nimericamente.



CAPITULO 4

ALGORITMO DE INNOVACIONES

En este capitulo se estudia la representacién de una proyeccién Xn+1 en
términos de una base ortogonal Uy, ..., U, del espacio generado por Xi,...,X,,
denominada la base de innovaciones. La variable U; representa la informacién
contenida en X; que no puede ser obtenida a partir de las observaciones pre-
vias X1,...,X;. El objetivo es establecer un procedimiento recursivo para deter-
minar los coeficientes de la representaciéon de Xn+1 como combinacién lineal de

Ui,...,U,, y determinar requerimientos de memoria y operaciones del algoritmo.
4.1. Un Conjunto Ortogonal

El problema de calcular proyecciones sobre un subespacio L se facilita al
disponer de un conjunto generador que sea ortogonal (Hoffman y Kunze, 1980;
Graybill, 2001 y Harville, 2002). En esta seccién se construye uno de tales con-
juntos para L£(Xi,Xs,...,X,) donde, en adelante, n es un entero positivo fijo.

Considere las variables aleatorias
Ur=X1, Up=Xp—Prx,,. . xo )Xk, k=1,2,...,n (4.1.1)
En este caso, debido a que
Uie L(X1,...,X;) vy Ujesortogonal a £(X1,...,X;_1),
se tiene la siguiente relacion de ortogonalidad:

’i<j=><Ui,Uj>:0.
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Suponga ahora que la matriz de varianza T';, del vector (X1, ..., X},) es no singular
para cada n, de manera que X1,...,X, son linealmente independientes. Como
U} es una combinacion lineal de X1, ..., X, en la que el coeficiente de X es 1, se

tiene que Uy # 0 para cada k. Combinando esta propiedad con la anterior relacién

de ortogonalidad se desprende que
Ui,...,U, son linealmente independientes.

y por lo tanto, como Uy,...,U, € L(Xi,...,X,), un argumento directo de di-

mensionalidad permite establecer que
LUy,...,U,) =L(X1,...,X5)

para cada n. Por otro lado, recuerde que el prondstico para X en términos de

Xq1,..., X1 es X, = Prix,,....x._1) Xk, de manera que Uy = X, —Xk, y entonces
TN = (| Xk — XilI? = vk—1;
vea (2.1.11). La discusién precedente se resume como sigue:

Lema 4.1.1. Dada una serie estacionaria {X;} defina las variables aleatorias Uy

mediante (4.1.1). En este caso,
(i) Las variables Uy, Us, Us, ... son ortogonales;
(ii) Se satisface la igualdad L£L(Uy,Us,...,Ux) = L(X1, Xo,..., X)) para cada
k;
(iii) Para cada k =1,2,3,..., ||[Ux]|* = vi_1.
Las conclusiones anteriores son validas en general, sin suponer que las
variables X1, ..., X,,,... sean linealmente independientes (Hoffman y Kunze, 1980;

Graybill, 2001 y Harville, 2002). La variable Uy se denomina la innovacién en el

tiempo k. Para justificar este término, note que X} se expresa como

X = Prixy, x00) Xk + [ Xk — Prixy xe 1) Xk
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y ubiquese en el momento en que X va a ser observada. En ese instante, ya se
registraron Xi,..., Xg_1, y el término Py (x, .. x, )Xk €s combinacion lineal de
esas variables; por lo tanto, Pr(x,, .. x,_,)Xx es conocido por el observador. En
contraste, [Xr — Pr(x,,.. x,_,)Xk] es ortogonal a X1,..., X_1, y en ese sentido,
representa ‘la nueva informacion’ que el observador obtendra al registrar el valor
de Xj. Por otro lado, como el conjunto ortogonal Uy,...,U, genera el mismo

espacio vectorial que Xi,..., X, se tiene que la proyeccién

A

Xn+1 = Prixy,. x)Xn+1 = Pruy,.. Un) Xnt1

Se expresa Ccomo

A

Xn—|—1 - HnlUn + gnQUn—l + -+ gnn—lUQ + gnnUl

-~ (4.1.2)
— Z 071 kUn+1—k-
k=1
Esta es la representacion de X, 11 en términos de la innovaciones Uy, ..., U,.

4.2. Relaciones entre los Coeficientes

En esta seccién se estudia la determinacién de los coeficientes de la ex-
presion de Xn+1 como combinacion lineal de las innovaciones Uy, ...,U;. Como
punto de partida, suponga que, para cada k =1,...,n—1, ya se han determinado
los coeficientes 0}, ;, 1 < j < k en las expresiones

k

Xk+1 = ngjUkH»lfj (421)
j=1

asi como los correspondientes errores cuadraticos de prondstico
vk = [|Uks|* = [ Xps1 — Xiga || (4.2.2)

El siguiente teorema muestra como pueden determinarse los coeficientes 6,5 v el

error v, en términos de estas cantidades.
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Teorema 4.2.1. Suponga que para cada entero £ = 1,2,...n — 1 se conocen los

coeficientes 0y ;, 1 < j < k, asi como v;. En este caso,

(i) Los coeficientes 6,1 en la expresién
Xpi1 = Z OnkUnt1—k (4.2.3)
k=1

satisfacen
ernn = V(n);
1—1
Villn—i =Y = 1) =Y Oiiosbnn-svs, =12, -1
s=0
(ii) Maés atn,

Up = 7(0) - Z Hijv”*j
j=1

Demostracion. Como punto de partida, recuerde que la especificacién de una

proyeccion implica que
(Xpi1,Uj) = <Xn+1, Uj>, j=1,2,...,n, (4.2.4)

mientras que haciendo el cambio de variable j =n — k, (4.2.3) equivale a

n—1
X1 = OnniUjin (4.2.5)
=0

(i) Combinando las dos anteriores expresiones y aplicando la ortogonalidad

de las variables U; se obtiene
n—1
(Xny1,Ur) = <Xn+17U1> = <Z enn—jUj+1aUl> = 0nn (U1, Ur),
§=0
y recordando que Uy = X1 y || X1> = 7(0), se desprende que

y(n) = (Xpnt1,U1) = 0 nv(0) = 6, n00. (4.2.6)
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Ahora, seleccione un entero ¢ entre 1 y n — 1, y tome el producto interno

por U; 41 en ambos lados de (4.2.5) para obtener
(Xnt1,Uit1) = <Xn+17 Ui—|—1>
n—1
= <Z Onn—iUjt1, Ui+1> = Onn—i(Uit1,Uis1)
j=0
Como v; = (U;41,U;4+1) se tiene que
Vibnn—i = (Xnt1, Uig1) (4.2.7)

A continuacién observe que

Uit1 = Xit1 — Prixy,.ox)Xivr = X1 — Z 0;ii—sUss1

de manera que

1—1
(Xpi1,Uigr) = <Xn+1,Xi+1 - Zeu_sUs+1>
s=0
:<Xn+1> z—|—1 Zem s n—l—la s—|—1>

n_Z Zezz s n+1; s+1>

y combinando esta relacién con (4.2.7) se obtiene

Ui‘gnn—i = n - l Zezz s n—l—l; s+1> (428)

Para evaluar el producto interno en la sumatoria anterior, observe que

Xn+1 = [Xn+1 - Xn—l—l] + Xn—l—l
n—1
= [Xpn+1 — Xng1] + Z Onn—3Uj+1
§=0
n—1
=Upt+1 + Z enn—jUj—l—l;
j=0
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vea (4.1.1) y (4.2.5). Usando la ortogonalidad de las variables Uy, se

desprende que para cada s <n

n—1
(Xnt1,Usy1) = <Un+1 + Z Onn—Uj+1, Us+1>
=0

- 0nn—s<Us—|—17 U5+1> — en n—sUs;

vea (4.2.2) para la dltima igualdad. Sustituyendo esta expresién en (4.2.8)

se obtiene
1—1
Vilpn—i = ’Y(n - Z) - Z Oii—sbnn—svs, i=1,2,...,n—1,
s=0

completando la demostracién de la parte (i).

Debido a que las variables Uy son ortogonales, a partir de (4.2.3) y usando

la notacién en (4.2.2) se desprende que

n 2 n n
HXn+1H2 = ZenkUM—l—k = Z‘gik”Unﬁ-l—kHQ = Zgikvn—M
k=1 k=1 k=1
como vy, = || Xpi1]? = [ Xns1ll? = 7(0) — || Xni1l?, la expresion deseada
para v,, se obtiene de inmediato. O

4.3. Algoritmo de Innovaciones

El Teorema 4.2.1 sugiere una manera natural de encontrar los coeficientes

(OnnsOnn_1,...,0,1) en la expresién (4.2.3) para el prondstico X, 41, asi como el

correspondiente error cuadratico v, = || Xn11 — Xne1|*

Suponga que la funcion de autocovarianza es tal que, para cada n, la matriz

I',, es invertible, de manera que v, > 0 para todo k. Iniciando con

vo = v(0),
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el Teorema 4.2.1 permite calcular

(i) 611 =~(1)/vo y v1 =~(0) — 67 vo.

Usando estas cantidades, ahora se calculan los coeficientes 035,051 vy v1

como sigue:

(ii) 022 =v(2)/vo, 021 = [y(1) —011022v0]/v1, ¥ va = y(0) — 03500 — 03, v1.

A partir de este punto, la férmulas del Teorema 4.2.1 permiten calcular
033,032,031 y v3, en ese orden. En general, dados 0 ;, 1 < j <k, y vg,..., v, es
posible evaluar 6,, ,,, 0 n—1,--.,0n1 Y Un, en el orden indicado. Este procedimiento

se describe formalmente a continuacién:

Algoritmo de Innovaciones
Entrada: Un vector (v(0),7v(1),...,v(n)), donde ¥(-) es una funcién de autocova-
rianza y n > 2

Salida: El vector 6, = (0,1,...,0,,) de coeficientes de la proyeccién Xn+1 en

(4.2.3), asi como v, el correspondiente error cuadratico de prondstico.
e Inicio: Defina vy = 7(0), 011 = v(1) /vo, v1 = ¥(0) — 02 ,v9 y k = 1.

e Paso Recursivo: Incremente k£ en 1 y calcule

O = v(k)/vo,
ie1

Ocn—i = [y(k—i) = > OiisOrp—svsl/vi, i=1,2,...,k—1,
s=0

k
ve =7(0) =D 07 vy

Jj=1

e Paso de Prueba: Si k = n detenga el procedimiento. Los niimeros actuales

vy Ok, J =1,2,...,k son las cantidades deseadas.

Si k < n, vaya al paso anterior.
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Un aspecto importante en el algoritmo de innovaciones, es que para evaluar
vy, y los nimeros 6y, j, es necesario tener disponibles todos las cantidades 0, y v;,

1 <i < s < k. Asi, debe reservarse lugar para todos los niimeros en el siguiente

arreglo:
Vo
011 U1
022 021 V2
033  O33 031 s
enn enn—l 6nn—2 e Hnl Un

totalizando 14+24---4+(n+1) = (n+1)(n+2)/2 lugares de memoria. Ademas se
requieren n+ 1 lugares para v(0),v(1),...,v(n) y uno més para la variable k. Asi,
el requerimiento de memoria es de (n + 2)(n + 3)/2 lugares numéricos, es decir,
O(n?).

Ahora se discutird la carga aritmética del algoritmo, contando el nimero
de multiplicaciones y divisiones necesarias para ejecutarlo. En el paso recursivo,

aplicado al entero k requiere
(a) Una divisién para evaluar 0 g;

(b) 2(i—1) multiplicaciones y una divisién para calcular 0y ;_;, dando un total
de 2¢ — 1 operaciones; esto debe hacerse para i = 1,2,k — 1, arrojando un
total de Z;:f(?i —1)=k(k—1)—(k—1) = (k—1)? multiplicaciones o di-
visiones. Como el paso recursivo se realiza con valores k = 2,...,n, el total
de operaciones en todos los pasos, es
S (k= 1)2 = (n— 1)(n)(2n — 1)/6 ~ n/3.

Esta discusién se resume en el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1. Para determinar los n coeficientes 6,,,,...,0,1 y el error cua-
drético de prondstico vy, el algoritmo de innovaciones requiere (n + 2)(n + 3)/2
lugares niimericos de memoria, y la realizacién de 3+ (n—1)(n)(2n—1)/6 ~n3/3

multiplicaciones o divisiones. Asi, el algoritmo de innovaciones es de orden O(n?)
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en cuanto a requerimiento de memoria, y de orden O(n3) con respecto a la carga

aritmética.

En el siguiente capitulo se disena un método para determinar los coefi-
cientes en (4.2.3) cuya carga aritmética es de orden cuadratico. Dicho resultado
depende de la relacién entre los coeficientes que se utilizan para representar la
proyeccion Xn+1 en términos de las innovaciones Uy, ..., U,, y las cantidades que

se usan en la representaciéon como combinacién lineal de las variables originales

Xy, X,



CAPITULO 5

ALGORITMO DE ORDEN CUADRATICO

En este capitulo se presenta el principal resultado de este trabajo: se for-
mula un algoritmo de orden O(n?) para determinar el vector de coeficientes 6,, en
la representacién del prondstico Xn+1 en términos de las primeras n innovaciones.
El procedimiento que se propone se basa en determinar la relacién entre 6,, y los
vectores de coeficientes ¢, en la representacion de los prondsticos X k41 COMO Ccom-
binacién lineal de las variables originales X7, ..., Xi. Esta relacién, conjuntamente

con el algoritmo de Durbin Levinson, determinan el procedimiento propuesto.
5.1. Relacién entre dos Expresiones para un Pronéstico

El propdsito de esta seccién es desarrollar la idea principal en que se sus-
tenta la formulaciéon de un procedimiento de segundo orden para determinar el
vector de coeficientes @,, que aparece al expresar el prondstico Xn—|—1 en términos
de las innovaciones Uy, ..., U,. El resultado principal relaciona dicho vector con
la representacién de los pronésticos X k+1 en términos de las variables originales.

Considere las dos representaciones para la proyeccion X, de X,,+1 sobre

ﬁ(Xl, ce ,Xn)I

Xpi1 = Z On jUnt1—5

Jj=1

Xn—i—l = Z (bann—i—l—j

j=1

(5.1.1)
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donde, como antes, Uy 1 es la innovacion en el tiempo k+1. El principal resultado

en esta direccion es el siguiente.

Teorema 5.1.1. Considere una serie estacionaria {X;} tal que la matriz Ty es
invertible para cada entero positivo k; vea (2.1.6). Sea n un entero positivo, y

suponga que, para algiin entero k entre 1 y n, se tiene la siguiente representacion:

k
PE(Xl,...,Xk)Xn—i—l = Z CiXkt1—is (5.1.2)
i=1
donde cq,...,c, son constantes. En este caso,

(i) El coeficiente 0,,,4+1—1 en (5.1.1) estd dado por
en n+l1—k = C1.

(ii) La proyecciéon X, 41 sobre el espacio L(X1,..., X;_1) estd dada por

k-1
PrixyXoo) Xni1 = > diXp i,

1=1

donde

(di,day ... dk—1) = (c2,¢3,. .. k) +Cc1(Pr—1 1, Ph—1 25 - - s Ph1 k—1)

Demostracién. Primeramente, observe que (5.1.2) puede escribirse como

k
Prxyoxi)Xnt1 = a1 Xk + ) ciXet1
i—2
k—1
=1 Xy + Z Cjt1Xg—j
=1
=c1[Xp — Prxy,. X 1) Xk
k—1

+ Z Cit1Xk—j + 1 Prx,,.. . xXu1)Xk
j=1
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El término entre corchetes que multiplica a ¢; es precisamente la innovacion Uy,

mientras que Pr(x,,.. x,_ )Xk = Zf;ll Or—1,;Xx—;. Por lo tanto,

k-1 k1
PrixyxoXni1 = Uk + | D e Xej+c1 Y dr1 Xk
=1 =1
- ’ (5.1.3)
k-1
= U, + [cjv1 + c1op—14]Xk—;
i=1

Por otro lado, la primera igualdad en (5.1.1) puede escribirse como
n n
PL(Xl,...,Xn)Xn—I—l = ZenjUn—l—l—j = Z an n—l—l—sUs
7=1 s=1

Recuerde ahora dos hechos fundamentales:

(a) Si Mgy M;j son dos subespacios tales que My C M, entonces
ProPrmy, = Py

vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1980) o Lipschutz (1995).
(b) L(X1...,Xs) = L(Uy,...,Us), igualdad que se establecié en el capitulo

precedente.

Usando estas dos propiedades, y recordando que k es un entero entre 1 y n, se

desprende que

Prixy,...xi)Xnt1 = Prixy .o xiProxy,. x) Xn+1

= PL(Ul,..A,Uk) Z gnjUnH—j
j=1

= Z On i Priuy,....u) Ung1—j
i=1

= Y 6iUntiy

j=n+1—k
donde se us6 que Py, . v, )Us =0sis>k+1y Pruy,,. v,)Us = Us cuando

s < k. El mismo argumento con k — 1 en vez de k muestra que

n
j=n+2—k
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Combinando estas dos ultimas relaciones desplegadas se obtiene que

n
PL(Xl,...,Xk)Xn—l—l = Z enjUn—i—l—j
j=n+1—k

n
= 9nn+l—kUk + Z enjUn+l—j
j=n+2—k

y entonces

Prixy, o x) X1 = Onnt1- kU + Prix,,. x0) Xnt1

Comparando esta expresion con (5.1.3), la ortogonalidad y no nulidad de las inno-

vaciones implica que 60, ,11_r = c¢1, como se establece en la parte (i), mientras

que

k—1 k—1

PL(Xl,...,Xk,l)XnH = Z[Cj—i—l + C1<Z5k—1j]Xk—j = Zdek—j;

j=1 j=1
donde dj = cj41 +ci1¢p—1; paraj =1,2,...,k — 1, como se establece en la parte
(ii). O
Conociendo los vectores ¢, = (¢1,-..,0rk), K =1,2,...,n, este teorema
permite calcular el vector 8,, = (0,,1,0, 2, ...,0,,), cuyas componentes son los coe-
ficientes en la representacién de Xn+1 en términos de las innovaciones Uy, ..., U,.

Iniciando con

PE(Xl,‘..,Xn)Xn—l—l = Z ¢nan+1—i
=1

el Teorema 5.1.1 con Kk = ny ¢ = (c1,...,¢,) = ¢, establece que
Onn+i—n =0n1 =c1 = ¢pn1, y permite calcular el vector d = (dy,da,...,d,—1) tal
que
n—1
PrixyXo ) Xnt1 = > diXn_;
i=1

Otra aplicacién del teorema precedente con £k = n — 1 y con el vector d en lugar

de c arroja que 0y, p41—(n—1) = On2 = di, y un vector d = (cil,cig, .oy dp_2) que
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satisface
n—2

Prixy, Xn_o)Xnt+1 = Z d;i X 1,
i1

A partir de aqui se obtiene 0,3 = cil y otro vector d tal que

n—3
PL(XyXn0) Xnt1 = ) djXn—2-
i=1

Continuando con este proceso, se llega finalmente a determinar todos los coeficien-

tes in,eng, ce ,Hnn.
5.2. Procedimiento de Transformacion

En esta seccion se describe formalmente el algoritmo sugerido por el Teo-

rema 5.1.1 para encontrar los coeficientes 6,,1,...,60,, en la representacion de

A

X,+1 en términos de las innovaciones Uy, ..., U,.

Algoritmo de Transformaciéon

Entrada: Un entero positivo n y los vectores ¢, tales que
Xi+1 = (X1, -, Xi)py

para cada k=1,...,n.
Salida: El vector 0,, = (0,,1,...,0,,) tal que Xk-i—l = (U,...,Ux)0,.
Inicio: Ponga k =1y defina el vector o = ¢,

Etapa de calculo:

(a) Si k=n ponga 6,, =

(b) Sik < mn, ponga 6,, ,+1-r = a1, y sustituya a por el vector

(O'/Qa s 7an+1—k> + a1,

e incremente k£ por una unidad.
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Etapa de salida:

(a) Si k > n salga del procedimiento mostrando el vector 8,,.

(b) Si k < n vaya a la etapa de calculo.

Este procedimiento fue codificado en R mediante una funcién como se
muestra a continuacién

DurLevtoInn <- function(phis) {

n<- length(phis)

alpha<- phis[[n]]

theta<- vector ("numeric", n)

for(k in n:2){
theta[n+1-k] <- alpha[1]
alpha <- alpha[2: k] + alphal[l]*phis[[k-1]]
}

theta[n] <-alpha

theta

}

La funcién acepta como tnico parametro una lista denominada phis, tal que la
componente phis[[k]] es el vector ¢;; el nimero n de datos observados estd

implicito en la longitud de la lista.

Ejemplo 5.2.1. Suponga que se desea encontrar al vector 85 en la representacién de
Xg en términos de innovaciones, y que el proceso {X;} tiene funcién de autocova-
rianza v(0) = 1.81, y(h) = —.9si |h| = 1, y 7v(h) = 0 para |h| > 1, correspondiente
a un proceso de promedios méviles de orden 1. Para usar la funciéon anterior, es

necesario disponer de la lista

phis = (@1, ©2, P3, P4, P5)
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Para generar esta lista, primero se llama a la funcion DurLev con Gammazero =

1.81, y Gamma=(-.9, 0, 0, 0, 0) (un vector de longitud cinco, pues n = 5).
DurLev(1.81, c(-.9, 0, 0, 0 ,0)) -> phis

Como la salida de la funcién DurLev es la lista (¢, ¥s, @3, P4, ©5, V) donde v es
el vector de errores de prondstico, la llamada funcién DurLevtoInn se hara con la

sublista

phis[l: 5] = (@1, ¥y, P3; Pus P5)
> DurLevtoInn(phis[1:5])
[1] -.8169085 -0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000
Esta salida muestra que 055 = 0 para k > 1, como debe ser en este caso, pues ~(+)
es la funcién de autocovarianza de un proceso de promedios méviles de orden 1, y

que 051 = —.8169085; este valor coincide con los resultados obtenidos en Brockwell

y Davis (1998). O

Para concluir la seccion, se analiza el orden del procedimiento de transfor-

macion para obtener el vector 0,,.

Teorema 5.2.1. El procedimiento de transformacién descrito anteriormente es
de orden cuadratico, tanto en el requerimiento de memoria, como en la carga

aritmética.

Demostracion. Debido a que el procedimiento requiere utilizar los vectores

Pq,-.-,, cuyas longitudes suman 1+ 2+ ---n = n(n + 1)/2, es claro que el
requerimiento de memoria tiene orden O(n?). Por otro lado, en la etapa de cdlculo
se realizan n — k multiplicaciones al realizar el producto a;¢,,_;, vy esto se hace

para k=1,2,...,n — 1. Por lo tanto se realizan

m-1)+n-1)+---+1=n(n—-1)/2
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multiplicaciones, asi que el procedimento también es de orden cuadratico respecto

a la carga aritmética. O

5.3. Implementacion del Algoritmo de Innovaciones
En esta seccion se describe un procedimiento para determinar el vector

On — (0n170n27---70nn7)

en la representacién

n
Xn+1 - Z gn an+1—k
k=1

El siguiente procedimiento combina el algoritmo de Durbin-Levinson el esquema
de transformacion de la seccién precedente para resolver el problema, cuya solucién

es el principal objetivo del algoritmo de innovaciones.
Algoritmo combinado para determinar 0,, y v,

Paso 1: Utilice el método de Durbin-Levinson para determinar v,, y los vectores

pr, k=1,2,...,n, en las representaciones Xk+1 = (X1,..., Xk)ps-

Paso 2: Aplique el método de transformacién descrito en la seccion precedente

para determinar 6,, a partir de ¢, k =1,2,...,n.
El siguiente teorema condensa el trabajo realizado previamente, y se enun-

cia para enfatizar la importancia del resultado.

Teorema 5.3.1. El algoritmo combinado descrito anteriormente es de orden

cuadratico, tanto en los requerimientos de memoria como en la carga aritmética.
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Demostracion. Debido a que tanto el algoritmo de Durbin-Levinson como el
método de transformacién son de orden cuadratico en requerimientos de memoria

y carga aritmética, se desprende que el esquema combinado también es de orden

O(n?). O

Este resultado indica claramente la ventaja del algoritmo combinado res-
pecto a la formulaciéon original del algoritmo de innovaciones. Ambos proce-
dimientos encuentran 6,, y v,, pero el algoritmo combinado es de orden O(n?)
y por lo tanto requiere realizar menos operaciones aritméticas que el algoritmo de

innovaciones original, el cual tiene orden O(n?).
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Resumen. Este trabajo trata sobre el problema de prondstico para una serie de tiempo esta-
cionaria. El principal resultado es la formulacién de un método de orden cuadratico para imple-
mentar el algoritmo de innovaciones, cuya codificacién usual tiene orden ctbico. El procedimiento
propuesto combina el esquema recursivo de Durbin Levinson, con un teorema de transformacién
de representaciones para un prondstico.

A Second Order Implementation for the Innovations Algorithm in
Time Series Analysis

Abstract. This work concerns the forecasting problem for a stationary time series. The main
result is a second order implementation of the innovations algorithm, whose usual codification
has cubic order. The proposed method is obtained by combining the Durbin-Levinson algorithm
with a new theorem on the relation between two representations of a forecast, one in terms of
the innovations, and the other one in terms of the original observations.

1. Introduccion

Este trabajo se ubica en el area conocida como analisis de una serie de tiempo, y el principal
objetivo es presentar una implementacién eficiente de un procedimiento de prondstico conocido
como algoritmo de innovaciones. De manera intuitiva, una serie de tiempo es una sucesién
{X:} de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, donde la variable
aleatoria X; se interpreta como la observacién que se realiza en el tiempo ¢, el cual, en el caso
considerado en este trabajo, puede variar en un subconjunto de los niimeros enteros. El rasgo
fundamental de la sucesién {X;} es que, en contraste con el supuesto cominmente adoptado en
la teoria estadistica cldsica (Borovkov, 1999; Dudewicz y Mishra, 1998; Shao, 2010; Wackerly
et al., 2009), no se supone la independencia de las variables X;, ni que éstas tengan la misma
distribucién, caracteristicas que permiten incluir en el estudio una gran variedad de observaciones
que surgen en la practica, como las ventas diarias de una almacén, la asistencia semanal a teatros,
la poblacién de un pais, o la aparicién de manchas solares (Brockwell y Davis, 1998; Shumway y
Stoffer, 2008 y Chacén, 2010). Las series que se analizan son estacionarias, en el sentido de que
las propiedades relevantes de un segmento (X, Xo, ..., X,) son las mismas que las del segmento
trasladado (X14n, Xn42,- .-, Xntr) para cada entero h; como no se hace supuesto alguno sobre
la distribucién de los datos X;, las propiedades importantes de la serie involucran sus momentos.
Formalmente, una serie es estacionaria si

(a) E[X{] = p no depende de t;
(b) Para cada s y t, Cov(Xs, X;) estd bien definida y depende sélo de la diferencia entre s y ¢.

Estas propiedades permiten definir la funcién de autocovarianza asociada a la serie esta-
cionaria {X;} mediante
v(h) = E[Xp4nXy], h=0+ %2, ... (1.1)

Aunque la idea de serie estacionaria es bastante restrictiva y, en general, una de tales series no
es un modelo razonable para los datos que se observan comtinmente en la préactica, las series
estacionarias son parte esencial del denominado modelo clasico, el cual si captura una amplia
gama de situaciones reales (Chacén, 2010).

El problema de prondstico para una serie estacionaria puede describirse como sigue: Dadas
las observaciones X7, ..., X,, registradas hasta el tiempo n, determinar ‘la mejor’ aproximacién
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para la variable X,,;; que se observara en el tiempo futuro n + h en términos de los datos

disponibles X7,...,X,. Un resultado conocido en la teoria estadistica establece que la mejor
aproximacién a X, 45 en el sentido de minimizar el error cuadratico esperado es la esperanza
condicional g(X1,...,X,) = E[X,1r|X1,...,X,]; sin embargo, al no conocer la distribucién de

{X:}, la funcién ¢(-) no se puede calcular, y en la teoria de series de tiempo, la aproximacién
que se pretende encontrar es ‘la mejor aproximacion lineal’ basada en los datos observados hasta
el momento actual n:

g(Xl,...,Xn) :a1X1—|—-~-aan (12)
donde ay, ..., a, son constantes y
min E[(Xpin — (01 X1 + -0, X)) = E[(Xpin — (a1 X1 + -0, X))?) (1.3)

15--+5Un

tales nimeros a; siempre existen y se expresan solamente en términos de la funcién de autocovar-
ianza v(-); de hecho, ay,...,a, pueden determinarse por medio de diferenciacién (Fulks, 1980;
Khuri, 2002) e invirtiendo una matriz. Sin embargo, se conocen métodos alternativos y més
eficientes para determinar prondsticos. En este trabajo el principal interés se centra en el denom-
inado algoritmo de innovaciones, y el problema que se analiza es disenar una implementacion de
dicho procedimiento que realice menos operaciones que la codificacién usual. Este objetivo se
alcanza combinando una algoritmo conocido como método de Durbin-Levinson, con un resultado
de transformacién entre representaciones de un prondstico que se establece en este trabajo como
Teorema 7.1, el cual representa la principal aportacién técnica del articulo.

La presentacion ha sido organizada de la siguiente manera. En la Seccién 2 se discute la
nocién de proyeccion ortogonal en un espacio vectorial con producto interno y su relacién con el
problema de pronéstico, mientras que estas ideas son usadas en la Secciéon 3 para formular las
ecuaciones de pronéstico y para encontrar los errores correspondientes. A continuacion, en la
Seccion 4 se discute el procedimiento para calcular prondsticos conocido como método de Durbin-
Levinson, y se demuestra que es de segundo orden. Posteriormente, en la Seccion 5 se introduce la
base ortogonal de innovaciones y en la Seccién 6 se formula el algoritmo cldsico correspondiente,
probando que es de orden cibico. Finalmente, en la Seccién 7 se presenta un método que relaciona
las expresiones para un pronéstico en términos de las bases de innovaciones y de observaciones
originales, y la exposicion concluye en la Seccion 8 formulando una implementacién del algoritmo
de innovaciones que tiene orden cuadratico; el método propuesto combina el algoritmo de Durbin-
Levinson con el resultado de transformacion previamente obtenido.

2. Proyecciones

Puesto que este trabajo se centra en la determinacién de las constantes ai,...,a, en (1.2),
las cuales tienen la propiedad de optimalidad en (1.3), las ideas bésicas de espacio vectorial y
producto interno son de importancia fundamental en el desarrollo subsecuente; para un estudio de
estos conceptos en espacios de dimensién finita, vea, por ejemplo, Graybill (2000, 2001), Harville
(2008), Hoffman y Kunze (1975) y, particularmente, Strang (2003). La intuicién del caso de
dimensién finita es de gran importancia en el estudio de series de tiempo, aunque el entorno de
trabajo es, naturalmente, el espacio

L*=L*Q,F,P)

de todas las variables aleatorias Y : @ — R con segundo momento finito, y donde (2, F, P) es el
espacio de probabilidad donde la serie {X;} estd definida. Este espacio es de dimensién infinita
y el producto interno esta especificado por

(Y1,Y2) = EM1Ya], Y1,Yp € L, (2.1)
y la norma correspondiente esta dada por
Yl = VV,Y) = E[y?)"/2 (2.2)
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Con respecto a esta norma, L? es un espacio métrico completo, es decir, toda sucesién de Cauchy
es convergente (Apostol, 1980; Rudin, 1984; Royden, 2003). Considere ahora, una sucesién finita
Wi,..., W} de variables en L2, y sea W el espacio vectorial generado por estas variables:

W={cWi+ - +ecoWy, | c1,c0,...,cn € R}

el cual es un subespacio cerrado de L? (Rudin, 1984; Royden 2003). Dado Y € L?, existe una
unica variable aleatoria PyyY que satisface las siguientes propiedades:

PyYeWw y Y -PWY| <|Y —w| paratodoweW. (2.3)
Estas condiciones son equivalentes a
PyY eW y (PwwY,w)=(Y,w), weW. (2.4)

(Brockwell y Davis, 1998; Strang, 2003); debido a la (bi-)linealidad del producto interno, estas
condiciones pueden expresarse como

PyY €W v (PRY,W,)=(Y,W;), i=12 ...k (2.5)

La variable Py, Y se llama la proyeccién (ortogonal) de Y sobre W y es una transformacion lineal;
la equivalencia de (2.3-2.5) se conoce como teorema de proyeccion. La siguiente propiedad serd
itil: Si Wy y Wi son dos subespacios de L2, entonces

Wo C W1 = PWOPW1 = PWO (2.6)
A partir de esta discusion se es claro que el mejor prondstico g(X1, ..., X,,) para X,,+1 dadas las
observaciones Xi,...,X,, es la proyeccion de X,, ;1 sobre el espacio generado por Xi,..., Xy;

compare (1.2) y (1.3) con (2.3).

3. Ecuaciones y Errores de Prondstico

Dada una serie estacionaria {X;} con funcién de autocovarianza +(-), en esta seccién se establecen
las ecuaciones para determinar la proyeccién ortogonal de una variable X,, 4, donde h > 0, sobre
el espacio generado por las variables X7, ..., X,, donde, por el momento, el entero n es fijo, y el
L, es el subespacio de L? generado por las variables X; con 1 <t < n:

Lo X1, .. Xp)=Ly={a X1+ - +a, X, | (a1,...,a,) ER"}. (3.1)

Para cualquier variable aleatoria Y con varianza finita, la proyeccién ortogonal de Y sobre L,, se
denotard mediante Y':

V= pY, (3.2)
de manera que, como se establecid en la seccién precedente, Y estd caracterizada por los siguientes
requerimientos:

Verl, v (Y,Xk>:<Y,Xk>, k=1,2,....n; (3.3)
en palabras, Y es una combinacién lineal de X1,...,X,, vy los productos internos de Y yY
con X; coinciden, i = 1,2,...,n. Ahora se determinard la forma que estas condiciones adoptan

para el caso en que Y es la variable X, 11 que se observard una unidad de tiempo después de
haber registrado el valor de X,,; primero, se estudiard el caso h = 1. Observe que la inclusién
Xn+1 € L,, significa que X, ;1 es una combinacién lineal de X3,..., X,,, de manera que existen
constantes ¢n 1, Pno, ..., 0nn tales que

Xn+1 = (bn 1Xn + ¢n2Xn—1 +-+ ¢nnX1a
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o de forma mas compacta,

Xn—i—l = Z¢njxn+1—j7 (34)

j=1

A continuacion, note que la condicién de que X, 11 y X,,+1 tengan los mismos productos internos
con las variables X,., r = 1,2,...,n puede escribirse en términos de la funcién de autocovarianza:

<Xn+17 XT> = <Xn+17 XT>

B <Z_:¢”jX”“j’Xr> (3.5)
Jj=1

:Z¢nj<Xn+1*j’XT>v 7':1,2,...,71,
j=1

<

igualdades que equivalen a
n
yn+1-—r) :Z¢nj7(n+1—j—r), r=1,2,...,n.
j=1
Una forma ma&s conveniente para este sistema se obtiene escribiendo
t=n+1-—r;

con esta notacién, cuando r toma cualquier valor entre 1 y n, ¢ también lo hace y el anterior
sistema de ecuaciones se escribe como

YD) = buli—j), i=12...,n.
j=1

Definiendo los vectores 7,,, ,, € R" y la matriz I';, de orden n x n mediante

7(1) ¢n1
2
y, = 7(: ) . P, = ¢n2 , To=[6E—9)]ij=1.2, n; (3.6)
v(n) ¢7;n

con esta notacién, las ecuaciones anteriores equivalen a

Yn =Tney, (3.7)

sistema que siempre es consistente, por el teorema de proyeccién. Después de encontrar una
solucion ¢,, para esta ecuacién vectorial, el error cuadratico de prondstico, denotado por v, y
definido mediante .

Un = [| Xnt1 = Xnga |, (3.8)

puede determinarse de forma muy simple. En efecto, observando que
<Xn+1 - Xn+17Xr> =0

para todo r = 1,2,...,n (vea la primera igualdad en 3.5), como Xn—l—l es una combinacién lineal
de X1,..., X, se desprende que

<Xn+1 — X1, Xn+1> —0, (3.9)



lo que equivale a
(Znst, X)) = (Xnrrs K ) = [ K2

Con esto en mente,

X1 = Xnga |2 < 1 — Xng1, Xnp1 — Xn+1>

< b1 — Xni1, Xn+1> - <Xn+1 - Xn+1aXn+1>
< ntl — n+1,Xn+1> (por la ecuacién (3.9))
= (Xn+1, Xnt1) — <Xn+17Xn+1>

7(0) — <Xn+1aXn+1>

donde, de nueva cuenta, se utiliz6 la ecuacién (3.9) para establecer la ultima igualdad. Por lo
tanto,

1 X1 = Znsa 2 = 70) = (Znsr, K ) (3.10)

Ahora se calculard la norma cuadratica de X, 1. Usando (3.4) se tiene que
n
<Xn+17 n+1> <Z ¢n] +1—jaZ¢nan+1—i>
i=1
= Z Z ¢ni<Xn+1—ja Xn+1—i>¢nj

jfl i=1

—ZZanz’Y ¢n]

j=11:i=1

y recordando que I',,¢p,, = 7,,, se obtiene que <Xn+1, Xn+1> = ¢} 7,; combinando esta relacién
con (3.10), se llega a la expresion

Un = || Xny1 — Xn+1H2 =7(0) - 90;7,7n'

De esta manera, al resolver la ecuacién (3.7) es posible determinar, tanto la proyeccién X, 41 por
medio de (3.4), como el error de prondstico v, a través de la anterior expresion desplegada. Esta
discusién se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Suponga que {X;} es una serie estacionaria con funcién de autocovarianza 7(-).
En este caso, la proyeccion X, 1 de X, 1 sobre el espacio L, generado por Xi,...,X, estd
dada por

n
Xn+1 = Z ¢ann+1—j

j=1

donde @,, = (dn1,---,Pnn) es cualquier vector que satisface el sistema de ecuaciones
n = Lnpy,
y la notacidn es como en (3.6). Mds ain, el error de prondstico v, estd dado por
Un = ||Xn+1 - Xn+1H2 =7(0) — ¢, V- (3.11)

5



4. El Algoritmo de Durbin-Levinson

En este seccién se formula un procedimiento recursivo para calcular los coeficientes ¢, en la
expresion para la proyeccién de X, 41 sobre L(X1,...,X,,). Este procedimiento calcula el vector
de coeficientes ¢,, y el error de prondstico v, en términos del vector de coeficientes ¢,,_; v €l
correspondiente error de v,_1, evitando el problema de invertir la matriz I',,. El esquema de
calculo en el siguiente teorema se conoce como el algoritmo de Durbin-Levinson. En el resto del
capitulo, se utiliza la siguiente notacion:

X, =0, vo = || X1 — X1]* = +(0) (4.1)
Xn :PE(XI,...,Xn,l)Xna Un—1 = HXn _Xn”Qa n=23,...
Por conveniencia, a continuacién se reescribe la expresién para X,,:
n—1
Xnp = Z Pn—1,kXn—k- (4.2)
k=1

Teorema 4.1. Suponga que {X;} es un proceso estacionario con funcién de autocovarianza () tal
que ¥(0) > 0 y v(h) — 0 conforme h — oo, de tal forma que las matrices T, son no singulares.
En este caso, los coeficientes ¢, y los errores cuadrdticos de prondstico satisfacen las siguientes
relaciones:

(i) b11 = 32(1);’ vo = 7(0)

1 n—1
(ii> ¢nn = U1 ’Y(n) - Z @bnflj 7(” - ]) ) Up = Unfl[l - Qﬁin]
(111) ¢nk:¢n71k_¢nn¢nfln7k7 k=1,2,...,7’b—1

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en Brockwell y Davis (1998), o en Fuller
(1998). Este resultado permite encontrar los coeficientes ¢y, en

XnJrl = Z ¢ann+17j>

Jj=1
asf como el error de prondstico v, = || X, 11 — X,41]|?, de manera recursiva, sin invertir la matriz
T',,. El procedimiento se describe como sigue:

Algoritmo de Durbin-Levinson
Entrada: Un vector (y(0),7v(1),...,v(n)), donde v(-) es una funcién de autocovarianza.

Salida: El vector ¢,, = (¢n1,...,0nn) de coeficientes de la proyeccién X, 11, asi como v, el
correspondiente error cuadratico de prondstico.

e Inicio: Defina ¢1 1 = (1)/7(0) y v1 = (1 — ¢?,)vg y ponga k = 1

e Paso Recursivo: En términos de ¢, 7 =1,2,...,k y v, calcule

k
(a) Gk =vp " [v(E+1) =D e vk +1— )

Jj=1



(b) Uk1 = Okl = 9F 41 4]

(c) Pkl = Okj — Phy1bt1Pkn—j, J=1,2,... k.
Ademsés
(d) Incremente k en una unidad.

e Paso de Prueba: Si k = n detenga el procedimiento.

Los numeros actuales vy ¥y ¢r;, j = 1,2,...,k son las cantidades deseadas.
Si k < n, vaya al paso anterior.

A continuacién se analiza el orden del algoritmo, esto es el requerimiento de memoria y
la cantidad de operaciones aritméticas necesarias para obtener los coeficientes ¢, ; se prestara
atencion al numero de multiplicaciones y divisiones, pues estas operaciones consumen un mayor
tiempo de computo que las sumas y restas.

e Fn la etapa inicial se realizan una divisién para evaluar ¢ 1 y dos multiplicaciones para calcular
v1; en total, 3 operaciones

e En la etapa recursiva, para pasar de ¢, y vy hacia ¢ 1 ¥y vg41 se llevan a cabo

(a) k multiplicaciones y una divisién para evaluar ¢gy1k+1;

(b) dos multiplicaciones para calcular vgy1, y

(c) k multiplicaciones para determinar las restantes componentes ¢x115, j =1,2,...k.
En total se realizan 2k +3 multiplicaciones o divisiones.

Como la etapa iterativa se repite para k = 1,2,...,n — 1, todo el algoritmo requiere la
realizacién de 3 4+ 22;1(216 + 3) = n(n + 2) multiplicaciones o divisiones. En este caso, se
dice que el algoritmo de Durbin-Levinson es de orden n?, y se escribe O(n?). En cuanto a
los requerimientos de memoria, se necesitan n + 1 lugares para almacenar v(0),7(1),...,v(n), n
lugares adicionales para guardar vy, ..., v,, y otros n lugares para almacenar ¢, ;, k = 1,2,...,n,
totalizando 3n+ 1 posiciones de memoria para los datos de entrada y salida. En esta descripcién,
la palabra ‘lugar’ se refiere a la cantidad de bytes necesaria para almacenar un nimero real con
precisiéon determinada, y dicha cantidad depende del entorno de trabajo y del programa que
ejecuta la tarea. Para propdsitos de referencia futura, esta discusion se resume en el siguiente
teorema.

Teorema 4.2. (i) Con respecto a las operaciones aritméticas que realiza, el algoritmo de Durbin-
Levinson es de orden O(n?).

(i) El requerimiento de memoria del algoritmo de Durbin-Levinson es de orden O(n); si se desea
almacenar todos los coeficientes ¢, j, 1 < j < s < n el requerimiento de memoria naturalmente
aumenta, y es de orden O(n?).

5. Un Conjunto Ortogonal

El problema de calcular proyecciones sobre un subespacio L se facilita al disponer de un conjunto
generador que sea ortogonal (Hoffman y Kunze, 1980; Graybill, 2001 y Harville, 2002). En esta
seccién se construye uno de tales conjuntos para £(X7, X, ..., X,) donde, en adelante, n es un
entero positivo fijo. Considere las variables aleatorias

Ul :Xla Uk :Xk_P[:(Xl,.A.,kal)ka k= 1a2a"'7n' (51)
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En este caso, debido a que
Ui e L(X1,...,X;) y Ujesortogonal a L(X,...,X,_1),
se tiene la siguiente relacién de ortogonalidad:
i<j=(U;,U;) =0.

Suponga ahora que la matriz de varianza T',, del vector (X1,...,X,) es no singular para cada n,
de manera que X1,..., X, son linealmente independientes. Como U} es una combinacion lineal
de Xy,..., X} en la que el coeficiente de X}, es 1, se tiene que Uy # 0 para cada k. Combinando
esta propiedad con la anterior relacién de ortogonalidad se desprende que

Ui,...,U, son linealmente independientes.

y por lo tanto, como Uy,...,U, € L(X1,...,X,), una argumento directo de dimensionalidad
permite establecer que
L(Uy,...,Uy) =L(X1,...,Xn)

para cada n. Por otro lado, recuerde que el prondstico para X en términos de X1,..., Xp_1 es
Xk = Pr(x,,..xn_1)Xk, de manera que Uy = X — Xy, y entonces

Ul = 11 X5 — Xil® = vr—s;
vea (3.11).La discusién precedente se resume como sigue:

Lema 5.1. Dada una serie estacionaria {X;} defina las variables aleatorias Uy mediante (5.1).
En este caso,

(i) Las variables Uy, Us, Us, ... son ortogonales;
(i) Se satisface la igualdad L(Uy,Us, ..., Uy) = L(X1, Xa, ..., Xy) para cada k;
(iii) Para cada k =1,2,3,..., |Uk||*> = vk—1.

La variable Uy se denomina la innovacion en el tiempo k. Para justificar este término, note
que X} se expresa como

Xp = Prixy,oxe )Xk + [ Xk — Prixy,x01) Xkl

y ubiquese en el momento en que Xj; va a ser observada. En ese instante, ya se registraron

Ty 1 el término es combinacién lineal de esas variables; por lo
Xy, ,Xp_1, yelt PE(Xl,...,Xk,l)Xk b 1 1d bles; por 1
tanto, Pr(x, ... x,_,)X& es conocido para el observador. En contraste, [Xi — Pr(x, ... x,_,)X&] s
ortogonal a X1,...,X;_1, y en ese sentido, representa ‘la nueva informacién’ que el observador
obtendra al registrar el valor de Xj. Por otro lado, como el conjunto ortogonal Uy, ..., U, genera
el mismo espacio vectorial que X1, ..., X,, se tiene que la proyeccién

Xn1 = Prixy, x,)Xnt1 = Pry . u) Xngt

Se expresa como

Xn+1 == 971 1Un + 9n2Un71 +---+ gnnflUZ + ennUl

i 5.2
= ZenkUnJrlfk- ( )
k=1

Esta es la representacion de X,,+1 en términos de la innovaciones Uy, ..., U,.

6. Determinacion de los Coeficientes de las Innovaciones
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En esta seccién se enuncia un resultado clasico sobre la determinacién de los coeficientes de la

expresion de X, 41 como combinacién lineal de las innovaciones Uy, ...,Ui. Como punto de
partida, suponga que, para cada k = 1,...,n — 1, ya se han determinado los coeficientes 6, ;,
1 < j <k en las expresiones
k
Xir1 = 0k;Uks1-; (6.1)
j=1

asi como los correspondientes errores cuadraticos de prondstico
vk = Uk 1? = 1 Xbg1 — X |- (6.2)

El siguiente teorema muestra como pueden determinarse los coeficientes 6, y el error v, en
términos de estas cantidades.

Teorema 6.1. Suponga que para cada entero k = 1,2,...m — 1 se conocen los coeficientes 0y, ;,
1 <3<k, asi como vi. En este caso,

(i) Los coeficientes 0,1 en la expresion

XnJrl = Z enkU'rH»lfk (63)
k=1

satisfacen
Vo0nn = 7(”)7

i—1
Vilpn—i = ’Y(n - Z) - Zeiifsennfsvsy t1=1,2,...,n— L
s=0
(i) Mds ain,

Un =7(0) = 02 ;vn—;
j=1

Una demostracién de este resultado se encuentra, por ejemplo, en Brockwell y Davis (1998),
o Fuller (1998). El Teorema 6.1 sugiere una manera natural de encontrar los coeficientes 6, ,,
Onn—1,---,0,1 en la expresién (6.3) para el prondstico Xn—i—h asi como el correspondiente error
cuadratico v, = || Xp41 — Xn+1||2.

Suponga que la funcién de autocovarianza es tal que, para cada n, la matriz I';, es invertible,
de manera que v, > 0 para todo k. Iniciando con

Vo = P)/(O)a

el Teorema 6.1 permite calcular
(i) 611 =~(1)/vo y v1 = ¥(0) — 67 0.

Usando estas cantidades, ahora se calculan los coeficientes 055,621 y v1 como sigue:
(i) O22 = 7(2)/vo, O21 = [y(1) = O11022v0]/v1, v v2=(0) = 3500 — 03101

A partir de este punto, la formulas del Teorema 6.1 permiten calcular 033,032,031 y v3, en ese
orden. En general, dados 6, 1 < j <k, y vo,..., v, es posible evaluar ,,,,0nn-1,...,001y
vp, en el orden indicado. Este procedimiento se describe formalmente a continuacién:

Algoritmo de Innovaciones

Entrada: Un vector (y(0),7(1),...,v(n), donde v(-) es una funcién de autocovarianza y n > 2

9



Salida: El vector 6, = (0n1,...,0nn) de coeficientes de la proyeccién Xn+1 en (6.3), asi como
Vn, €l correspondiente error cuadratico de prondstico.

e Inicio: Defina vy = v(0), 611 = v(0)/vo, v1 = ¥(0) — 03,00 y k = 1.
e Paso Recursivo: Incremente k en 1 y calcule
Ok & = (k) /vo,

i—1

Oiki=[y(k—i) = > Oiiobrr-sval/vi, i=1,2,... k-1,
s=0

v =7(0) — Zel%jkaj
j=1

E

e Paso de Prueba: Si k& = n detenga el procedimiento. Los nimeros actuales vy y 0, 7 =
1,2,...,k son las cantidades deseadas.

Si k < n, vaya al paso anterior.

Un aspecto importante en el algoritmo de innovaciones, es que para evaluar vg y los nimeros
01 j, es necesario tener disponibles todos las cantidades 0s; y v;, 1 < @ < s < k. Asi, debe
reservarse lugar para todos los ntimeros en el siguiente arreglo:

Vo
011 U1
022 021 V2
033 033 031 U3
enn ennfl gnn72 e enl Un

totalizando 1 +2+---+ (n+ 1) = (n + 1)(n + 2)/2 lugares de memoria. Ademds se requieren
n + 1 lugares para y(0),v(1),...,v(n) y uno mas para la variable k. Asi, el requerimiento de
memoria es de (n + 2)(n + 3)/2 lugares numéricos, es decir, O(n?).

Ahora se discutird la carga aritmética del algoritmo, contando el nimero de multiplicaciones
y divisiones necesarias para ejecutarlo. En el paso recursivo, aplicado al entero k requiere
(a) Una divisién para evaluar 6y ;

(b) 2(¢ — 1) multiplicaciones y una divisién para calcular 0j_;, dando un total de 2 — 1

operaciones; esto debe hacerse para i = 1,2,k — 1, arrojando un total de Zf:_ll (26 — 1) =
k(k —1) — (k — 1) = (k — 1)? multiplicaciones o divisiones. Como el paso recursivo se real-
iza con valores k = 2,...,n, el total de operaciones en todos los paso, es Y ;_,(k — 1)? =

(n—1)(n)(2n —1)/6 ~ n3/3.

Esta discusién se resume en el siguiente teorema:

Teorema 6.2. Para determinar los n coeficientes Oy, . ..,0,1 y €l error cuadrdtico de prondstico
Un, el algoritmo de innovaciones requiere (n + 2)(n + 3)/2 lugares nimericos de memoria, y la
realizacion de 3+ (n—1)(n)(2n—1)/6 ~ n3/3 multiplicaciones o divisiones. Asi, el algoritmo de
innovaciones es de orden O(n?) en cuanto a requerimiento de memoria, y de orden O(n3) con
respecto a la carga aritmética.

Como ya se menciond, el principal objetivo de este trabajo es disenar una implementacién
del algoritmo de innovaciones que sea mas eficiente, en el sentido de que carga aritmética sea de
orden menor a n®. Dicho resultado depende de la relacién entre los coeficientes que se utilizan
para representar la proyeccion Xn-‘,—l en términos de las innovaciones Uy, ..., U,, y las cantidades
que se usan en la representacién como combinacion lineal de las variables originales X7, ..., X,,.
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7. Relacion entre dos Expresiones para un Prondstico

EL propésito de esta seccion es desarrollar la idea principal en que se sustenta la formulacién de
un procedimiento de segundo orden para determinar el vector de coeficientes 8,, que aparece al
expresar el pronostico Xn+1 en términos de las innovaciones Uy, ..., U,. El resultado principal
relaciona dicho vector con la representaciéon de los pronésticos X k+1 en términos de las variables
originales.

Considere las dos representaciones para la proyeccién Xn+1 de X, 41 sobre L(X1,...,X,):

n
Xn+1 = Z gnjUn+l—j
Jj=1

n
Xn+1 - Z ¢ann+1—j
J=1

(7.1)

donde, como antes, Uy 1 es la innovacion en el tiempo k+1. El siguiente resultado es la principal
contribucién técnica de este trabajo.

Teorema 7.1. Considere una serie estacionaria {X;} tal que la matriz 'y, es invertible para cada
entero positivo k; vea (3.6). Sea n un entero positivo, y suponga que, para algin entero k entre
1 y n, se tiene la siguiente representacion:

k
Prix,,...x0)Xn+1 = g ¢iXk+1—i, (7.2)
i=1
donde cy,...,c son constantes. En este caso,

(i) El coeficiente Oy ny1— en (7.1) estd dado por
gn n+l1—k = C1-

(il) La proyeccion X, 1 sobre el espacio L(X1,...,Xk—1) estd dada por

k-1
Prxy X Xnt1 = O diXp i,

i=1

donde
(dy,day ..., dk—1) = (c2,¢3,...,¢8) +c1(Pr—11,Pk—12,- -, Pki—1 k—1)

Demostracién. Primeramente, observe que (7.2) puede escribirse como

k
Prix,,. . x)Xnt1 = a Xy + Zcikai
i—2
k=1
=X, + Z Cj+1Xk,j
=
= Cl[Xk - PL"(Xhuka—l)Xk]
k=1

+ DXy + e Pexy, o ox 0 X
j=1

11



El término entre corchetes que multiplica a c¢; es precisamente la innovacién Uy, mientras que
k—1
PE(X1,~..,X1«_1)X’€ = Ej:l ¢k,1’ij,j. POI‘ 10 tanto,

(k-1 k—1
Prx,oxoXntr = aUs+ [ > i Xpj+e Y on1;Xk
j=1 =1
L ! (7.3)
k1
=c U, + Z[Cj+1 + c1Pk—1 ] Xk—;
j=1

Por otro lado, la primera igualdad en (7.1) puede escribirse como
n n
Prix,,.. . x)Xns1 = ZanjUn—H—j = Z On ny1-sUs
j=1 s=1
Recuerde ahora dos hechos fundamentales:
(a) Si Mo y M son dos subespacios tales que Mg C My, entonces

PMOPMI :PMO;

vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1980) o Lipschutz (1995).
(b) L(X;...,Xs) = L(Uy,...,Us), igualdad que se establecié en el capitulo precedente.

Usando estas dos propiedades, y recordando que k es un entero entre 1 y n, se desprende que

Prix, .. x0Xnr1 = Prixy,ooxoPeox, . x0) Xnat

= Pr(,vn) | D OniUnt1-;
j=1

= ZaanL(Ul,...,Uk)UnJrlfj
=1

Z gnjUnJrlfj

j=n+l-—k

donde se usé que Pry, .. v Us =0sis>k+1y Pru,,.. v,)Us = Us cuando s < k. El mismo
argumento con k — 1 en vez de k muestra que

n
PE(Xl,...,Xk,l)Xn—i-l = Z gnjUn+1—j~
j=n+2—k

Combinando estas dos tultimas relaciones desplegadas se obtiene que

j=n+1-k

n
= enn-i-l—kUk + Z enjUn-&-l—j
j=n+2—k

y entonces
Prixy,ox0Xn+1 = Onni1-kUk + Prix,,. x0_) Xnt1
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Comparando esta expresién con (7.3), la ortogonalidad y no nulidad de las innovaciones implica
que O, 41— = €1, como se establece en la parte (i), mientras que

k—1 k—1
Peixy e ) Xne1 = Y lejm +adpo1]1Xemy = Y d; Xy,
j=1 j=1
donde d; = ¢j11 + c1¢pp—1, para j =1,2,...,k — 1, como se establece en la parte (ii). O
Conociendo los vectores ¢, = (dr1,...,drk), k =1,2,...,n, este teorema permite calcular
el vector 8,, = (0,1,052,...,0,,), cuyas componentes son los coeficientes en la representacion
de X,,+1 en términos de las innovaciones Uy, ..., U,, Iniciando con

n
Prixy,...x)Xn+1 = Z DniXnti—i
=1

el Teorema 7.1 con k =ny ¢ = (¢1,...,¢n) = p,, establece que 0, 415 = Opn1 =1 = Pn1, ¥
permite calcular el vector d = (dy,ds,...,d,—1) tal que
n—1

PrxyoXo ) Xns1 = Y d;Xn_;

i=1
Otra aplicacién del teorema precedente con k =mn — 1 y con el vector d en lugar de c arroja que

Onnt1—(n—1) = On2 = d1, y un vector d= (cil, do, ..., dn—2) que satisface

n—2

Prix,,.. . Xp_o)Xn+1 = Z diXp1-,

i=1
A partir de aquif se obtiene 6,5 = d; y otro vector d tal que

n—3

Prixy X ) Xng1 = > _djXpn o

i=1
Continuando con este proceso, se llega finalmente a determinar todos los coeficientes 6,1, 0,2,

.., 0y . Estas ideas se presentan en el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Transformacion
Entrada: Un entero positivo n y los vectores ¢, tales que

X1 = (X1, ., Xi) @y

paracada k=1,...,n.

Salida: El vector 0,, = (O 1,...,0ny,) tal que Xyt = (Uy, ..., Up)0p.
Inicio: Ponga k =1 y defina el vector a = ¢p,,

Etapa de cdlculo: (a) Si k =n ponga 0, = a;

(b) Si k < n, ponga 0, nt1-k = @1, y sustituya a por el vector

(2, Qpg1—k) + @1, g

e incremente k£ por una unidad.

Etapa de salida: (a) Si k > n salga del procedimiento mostrando el vector 6,,.
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(b) Si k < n vaya a la etapa de célculo.

Para concluir la seccion, se analiza el orden del procedimiento de transformacion para obtener
el vector 6,,.

Teorema 7.2. El procedimiento de transformacion descrito anteriormente es de orden cuadrdtico,
tanto en el requerimiento de memoria, como en la carga aritmética.

Demostracién. Debido a que el procedimiento requiere utiliza los vectores ¢, ..., ¢, cuyas
longitudes suman 1+ 2+ ---n = n(n 4+ 1)/2, es claro que el requerimiento de memoria tiene
orden O(n?). Por otro lado, en la etapa de calculo se realizan n — k multiplicaciones al realizar
el producto ai¢,,_;, v esto se hace para kK =1,2,...,n — 1. Por lo tanto se realizan

(n=1)+n-1)+---+1=n(n-1)/2

multiplicaciones, asi que el procedimiento también es de orden cuadratico respecto a la carga
aritmética. O

8. Implementacion Cuadratica del Algoritmo de Innovaciones

En esta seccién se describe un procedimiento para determinar el vector

en = (0n170n27- .. 79nna)

en la representacién
n
XnJrl - § ananJrlfk:
k=1
asi como el error de prondstico
o 2
U = [[Xnt1 — Xoqal

El siguiente procedimiento combina el algoritmo de Durbin-Levinson y el esquema de transfor-
macién de la seccidn precedente para resolver el problema, cuya solucién es el principal objetivo
del algoritmo de innovaciones.

Algoritmo combinado para determinar 6, y v,

Paso 1: Utilice el método de Durbin-Levinson para determinar v, y los vectores ¢, k =
1,2,...,n, en las representaciones Xpi1 = (X1,...,Xk)ps.

Paso 2: Aplique el método de transformacién descrito en la seccién precedente para determinar
0, a partir de ¢, k=1,2,...,n.

El siguiente teorema condensa el trabajo realizado previamente, y se enuncia para enfatizar
la importancia del resultado.

Teorema 8.1. El algoritmo combinado descrito anteriormente es de orden cuadrdtico, tanto en
los requerimientos de memoria como en la carga aritmética.

Demostraciéon. Debido a que tanto el algoritmo de Durbin-Levinson como el método de transfor-
macion son de orden cuadratico en requerimientos de memoria y carga aritmética, se desprende
que el esquema combinado también es de orden O(n?). O

Este resultado indica claramente la ventaja del algoritmo combinado respecto a la formu-
lacién original del algoritmo de innovaciones. Ambos procedimientos encuentran 6,, y v,, pero
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el algoritmo combinado es de orden O(n?) y por lo tanto requiere realizar menos operaciones
aritméticas que el algoritmo de innovaciones original, el cual tiene orden O(n?).
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