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ESTIMACION DE VEROSIMILITUD MAXIMA EN MODELOS DE
TRASLACION CON SOPORTE COMPACTO

POR

JESUS SALVADOR RUIZ OLMOS

MAESTRIA EN CIENCIAS

en Estadistica Experimental

UNIVERSIDAD AUTONOMA AGRARIA ANTONIO NARRO
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Dr. Rolando Cavazos Cadena -Asesor-

Palabras claves: Método de Verosimilitud Maxima (MVM), intervalos de confianza,
probabilidad asintética, densidad, modelo estadistico de traslacion, estimadores invariantes,

informacion de Fisher, distribucion asintética, consistencia, error cuadratico medio.

El presente trabajo trata sobre la problematica al utilizar el Método de Verosimilitud
Maxima (MVM) para obtener intervalos de confianza con probabilidad asintética para 6 bajo
un modelo estadistico de traslacion; ademas, compara los intervalos asi obtenidos con aquellos
provenientes de los métodos de momentos y de cuantiles.

Se hace una revisién acerca de los resultados disponibles en la literatura para el MVM y

se especifican la condiciones de regularidad necesarias para la aplicacion del MVM en cualquier



modelo estadistico. Asi mismo, se analiza el método de traslacién propuesto y la problematica
que se presenta para utilizar el MVM bajo estas condiciones.

Por otro lado, se establece la cota inferior de Cramer-Rao para el error cuadratico
medio de estimadores con sesgo constante y se obtiene una forma alternativa para obtener la
informacion de Fisher en términos de la segunda derivada de la densidad de los errores.

También se estudian los métodos de momentos y de cuantiles para construir estimadores
y se utiliza su normalidad asintética para construir intervalos de confianza con una probabilidad
asintotica para el pardmetro dado. El estudio concluye que los intervalos de confianza obtenidos
por el MVM son asintéticamente mas pequenos que los obtenidos por el método de momentos

6 de cuantiles.
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ABSTRACT

MAXIMUM-LIKELIHOOD ESTIMATION FOR A TRANSLATIONAL
MODEL WITH COMPACT SUPPORT

BY

JESUS SALVADOR RUIZ OLMOS

MASTER IN SCIENCE

in Experimental Statistics

UNIVERSIDAD AUTONOMA AGRARIA ANTONIO NARRO
BUENAVISTA, SALTILLO, COAHUILA. APRIL, 2005

Ph.D. Rolando Cavazos Cadena -Advisor-

Key Words:Maximum-Likelihood Method (MLM),confidence interval, asymptotical
probability, density, translational model, invariant estimators, Fisher information, asymptotical
distribution, consistency, quadratic mean error.

This paper face the matter of using the Maximum-Likelihood Method (MLM) to obtain
confidence intervals on # with an asymptotical probability under a translational model; besides,
it compares the intervals obtained with others coming from method of moments and from
quantiles.

A review was made on the literature available about MLM and regularities’ conditions
needed were specified in order to utilize MLM. Also, the translational model proposed was

analyzed along with some troubles derived of using MLM under this condition.
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The Cramer-Rao lower bound was settled to invariant estimators and an alternative
way to obtain the Fisher’s information was established under this kind of densities.

The method of moments and quantiles were analyzed in order to obtain their estimators
and their asymptotical normality was used to built confidence intervals with asymptotical
probability on the given parameter.

Finally, the conclusion of this paper is that the confidence intervals provided by MLM

are asymptotically smaller than others coming from method of moments and quantiles.
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Capitulo 1

PRESENTACION

Introduccion

Este trabajo trata sobre el problema de estimacion en un modelo estadistico
de traslacion. En términos generales, en dicho modelo cada dato disponible Xj;
puede expresarse como X; = 6 +¢;, donde € € IR y ‘el error aleatorio’ €; tiene den-
sidad g(-), de manera que la densidad de cada observacién es g(z; — 6). Ademds
de requerimientos de diferenciabilidad sobre la densidad de los errores, el supuesto
central de este estudio es que g(x) se anula fuera de un intervalo [a, A], donde a y
A son finitos, condicién que es bastante natural cuando se tiene la seguridad de que
las observaciones X; son acotadas, por ejemplo, cuando cada X; representa un por-
centaje, o la medicién de una cantidad y el error que se comete no excede un cierto
nivel. En este contexto, el principal objetivo es construir intervalos de confianza
para 6 de manera que (i) conforme el niimero de datos disponibles aumenta, la pro-
babilidad de que los intervalos cubran al parametro alcanza un nivel especificado,
y (ii) que la longitud de los intervalos sea lo menor posible. El resultado principal
en esta direccién se formula en el Capitulo 4, y establece que el método de vero-
similitud maxima produce intervalos mas cortos que aquéllos generados mediante

las técnicas de momentos y de cuantiles. Desde luego, esta conclusion es clésica,



y es oportuno enfatizar la principal diferencia entre los resultados disponibles en
la literatura, y los obtenidos en este trabajo. Esencialmente, el analisis clasico del
método de verosimilitud maxima se lleva a cabo bajo ciertas condiciones de regu-
laridad R1—R3, las cuales se describen mas adelante en este capitulo. Sin embargo,
al menos dos de dichas condiciones—a saber, R; y R3—mno se aplican al modelo
de traslacion considerado en este estudio, asi que los resultados que finalmente se

obtienen no son consecuencia de aquellos disponibles en la literatura.

La organizacion del trabajo es la siguiente: Primeramente, en el resto
de este capitulo se presentan los conceptos basicos que se utilizan mas adelante,
incluyendo las ideas de intervalos de confianza, convergencia y consistencia, se
describen los resultados disponibles sobre el método de verosimilitud maxima, y
en la parte final se describe el resultado principal del trabajo. En el Capitulo 2,
se introduce el modelo estadistico de traslacion, asi como la clase de estadisticos
invariantes, a la cual pertenecen todos los estimadores analizados posteriormente.
Ademas, se establece la cota inferior de Cramer—Rao para el error cuadratico medio
de estimadores con sesgo constante. El argumento en esta parte es similar al que
se aplica bajo las condiciones de regularidad usuales, pero deben cuidarse detalles
técnicos que se originan por el hecho de que la densidad de los datos tiene so-
porte que depende del pardmetro. En el Capitulo 3 se estudian los métodos de
momentos y de cuantiles para construir estimadores, y se utiliza su normalidad
asintotica para construir intervalos de confianza para el pardmetro con una proba-
bilidad (asintética) de cobertura dada. La varianza limite de estos estimadores se
compara con la cota inferior de Cramer—Rao, lo cual se hace directamente para el
estimador de momentos, pero es una tarea interesante para el estimador de cuan-
tiles; el resultado de esta comparacion, formulado en la Seccién 5 del Capitulo
3, es una de las contribuciones técnicas del capitulo. En el Capitulo 4, refer-

ente al método de verosimilitud maxima, se ubican los principales resultados de
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este trabajo: se establece la consistencia de los estimadores, y se obtiene una
cota para su distribucion asintética, resultado que se utiliza para construir in-
tervalos de confianza con longitud menor o igual a la de aquéllos generados por
los métodos de momentos y de cuantiles. Finalmente, la exposiciéon concluye

en el Capitulo 5 con algunos comentarios breves antes de la literatura citada.

Convergencia

En esta seccion se introducen las ideas de convergencia que se utilizaran
en este trabajo. La discusién es breve y tiene por objeto establecer la notacion que
se utilizard. Una presentacién detallada puede encontrarse, por ejemplo, en Ash
(1987), Billingsley (1997), Dudewicz y Mishra (1989), Dudley (2002), o Serfling
(1988). Dado un vector aleatorio X,, = (X1, Xs,...,X,) cuya densidad f, (x;0)
depende de un pardmetro desconocido 6 € ©, el problema de estimacién (puntual)
para una funcién h(f) consiste en construir un estadistico T,, = T,,(X,) cuyos
valores se aproximen, en algin sentido, al valor desconocido h(6). Entre las diversas
maneras de medir la proximidad de T, y h(f), una sumamente 1til es a través del

error cuadratico medio dado por

Bl(T, ~ h(0)7) = [ (T, (x) = h(6)>f(x:0) x. (1.2.1)

Si para cada n se dispone de un estimador T,, = T,,(X,,), la sucesién {T},}

converge a h(0) en la media cuadrética si

lim Ey[(T,, — h(6))*] =0, 60cO. (1.2.2)

n—oo

Otra idea de convergencia, intuitivamente més ‘clara’, es la siguiente: La

sucesién {T},} converge en probabilidad a h(0) si, para cada € > 0,

lim Py|T,(X,) — h(0)| >e] =0, 6€0. (1.2.3)

n—oo
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Verbalmente, esta condiciéon expresa que, conforme el nimero de datos n
aumenta, la probabilidad de que el estimador T;, se desvie de h(f) por mas de una
cantidad e se aproxima a cero, lo cual significa que el esfuerzo de obtener mas datos
se ve recompensado con una probabilidad cada vez mas alta de que el estimador se
ubique cerca de h(0), caracteristica deseable en un ‘buen’ método de estimacién.

En adelante se escribe

T, -2 h(6)

si {T},} converge en probabilidad a h(#), esto es, si (1.2.3) ocurre para cada € > 0.
A partir de la desigualdad de Markov, se tiene que
Ey[(T,, — h(0))?]

2

P@HTn(Xn) - h(9)| > 5] <

Y

de donde se desprende que convergencia en la media cuadréatica implica convergen-
cia en probabilidad. Otra nocién de convergencia es la siguiente: La sucesion de

estimadores {7,,} converge a h(0) casi seguramente si,

Pyllim T, =h(0)] =1, 6€O. (1.2.4)

n—oo
Esta condicion significa que, a medida que n aumenta, el estimador 7;, se

aproxima, inexorablemente, a la cantidad desconocida h(#). En adelante, se escribe
T, — h(0) Py—c. s.

para indicar que {7}, } converge casi seguramente a h(6). Esta idea de convergencia
es mas fuerte que la convergencia en probabilidad, esto es, si T,, — h(6) Py—c. s.,
entonces 1), RN h(f). Un instrumento bésico para establecer la convergencia casi

segura es el siguiente resultado, conocido en la literatura como el (segundo) lema

de Borel-Cantelli.

Teorema 1.2.1. Suponga que para cada ¢ > 0y 6 € O se tiene que

> BT, — h(B)] > €] < oo.

n=1



En este caso, T,, — h(0) Py—c. s..

Un resultado fundamental sobre convergencia casi segura es la siguiente ley

de los grandes nimeros.

Teorema 1.2.2. Suponga que las variables aleatorias X;, X5, X3, ... son independi-
entes con una distribuciéon comin que depende de 6 € ©, la cual tiene esperanza
finita 14(0), y para cada n sea X, la media muestral de las primeras n observaciones,

esto es,

En este caso, X, — u(0) Py—c. s.

El método de estimacién que genera los estimadores {7,,} de h(f)—o la
sucesion {7}, } misma—se denomina consistente si T,, converge h(f) en alguno de
los tres sentidos discutidos anteriormente. En este ensayo, la idea de consistencia
se refiere a convergencia casi segura.

Otra nocién de convergencia es la idea de convergencia en distribucion.
Considere una sucesiéon {W, } de variables aleatorias, sea D una distribucién de
probabilidad fija, y denote mediante Fp a la correspondiente funcion de ditribucion.
La sucesion {W,,} converge en distribucién a D si para cada = € R en el cual Fp

es continua se tiene que

lim F,(x) = Fp(x), (1.2.5)

n—oo

donde F,(z) = P[W, < z] es la funcién de distribuciéon de W,,. Se utilizard la
notacién a W, ——D para indicar que {Wy,} converge en distribucién a D. El

siguiente teorema central de limite es fundamental en estadistica.

Teorema 1.2.3. Suponga que X7, Xo, X3,..., son variables aleatorias independi-

2

entes e idénticamente distribuidas (iid) con esperanza p y varianza o, ambas



finitas. En este caso,
\/ﬁ[yn - :U’] i)N (07 0-2) )

donde NV (0, 02) es la distribucién normal con media cero y varianza o2,

El siguiente resultado proporciona condiciones bajo las cuales la conver-

gencia en (1.2.5) es uniforme.

Teorema 1.2.4. Suponga que W, 4p y que la funciéon de distribucién de D,

denotada por Fp, es continua en todo IR. En este caso,

max |F(x) — Fp(z)| — 0 conforme n — oo,
e

donde F,, es la funcion de distribucién de W,,.

Intervalos de Confianza

De acuerdo a Graybill (1985), la construccién de intervalos de confianza es
el procedimiento de inferencia més 1til en las aplicaciones. Dado un vector aleatorio
X, = (X1,Xs,...,X,) cuya distribucién depende de un pardametro § € © C IR,
considere un intervalo I(X,,) = [L(X,), U(X,,)] cuyos extremos son estadisticos.
Dado un nimero v € (0,1), I(X,,) es un intervalos de confianza para 6 con nivel

de cobertura (o de confianza) 1 — ~ si
Pyl e I(X,)]>1—7v, 0¢€6;

esta condicion significa que, independientemente del verdadero valor 6y del pa-
rametro (el cual es desconocido para el observador), la probabilidad de que éste
se encuentre dentro del intervalo I,,(X,,) es por lo menos 1 — . Suponga ahora

que para cada n se tiene un intervalo aleatorio I,,(X,,), el cual se utilizard como
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intervalo de confianza para 6. La sucesién {I,(X,,)} tiene un nivel asintético de

cobertura 1 — v si

lim Pylf e ,(X,)]>1—~, 60,

n—oo

condicién que significa que, conforme n se incrementa, la probabilidad de que el
verdadero valor del pardmetro sea cubierto por I,,(X,,) alcanzard, en el limite, el
valor 1 — v. La construcciéon de sucesiones de intervalos de confianza con nivel

asintotico de cobertura 1 — « es el principal tema de estudio en este ensayo.

El Método de Verosimilitud Maxima

Suponga que X,, = (X1, Xs,...,X,,) es un vector aleatorio tal que las
variables X; son iid con densidad f(x;6) que depende de un parametro 6 € O, de

tal manera que X,, tiene densidad

n

fu(x:0) =[] f(zi:0).

=1

La funcién de verosimilitud correspondiente esta dada por

Ln(0;x) = frn(x;0);

el punto importante en esta igualdad es que el lado izquierdo se considera como
funcion de 6 dado que el valor x es fijo, mientras que en el lado derecho lo que
se supone fijo es §. Un estimador de verosimilitud maxima es un estadistico én =

~

0,,(X,,) con la propiedad de que, para cada x € IR",
L(0,(x);x) > L(;x) 0 € 0.

El analisis clasico de este procedimiento de construccién de estimadores se
lleva a cabo bajo las siguientes condiciones de regularidad R;—Rg3 (Greene, 2003,

Griffiths y Carter-Hill, 1997, Serfling, 1988, Rao, 1988):
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R;:  Las densidades f(y;0) tienen soporte comin, esto es, V:=
{y: f(y;6) > 0} no depende de 6.

Ry: Para cada y € Y, f(y;0) tiene derivadas parciales respecto a 6 hasta

de tercer orden.
R3: Existen funciones Hy, H3: ) — IR tales que para caday e Yy 0 € ©

Af (y: 6 931 -0
‘ f(ayé )‘ < (). ‘ Ogégg(y, )

‘ < Hj(y)

donde

[ Mm@ <s v [ H)iwod <o
Yy y
Ma3és aun, para todo 6 € O se tiene que

0</_3210g(f(y;9))
Yy

502 f(y;0) dy < oo.

Bajo estas condiciones, se obtiene el siguiente resultado fundamental.

Teorema 1.4.1. Suponga que las anteriores condiciones de regularidad R;—Rj3 se

satisfacen. En estas condiciones las siguientes afirmaciones (i)—(iii) son validas.

(i) La sucesién de estimadores de verosimilitud méxima {6, } es consistente,

esto es,

A~

0, — 0 Py—c. s;

(ii) Conforme n tiende a infinito, v/n[f, — 0] = A (0,1/Z(6)), donde Z(6)

es el nimero de informacién de Fisher dado por

Z(0):= —/y 0 loga(gz(y; ) f(y;0) dy.

(iii) Dado v € (0,1), para cada entero positivo n defina el intervalo de

confianza I,, para # mediante

I,= |6, - —222_ § “/2 (1.4.1)

\/nI(én), n+\/nI(én) |
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En este caso, la sucesién {I,} tiene un nivel asintético de cobertura de al

menos 1 — 7, esto es, para cada 0 € O, lim,, .o, Py[f € fn(Xn)] >1—n.

Por otro lado, una sucesion {T,, = T,,(X,,) } de estimadores de 6 es asintéti-

camente normal si tiene la siguiente propiedad:
VT, = 0] =5 N (0,0(0)),

donde
v(0) = lim nEy[(T, —0)?*], 0€0O

n—oo
es una funcién continua. Esta sucesién puede utilizarse para construir los intervalos

1) = |1, - 22yl /2 0(Tn)

n 7Tn
N R

los cuales tienen un nivel asintético de cobertura 1 — . La relevancia de los
intervalos I,, construidos mediante el método de verosimilitud maxima, se debe a
la siguiente propiedad: Si la sucesién {T,,} es asintéticamente normal, entonces

lim |jn|
n—oo [I(T,)|

<1

donde |J| denota la longitud del intervalo J. Esta propiedad muestra que, en el
limite, los intervalos I,, son més cortos que aquellos construidos mediante los es-
tadisticos {7}, }, y ademas, pone en relieve la eficiencia del método de verosimilitud

maxima.

El Problema

Como ya se ha mencionado, en este trabajo se analiza un modelo estadistico
de traslacién, en el que cada dato X; tiene densidad g(x — @), donde ¢(-) es una

densidad conocida que se anula fuera de un intervalo acotado, y el tema principal es
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el estudio de los estimadores de verosimilitud maxima de 6 en este contexto. El as-
pecto que hace interesante al problema es que dos de las condiciones de regularidad
R1—R3 descritas en la seccién precedente no se satisfacen en el modelo estudiado
en este trabajo, y por lo tanto, las conclusiones obtenidas en el Capitulo 4 no se
desprenden de los resultados clasicos sobre el método de verosimilitud maxima.

Para ilustrar este punto, considere el caso en que la densidad g(z) es
g(z) = 302°(1 — x)BI(O,l)(;r:),

y © es un intervalo, digamos © = (0, 1). En este caso {z: g(x—0) > 0} = (0,1+6)
si depende de 6, y entonces la condicién R; no se satisface. A continuacién, observe

que para = € (0,14 6) se tiene
log(g(z — 0)) = 3log(x — 6) + 3log(1 — = + 6) + log(30),

y entonces
6 n 6
(=0 (1—z+0)>

93 log(g(z — 0)) = —

Por lo tanto, si la funciéOn Hs(x) es tal que ‘83 log(g(z — 0))| < Hs()

para todo 0 y x € (0,1 4+ ), se tiene que
Hs(x) =00, z€OU((O+1),

de manera que [ Hs(z)g(z — 0) dx = oo y por lo tanto la condicién Rs no se veri-
fica. Este ejemplo muestra que, cuando el soporte de la densidad g(-) es acotado,
los resultados clasicos sobre el método de verosimilitud méaxima no se aplican di-
rectamente, y el propdsito de este ensayo es proporcionar extensiones de dichos

resultados al presente marco de trabajo.

El problema especifico que se estudia en este trabajo tiene tres facetas:
1. Establecer la consistencia del método de verosimilitud maxima en el

modelo de traslacién;
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2. Utilizar los estimadores de verosimilitud maxima para construir inter-
valos de confianza I,, con nivel asintético de cobertura especificado;

3. Comparar las longitudes de los intervalos I,, con la de aquéllos construi-
dos usando los métodos de momentos y de cuantiles, y establecer que los intervalos
I,, son, en el limite, mas cortos.

Los resultados sobre estos problemas se presentan en el Capitulo 4.
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Capitulo 2

MODELO DE TRASLACION

Introduccion

El propésito de este capitulo es presentar el modelo y los resultados bésicos
que se utilizaran en el desarrollo subsecuente. La exposicién inicia introduciendo
el modelo estadistico que se estudiard, el cual estd caracterizado por la siguiente
condicién: cada componente del vector de datos, dado por X = (X1,...,X,), se
expresa como X; = 0 + ¢;, donde las variables €; son independientes y tienen den-
sidad comun que se anula fuera de un intervalo acotado. Esta estructura ocasiona
que el soporte de las variables X; dependa de 6, caracteristica que hace que el
analisis del método de verosimilitud maxima presente dificultades que no pueden
abordarse siguiendo el enfoque clésico; vea, por ejemplo, Serfling (1988). Los resul-
tados que se establecen en este capitulo se utilizaran posteriormente para acotar
la distribucién limite del estimador de verosimilitud maxima de 6, lo que final-
mente permitird establecer intervalos de confianza para el parametro con un nivel
asintotico determinado. Ademas de presentar el modelo basico, este capitulo tiene
dos propésitos fundamentales: (i) introducir la clase de estimadores invariantes y
(ii) establecer la cota de Cramer-Rao para el modelo de traslacién, resultado que

establece un limite inferior para el error cuadratico medio de un estimador y, bajo
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condiciones de normalidad asintética, para la longitud de intervalos de confianza
cuando el tamano de la muestra es ‘grande’.

La organizacion del material es la siguiente: En la Seccién 2 se introduce
el modelo de traslacion y, en el contexto de un problema de medicién, se discute la
conveniencia del supuesto de que la densidad de los errores tenga soporte acotado.
En la Seccién 3 se introduce la clase de estimadores invariantes y se demuestra
que su sesgo y error estandar no dependen del parametro. En la Seccion 4 se for-
mula la cota de Cramer-Rao, resultado que, después de establecer los preliminares
técnicos necesarios, se demuestra en la Seccién 5. La exposiciéon concluye en la
Seccién 6 presentando una forma alternativa para calcular la cota de Cramer—Rao
en términos de la segunda derivada de la densidad de los errores. Debido a la
diversidad de formas (unimodales) que la densidad beta adopta al cambiar sus
parametros, en este trabajo se utilizan densidades beta para ilustrar los resultados

obtenidos.

Modelo de Traslacion

El supuesto basico sobre los datos disponibles, es que éstos se generan de

acuerdo al siguiente modelo.

Definicién 2.1. El vector aleatorio observable X = (X7, X5, ..., X,,) obedece a un
modelo de traslacion si (i) sus componentes son independientes, y (ii) la siguiente

ecuacion estructural se satisface:

X, =0+¢, 0€0O, g~g(), i=12,...,n (2.2.1)

En esta expresion, ® C IR es un intervalo conocido de longitud positiva,
g(-) es una densidad en IR, y la notacién e; ~ g(-) significa que la variable aleatoria

g; tiene densidad g(+).
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La condicién de que el vector X sea observable significa que después de
realizar el experimento aleatorio que genera al vector, el valor preciso de X sera
conocido por el analista. Por otro lado, sobre 6 sélo se conoce que pertenece
al espacio de parametros O, el cual contiene méas de un elemento, y entonces el
valor preciso de € = (g1,€2,...,&,) no podra ser determinado por el observador
a partir de X; esto significa que € es un vector aleatorio no observable. Por lo
tanto, (2.2.1) establece que el vector de datos X es la suma de un vector 6 fijo pero
no completamente determinado, y de un vector aleatorio no observable ¢, el cual,

siguiendo la convencién usual, se denominara vector de errores.

Ejemplo 2.2.1. [Mediciones (Lehmann y Casella 2000, Lehmann, 2001).] Se trata de
determinar una magnitud 6 con un instrumento que produce un error de mediciéon

g, de manera que cada una de las mediciones X que se obtienen esta dada por

X =0+e. (2.2.2)

El espacio de pardametros © puede tomarse como cualquier intervalo que
incluya a los posibles valores de la magnitud que se quiere determinar. En un
caso extremo puede tomarse © = [0,00), o tal vez © = IR, pero con frecuencia
se tendra informacién a priori que permita especificar © como un conjunto mas
reducido. Por ejemplo, si se trata de estimar la longitud 6 de una varilla que
cabe a lo ancho en la cabina de un auto, entonces se sabe que # < A, donde A
es el ancho de la cabina, y si la varilla sobrepasa el ancho a del asiento, entonces
0 > a, de manera que puede tomarse © = [a, A]. Por otro lado, para completar la
especificacién del modelo, es necesario estipular la densidad g(-) del error aleatorio
g,y se tienen multitud de posibilidades. En general, un instrumento disenado para
medir producird un error—por defecto, o por exceso—de a lo mas la mitad de la
unidad que permite detectar, por lo que la condicién menos restrictiva que puede

suponerse sobre g(-) es la siguiente:
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(a) El soporte de la densidad g es [—1/2,1/2].

Esta condicién, conjuntamente con © = [a, A] y la ecuacién (2.2.2) determi-
nan un modelo no pardmetrico de traslacién. En el otro extremo de posibilidades
sobre la especificacion de la distribucién de los errores, se ubica el supuesto de
que ¢ tenga una densidad completamente determinada, por ejemplo, uniforme en
[—1/2,1/2].

(b) g(x) = I[—1/2,1/2(2).

En este caso, la probabilidad de obtener un error que se ubique en un
intervalo J de longitud § contenido en [—1/2,1/2] es siempre §, de tal manera
que la probabilidad no depende de la ubicaciéon de J. En general, un buen in-
strumento de mediciéon producird errores cuya distribuciéon es méas concentrada
alrededor de cero que cerca de los extremos 1/2 y —1/2, y la especificacién anterior
viola esta condicién. Como otra alternativa, suponga que ¢ tiene una distribuciéon

beta simétrica alrededor de cero.

R ) R N N e

En esta expresién o es un nimero positivo. Si a > 1, entonces ¢ esta méas
concentrada alrededor de cero que cerca de los extremos —1/2 y 1/2, como debe
ser para un buen instrumento de medicion; el nimero o puede pensarse como una
caracteristica del diseno del instrumento estipulada por el fabricante. A medida
que « se acerca a 1, esta densidad beta se aproxima a la densidad uniforme en
el inciso (b), por lo que ésta tltima puede interpretarse como correspondiente
a un instrumento en proceso de desgaste. Conforme a continua disminuyendo
por debajo de 1, la densidad beta se concentra mas alrededor de los extremos
—1/2 y 1/2, de modo que el caso a € (0, 1) se interpreta como una caracteristica
correspondiente a un instrumento en pleno desgaste. La pericia del operador del

instrumento tambien puede incorporarse en el modelo con la siguiente especificacion

de la densidad g(-).
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(d) g(x) = % (% + x) o (% - x)ﬁl I oo (@).

En este caso, a y 3 son dos niimeros positivos. Si o > (3, entonces la media
de g, dada por a/(a + ) — 1/2 es positiva, lo cual significa que la combinacién
del operario y el instrumento tienden a producir errores por exceso, mientras que
si a < 3 los errores que se producen son, en promedio, por defecto. Finalmente, el

siguiente supuesto de normalidad sobre la distribucién del error ¢ es frecuente.

1 2 2
_ —z?/(207)
e) g(x e .
() 9(a) Vo222

Bajo este supuesto el error € puede tomar valores en todo IR, de manera
que a partir de la ecuacién estructural X = 6 + ¢, es posible que X tome valores
negativos o valores tan grandes que evidentemente sobrepasen a la magnitud 6
que se desea determinar. Sobre este punto, el argumento que justifica el supuesto
(e) tiene dos facetas. Primero, suponer una distribucién normal para e produce
simplificaciones analiticas importantes y permite establecer intervalos de confianza
para 6 usando métodos simples y bien establecidos. Por otro lado, bajo la condiciéon
de normalidad (e) se tiene que e toma valores en el intervalo [—3c,30] con una
probabilidad de alrededor de 0.99, por lo que si ¢ es pequeno, entonces se tiene
una alta probabilidad de que los datos observados se mantengan dentro de limites

razonables. O

Note que la condicién estructural (2.2.1) es equivalente al enunciado de
que la densidad de X; es g(z; — 6), por lo que la idea en la Definicién 2.2.1 puede

formularse equivalentemente como sigue.

Definicién 2.2. El vector aleatorio n-dimensional X obedece a un modelo de
traslacion si su densidad pertenece a la familia paramétrica { f(x;0) | € ©}, donde

el espacio de parametros © es un intervalo contenido en IR,

f(x;0) = l_Ig(:L'Z —-0), xelR", (2.2.3)
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y g(+) es una densidad en IR; esta expresion para f(x;#) significa que el vector X

es una muestra de la densidad g(x — 6).

Como ya se ha mencionado, el propdsito de este trabajo es estudiar el
problema de inferencia estadistica para el parametro 6 en el anterior modelo de
traslacion, y el principal objetivo es construir intervalos de confianza para 6 con
un nivel de confianza asintético determinado. Este problema serda abordado bajo

el siguiente supuesto.

Hipétesis 2.2.1. El vector de observaciones X obedece a un modelo de traslacion
en el que la densidad g de los errores es conocida y tiene soporte acotado, esto es,

g(+), se anula fuera de un intervalo [a, A].

Estimadores Invariantes

Suponga que X obedece a un modelo de traslacion, de manera que X =
01+¢, donde 1 es el vector n-dimensional con todas sus componentes iguales a uno.
Sea T'(X) un estadistico que se utiliza para estimar 6, y observe que si a cada dato
se le agrega una constante conocida ¢ entonces el nuevo vector de observaciones
serd X + cl, de manera que el valor del estimador en esta muestra es T(X + c1).
Como agregar la constante ¢ a los datos tiene el mismo efecto que sumar ¢ al

parametro 6, es natural requerir que

T(X +cl) =T(X) +c. (2.3.1)

Definicién 3.1. El estadistico T(X) es invariante bajo traslaciones si la igualdad

(2.3.1) es vélida para todo valor de X y ¢ € IR.

Ejemplos de estadisticos invariantes bajo traslacién son la media y la me-

diana muestrales. Todos los estadisticos que se consideraran en este trabajo como
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estimadores de 6, incluyendo el estimador de verosimilitud méaxima, son invariantes

bajo traslacion. La siguiente propiedad basica sera de utilidad.

Lema 2.3.1. Suponga que X obedece a un modelo de traslacién y que T'(X) es un
estimador de 6 invariante bajo traslaciéon. En este caso, el sesgo de T'(X), dado
por

Ep[T(X)] — 0,

asi como el correspondiente error cuadratico medio, especificado mediante
Ey[(T(X) - 0)%],

no dependen de 0.

Demostracién. A partir de la ecuacién estructural (2.2.1) el vector X puede expre-
sarse como X = 01 + ¢, de manera que T(X) = T'(¢ + 01) = 0 + T'(¢), pues T'(X)

es invariante bajo traslacién. Por lo tanto,

de donde se desprende que
Ep[T(X)] -0 =Eg[T(e)] v Eol(T(X)] - 6)°] = Ep[T(e)?].

Como las componentes de € = (1,...,€,)" son independientes e idéntica-

mente distribuidas con densidad g(-), se tiene que

Ey[T(e)] :/nT(el,...,sn)g(sl)---g(en)del...dsn

Ep[T(e)?] = / ) T(e1,...,en)%gle1) - g(en) dey ... dey,

no dependen de 6. ad
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Cota de Rao-Cramer

El objetivo de esta seccién es establecer una cota inferior para el error
cuadrético esperado de un estimador de una funcién paramétrica h(6). Este resul-
tado se obtiene bajo el supuesto de que tanto la Hipodtesis 2.2.1 como la siguiente

condicién de regularidad se satisfacen.

Hipétesis 2.4.1. La densidad g(-) de los errores tiene primera derivada continua en

cada punto x € IR.

Observacién 2.4.1. Como la funcién g(x) se anula fuera del intervalo [a, A] se
tiene que ¢'(z) = 0 para x < a. Por lo tanto, la Hipdtesis 2.4.1 implica que
g'(a) =lim,_,,— ¢'(z) = 0y, similarmente, ¢'(A) = 0. A partir de esta observacién
se desprende que la densidad beta en las partes (c) y (d) del Ejemplo 2.2.1 —para
las cuales a = —1/2 y A = 1/2—satisfacen la Hipdteisis 2.4.1 siy sélosia > 1y
8> 1.

Teorema 2.4.1. Sea T:IR" — IR una funcién que es integrable en conjuntos acota-

dos, esto es,

/ IT(x)|dx < o0 (2.4.1)
C

para cada conjunto acotado C' C IR"™. Suponga que X = (X7, Xo,..., X, ) obedece

a una modelo de traslacién para el cual las Hipdtesis 2.2.1 y 2.4.1 se satisfacen, y
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sea H(0) la esperanza del estadistico T'(X), esto es, para cada 6 € ©
H(0) = Ep [T(X))]

— [ 700 70xi)dx
:/]R/R---AT(wl,xg,...,xn)ﬁg(xi—H)drz:ldxg...,da;n.

i=1
En este caso,

(i) La funcién H(-) es derivable y
H'(0) = / T(x)0pf(x;0)dx, 0 € O.

(ii) Si el sesgo de T'(X) como estimador de la funcién paramétrica h(f) es

constante, esto es,

Ey[T(X)] — h(0) = H(A) — h(0) = constante, (2.4.2)
entonces
[ 106 = n@)on ) ax = 0 2.43)
y, consecuentemente,
Eo[(T(X) — h(6)*] > % (2.4.4)

donde

_ /]R (ig)))g g(2) dz (2.4.5)

es el nimero de informacién de Fisher asociado a la densidad g(-).

La demostracién de este teorema se presenta en la siguiente seccién. La
relacién (2.4.4) es la desigualdad de Cramer-Rao y desempena un papel importante
en la fase de diseno del experimento, pues permite obtener una cota inferior para
el tamano de la muestra n que se necesita para obtener intervalos de confianza con

una longitud deseada ¢. Por ejemplo, suponga que se utilizard el estadistico 7'(X)
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para estimar h(6) = 60, y que el intervalo de confianza para 6, el verdadero valor
del pardmetro, se obtendra utilizando la desigualdad de Chebychev:
Py, [T(X) —£/2 <0y <T(X) + /2]

4Eg, [(T(X) — 60)?]
£2

= Py, [IT(X) = 0o < /2] >

Siguiendo este enfoque, para garantizar que [1(X) — ¢/2, T(X) + ¢/2] tenga un
nivel de confianza 1 — v se buscard que 4Ey, [(T'(X) —60)?] /€ = 1 — v, ie,

Ey, [(T(X) — 60)?] = £3(1 —v)/4, de manera que (2.4.4) permite concluir que

L= WP _ 1

4 - nZ nl’
y entonces
S 4
n>—-—-.
T I(1-9)e?
En otros casos, el estimador ‘estandarizado’

[T(X) — 6o]/+/Eo, [(T(X) — 6p)?] tiene al menos aproximadamente, distribucién

normal estandar, de manera que, escribiendo

v(bo): = Eg, [(T(X) — 60)°],

Py, |00 € T(X) = 2,/23/0(00) , T(X) + 2/23/0(00) |

N

_p, | T(X)
" VB ) = 00)7

SZ'Y/Q] = 1—’7

La longitud del intervalo de confianza en este enunciado es

22y)2

vnI

donde la desigualdad se debe a (2.4.4). A partir de esta relacién se desprende que

0= 22,21/ Eo, [(T(X) — 00)?] =

el tamano de la muestra n satisface
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Observacion 2.4.2. Es conveniente puntualizar que la desigualdad de Cramer-Rao
(2.4.4) es vélida siempre y cuando el sesgo de T'(X) como estimador de h(6) sea
constante (vea la condicion (2.4.2)). De acuerdo al Lemma 2.3.1 este requerimiento
se satisface para todos los estimadores de h(f) = 6 que sean invariantes bajo

traslacion.

Demostracion del Teorema 2.4.1

El argumento para demostrar la desigualdad de Cramer-Rao utiliza el si-

guiente resultado preliminar sobre la densidad del vector de observaciones X.

Lema 2.5.1. Bajo las Hip6tesis 2.2.1 y 2.4.1 las siguientes propiedades (i)—(v) sobre

las densidades del vector X se satisfacen:

(i) Existe una constante B > 0 tal que
|f(x;0)| < B"™ y |0pf(x;0)| <nB™, xeclR", 6¢c6. (2.5.1)

(i) Si g(x) = 0, entonces ¢'(z) = 0.

En consecuencia,
(iii) Si f(x;0) = 0, entonces Jy f(x;0) = 0.

(iv) Adoptando la convencién de que un cociente de la forma 0/0 se define

de manera arbitraria, digamos como 1, la igualdad

O f(x;0)

> f(x;0) (2.5.2)

es siempre valida. Més atn,

o f(x:0)\’ , . L
(V) By || =—=—=- = nZ, donde el nimero de informacién de Fisher

f(x:0)
7 esta dado en (2.4.5).
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Demostracion. Primeramente, observe que como ¢ se anula fuera del intervalo

la, A] y tiene derivada continua en todo IR, la funcién ¢(-) es continua y satisface
g(a) =g(A) =0 (2.5.3)

y, mas aun, existe una constante B > 0 tal que para todo = € IR
g(@)| < B y |J )| <B (2.5.4)

(i) Usando la expresion (2.2.3) para f(x;6) se desprende que

£60) = [Tlote: - 0)] < [[ B = B", (25.5)

asi como la siguiente expresién para la derivada parcial de f(x;6) respecto al

parametro 6:
n

Do f(x;0) = Z —g'(x; — 0) H 9(z; —0). (2.5.6)

i=1 §i1<j#i<n

Combinando esta expresién con (2.5.4) se desprende que

n

00f(;0) = > —g'(zi=0) [ 9(z;—0)

i=1 Ji1<j#i<n
<Z|— =0 II et —0)
VE 1<j7£i<n

gZB I B= ZBxB”1

i=1  ji1<j#i<n
y entonces |0g f(x;0)] < nB".

(ii) Suponga que g(xz) = 0 y observe que g(z + h) > 0 para todo h, pues
g(+) es una densidad. Por lo tanto, z es un punto de minimo local de g, de donde
se sigue que ¢'(x) = 0.

(iii) Suponga que f(x;60) = 0. A partir de (2.5.5) se desprende que g(z, —

0) = 0 para algin r € {1,2,...,n}. Observando que para i # r el factor g(z, — )
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aparece en [ [, <, 9(x; —0) se tiene que [[,.,.;,<,, 9(x; — ) = 0, y entonces

la expresién (2.5.6) se reduce a

0o f(x;0) =—g'(x, —0) ][] 9(z;—0)

J1<j#r<n
Finalmente, observe que g(x, — #) = 0 implica que ¢'(x, — ) = 0, por la
parte (ii), de manera que la anterior expresién implica que dy f(x;6) = 0.

(iv) Cuando f(x;0) # 0 la igualdad (2.5.2) es claramente vélida, mientras que si
f(x;0) = 0, entonces Jy f(x;6) = 0, por la parte (ii), y adoptando la convencién
mencionada en el lemma, (2.5.2) se reduce a 0 = 1 x 0, igualdad que es correcta,

mostrando que (2.5.2) es vélida en cualquier caso.

(v) Observe que las férmulas (2.2.3) y (2.5.6) para f(x;0) y 0o f(x;60) im-

plican que
2
o f(X; 9)>2 ~ g'(X; - 0)
f X3 0) = f X;e ’
( i) ) T0 ;g(Xi—e) ()
donde se aplica la convencién de que el cociente 0/0 se define como arbitrariamente

como 1. Por lo tanto

(Y] [ (B0 o

n / XZ—Q 2
:/}Rn < ﬁ) f(X;@) dx (2.5'7)

Eq

Por otro lado, el caso n = 1 de la igualdad (2.5.2), establece que

g'(z—0)

mg(-’ﬂ —0) = 9/(513 —0),

y debido a que la densidad de X; correspondiente al parametro 6 es g(x — 0), se
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obtiene
S O] [0
B |25 =a) - [ a0
:/ g (x—0)dx
R
A
= [ g'(x)dx
=9(A) — g(a)
y via (2.5.3) se desprende que
Ey {H} = 0. (2.5.8)

Como las variables ¢'(X;—6)/g(X;—6) son iid, esta ultima igualdad implica

que

(=) | 259

o, (45 oz

(—89f X 9))2] = nZ, con-

y conjuntamente con (2.5.7), esto implica que Ejy
(25.7) f(X;0)

cluyendo la demostracion. O

Usando los resultados del lema precedente, a continuacién se establece el

Teorema 2.4.1.

Demostracion del Teorema 2.4.1. (i) Sea # € © arbitrario pero fijo, tome A # 0
tal que 0 + p € © si p estd entre 0 y A, y note que para cada uno de estos valores

de p se tiene que

H@O+p) —H(O) o0+ p) — [(x:0)
p /nT( ) p

dx. (2.5.10)
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Por otro lado, como g(z) = 0 para x fuera del intervalo [a, 4], (2.2.3)
implica que f(x;0) =0 si x; ¢ [a+ 0, A+ 0] para algin i. Por lo tanto, para cada
p entre 0y A se tiene que f(x;0+p) — f(x;0) =0sixz; ¢ [a+60—|Al,A+0+|A|]

para algun i, esto es,

fx:04p) — f(x;0) = [f(x:0 + p) — f(x;0)] H Ilato—|al, A+o+a)) (%)

= [f(x;0+p) — f(x;0)]1c(x)

donde
C=la+0—|A], A+0+|A]] x---x[a+0—|Al, A+0+|A].

Aplicando el teorema del valor medio, para cada x existe p(x;p) entre 0 y

p tal que f(x;0 + p) — f(x;0) = pOy f(x;0 + p(x; p)) de manera que

&0+ p) — f(x;0)

— B0 f(x:60 + p(x; p))Ic (%), (2.5.11)

s

y (2.5.10) equivale a

H(O+p)— H(0)
p

:/ T(x)0s f (x; 0 + f(x; p)) To(x) dx
. (2.5.12)

= /CT(X)aef(X;OJrﬁ(X; p)) dx.

Note ahora que la continuidad de Jgf(x;6) y el hecho de que p(x;p) se

ubique entre 0 y p implican que
dof(x;0 + p(x;p)) — Op f(x;6) conforme p— 0,
y tomando el limite cuando p — 0 en (2.5.11) se desprende que
Op f(x;0) = O f (x;0)Ic(x), (2.5.13)
lo cual implica que Jy f(x;6) se anula si ¢ C, mientras que

lim T(x)0p f (x; 6 + p(x; p)) = T(x)0p.f (x; ).
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Ademas, a partir de (2.5.4) se desprende que |T'(x)0 f(x;0 + p(x;p))| <

|T(x)|nB™ vy, via (2.4.1), el teorema de convergencia dominada permite concluir

que
lim HO+p) = HO) =lim | T(x)0f(x;0+ p(x;p))dx
p—0 P p—0 Jo
/ lim T( )0o f(x;0 + p(x;p)) dx
cr—0
:/ T(x)0g f(x;0) dx
c
esto es,

1(0) = | Teoomsixst)ix = [ Teommfx:0)Ie(x) dx

combinando esta relacién con (2.5.13) se obtiene

H'(9) = / T(x)90 (x: 0) dx

(ii) Considere el estadistico T(X) = 1, para el cual H(f) = Eg[T(X)] = 1. Apli-
cando el resultado de la parte (i) con T(X) en lugar de T(X) se desprende que
0:H’ f]Rn x)0s f (x;6) dx—f]Rnc%fx 6) dx. Por lo tanto,

/ 7(x) — h(6))00 (x:6) dx
:/nT(x)agf(X;H) dx—h(0) | 9nf0c0)dx
— [ T0901(x:0)dx

y entonces [p.[T(x) — h(0)]0sf(x;6)dx = H'(), por la parte (i), y como la

diferencia entre H(0) y h(6) es constante, se tiene que

[ 1760 ~ hi@)0ns x:0) ax = 1(0),

estableciendo (2.4.3). A partir de este punto, usando (2.5.2) se obtiene

Opf(x;0) . <
oy 10

o]

W)= [ 1760~ 1)
— B | (%) - ni6)
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y por medio de la desigualdad de Cauchy- Schwarz se desprende que

()],

de manera que |W/(0)|?* < nZEy [(T(X) — h(6))?], por el Lemma 2.5.1(v), con-

W (O) < Ey [(T(X) — h(0))?] Eo

cluyendo la demostracion. ad

Férmula de la Segunda Derivada

El calculo del nimero de informacién de Fisher frecuentemente se facilita
con el uso de una férmula alternativa que se presenta en el siguiente teorema. Note

que si g(x) # 0 se tiene que

dlog(g(x))  ¢'(x)

y entonces

Pyl ¢ (407, 201

Teorema 2.6.1. Suponga que las Hipdtesis 2.2.1 y 2.4.1 son vélidas y, adicional-
d*log(g(z))
dx?

cero en los puntos en que g(x) = 0, y suponga que esta funcién es integrable. En

mente, que ¢(-) tiene segunda derivada. Defina arbitrariamente como

este caso, el nimero de informacién de Fisher en (2.4.5) satisface

7- —/R%g(”)g(x) da. (2.6.2)

Demostraciéon. Primeramente, note que D = {z:g(z) # 0} C (a, A) es una unién

numerable de intervalos,

D= (a;,4)), (2.6.3)
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donde g(a;) = g(A;) = 0, de manera que el Lemma 2.5.1(ii) implica que
o (a5) = (A7) = 0. (2.6.4)

Considere ahora un intervalo (a;, A;) fijo, y note que para cada 6 > 0 que

satisfaga 20 < A; — a;. La férmula de integracién por partes permite concluir que

/“‘j—‘s Plog(9(2) v 4o
aj+o

dx?
dlog(g(x)) "M 470 dlog(g(a))
= Boslole) ) [ B g,
x r=a;+9d a;+6 dx
:E:A]—5 AJ—(S /
r=a;+0 a;+4 g(.fC)

— (4~ 0) - g'la; +6) - [ o (g'@)zg(w) o

i+ 9()

Por otro lado, la continuidad de ¢’(+) y (2.6.4) implican que

}lg%g (Aj —06) —g'(a; +0) = g'(A;) — ¢'(a;) =0,

mientras que la integrabilidad de [¢’(x)/g(x)]?® permite concluir que

Aj*(; / 2 Aj / 2
lim (g (x)> g(z)dr = / (g (m)) g(x) dz.
6—0 aj—|—5 g(x> a; g('r)
Combinando las ltimas tres relaciones desplegadas, y usando el hecho de

. d?log(g(x))
dz?

es integrable, se desprende que

/Aj 108(9(2) 3 gy i [ Closl0@)

dx? 6=0 Ja, 15 dx?

- /A (57 o)
y via (2.6.3) se desprende que j
/D d? 10§;$(2 Z/ d? 102;362 o(x) di
-y [ (50 s
= [ (56 st
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Puesto que ¢g(-) se anula fuera del conjunto D, esta relacién equivale a

uéfiggﬁ%@mw:ié<ﬁg)2@M$:{L

concluyendo la demostracion. O

Ejemplo 2.6.1. Considere la densidad beta con parametros «, (3 > 0 trasladada

media unidad a la izquierda, esto es, por

I'a+ B)

oyt @ T /D" (1= (@ +1/2)" o (@ +1/2);

vea las partes (¢) y (d) del Ejemplo 2.2.1. A continuacién el niimero de informacién
de Fisher se calculard usando ambas férmulas (2.4.5) y (2.6.2). Aplicando una

traslacion de media unidad a la derecha la anterior densidad se transforma en

g@»:=%%gﬁgg%xa-wl——xv*ﬂfmjxx>

y, por el Lemma 2.5.1(v) aplicado con n = 1, el nimero de informacién no se
altera. En este caso g(x) es no nula si x € (0,1), y log(g(z)) = (o — 1) log(x) +

(8 —1)log(1 — =) + constante. Por lo tanto

dlog(g(z)) g¢'(x) a-1 p-1

dx g(x) x 1—a’
Ploglgl)  a-1 -1
dx? g2 (1—x)2’

A partir de resultados establecidos, por ejemplo, en Dudewicz y Mishra

(1989) o en Casella y Berger (2001), se tiene que para «, 3 > 2,

1i T)adr = Ca,p
/0 z9(@)d (@ — D(a—2)
L | Cl.
| e = gy (265)
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donde
Cop=(a+F—-1)(a+p-2). (2.6.6)

Usando (2.4.5), Z se calcula como sigue:
1 / 2
= / <g (I)) g(z)dx
o \9()
Lia—1 B-1)\2
—/0 < . —1_1;) g(z)dz

:/J<W—JV+J6—D2_QW—iXﬁ—D)g@wm

x? (1 —x)? z(1—x)
ja—-1 pg-1
= |:Oé—2+/6—2_2:| Ca,,@
y via (2.6.6) se obtiene
1 1 _(a+B—4)(a+B8-1)(a+5~-2)
7= [ty t g o (023 2) 200

Por otro lado, via (2.6.5), Z se calcula por medio de (2.6.2) como sigue:

_ [ dlos(g(x)
- A-—————ﬂ)d

dx?

[ s

- | [f5 ] e
:[( a—1 B-1

a—nm—m*wﬁ—UW—m}Qw

1 1
:[a—2+ﬁ—2%%ﬁ

expresién que coincide con (2.6.7). 0
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Capitulo 3

DOS PROCEDIMIENTOS INVARIANTES

Introduccion

En este capitulo se estudian dos métodos de estimacion del parametro 6,
a saber, las técnicas de momentos y de cuantiles, las cuales generan estimadores
invariantes que, consecuentemente, satisfacen la cota de Cramer—Rao. El propésito
fundamental es disponer de estimadores que permitan obtener intervalos de con-
fianza para 6 con un nivel asintético determinado, los que mas adelante seran
comparados con los intervalos que se generardan mediante el método de verosimili-
tud maxima. Para llevar a cabo esta comparacion, es necesario estudiar la relacién
entre el error cuadratico medio del estimador para muestras finitas, y la varianza
de su distribucién limite. Esta tarea es directa para el estimador de momentos,
pero en el caso del estimador de cuantiles requiere de un andlisis técnico particular,
el cual involucra un estudio detallado de la relaciéon entre estadisticos de orden y

la distribucién binomial.

La organizacién del material es la siguiente: En la Seccién 2 se introducen
los estimadores de momentos, se utiliza su normalidad asintética para construir
intervalos de confianza para 6, y la validez de la cota de Cramer—Rao para la vari-

anza de la distribucion limite se ilustra en el caso de densidades beta. En la Seccién
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3 se estudia la estimaciéon por cuantiles, utilizaindolos para obtener intervalos de
confianza para el parametro. Sin embargo, establecer la cota de Cramer-Rao para
la varianza de la distribucién limite de estos estimadores no es una tarea directa,
y la verificacién de este resultado se lleva a cabo en las Secciones 4-6, siendo el

Teorema 3.4.1 la principal contribucién técnica del capitulo.

El Método de Momentos

Dada una muestra X = (X1, Xs, ..., X,,) de una distribucién con densidad
h(-;0), el método de momentos para estimar 6 consiste de tres pasos (Graybill, 1985,
Casella y Berger, 2001). Primero, es necesario expresar al pardmetro 6 en términos

de los momentos p;(6) de la densidad h(-; ), obteniendo una férmula como

0 = H(ui(0), ..., 1 (0)). (3.2.1)

Posteriormente, cada momento /() se estima mediante el correspondiente

momento muestral [i; dado por
1y
=1
y el dltimo paso consiste en sustituir cada momento poblacional p;(6) en (3.2.1)

por su estimador fi; para obtener el estadistico

H(ju, ..., i), (3.2.2)

el cual es un estimador de momentos de . A continuacion se aplicara este método
para estimar 6 en el modelo de traslacién, en el cual el vector de observaciones
X es una muestra de la distribucién con densidad g(x — ). El punto de partida
es determinar férmulas para los momentos de la densidad g(z — 6) hasta que sea

posible expresar a 6 en términos de esos momentos. Note que

w1 (6) = /]Ra:g(.:c —0)dx = /]R(.r +0)g(x)de = py + 6, (3.2.3)
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donde py = [ = g(x)dz es la esperanza de la densidad g(-); debido a que g(-) es
una densidad conocida, la constante p, también lo es. A partir de la expresién

anterior ya es posible expresar a § en términos del primer momento de g(z — 6):

0 = p1(0) — pg = H(pa(0)). (3.2.4)

Como el primer momento muestral es

ﬂl = lZXz ::Yn

S

el estimador de momentos buscado se obtiene sustituyendo p; (#) por X,, en (3.2.4)

para obtener el estadistico
T1n(X) =X, — g (3.2.5)

Debido a que la media muestral de X + ¢l es X,, + ¢, se desprende que

Ty ,(X) es invariante bajo traslacién; vea la Definicién 2.3.1.

Teorema 3.2.1. El estimador de momentos T} ,,(X) en (3.2.5) satisface las sigu-
ientes propiedades (i) y (ii):

(i) Para cada 6 € ©
52
Eo[Th, (X)) =6 y  Varg[ly ,] = Fg,

donde

es la varianza de la densidad g(+).

Ademss

ol > = (3.2.6)

N -

(ii) Denote por 6y al verdadero valor del parametro. En este caso

Vn[Ty, n — 00] AN (0,67)  conforme n — oco. (3.2.7)
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Demostracién. Note que la varianza de la densidad g(x — 6) es
72(0) = [ (o= m(®)Pgla - 0)ds
R
— [[@= 0+ gl - o
R
=/ (y = 1g)?9(y) dy
R

donde la segunda igualdad se debe a (3.2.3), y se utilizé el cambio de variable
y = x — 0 en la iltima etapa. Por lo tanto 03(9) = 03 para todo 6 € ©. Puesto que
X = (X1, Xs,...,X,) es una muestra de la distribucién con densidad g(x — 0), se

tiene que

_ o 1 1
Eg[Xp]=m(0) =0+p, vy Varg[Xn]:ﬁgz

Por lo tanto, Ey[T1 »] =FEg[X, — pg]=0, y Varg[T, .| = Varg[X,, — p4] =
Varg[X,] = +02(0) = +02; como (3.2.6) se obtiene de la desigualdad de Cramer-

Rao (2.4.4) con h(0) = 6, esto establece la parte (i). Para concluir, note que

\/ﬁ[TLn - 90] = \/ﬁ[(yn - Mg) - 90] = \/ﬁ[yn - M1(90)],

por lo que la parte (ii) se desprende del teorema central de limite. O

La convergencia (3.2.7) permite construir intervalos de confianza para el
verdadero valor del parametro 6y con un nivel asintético especificado. Dado v €
(0,1), sea z, /5 € IR tal que P[Z > z,/5] = 7/2, donde Z tiene distribucién normal

estandar. Con esta notacién, (3.2.7) implica que

lim Pgo \/ﬁ

n— o0 Og

T, 0 — 00| < 22| =1 -7

Puesto que la desigualdad @]Tlm —0o| < 2,2 equivale a 0y € I,,, donde
Og

In = [T1, 0 — 092y 2/, Ti o+ 092y /2/3/7) (3.2.8)
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se obtiene la siguiente conclusion.

Corolario 3.2.1. (i) Conforme n — oo,
Pgo [90 S In] —1—7,

esto es, como intervalos de confianza para 6, los intervalos I,, en (3.2.8) tiene un

nivel de confianza asintético 1 —~. Mas atn,

(ii) La longitud |I,,| del intervalo en (3.2.8) es |I,,| = 204z, /2//n.

Observacién 3.2.1. Considere la densidad g(x) en el Ejemplo 2.2.1(c), de manera
que g(z) es simétrica respecto al origen. En este caso p, = 0y T1 n(X) = X,,.
Como ya se ha mencionado, con la finalidad de utilizar las herramientas disponibles
para un modelo con errores normales, por simplicidad puede suponerse que la
densidad ¢(-) en el modelo de traslacién es normal con media cero y, més atin,

2

que su varianza o es desconocida. En este caso, los mejores estimadores de 6

y de 02 son X,, = T1 o(X), vy 82 = Y0 (Xi — X,,)?/(n — 1) (Graybill, 1985,
Lehmann, 2001). Bajo este supuesto de normalidad—erréneo, pero conveniente

para el analista—el intervalo de confianza para 6 con nivel 1 — v es

— S — S
I;L = |Xn— tn—l,'y/2_n Xn +tn—1,'y/2_n

v V|’

y la longitud de I/, es
s

11| = Qtn—l,w/Qﬁ-

Note ahora que, a pesar de que (erréneamente) se suponga normalidad de

los errores, la varianza muestral s2 converge a la varianza poblacional 03, esto es,

5p/0g4 — 1 con probabilidad uno. Por otro lado, usando que lim, oo ty—1,/2 =
Zy/2, se desprende que

|In| _ 227/209/\/5 _ ( Zy/2 ) <&> 1 P9 —c. s
|I7/L| 2tn—1,7/23/\/ﬁ tn—1,7/2 Sn ¢ ’
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en este sentido, los intervalos I,, e I/ son asintéticamente equivalentes.

Ejemplo 3.2.1. Considere el modelo de traslacién en el que la densidad ¢(-) es como

en el Ejemplo 2.2.1 (d), i.e.,

o(z) = L@t 0 (x + %)a_l (% _ x) o Ty 1o (), (3.2.9)

donde a y (3 son mayores que dos.

La media y la varianza de g son

2 _ af
y o, = 0t A2atBrl) (3.2.10)

o«
ug_a%—ﬂ

N | =

respectivamente. El estimador de momentos en (3.2.5) es T1 ,, = X, — g, €l error

cuadratico medio de T ,, es
2
o
Eo[(Th,n — 0)*] = P

y los intervalos de confianza I,, en (3.2.8) tienen longitud

227/20 2z af

= @ e B

En el contexto del ejemplo anterior, la desigualdad de Cramer—Rao dada

por Ep[(T1,,, — 0)?] > 1/[nZ] equivale a

s (0 =2)(3-2) |
(a+8)2a+B+1) ~ (a+B-1)(a+8-2)(a+pB-4)

(3.2.11)

vea (3.2.10) y el Ejemplo 2.6.7 del Capitulo precedente. En esta relacién, el numer-
ador y denominador en el lado derecho son menores a los correspondientes al lado

izquierdo, y no es inmediatamente claro que (3.2.11) sea vélida. Aunque el Teorema
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2.4.1 establece que esta relacion es cierta, es interesante verificarla directamente,

lo cual se hace a continuacion.

Proposicién 3.2.1. Si a y [ son mayores que 2, entonces (3.2.11) es valida.

Demostracién. Escriba s = a + 3, de manera que (3.2.11) expresa que

af S af —2s+4
s2(s+1) — (s—1)(s—2)(s —4)’

a,>2, s=a+pf.

Simplificaciones sucesivas de esta relacion permiten establecer las siguientes

desigualdades equivalentes:

af(s —1)(s —2)(s — 4) > (aff — 25 +4)s*(s + 1)
2(s —2)s%(s +1) > afs* (s + 1) — (s — 1)(s — 2)(s — 4)]
2(s —2)s%(s + 1) > aB[2s% + 5%(s — 1) — (s — 1)(5 — 2)(s — 4)]
2(s = 2)s*(s +1) = af[2s” + (s = 1)(s* — (s = 2)(s — 4))]
2(s — 2)s%(s + 1) > aB[2s* + (s — 1)(65 — 8)]

2(s — 2)s%(s + 1) > af[8s* — 145 + 8]

Por lo tanto, lo que se debe demostrar es que
2(s —2)s%(s +1) > af[8s* — 145+ 8], «a,B>2, s=a+p.

Como el valor maximo del producto af3 sujeto a o+ 3 = s es s2/4, la an-

terior relacién desplegada equivale a que, para todo s > 4, la siguiente desigualdad

sea valida:

N

S

2(s — 2)s%(s + 1) > Z[852 — 145 + 8. (3.2.12)

Simplificaciones sucesivas de esta desigualdad permiten obtener la siguiente
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cadena de enunciados equivalentes cuando s # 0:
8(s — 2)s%(s + 1) > s*[8s% — 145 + 8]
8(s —2)(s+ 1) > [85% — 145 + §]
8[s? — s — 2] > [8s% — 145 + §]
—8s5s—16 > —14s5+8
6s > 24

Esto muestra que la condicién s > 4 es equivalente a (3.2.12), mostrando

que, efectivamente, esta ultima desigualdad ocurre estrictamente cuando s > 4. O

Estimacion por Cuantiles

En esta seccion se introduce un método adicional para generar estimadores
de 6 que son invariantes bajo traslacién. Dada una densidad m(z) en Ry p € (0, 1),
un nimero &, se denomina cuantil de orden p de la densidad m(-), si
&p
| mia)ds=».

—c0
de tal manera que la probabilidad acumulada desde —oo hasta &, es exactamente p.
Una condicién suficiente para que un cuantil de orden p sea tinico, es que la densidad
m(-) sea continua y positiva en £,. Si se dispone de una muestra X, Xo,..., X,
de la densidad m(x) y se desea aproximar el valor de &,, un procedimiento natural
es el siguiente: Determine los estadisticos de orden Y7, Y5, ..., Y, de la muestra, y
aproxime a §, mediante Y[,,,;. Esta idea es intuitivamente atractiva pues, dentro de
la muestra, la proporcién de valores desde —oo hasta Y}, es [np]/n ~ p, de manera
que la posicion de Y[, dentro de la muestra es similar a la ubicacién de &, dentro
de la poblacién. Suponga ahora que X = (X1, Xs,...,X,,) es una muestra de una

densidad h(x;0) que depende de un pardametro 6. Como el método de momentos,
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la técnica de cuantiles para estimar 6 consiste de tres pasos (Dudewicz y Mishra
1989, Casella y Berger 2001): Primero, dado p € (0, 1), es necesario calcular el
cuantil £,(6) de la densidad h(x;6). El siguiente paso es expresar el pardmetro

en términos de &,(#) para obtener

0 = H(&p(0)).

Finalmente, en la expresién anterior se sustituye el percentil §,(6) por el

estimador Y7, obteniendo el estadistico
H (Y[np])

el cual es el estimador de cuantiles de 6. A continuacién, se aplicara este método
para determinar el estimador de cuantiles en el modelo de traslacién. Como punto

de partida, denote por &9 al cuantil de orden p € (0,1) de la densidad ¢(-), el cual
P

/gg g(z)dz = p.

— 00

satisface,

Usando el cambio de variable z = x + 6, se desprende que

£ 0+¢9
p=/ g(x)dw=/ g(z —0)dz,

y en consecuencia el cuantil de orden p de g(x — 0) es
&p(0) =0+ &7, (3.3.1)

de manera que ¢ = £, () —£J. Sustituyendo &,(0) por su estimador Y},,,), se obtiene

el estimador de cuantiles de 6:
Ty 0(X) = Yiny) — &8. (3.3.2)

Note que si Yj es el k-ésimo estadistico de orden asociado al vector X,

entonces el k-ésimo estadistico de orden asociado a X + cl es Y + ¢, de donde se
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desprende que T5 ,,(X) es invariante bajo traslacion. La distribucién asintética del

estimador de cuantiles de 6 esta dada en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1. Sea X = (X1, Xs,...,X,,) una muestra de la densidad g(z —6). Si

g(+) es continua y no se anula en el cuantil £, entonces

VAT (%) = 0= Vit [y~ 0] -5 (0202 2) . a3y

Observando que
T2,n(X) =0 = Yinp) = & — 0 = Yinp) = §(0)

y 9(§p(0) — 0) = g(£9), una demostracién puede verse, por ejemplo, en Casella y
Berger (2001), Dudewicz y Mishra (1989), o en Sefling (1988). Dado v € (0,1),
este resultado implica que

lim Pg
n—oo

g(&5)?

1—
VT, (X) — 6] < 2 /2 u] =1-

puesto que la desigualdad en esta relacién equivale a 6 € J,,, donde

vn\l g(&)?

se desprende el siguiente resultado.

Ty a(X) - 202 (PP ey 2z [P D) ] . (3.34)

Corolario 3.3.1. (i) Conforme n — oo,
Pg[e € Jn] — 1 -,

es decir, como intervalos de confianza para 6, los intervalos .J,, en (3.3.4) tiene un

nivel de confianza asintético 1 —~. Mas atun,

(ii) La longitud |J,| del intervalo en (3.3.4) es

1 —

CTvn ) gE)?
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Ejemplo 3.3.1. En el modelo de traslacién suponga que g(x) es la densidad beta en
(3.2.9), donde o = 3 > 2. Seleccionando p = 1/2 se tiene que £y = 0 es la mediana
de la densidad g(-), y T2, n(X) = Y[, 2] es la mediana muestral. Observando que
pi-p) _ 1 _ 20y
9(&)*  29(0) ['(20) 7

en este caso el Teorema 3.3.1 establece que

Vi [To, n(X) — 0] -5 N (o, {w} 2)

I'(2a)
y la longitud del intervalo J,, en (3.3.4) es

227/2 22&—3F(a)2

|Jn| = \/ﬁ F(2a)

Error Cuadratico Medio

En esta seccion se estudia el comportamiento limite del segundo momento

de [Tz, », — 0], y el principal objetivo es establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1. Dado p € (0,1), sea T3 ,(X) el estimador en (3.3.2). Suponga que

las Hipdtesis 2.2.1 y 2.4.1 son vélidas, y que g(£J) # 0. En estas circunstancias

lim nEp[(Ty,n(X) — 0)2] = 2L—P)

n—o00 9(&p)%

La importancia de este resultado se debe a que permite comparar la var-
ianza asintética de y/n(T%,,(X) — 6#)—dada por el lado derecho de la anterior
ecuacién—con el reciproco 1/Z del nimero de informacién de Fisher en el modelo

de traslaciéon. En efecto, como 1% ,,(X) es invariante bajo traslacién, se tiene que

9 1
Epl(T2.(X) = 0)°) = —.
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por el Teorema 2.4.1(ii), de manera que el siguiente resultado se desprende de

inmediato del Teorema 3.4.1.

Corolario 3.4.1. Bajo las condiciones del Teorema 3.4.1,

pﬂ—mz

1
9(&)?* — T

Antes de proporcionar una demostracion del Teorema 3.4.1, es conveniente

discutir la razén por la cual este resultado es interesante. Primero, escriba

_ - ,— PL—p)
Wy = vt [Ts.n(X) — 0], ¥ S (3.4.1)

Con esta notacion, se establecié en el Teorema 3.3.1 que
W, 5 N (0,v) (3.4.2)
y lo que el Teorema 3.4.1 asegura es que

lim E[W?] = v. (3.4.3)

n—oo

A partir de estas dos ultimas convergencias, la siguiente pregunta surge

naturalmente:

. Es posible obtener la convergencia (3.4.3) a partir de la normalidad asin-
tética en (3.4.2)7

El siguiente ejemplo muestra que la respuesta es negativa, y este hecho
hace que el resultado del Teorema 3.4.1 sea interesante, pues se requiere un analisis

especial para establecer (3.4.3) en el caso en que W,, = \/n[T3 ,(X) — 0].

Ejemplo 3.4.1. Considere una variable aleatoria Xy con distribuciéon normal es-
tandar y para cada n, suponga que X,, es independiente de Xy con la siguiente

distribucién:
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En este caso se tiene que E[X,] =0y Var(X,,) = 1. Mds ain, para cada
n>1, P[|X,| > 0] = P[X,, = n] + P[X,, = —n] = 1/n?, de manera que

X, —0. (3.4.4)
Defina ahora
. Kot Xu
V2
y observe que
E[W?] = Var (W,,) = 1. (3.4.5)

Por otro lado, como Xy ~ AN (0,1), se tiene que Xo/v2 ~ N (0,1/2),

enunciado que permite escribir

Xo 4 1

Combinando esta convergencia con (3.4.4), el teorema de Slutsky implica

que

Xo+X, 4 1
W,=——F7——N|[(0,5],
7 (0g)

esto es, (3.4.2) ocurre en este ejemplo con v = 1/2. Sin embargo, a partir de
(3.4.5) se tiene que lim, o E[W?2] =1 > v = 1/2, mostrando que, en general, la

convergencia (3.4.3) no se desprende de la normalidad asintética (3.4.2). O

Este ejemplo muestra que la validez del Teorema 3.4.1 depende de propie-
dades especiales del estimador T3 ,, = Y[,y — &5, cuyo estudio se inicia en la

siguiente seccién.

Conexion con la Distribuciéon Binomial

En esta seccion se establecen las propiedades del estimador Ts (X)

= Ynp) — & que posteriormente se utilizaran para demostrar el Teorema 3.4.1. El
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analisis subsecuente se refiere a las probabilidades de los eventos
[T, n(X) = 0] > 2] = [[Yp) — & = 0] > 2] = [[Y]np) — &(0)] > 2], (3.5.1)
donde = > 0, y el principal objetivo es establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.5.1. Bajo las condiciones del Teorema 3.4.1, existe una constante C' > 0

tal que
¢

Pyln(To,n —&(0))° > 2] < =, x>0, f€0. (3.5.2)

8

El argumento para establecer este resultado depende de los instrumentos
preliminares establecidos en los cuatro siguientes lemas, los cuales se refieren a la
relacion entre los estadisticos de orden y la distribucién binomial. Como punto de
partida, observe que Y[,,) > z significa que el numero de datos observados menores
o iguales a z es menor a [np]|, esto es

n
Yinp) > 2 <= Y I[X; < 2] < [np] (3.5.3)
i=1
mientras que Y[,,) < z ocurre si y sélo si el numero de datos observados menores
o iguales a z es, por lo menos [np|, de manera que
n
Ying <2 = ZI[Xi < z| > [np]. (3.5.4)
i=1
Para cada z, defina la variable aleatoria N, (z) mediante

n

No(z) =) I[X; < 2]. (3.5.5)

Recordando que X = (X3, Xo,...,X,) es una muestra de la densidad

g(x — 0) se tiene que las variables aleatorias I[X; < z] son independientes y que su

distribucién comiin es Ber(G(z — 0)), donde G(+) es la funcién de distribucién de
g(x). Por lo tanto,

Ny (2) ~ B(n, G(z —0)). (3.5.6)
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Las relaciones (3.5.3)—(3.5.6) muestran la estrecha conexién entre la dis-
tribucion de Y[, y las probabilidades binomiales. La siguiente consecuencia de

esta discusién serd util.

Lema 3.5.1. Para cada w > 0, las siguientes afirmaciones (i)—(iii) son vélidas.
(1) [Yinp) = &p(0) > w] = [Nn(&p(0) + w) < [np]];
(i) [Yinp) = &p(0) < —w] = [Nn(&p(0) — w) = [np]].

(iil) N (&p(0) +w) ~ B(n, G(&F +w)) y Nn(&p(0) —w) ~ B(n, G(§f — w)).

Demostracién. Observando que [Yj,, — &,(0) > w] = [V} > §,(0) + w], la parte
(i) se desprende de (3.5.3) y (3.5.5) con &,(f) + w en lugar de z. Similarmente,
puesto que [Yj,p — &p(0) < —w] = [Yjnp < &p(0) — w], la parte (ii) se obtiene de
(3.5.4) y (3.5.5) sustituyendo z por &,(0) — w.

(iii) Via (3.5.6) se tiene que N, (§,(0) +w) ~ B(n, G(§p(0) +w —0)) y Np(&(0) —

w) ~ B(n, G(&(0) —w — 0)), y la conclusién deseada se obtiene recordando que

§p(0) = 0+ &7 vea (3.3.1). 0

A continuacion se obtiene una cota para el cuarto momento de una dis-

tribucién binomial.

Lema 3.5.2. Suponga que N ~ B(n, p). En este caso las siguientes desigualdades

son validas:

E[(N — np)*] < 3n?, (3.5.7)

y para cada ¢ € (0,1)

E[(0 + N —np)?*] < 22n% (3.5.8)
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Demostracién.  Sin pérdida de generalidad, escriba N = > " B;, donde

Bi, ..., B, son independientes con distribucién comin Ber(p). Por lo tanto

N—np=>) (Bi—p),
1=1

de manera que
(N=np)*= " > (Bi, —p)(Bi, — p)(Bi, — p)(Bi, — p).
1<y ig,is,ia<n
Observe ahora que el valor esperado de (B;;, —p)(Bi, —p)(Bi; —p)(Bi, — D)
es cero si uno de los indices no se repite; esto se debe a que las variables B; son
independientes y a que su media es p. Por lo tanto, los tinicos productos cuya

esperanza no se anula son de la forma
(a) (B; — p)?, de los cuales hay n y tienen esperanza menor o igual a uno, y

(b) (B; — p)*(Bj — p)? con i # j, de los cuales hay 3n(n — 1) y su esperanza es

menor o igual a uno.

Por lo tanto, E[(N — np)4] < n + 3n(n — 1) < 3n?, estableciendo (3.5.7).

Para concluir observe que
(6 + N —np)* = 6* +463(N — np) + 6(N — np)?6® + 4(N — np)*6 + (N — np)*.

Recuerde ahora que E[N —np] = 0, E[(N —np)?] = np(1—p), mientras que
E[(N —np)3] < E[|N —np[*]?>/4, por la desigualdad de Holder. Tomando esperanza
en ambos lados de la anterior igualdad desplegada y usando que ¢ se ubica entre

cero y uno se desprende que
E[(0+ N —np)*] <1+ 6np(1 —p) +4E[(N —np)*]>/* + E[(N — np)*]
< 1+ 6n+ 4[3n2]3/4 + 3n?
< n?+6n* + 4[3n?] + 3n?

y por lo tanto E[(§ + N — np)?] < 22n2, concluyendo la demostracién. 0
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Combinando los dos lemas precedentes, a continuacién se obtendrd una

cota para la probabilidad de que Y7, supere a &,(6) por mas de w unidades.

Lema 3.5.3. Suponga que las condiciones del Teorema 3.4.1 son validas.

(i) Defina

+w) —pljw, si0<w<A-E
, siw = 0.

aw -{ &

g
P
9(¢7)

Con esta notacion,

i =:Cy > 0.
weiin ., Qw) =:Co

(ii) Para todo w > 0,

PyYi —&,(0 < ———. .D.
9[ [np] gp( ) > UJ] = C§n2w4 (3 5 9)
Demostracion. (i) Note que
G(& +w)—p
li = i L
wi{{)l—i—Q(w) wi%l—i— w
L Gl -G
w—0+ w
=G'(&)

y entonces lim, o1 Q(w) = g(§J) = Q(0), de manera que Q(-) es continua y
positiva en cero. Por otro lado, la funcién @ es claramente continua en (0, A — &J],
y como el cuantil £J de g(x) es tinico, se tiene que G(£J +w) > p para todo w > 0.
Por lo tanto, @Q(w) es continua y positiva en todo su dominio, y entonces su valor

minimo Cj es positivo (Fulks, 1980).

(ii) Observe que si w > A — &7, entonces Y|, > §p(0) + w = Y >
§p(0) + A—E8=A+0 (vea (3.3.1)), y entonces Pp[Y[ny > &p(0) +w] < Pp[Yjny) >
A+0] =0, pues Py[Y},p,) < A+ 0] =1; recuerde que la densidad g(z — ) se anula

cuando z > A+ 6. Por lo tanto, (3.5.9) es vélida si w > A — &7, y es suficiente
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establecer la desigualdad suponiendo que w € (0, A — fg]. En este caso, note que

combinando (3.5.3) y (3.5.5) con z = &,(6) + w se tiene que
Py[Yinp) — &p(0) > w]
= Po[Yinp > &(0) +w]
= Py[Na(&(0) + w) < [np]]
= Py[Nu(&(0) +w) — nG (&) +w) < [np] = nG(E] + w)]

Note ahora que G(£J +w) > G(£7) = p para w > 0, de donde se desprende
que [np] —nG (& +w) < np —nG(§ +w) < 0. Por lo tanto, la anterior relacién

desplegada. implica que
Py[Ynp) — &p(0) > w]
= Py[[ N0 (§(0) +w) — nG (& + w)| > nG(&) +w) — [np]]
< Py[INn(5(0) +w) — nG(&) + w)| > nG(& +w) — np

de donde, aplicando la desigualdad de Markov, se obtiene que

Eg[(Nn(&p(0) + w) — nG (&Y + w))*]
Po[Yinp) — p(0) > w] < ( .

nG(&p + w) —np)*
Usando que N, (§,(0) +w) ~ B(n, G(§J + w)), por el Lemma 3.5.1(ii), el

Lemma 3.5.2 permite concluir que

3n?

(nG (& + w) — np)*
< 3n?
~ ntwt([G(E +w) — pl/w)t
< 3n?
~ ntwt(Q(w))*

3n?
~ nfwtCf

[Y[np] fp( ) > w] <

donde la definicién de Q(w) se utilizé para escribir la tercera desigualdad, y la
tltima etapa se debe a la parte (i). Por lo tanto Py[Y,, —&,(0) > w] < 3/[n*Cgw?].

O
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El 1dltimo resultado preliminar antes de la demostraciéon del Teorema 3.5.1

es la siguiente cota para la probabilidad de que &,(6) supere a Y, por al menos

w unidades.

Lema 3.5.4. Suponga que las condiciones del Teorema 3.4.1 son validas.

(i) Defina

Sy - § P =G —w)ljw, si0<w<Ef—a
Qlw) = {g<fg>, S w =0

Con esta notacién,

min ~ Q(w) =:Cy > 0.
we(0,£5 —al

(ii) Para todo w > 0

22

Po[Yinp) — &p(0) < —w] < Cintat’ (3.5.10)

Demostracién. (i) La demostracién de esta parte se similar a la del Lemma 3.5.3(3).

(ii) Primeramente, note que si w > £J —a, entonces Y, —&,(0) < —w = Y]] <
§p(0)+a—&) = O+a, y entonces Pp[Y],,) —§p(0) < —w] < Py[Y[np < 0+a] = 0, pues
Py[Yinp) > 0+a] = 1, de manera que (3.5.10) es claramente vélida si w > £J—a. Por
lo tanto, a continuacién se supone que w € (0, & — a]. En este caso, combinando

(3.5.4) v (3.5.5) con z = &,(6) — w se desprende que
Pyl Vi) — &(0) < —u]
= Py[Yiny) < &p(0) — u]
= Py[N,(6,(0) — w) = [np]
— Py[NA(&,(0) — w) — nG(EL — w) > [np] — nG(E] - w)],

y como [np] = np — § donde § € (0, 1), se tiene que

Pp[Yinp) — &p(0) < —w] = Ppld + N (£p(0) — w) —nG (&) — w) = np — nG(E] —w)].
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Note ahora que G(§] —w) < G(§) = p paraw > 0, de donde se desprende
que np — nG(fg —w) > 0. Por lo tanto, al anterior relacién desplegada y la

desigualdad de Markov implican que

Ep[(6 + Nu(&p(0) +w) — nG (&9 + w))*]
(np — nG(& — w))* '

Usando ahora que N,(£,(0) — w) ~ B(n, G({J —w)), por el Lemma

P9[Y[np] - &,(9) < —w] <

3.5.1(ii), el Lemma 3.5.2 permite concluir que

2
Pl i) = &(0) < —u] € o
- 22n2
~ ntwt(fp - G(§ —w)|/w)?
- 22n2
-~ ntwt(Q(w))?
2202
~ ntwiC}

donde la definicién de Q(w) se utilizé para escribir la tercera desigualdad, y la
tultima etapa se debe a la parte (i). Por lo tanto FPy[Y[,, — &(0) < —w] <

22/[n?Cw?]. O

Demostracion del Teorema 3.5.1. Sea 6 € O fijo y observe que para todo w > 0

By[[Ynp) — &p(0)] > w] = Po[Yinp) — £p(0) > w] + Pp[Yiny) — £5(0) < —w]

3 n 22
~ n2Chw*  n2Cywt
B C
 n2wd’

donde Cy y Cy son como en los Lemmas 3.5.3 y 3.5.4, respectivamente, y la con-
stante C' est4 dada por C: = 2max{3/Cy, 22/Cy}. Por lo tanto, para cada z > 0
Po[n| Tz, n(X) = &(0)|* > 2] = Py[n|Yjy) — &(0)* > 2]

= Po[Yinp) = &p(0) > vz /7]
C
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y entonces Py[n|Ty, »(X) — &,(0)]? > x] < C/z2. O

Demostracion del Teorema 3.4.1

Los resultados preliminares en la seccién anterior se utilizaran ahora para
establecer el Teorema 3.4.1. Primeramente, sea X = (X1,...,X,) una muestra de

la densidad g(x — 6), donde 0 € © arbitrario pero fijo, y defina

SNt O (3.6.1)

9(&3)?

Observe ahora que a partir del Teorema 3.3.1 se tiene que

VAl nX) =01 001,

v

y entonces el Teorema de Slutsky (Billingsley 1997, Dudewicz y Mishra, 1989)

implica que
n[Ty, ,(X) — 0]

5 — X2
v

Por lo tanto, si Z es una variable aleatoria tal que
7 ~ X2, (3.6.2)

se tiene que para cada t > 0

n[T, ,(X) — 0]
02

Pe[ >t}—>P[Z>t].

M4s atin, debido a que la distribucién X2 es continua, la anterior conver-

gencia es uniforme en [0, c0), esto es,

n[Ts, n(X) — 0]

A,,: = max
t>0

Py [ > t} — P[Z > t]‘ — 0 conforme n — oo;

(3.6.3)
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vea el Teorema 1.2.4. Por otro lado, recuerde que si W es una variable aleatoria
no negativa, se tiene la relaciéon EF[W] = fooo P[W > t]dt; vea, por ejemplo, Mood

et. al. (1987). A partir de esta hecho se desprenden las dos siguientes relaciones:

By {”[TQ’”(;Q - 9]1 = /OOO Py {"[Tz’"g) = 4 a (3.6.4)
B[Z] = /OOO PlZ>#dt=1, (3.6.5)

donde la segunda igualdad se debe a que el valor esperado de la distribucién A7

es uno. A continuacion, seleccione un niimero positivo 1" > 0, y note que

/OT j {"[TQ’"(X) —0° t} dt—/oT P|Z > ] dt

V2

T 2 T
Ty (X)) -0
S/ Pg{n[ = <2) ] >t} dt—/ P[Z > ]| dt
0 v 0
T
S/ A, dt
0
=TA,
de manera que (3.6.3) implica
T 2 T
Ty (X)) -0
lim / Py ["[ 2 <2) ] >t] dt—/ P[Z > t]dt| = 0. (3.6.6)
n—eetJo v 0

Por otro lado, via el Teorema 3.5.1, se tiene que

[Ty, o (X) — 6] /OO c. C
) < . —
/T Pg[ = >t des |t =
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mientras que

/OOO Py {”[TQ’”(X) —0F t} dt—/ooo P[Z > 1] dt’

2

| [T [P ] [z g
.\ /TOOPQ [n[TQ,n(UDQC)—QP >t} dt—/TOOP[Z>t]dt‘
| [ [P ] [z g
A T Py T
B SR Py PR

+g+/)Pw>ﬂﬁ
T Jr

Por lo tanto, (3.6.6) implica que, para todo T" > 0,

/OOO Py {"[TQ’”(X) —0° t} dt—/ooo P[Z > 1] dt‘

lim
02

n—oo

§€+/‘Pw>ﬂﬁ
T T

Para concluir, note que (3.6.5) implica que limy_. [, P[Z > t]dt = 0,
de manera que tomando limite cuando 7' tiende a co en la anterior desigualdad
desplegada se obtiene que

/OOO P, {R[Tz,n(x) —0F t: dt — /OOO PlZ > 1] dt‘ =9,

lim
02

n—oo

To,n(X) — 0]?]
lo que equivale a lim FEjy [n[ 2 (2) ] = E[Z] = 1, por (3.6.4) y (3.6.5),
n—oo v
. 2] 2 p(1—p) .
de manera que lim Ey [n[T3, ,(X) — 0]°] = v* = GIER estableciendo la con-

clusion del Teorema 3.4.1.
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Capitulo 4

METODO DE VEROSIMILITUD MAXIMA

Introduccion

En este capitulo se estudia el método de verosimilitud maxima para el
modelo de traslacién introducido en la Definiciéon 2.2.1. El principal objetivo es
mostrar que los intervalos de confianza que el método genera son eficientes, en el
sentido de que su longitud es menor o igual a la de aquellos construidos mediante las
técnicas de momentos o cuantiles. El instrumento que permite alcanzar el propésito
deseado, es una cota para la distribucion limite del estimador de verosimilitud
maxima, én establecida en el Teorema 4.3.1, resultado que es una extension de
las conclusiones clasicas sobre la normalidad asintética de én establecidas en el

Teorema 1.4.1 y es el principal resultado de este trabajo.

La presentacion esta organizada de la siguiente manera: En la Seccién
2 se inicia el estudio de las propiedades del estimador de verosimilitud maxima
6,, estableciendo su consistencia. El argumento muestra que el supuesto de que la
densidad de los errores tiene soporte acotado es suficiente para obtener el resultado,
pues en esta parte no se requieren condiciones de diferenciabilidad. En la Seccién 3
se establece la ecuacion de verosimilitud que 6,, debe satisfacer cuando la densidad

de los errores es derivable, mientras que en la Seccién 4 se obtiene una cota para la
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distribucién limite de las desviaciones de 6, alrededor del parametro 6, resultado
que es finalmente usado en la Seccién 5 para establecer intervalos de confianza con
nivel asintético de cobertura especificado, y se muestra que su longitud no excede

a la de los intervalos generados por los métodos de momentos y cuantiles.

Consistencia

El objetivo de esta seccion es establecer el siguiente resultado bésico.

Teorema 4.2.1. Suponga que X = (X1, Xs,...,X,,) obedece a un modelo de
traslacién que satisface la Hipétesis 2.2.1, y sea 6, = én(X) un maximizador de la

funcién de verosimilitud correspondiente a X. En este caso, para cada 6y € O,

lim én =0y Py, —c. s.

n—oo

La demostracion de este teorema se basa en los tres lemas que se establecen

mas adelante. Primeramente, es conveniente introducir la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea ¢(-) una densidad que se anula fuera de un intervalo acotado,
y denote mediante G(-) a la correspondiente funcién de distribucién. El minimo

esencial de g(+) se define como
b = max{a:G(a) = 0}, (4.2.1)
mientras que el maximo esencial de la densidad g¢(-) estd dado por

B = min{A:G(A) = 1}. (4.2.2)

Verbalmente, el minimo esencial b es el punto en que la funciéon de dis-

tribucién empieza a crecer hacia uno, mientras que B es el punto en que la funcién
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de distribucién alcanza el valor uno por primera vez. Note que como G(+) es con-
tinua,

Gb)=0 y Gb+d) >0, 6>0, (4.2.3)

mientras que

GB)=1y GB-68§<1, §>0. (4.2.4)

Observe que la densidad de X = (X7, Xo,...,X,,) estd dada por

Fu(X;0) = ﬁg(Xi —9), XeR" (4.2.5)

i=1
donde g(-) es la densidad de los errores, y note que como G(b) =0y G(B) = 1, sin

pérdida de generalidad puede suponerse que g(z) =0si x < b o z > B, esto es,

9(z) = g(x)Ip p(x), =€l (4.2.6)

Lema 4.2.1. La funcién de verosimilitud esta dada por

n

Lo (6;X) = [[ 9(Xi = 0)I1x., -5, x 0,5 (0), (4.2.7)
=1

donde X () = max{Xy, Xo,..., X} vy X(1) = min{ Xy, Xs,..., X,,}. Por lo tanto,

con probabilidad uno, un maximizador 6, de L, (0;X) satisface

A~

0,(X) =0, € [X(n) — B, Xa) —b] Pp,—c. s. (4.2.8)

Demostraciéon. Usando la igualdad L, (0; X) = f,(X;6), (4.2.5) y (4.2.6) implican
que

n n n

Ln(0;X) = [ [ [9(Xi = )T,y (Xs — 0)] = [[o(Xi =) | | Tp sy (X — 0). (4.2.9)

=1 =1 =1
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Por otro lado, observando que
Ipp(Xi—0)=1 <<= X;—-0¢c|bB]
<— 00— X, €[-B,-0
<~ fe[X;,—B,X; -
< Iix,—B,x,—p(0) =1,

se obtiene
n

[ 7e.51(Xi = 0) = [ [ Iixi—B.x, -0 (0) = 1,(6),
=1

=1

donde

= [ max (Xz — B), .7m2in (XZ — B)] = [X(n) — B,X(l) — b]

i=1,2...,n i=1,

Luego, [[iZ; Ip,B1(Xi — 0) = Iix,,—B,x,-4(0) y conjuntamente con
(4.2.9), esta igualdad implica (4.2.7), mientras que (4.2.8) se obtiene notando que
cuando 0 ¢ [X(,) — B, X(1) — b] la verosimilitud es cero. Puesto que, con pro-
babilidad uno, X asume valores en la zona en que f,(X;6) = L,(6;X) > 0, un
maximizador de L, (¢; X) debe pertenecer a [X(,) — B, X(1) — b casi seguramente.

O

A continuacion, se demostrara que 6p, el verdadero valor del parametro,

estd incluido en el intervalo (4.2.8).

Lema 4.2.2. Suponga que X = (X7, X5,..., X,,) es una muestra de g(x —6p). Bajo

la Hipdtesis 2.2.1 la siguiente afirmacién es valida:

0y € [X(n) — B, X(l) — b] PQO*C. S..

Demostracion. De acuerdo al modelo de traslacién,

Xi :00—#51-, 1= 1,2,...,7’L PQO*C. S. (4210)
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donde €; ~ ¢(-), y por lo tanto Py, [b < e; < B] = 1. Luego,

b< min {g}l=¢1) <em = max {g} < B, Py —c. s;
-~ i:1,2 ..... n{ 7«} (1) —_ (71) i:1,2 .... n{ Z} -~ 9 90 5

combinando esta relacion con g1y = X(1) — 0o y €(n) = X() — 0o, se desprende que
b < X(l) — 0y < X(n) -0y <B Pgofc. S.

La primera de estas desigualdades equivale a §y < X(;) — b, mientras que
la segunda establece que X,y — B < 6y, de manera que 6y € [X(,) — B, X(1) — 0]

Py,—c. s. O

El siguiente resultado es la tiltima etapa antes de la demostracion del Teo-

rema 4.2.1.

Lema 4.2.3. Denote por 6y al verdadero valor del pardmetro. Conforme n — oo
(a) X(n) — B+ 6, Py,—c. s,y

(b) X(l) — b+ 6 PgO*C. S..

Demostracién. (a) Dado § > 0, considere el evento
[X(n) < B+60— 0] =()[Xi < B+6— 4.
i=1
La independencia de las variables X; permite calcular

P [X(ny < B+ 00 — 6] = | [ Pa,[Xi < B+ 6 — ]
=1

n n .B—s
:HPQO[QSB—ﬂ:H/ g(x)dx
i=1 i=170

Por otro lado, debido a que B es el maximo esencial de g(-), se tiene que

B—6
5(5)::/b g(@)de = G(B —5) — G(b) = G(B — 8) < 1;
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vea (4.2.3) y (4.2.4). Por lo tanto,
Py, [X(n) < B+60y— (5] = ﬁ(é)n (4.2.11)

Observe ahora que [| X () — (B +0p)| > 6] es la unién de los eventos [X(,) <
(B+00)—0]y [X(n) > (B+400)+6]; ademds, debido a que el soporte de las variables
g; estd contenido en [b, B], se tiene que X; = ¢; + 0y € [b+ 0y, B + 6] Pp,—c. s.,
y entonces X(,) = max{X;} € [b+ 6y, B + 6] Pp,~c. s., inclusiéon que implica
Py, [X(ny > B+0p+0] =0, y por lo tanto Py, [| X ) — (B4 00)| > 6] = Py, [X(n) <

B + 6y — 4], de tal manera que (4.2.11) permite concluir que
Py, [| X (ny — (B +60)| > 6] = B(0)".

Debido a que ((9) < 1, se tiene que

S0 Pyl Xy — (B +00)] > 8] € 3355, B6)" = B0)/(1 - B©)) < oo,
y como esto ocurre para todo § > 0, a partir del Teorema 1.2.1 se desprende que
Xy — B+ 0y Pp,—c. s., completando la demostracién de la parte (a), mientras

que la parte (b) puede establecerse de forma similar. O

Los resultados preliminares en los tres lemas precedentes permiten demos-

trar el resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Teorema 4.2.1. A partir de las inclusiones

~

0, € [X(n) - B,X(l) - b] y by € [X(n) - B,X(l) - b] PQO_C. S.

establecidas en los Lemas 4.2.1 y 4.2.2, respectivamente, se desprende que, con

probabilidad uno respecto a Py,
0 — 00| < X1y —b— (X(n) — B)

= [X@) = (b+00)] — [X(n) — (B +00)],
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y tomando limite conforme n — oo se tiene que, con probabilidad uno respecto a

P907
lim |0, — 0] < lim [X(1y — (b+6p)] — lim [X(n) — (B + 6o)]
y entonces el Lemma 4.2.3 implica que lim,, |én — 6yl =0 Py,—c. s.. O

Ecuacion de Verosimilitud

En esta seccion se establece la ecuacién que el estimador de verosimilitud

maxima debe satisfacer cuando la densidad g(-) de los errores es derivable. Defina

L(0;X):= > log(g(X; = 0)) = log(fu(X;0)) = log(Ln (6 X)),  (43.1)

y observe que

si Ln(0;X) # 0. (4.3.2)

Teorema 4.3.1. Sea X = (X3, Xo,...,X,,) una muestra de g(z — 0) y suponga que
las Hipodtesis 2.2.1 y 2.4.1 se satisfacen. En este caso, con probabilidad uno las

siguientes afirmaciones (i) y (ii) son vélidas:
(i) La funcién de verosimilitud se maximiza en un punto interior de [ X, —
B,b— X1l
(ii) Cualquier maximizador de L, (0; X) satisface la ecuacién de verosimi-
litud dada por
0oL, (0;X) = 0. (4.3.3)

Demostracion. (i) Se establecié en el Lemma 4.2.1 que

n

Ln(6;X) = [[9(Xi = O)Iix,, -5, x11) -5 (0); (4.3.4)

=1
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de manera que L, (0;X) se anula si § < X(,,) — B o6 > X(1) —b. Se mostrara
ahora que L, (#; X) también se anula cuando § = X(,,) — B o =b— X(;). Con
este fin, observe que X(,) = X}, para algtin k, de manera que g(Xy — (X,) — B)) =
9(Xr — (X — B)) = g(B) =0, donde la tultima igualdad se debe a (4.2.6). Puesto
que el factor g(Xy — (X(,) — B)) aparece en la féormula para L, ((X(,) — B); X),
se desprende que L, ((X(,) — B); X) = 0, mientras que un argumento semejante
permite establecer que Ly, ((X(1) —b); X) = 0. Por lo tanto, L(6; X) se anula fuera
del intervalo (X(,,)—B, X(1)—b), y por lo tanto, como funcién de 6, la verosimilitud
L, (0; X) asume su valor méximo en (X,) — B, Xy —b).

(ii) Denote por 6y el verdadero valor del pardmetro, y observe que, con probabilidad
1, X toma valores en la region {x: f,(x;6p) > 0} = {x: L,(0p;x) > 0} y, por lo
tanto, con probabilidad uno el valor maximo de L,,(0; X) es positivo. Si 6* denota

a un maximizador, entonces
L,(0";X)>0 y 0pL,(6";X)=0

donde la segunda ecuacién se debe a que L, (6*; X) es derivable respecto a 6. Note

ahora que

09 Ln (0; X) = Op [H 9(Xi — 9)]
= —ZQ/(XJ‘ -0 1] 9xi-0),

:1<i#£j<n

de manera que

Ln “ X
Hz 1<i#j<n g(XZ - 0*)
@ Zg n(@*,X) )
g9'(X; —07)
— Z _0*

— ag,cn(e ;X) =0
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completando la demostracién. ad

De acuerdo a este resultado, cualquier maximizador de L, (0;X) satisface
(4.3.3). El argumento que se utilizard para construir intervalos de confianza en
base al estimador de verosimilitud méxima requiere comparar d5L(6,; X) con la
derivada parcial evaluada en el verdadero valor del parametro 6y, esto es, con
09L(0p; X). El siguiente teorema establece la distribuicién limite de esta iltima

variable aleatoria.

Teorema 4.3.2. Suponga que las Hipotesis 2.2.1 y 2.4.1 se satisfacen, y que el
numero de informaciéon de Fisher 7 es finito. SI 6y es el verdadero valor del
parametro, entonces

0oL (00;X) a

Jn N (0,7).

n

Demostracion. Como X asume valores en la regién {x: L, (0y,x) > 0} Py,—c. s.,

(4.3.2) implica que

~ g'(Xi — o)
0Ly, (0p; X) = — —— Py, c. s.
0 (0 ) ;g(Xi—go) 6o C. S
"(X;— 06
Observando que las variables aleatorias % son iid y que su esper-
g\Aq —bo

anza y varianza son cero e Z, respectivamente (vea (2.5.8) y (2.5.9)), la conclusién

se desprende del teorema central de limite. O

Cota Para la Distribucion Asintética

En esta seccion se obtiene una cota para la distribucion limite de

V|0, — 6o,
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donde 6,, denota al estimador de verosimilitud méxima. El siguiente teorema es
el principal resultado de este trabajo y en la siguiente seccién se utilizara para

construir intervalos de confianza para el valor desconocido del parametro 6.

Teorema 4.4.1. Suponga que las siguientes condiciones (i)—(iii) se satisfacen:
(i) Las Hipdtesis 2.2.1 y 2.4.1 son validas;

(ii) La densidad g(-) de los errores tiene segunda derivada continua y g(-)
no se anula en el intervalo (b, B), donde b y B son como en (4.2.1) y (4.2.2),
respectivamente. Més aun,

d?log(g(x))

o <0, z€(b,B) (4.4.1)

o [ d?log(g() :
(iii) /]R 0 g(x) dzx es finita.

En este caso, para cada x > 0y 0y € O,
lim Py, [v/nl0, — 0] < 2] > ®(xVT) — ®(—2V7T) (4.4.2)

donde 7 es el nimero de informacién de Fisher y ®(-) es la funcién de distribucién

de la densidad normal estandar.

La demostracion de este resultado se basa en el lema que se presenta a
continuacion. Primero, observe que bajo las condiciones del teorema, a partir de

(4.3.2) se desprende que

n / XZ ) n
0FLn(0;X) == 0 {%} = 3 log(g(X; —0)) <0 (4.4.3)

i=1 i i=1
para 0 € (X(,) — B, b — X(1)), de manera que la ecuacién de verosimilitud (4.3.3)
tiene a lo mas una solucién, y entonces el estimador de verosimilitud méaxima es

unico.
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Lema 4.4.1. Bajo las condiciones del Teorema 4.4.1, suponga que el vector aleatorio
X = (X1,...,X,) es una muestra de g(z — 6y), donde 6y € O es arbitrario, pero

fijo, y que 6, (X) es una variable aleatoria tal que, con probabilidad uno,
0,(X) =0, € (X — B, Xy —b). (4.4.4)
En este caso,

1 _
lim — ‘agc(en;X)‘ >T Py c. s.

n—oo N

Demostraciéon. Dado p € (0, B —b) y 6 > 0, defina

d*log(g(x)) _ d*log(g(z —9))|

A(p,d):=  max 122 =

z€[b+p, B—p]

(4.4.5)

Note ahora que como ¢(-) no se anula en (b, B) y tiene segunda derivada

d?log(g(z))

continua, la funcién 5
dx

es continua en (b, B), y entonces

;irr(l) A(p,d) = 0; (4.4.6)

vea, por ejemplo, Fulks (1980). Defina

y note que la inclusién (4.4.4) y el Lema 4.2.2 implican que
0n < X1y =b = (X() = B) = X(1) = (b+ 60) — (X(u) — (B +60))

y entonces

lim |6,] =0 Py, c. s., (4.4.7)

n—oo
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por el Lemma 4.2.3. A continuacién, note que el supuesto de negatividad (4.4.1)

y (4.4.3) permiten obtener

03 L (03 X) ‘ 280 log(g(X; — 6,))
2= Z 9 log(g(Xi — én))l[b-i-@o-i-p, B+69—p] (Xi)
> = 95 log(g(X; — 00 — 0n))jp4p, 5—p(Xi — 60)

> - [33 10g(9(X; — 00) I p1p, B—p)(Xi — 00) — An(p, 01)
y entonces
1 ~ 1 & N
- ‘335n(9n; X)‘ = > 93 108(g(Xi — 00)Ijp+p, 5—p)(Xi — 00) — An(p, 65)
=1

Observe ahora que las variables aleatorias —83 log(g(X; — 00) Iptp, B—p]

(X; — 6p) son iid y que su esperanza comun es

- / 03 log(g(x — 00)I[b+p, B—p)(z — O0)g(x — O0) dx
R

B+00—p
. / 2 10g(g(x — O)g(x — 0) da
b

+00+p
B+600—p
= — / 02 1log(g(x — 0o)g(x — o) da
b+0o+p
B—p ;2
= _/ d”log(g(x) 1Og(§(x)g(x) dz
b+p dz

Combinando este hecho con la anterior desigualdad desplegada, la ley de

los grandes nimeros, (4.4.6) y (4.4.7) implican que, con probabilidad uno,

B¢ 2 1og(g(x)

lim — ‘89 (On; X)‘ /b e g(x)dx

n—oo n +p

y puesto que esta desigualdad es vélida para todo p € (0, B — b), tomando limite

conforme p tiende a cero por la derecha se desprende que

B 52
lim — ‘8 Qn;X)‘ > —/ %@x)g(x) dz
b T

n—oo N
d?log(g(x)
- /]R g d@wdr=1
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donde la segunda igualdad se debe al Teorema 2.6.1. ad

Demostracién del Teorema 4.4.1. Recuerde que el EVM 6, satisface 9y En(én; X) =
0, por el Teorema 4.3.1. Combinando este hecho con el teorema de valor medio

(Fulks, 1980) se desprende que existe 6,, entre 0y y 0,, tal que
B9 L (00) = gL (00) — gL (0) = D2L,. () (6 —6,)

y por lo tanto

395()

Vvn

5952(90) Iv/n[0o — 0,]|. (4.4.8)

Como 60,, y 0y pertenecen a [X(ny — B, b— X(1)], se tiene que 0, € (Xn) —
B, b— X(1)), y entonces
0L (0)

n

lim

n—oo

> 7, (4.4.9)

por el Lema 4.4.1. A continuacién, note que para cada x >0y p € (0,7)

[\/ﬁw Sx}
_ (|22@| | 7 6, - 01 < x]
=:63ﬁ7(é) Vit loo - 0 <z, | 2220 5 7,
| B | s gy - b)) < o, |20 7,
c|@-p Walto-bu) <o | 22O 51,
BLn®)| _7_,

c[@-» wﬁ[eo—énus:v]u[ag‘;(é) <T-y
:[ﬁ[eo—én]ygzi_p}u[ag%"(é) T
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y por lo tanto,

P [y )

]

(4.4.10)
<P, {w 00— .| <

92L,,(0)
n

:|—|—P90 <I—p

Por otro lado, observe que

aHLn (60)

n— 00 n

lim Py, [\/ﬁ

< :L} = &(z/VT) — ®(—x/VT),

por el Teorema 4.3.2, mientras que (4.4.9) implica que

2L, (0
lim Py, %5£n(8) = 0.
n

n—oo

<I—-p

Luego, tomando limite cuando n — oo en ambos lados de (4.4.10) se des-

prende que

©(a/VT) = (-/VE) < lim Py, IV o dull < 22 .

Sustituyendo z por x(Z — p) se obtiene

(T~ p)VT) = ®(~a(L ~ p)/VT) < lim Py [V oo~ 0| <.

Esta relacién es valida para todo p € (0,Z), de manera que dejando que p

tienda a cero por la derecha, se obtiene
B(2VT ) — d(—zVT ) < lim Py, [y\/ﬁ 00 — 6,]] < =

concluyendo la demostracion. ad

Observacion 4.4.1. El Teorema 4.4.1 es una extensién débil del resultado clasico de
convergencia para la distribucion del estimador de verosimilitud maxima enunciado

en el Teorema 1.4.1(ii):

1 [0, — 00] ~5 N (0,1/T), (4.4.11)



69

el cual es valido bajo las condiciones de regularidad R;—R3 formuladas en la Secciéon

1.4. Cuando esta convergencia ocurre, se tiene que para cada z > 0
Py, | [0, — 0 < 2| — ®(aVT) — ®(—2VT)

conclusién que es mas fuerte que (4.4.2). Como se mencioné en el Capitulo 1, la
razon por la que, en el contexto de este trabajo, el argumento clasico no puede
utilizarse para demostrar (4.4.11) es que la condicién de acotamiento R3 general-
mente no se satisface cuando la densidad ¢(-) de los errores se anula fuera de un
intervalo acotado. En efecto, bajo R3, la tercera derivada 8g£n(0; X) debe tener
esperanza finita. Sin embargo, si g(-) es la densidad beta en el Ejemplo 2.2.1(d),

se tiene que

n

OhLa(6:X) = S [-a/(Xi = 0+ 1/2)+ B/(1/2 = Xi + 0112, 1/21(X: — 0)

la cual tiene esperanza finita si y sélo si o, 3 > 3, mientras que las condiciones
del Teorema 4.4.1 se satisfacen cuando «a, > 2. Més aun, es posible verificar que
no existe funcién H(X) tal que su esperanza sea finita respecto a cada Py y que
satisfaga |95 L, (0; X)| < H(X), pues a partir de la férmula anterior, 93 L,,(6; X) —

oo conforme alguna variable X; se aproxima a 6 £+ 1/2. O

Intervalos de Confianza

En esta seccion se utiliza el Teorema 4.4.1 para establecer intervalos de
confianza para 6 con un coeficiente asintotico determinado, y sus longitudes se
comparan con aquellas de los intervalos obtenidos mediante los métodos de mo-
mentos y de cuantiles. Con este fin, suponga que las condiciones del Teorema 4.4.1

se satisfacen, y considere el intervalo

A Zy/2 A Ry /2
K= |0, — 22 6, + 221 4.5.1
vnl vnl ( )
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Observando que la inclusién 0 € K,, equivale a /n |0 —0| < \}% se tiene

que

lim Pylf € K] = hm Py [\/_]9 -0 < \7;]

I R

=@ (2y/2) = @ (=7y2)

estableciendo la parte (i) del siguiente resultado.

Teorema 4.5.1. Bajo las condiciones del Teorema 4.4.1 las afirmaciones (i) y (ii)
son validas:

(i) Como intervalos de confianza para 6, los intervalos K,, en (4.5.1) tienen
un nivel asintético de confianza 1 — 7, esto es, lim,, .o, Pyl € K] > 1 —~.

(ii) Sean I,, y J, los intervalos de confianza para 6 obtenidos por el método

de los momentos y de cuantiles, respectivamente; vea (3.2.8) y (3.3.4). En este caso,

| Ko
|1

| Ko
| Jn]

<1l vy <1

en este sentido, los intervalos de confianza obtenidos mediante el método de ve-
rosimilitud méxima son mas eficientes que aquellos generados por las técnicas de

cuantiles y de momentos.

Demostracion. (ii) Las longitudes de I, J,, y K, son

2 /2 /2 / /2 1
I,|=2 v/ —9 Ay _ ‘
‘ | n_0g7 2 ’ n \/f

Por lo tanto,

Kl _ 11Kl [ 1
|In| Ug\/f |Jn| p(l—p)\/f
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y, por (3.2.6) y el Corolario 3.4.1, ambos cocientes son menores o iguales a uno. O

Ejemplo 4.5.1. Consider el modelo de traslacién en el que g(-) es la densidad beta

donde «, 8 > 2. En este caso, se verifico directamente en la Proposicién 3.2.0 que

U)%I > 1y por lo tanto |K,|/|I,| = 1/(¢,v/Z) < 1. De hecho

oy o (048~ Da+f-(+5-2)
(et PP a+B+1) (a—=2)(F-2)

- af dla+p—-1)(a+5—-2)

~ (a+0)2(a+0+1) (a+ 5 —4)

de manera que 031 — oo conforme a, 3\, 2, y entonces 1/(09\/f) N, O0sia, [\ 2,
lo cual significa que K, es sustancialmente mas corto que I, si a y 3 son cercanos
a 2. Un resultado semejante es valido para los intervalos .J,, construidos por el

método de cuantiles. O
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

En este trabajo se tomé el problema de obtener intervalos de confianza
con probabilidad asintdtica determinada en un modelo estadistico de traslacion.
Al buscar entre los métodos de estimaciéon con que contamos para construir estos
intervalos resalta, por sus caracteristicas, el método de verosimilitud maxima; sin
embargo, este método requiere que el modelo en andlisis cumpla con ciertas condi-
ciones de regularidad. En este caso, el modelo no cumple con esas condiciones de
regularidad por lo que no contamos con el respaldo tedrico que nos permita utilizar
el MVM como método de estimacioén para construir los intervalos de confianza que

queremos generar.

Asi, después de una revisién del modelo en andlisis y de los métodos de
estimacion de momentos y de cuantiles, se demostré la consistencia y se obtuvo
una cota para la distribucién asintotica del EVM bajo condiciones mas débiles que
las condiciones de regularidad usuales. En el ejemplo visto, la condicion de que la
familia de distribuciones {f(x;6)| § € ©} tuvieran el mismo soporte sin importar
el valor que tomara 6 no se satisface; asi también, la existencia de una funciéon que
sirviera de cota para la tercera derivada del logaritmo de f(x;#) y cuya integral
fuera finita tampoco fue cumplida. Se opté por utilizar la distribucion beta como
distribucién representativa del modelo en cuestion debido a la variedad de formas

que toma al cambiar el valor de sus parametros.
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Como resultado final del trabajo realizado, se construyeron intervalos de
confianza con probabilidad asintdtica determinada de contener a 6, obtenidos a
través del MVM; despues de esto, se demostré que los intervalos que produce el
MVM son en el limite mas cortos que aquellos producidos por los métodos de

momentos y de cuantiles.
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