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INTRODUCCION

£1 presente trabajo trata sobre algunas técnicas
matriciales de 1nterés en Estadistica, en especial aquellas
que giran en tormo a las nociliones de inversa condicional e
inversa generalizada. Estudiaremos algumnas aplicaciones de
estos conceptos al andlisis de un modelo lineal, las cuales

pondran de manifiesto la importancia de los mismos.

Nuestros objetivos principales son los siguilentes:

1. Proporcionar una interpretacidédn geométrica de
las propiedades de las inversas condicional vy
generalizada de un matriz, asi caomo presentar

algoritmos practicos para su calculo.

2. Aplicar los resultados obtenidos a los
siguientes problemas: () Estimacidén de
parametros y prueba de hipdétesis en un modelo
lineal general, y (11) Obtencidén de 1la densidad
condicional en una distribucidn normal

arbitraria.

Con eatos objetivos pretendemos i1lustrar claramente la

1mportamcia de los conceptos de inversas condicional Y
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generalizada en la solucidn de problemas que son de
importancia capital en la Estadistica, tanto tedérica como

aplicada.

La organizacién del trabajo es la siguiente: En el capitulo
uno se estudian oaperadores de proyeccidén definidos en
espacios provistos con un producto interno, y se desarrolla
el material que ser& el soporte tedrico fundamental para el
desarrollo e interpretacié4n geométrica de los resultados
posteriores. Entre los resultados mas importantes se
encuentra el teorema gque garantiza la diagonalizacidén de
matrices simétricas. El Capitulo dos, se refiere a la
distribucién normal multidimensional (no singular) vy se
incluye una demostracidn del llamado Teorema de Cochran.
FPor otro lado, la parte central del trabajo est4d contenida
en el Capitulo tres, el cual estad conformado con el
desarrollo y método de c&lculo de las inversas condicional
y generalizada. También forman parte de este capitulo, la
estimacidédn de los parametros de un modelos lineal vy 1la
distribucién condicional para una distribucidn normal
general, aplicaciones que ilustran la potencia de la nocidn
de inversa condicional. Finalmente, en el Capitulo cuatro
se deduce el estadistico de prueba de una hipdétesis lineal

general, donde se hard uso de la inversa generalizada.



CAPITULO I

Proyecciones y Producto Interno

En este capitulo se estudian algunos resultados
fundamentales del dlgebra lineal que ser&n basicos para el

desarrollo del presente trabajo.

En la primera seccidn se introduce el concepto de
operador de proyeccidén, prestando especial interés a las
proyecciones ortogonales. Estudiar este tipo de transfor
maciones lineales es indispensable para demostrar el ast
llamado Teorema Espectral. Este resultado esta intimamente
relacionado con el problema de 1la diagonalizacidén de
matrices simétricas, al cual prestamos especial interés
pues desempefia un papel central en el estudio de la
distribucion de formas cuadréticgs asociadas a un modelo
lineal bajo la hipétesis de normalidad. Ademas, en la
Seccidn cuatro estableceremos las condicioqes requeridas

para la diagonalizacidén simultanea de matrices simétricas.



1.1. Proyecciones

En esta seccidn se estudia una clase especial de
operadores lineales conocidos como operadores de
proyeccidén. Analizaremos algunas de las caracteristicas de
estos operadores, asi como las propiedades de las matrices
gue representan una proyeccidn con respecto a alguna base
dada. Durante el resto del capitulo, V es un espacio
vectorial de dimensidén finita sobre el conjunto de numeros

reales.

Definicion 1.1.1 Sea T:V — V una transformacidén lineal.

Entonces, T es una proyeccidn si y sdlo si Tz = T, esto es,
T(Ta) = Taa, o € V;

en la literatura, a una proyeccién T también se le refiere

como una tranformacién u operador idempotente.

Dada una transformacidn lineal T:V — V y una base
B = {ﬁ1,---,ﬁn} de V, es posible representar a T mediante

una matriz, la cual denotaremos por [T]$ Hoffman y Kunze

(1973), Graybill (1976). Esta matriz es unica y se deter
mina de acuerdo a la siguiente condicidén: [T]$ = A sivy
solo si,
n
T(?J,= j§1 Q,Uﬁi’, J = 1,-"",n.

La correspondencia T [T]$ es biunivoca y ademés
se tiene que [Tz]$ = [T]?$. Por lo tanto, T =7 si y sdélo

, 2
si [T 33 = [le, 0 equivalentemente,
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[T13 [T]$- (1al)

Una matriz cuadrada A se dice idempotente si a? =
A. Con esta terminologia podemos resumir la discusidn

anterior de la siguiente manera: El operador lineal T:V -

]

V es una proyeccidn si y sélo si la matriz A [T]ﬁ es

idempotente.

Ejemplo 1.1.1 Sea M una matriz de orden n x n. Defina el

operador T :E — [E mediante
M~ N n

T x 1= Mx, x € E .
M n

Sea € la base candnica de E Hoffman y Kunze (1973). Es
i ]
facil ver que [TM]8 = My entonces TM es una proyeccidn si

y sélo si, M es idempotente. )

El Teorema 1.1.1 gue aparece enseguida proporciona
una 1nterpretacidn geométrica de la manera en que una
proyeccidén T actua sobre los vectores de V. Para establecer
este resultado, recordemos gue si W y U son subespacios de
V, entonces V es la suma directa de W y U si las siguientes
condiciones (J1) y (i1) se satisfacen.

(1) Todo vector a € V se puede representar como & = w + u,

donde w €e W vy u € U

(11) W N U = {07.

Estas dos condiciones juntas son equivalentes a la
siguiente: Para cada vector o € V, puede expresarse de

manera Uunica como & = w + u, donde w € W vy u  U. Cuando V



es la suma directa de los subespaciaos W y U escribiremos
vV =W e U.

Dada una transformacidén lineal T:V — V, la imagen de T vy
el nucleo de T se definen mediante R(T):= {(Ta| a € V) y

A (T):= {a € V|Ta = 0}, respectivamente.

Teorema 1.1.1 Sea T:V — V una proyeccién. Entonces,
(1) Para cada p € R(T), Te = p.
(i) V = R(T) @& H#(T).

(i1) Si a=p + v, pe R(T), v € K(T), entonces Ta = p

Demostracion. (1) Sea o € R(T) un vector arbitrario. En
este caso, p = T3 para algun B3 € V y entonces, Te = T(TH) =
Tzﬁ = TR = p, donde en la tercera igualdad hemos usado que

T es una proyeccidn.

2

(11) Note que para a € V, Ta e R(T) v T(a = Ta) = Ta - T &
= 0, esto es, a - Ta € #(T). Ademas, es claro que a = Ta +
(oo = Ta), y concluimos gque V = R(T) + H(T). Para terminar

la demostracidén de la parte (11) es suficiente ver que
RIT) Nn H(T) = {03}, (1:2)

Suponga que p € R(T) M K(T). Entonces,

I

o To (por la parte (1))

O (pues p e H(T)),

y como g€ R(T) M A&(T) es arbitrario (1.2) se sigue de

inmediato.

(11i1) Sea a = p + v, p e R(T), v € #(T). Entonces,



Taa = To + Tv

To (v € H/(T))

il

o (por la parte (1)). ]

De acuerdo al teorema anterior, una proyeccidn en V
induce una descomposicidn del espacio V como suma directa
de dos subespacios. Reciprocamente, veremos que si vV se
descompone como

V=W @& - & W ,
1 K

entonces existen operadores lineales T, 1 = 1, -,k tales
L

que, para cada i, la imagen de T_L es el subespacio WU

Teorema 1.1.2 Sean W1,---,Wk subespacios de V y suponga gue

Entonces existen operadores lineales Tl:v — V, 1 =i = k,

que satisfacen las siguientes condiciones.

(1) Para cada 1 1,---,k, el operador T, K es una
1
proyeccidn.

(11) T T = 0 si 1 =< i#j = k.
v

(111) I = T1 BB & Tk, donde I es el operador identidad

en V.

(ZIv) Para cada 1 f'l,2,---,k, la imagen de Tk es WU
Reciprocamente, sS1i T1,---,Tk son operadores

lineales en V gque satisfacen las condiciones (1)-(111),

entonces,



donde WL:= XJTL), 1 = 1;2;¢%75ka

Demostracion. Supongamos primero que V = w1$-~-® Wk. Sea «

€ V un vector arbitrario y expréselo como

a = a +° o+ o

) ke X € WL. £ 1553

Ahora, defina TJ:V — V, J = 1, ,k, mediante

T}a = o, a € V., (1.4)
J
Es facil ver que, para 1 < 3 =< k, (a) T es un operador
)

lineal en V, (b) R(T) =W vy (&) TJZ_ = T. Ademss, el

espacio nulo de T, es
J

ﬂTTJ) = W1$"'® W, e W DD W ; (1.5)

de hecho, la afirmacidén T o = O equivale a a = 0, es
J

decir, o debe ser una suma de vectores en W, con i#j.
1

Veremos ahora que los operadores T} satisfacen las
condiciones (1)-(1v). Observe que (1) se satisface pues,
como sefialamos antes, T? = TJ. Por otro lado, debido a
(1.5), para 1 <=1 = j = k, ﬁ(TL) = W_L & WKTJ) Y entonces
(Tﬂl)a = Tf11a) = 0, aa €V, es decir, Tﬂ} = 0, lo cual
establece la condicidén (11). Combinando (1.3) y (1.4) vemos
que
a = T;a F owEe & Tka, o € V,
y entonces I = Ti‘; ‘e o Tk’ que es precisamente la

condicidédn (111). Por dltimo, hemos notado antes gue para
cada j, R(T) = W, esto es, la condicidédn (Iv) también se
J J

satisface.



Para finalizar la demostracidén, suponga que

T,...’T

. L Son operadores lineales en V satisfacen las

condiciones (1)-(111), y defina NL:= R(T. )y, 1 = 1,2 -+ ,k.
L

En este caso, por la condicidén (1i1) se tiene que

o = Tia + Tka, a € V; (1.6)
claramente Tka € wL = R&TL) para todo 1, y entonces (1.6)
implica que
vV = wi+ R wk. (ls 7Y
Por Ultimo, tenemos gque demostrar gue la suma en (L 7) es

directa, es decir gque cada a € V puede expresarse de manera
gnica como en (1.3). Para verificar esto, suponga que a € V

Se expresa como

O(=Ol1+"‘+0lk, atewt,i=1,2,"-,k.
Veremos que en este caso, o = T a para cada 1.
v v
Para i = 1,2, -k, seleccione 3 € W, tal que & = T3 ;
v 1 L L %

esto es posible pues T es una proyeccidn con imagen W .
L 19

Entonces,

Ta=Ta + + Ta
J 31 J ok
- T 2 -+ ... -+
jT1‘ 1 TkaBk
= T?B. (por la condicién (I11))
J
= Tp. (por la condicién (1))
3
= .
J
Asi, vemos que la descomposicidn de a en (1.3) es unica, Y

por la tanto la suma en (1.7) es directa. Esto concluye la
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demostracién del teorema. -

1.2. Producto Interno y Proyecciones Ortogonales

En esta seccién se introduce el concepto de
producto interno y enseguida se estudia una clase especial
de proyecciones, a saber, proyecciones ortogonales. Este
tipo de operador lineal desempefia un papel de primera

importancia en el anilisis estadistico de unm modelo lineal.

Definicion 1.2.1 Sea V un espacio vectorial sobre el
conjunto de los numeros reales. Un producto interno sobre
V, es una funcidédn que a cada pareja de vectores ao,3 € V,
asigna un escalar <a, 3> de tal modo que, para todos 1los
vectores o,3,y € V, y cualquier escalar k € [R, se cumplen
las siguientes condiciones:

(1) <a + 3, > = <ay, > + <3, ¥>;

i

(11) <ka, K< 373

]

(111) <3, o> <ay, 323

(Iv) <a, o> 2 0, vy <a, o> > 0 si a # 0.

Ejemplo 1.2.1 Sea V un espacio vectorial de dimensidén n vy
sea @ una matriz inversible de orden n X n. Dada una base
ordenada de V, digamos B = {ﬁ‘,~--,ﬁn}, denotemos por [a]3
al vector de coordenadas del a € V respecto a la base R.

Mas explicitamente, [a]%:= (ai,---,a ) esta determinado por
n :
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En este caso, defina

Ly Bra= [a]ﬁ'G'G[B] a, 3 € V.

3’
No es dificil verificar que <:',*> definido de esta manera

es un producto interno. En particular, cuando @ = I, V = [E
gl

y B es la base candénica de En, se obtiene el producto

interno candénico en [E . 0
n

El ejemplo anterior muestra que wuna matriz puede
ser Uutil para describir un producto interno. En general,
dado un espacio vectorial V y una base B de V, es posible
representar a un producto interno en V mediante una matriz.

Esto puede verse como sigue. Sea R = {“1,---,ﬁh) una base

ordenada del espacio vectorial V el cual esta provisto con
el producto interno <-,->. Defina la matriz H de orden nXn

mediante,

Ho i= <B, B (1.8)

Sean a = Z xkﬁk y v = Z yf% dos vectores arbitra
J

rios. Usando las propiedades lineales del producto interno

se obtiene

<&y p> = KZ xkﬁk, ; yf%)
k J
Z % <B Z YJ.!?))
k J
=zx oz yj<ffk, ﬁ’j>
k J
jZk xkyj</?k, ﬁj)
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= T yH. x (de (1.8))

= Y'HX,

donde x y y son los vectores de coordenadas de « Y ¥
respecto a la base B, respectivamente, esto es, x = [a]z, Y
y = [y]z. La matriz H se llama matriz del producto interno
<:,'> en base ordenada R. Esta discusidén se resume

enseguida.

Teorema 1.2.1 Sea V un espacio vectorial de dimensidn
finita sobre el campo de los numeros reales. Suponga que
<{'y-> es un producto interno en V y sea R = {61,--',ﬁn}

una base ordenada de V. Defina la matriz H mediante

Hjk i = <Bk,/%>, 1 £ 1,7 £ 0.
Entonces,

(1) Para todo «, y € V, <a, y> = [y]% H [ajg.
(11) H’> = H.

(ii1) Para todo x e Eh— {0}, x’Hx > O.

Demostracion. La parte (I) fue establecida en la discusidn
que precede al teorema, mientras que (11) Y (111) se
obtienen combinando la definicién de H con las propiedades

(lineales) de un producto interno contenidas en la

Definicidén 1.2.1. =

A partir del Teorema 1.2.1(1ii) se desprende que la

matriz H en (1.6) es inversible. De hecho, Hx = O implica
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que Xx'Hx = 0, lo cual implica x = 0, es decir, Hx = 0 sd&lo

tiene la solucidén trivial.

El concepto de producto interno permite extender a
espacios vectoriales generales la nocidn usual de
perpendicularidad de vectores. Esta extensidén se introduce

a continuacidén.

Definicion 1.2.2 Sea V un espacio vectorial provisto con el

producto internmo <-,->.

(1) Los vectores o, 3 € V son ortogonales si <a, 3> = O.
(11) Dos subconjuntos U, W <« V son ortogonales si <u, w> =

O para todos los vectores u e Uy w € W.

Para entender el significado de la nocidn de ortogonalidad
de vectores, considere Ea dotado con el producto interno
candnico. En este caso, <a, a> = a'a = Ha”z, donde -l es

la norma Euclideana usual, y es conocido que

<a,3> = llall IBl cos8, a, B Ea,
Florey (1980), donde & es el &angulo entre los vectores a vy
3. En este caso es claro que <a, 3> = 0 equivale a cos@ =
0, es decir, 8 = r/2 y entonces <&, 3> = O significa que

los vectores o y {3 son perpendiculares. De este modo, vemos
que el concepto de ortogonalidad, introducido en la
Definicidn 1.2.2 es una extensidn a espacios vectoriales

generales de la nocidn usual de perpendicularidad.
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Definicion 1.2.3 Un operador 1lipeal T:V — V es una
proyeccidén ortogonal, si y sélo si
(1) T es proyeccidén, y

(11) R(T) L #(T).

Ensequida se introduce el concepto de operador
autoadjunto, el cual se wutilizarad para establecer una

caracterizacidédn de las proyecciones ortogonales.

Definicidn 1.2.4 Sea V un espacio con producto interno
< y*> vy sea T:V — V un operador lineal. Entonces, T es un

operador autoadjunto si

<Taty, 3> = <&, TBR> para todo a, 3 € V.

A un operador autoadjunto también se le l1lama
autoconjugado Golovina (1980) o simétrico Maltsev (1978) .
Los conceptos de proyeccidén ortogonal y de operador

autoadjunto se relacionan en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2 Un operador lineal T:V — V es una proyeccidn
ortogonal, si y sdélo si las siguientes condiciones (1) Yy

(11) son satisfechas:

(1) T = T, es decir, T es una proyeccidn.

(1) T es autoadjunto.

Demostracidn. Suponga que T:V — V es una proyeccidn

ortogonal. En particular T es una proyeccidn y entonces T2
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T, es decir, la condicién (1) es satisfecha. Ahora
veremos que T es autoadjunto. Sean x,y € V dos vectores

arbitrarios. Observe que

donde o, o € R(T) vy v, v & H(T). Entonces T = Teo +
X 22 X 2\ X X

Tv. = Tp = p vy similarmente To = o . Luego,
x X X 0% v

<Tx, y> = <px, py + vy)

=<p, P>, pues v € H(T).
X Y Y
Similarmente,

<x, Ty> = <,ox + v py>

= <p, © >,
X v
y concluimos que

<Tx, y> = <x, Ty>.

Reciprocamente, sea T:V — V una transformacidn
lineal que satisface (1) y (ii). De acuerdo a (1) T es
proyeccidn. Para finalizar debemos mostrar que R(T) L H(T).

Sean v € /(T) v p € R(T). Entonces,

vy, o> = <v, Tp>, (Por la condicidn (1))

{Tv, p>, (Por la condicidén (11))

= 0, pues Ty = 0.

Como o € R(T) v v € #(T) son arbitrarios, concluimos gue
R(T) y H(T) son ortogonales. n
Veremos ahora un resultado matricial que se

desprende del teorema anterior. Primero, necesitamos
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introducir la siguiente definicién.

Definicion 1.2.5 Sea V un espacio vectorial de dimensién
finita vy B = {ﬁa’-"’ﬁn} una base (ordenada) de V. Dado un
producto interno <-,-> en V, la base 8 se dice ortonormal
(respecto a <-,->) si y sélo si satisface 1los siguientes

condiciones:

(1) Ip N =1, i = 1,---,n.
Si la base B satisface la condicidn (I) se dice que B es

una base ortogonal.

Dado un espacio vectorial V provisto con un
producto interno, siempre es posible construir una base
ortonormal. De hecho, si 31 = {ﬁi,---,ﬁn} es cualgquier base

de V, podemos aplicar el proceso.de Gram—-Schmidt Hoffman y

Kunze (1973) & Granero (1985) para construir una base
ortogonal, digamos $2= {ai,---,an}. Definiendo
o =la ™, 1= 1,--+,n,
1% 1 v
»* * *
es claro que Hatﬂ =1 vy que B = {ai,---,an} es una base

ortonormal.

Sea T:V — V una proyeccién, B = {ﬁi,-",ﬂn} una
base ortonormal de V, y A = [TJ$. Entonces, por el Teorema
l1.1.1(¢11), A% = A. Por otro lado, sabemos que T(?j = ZAUBU

J

y usando que B es una base ortonormal se desprende que
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TR, B> = A B, 1 =1i,i=n,

J L

Entonces, si T es una proyeccién ortogonal tenemos

A_Lj = <T/?j, ﬁi'>
= <
ﬁ’j, LIER
= A,
Ju
y entonces A es simétrica. Reciprocamente, si A = [T]$ es
simétrica e idempotente, entonces T es una proyeccidén

ortogonal; una demostracién de esta uUltima afirmacidén puede
encontrarse en Hoffman vy Kunze (1973). Resumimos esta

discusidén en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3 Sea T:V — V un operador lineal en el espacio
V el cual esta provisto de un producto intermno. Entonces,
si T es una proyeccidn ortogonal y B es una base ortonor
mal, [T]3 es simétrica e idempotente. Reciprocamente, si
para alguna base ortomormal B, la matriz [TJ$ es simétrica

e idempotente, entonces T es una proyeccidédn ortogonal.

Recordemos que una matriz cuadrada P es ortogonal,

"si y sélo si P’P = 1.

Corolario 1.2.3 Sea A una matriz simétrica e idempotente de
orden n X n. Entonces, existe wuna matriz ortogonal P tal
que D = P AP es una matriz diagonal. Mas aun, las
componentes de D que se encuentran sobre 1la diagonal

principal son uno o cero.
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Demostracion. Defina T :E — [E_ mediante T . x = Ax, x € [E .
A°n n A n

Como A es simétrica e idempotente, el teorema anterior
implica que TA es una proyeccidén ortogonal. Entonces, RITA)

es ortogonal a WTTA) y por el Teorema 1.1.1

En = ﬁITA) @ WTTA).

Sean $1 = {61,-~-,ﬁr} y 32 = {3 -,Bn} bases ortonorma

r+1’ o
les de R(TA) Yy W%TA), respectivamente. Entonces, la unién
B = 31 U $z = {ﬁi,---,ﬁr, ﬁruf."’ﬁn} es una base de En Yy

satisface lo siguiente:

estas igualdades se deben a (i):% € RITA) para 1 =i = r,
y (ii)!a € WTTA) para r + 1 £ i £ n. De agqui se sigue

inmediatamente gue f%’ABL =0 si i # j. Mas aun,
I%’Aﬁt= 1 81 1 £ ry
mientras que

(%’Aﬁt = 0 para i > r.

Sea P la matriz con columnas 31,--~,ﬁn. La ortonormalidad
de B implica que P es una matriz ortogonal, mientras que

las dos dltimas igualdades son equivalentes a
P AP = diag(l,"',l,O,"',O} =:D’

donde el numero de unos en la diagonal principal de D es

ry precisamente la dimensidn de RATA). Esto completa la
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demostracidén del teorema. m

Sea V un espacio vectorial de dimensidén finita y W
AL
un subespacio de V. Veremos que existe un subespacio W de
i
V tal que, V = W ® W , donde cada vector en W es ortogonal

i 1
a cada vector en W .

Definicion 1.2.6 Sea V un_éspacio vectorial provisto con
producto interno y sea W un subespacio de V. El complemento

L
ortogonal de W se denota por W y se define como

J- v
W = {aeV| a L w para todo w € Wl;

usando las propiedades lineales del producto interno, no es

L
dificil ver que W es un subespacio de V.

n S
Teorema 1.2.4 Sea W un subespacio de V y W el complemento

ortogonal de W. Entonces V es la suma directa

L
V=WaeW

Demostracion. Sea B = {ﬁi,"',ﬁd} una base ortonormal de W,

"y para cada a € V defina

C.i= <ay B>, i =1, -,d.

L

Entonces,

v=1

d
- = & - < ‘ >
<a .z, C.B ﬂj> oy ﬁj> CJ. ﬁj, ﬁj

Por tanto
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d d
a= T CB * (a~ ECH>

v=1 L L
=p+v,

Lo
donde pe W y v e W . Como aa € V es arbitrario, concluimos

gue

oL
V=WeWw. (1.9)

1
Por otro lado, observe que para w eW vy wleW , w+ whk =

O implica que w = —-wl, y entonces <w, w> = —<wd, w> = 0,
esto es w = -wl = 0, de donde se obtiene gue la suma en
(1.9) es una suma directa. ]

)

Suponga ahora que W es un subespacio de En.
Queremos describir explicitamente la proyeccién ortogonal
sobre W. El siguiente teorema nos permite encontrar 1la

matriz de dicha proyeccidn respecto a la base candnica.

Teorema 1.2.5 Sea W un subespacio de En, y sea B =
{Bi,---,ﬁd} una base arbitraria de W. Entonces, la
proyeccidén ortogonal sobre W esta representada en la base

candénica por la matriz
A = B (B'B) 'B’,

donde B es la matriz de orden n X d con columnas ﬁi,"-,ﬁd.

Denotaremos a la proyeccién ortogonal en W mediante
Tw' Observe que el teorema anterior establece que wa =

Ax, x € E_, donde A = B(B'B) 'B’.
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Demostracion. Sea o € En un vector arbitrario, y defina
B:= B(B'B) 'B'a. Para ver que 3 es la proyeccidn ortogonal
de a en W, necesitamos demostrar que (a - 3) € NL. Con este
fin, sea y € W un vector arbitrario. Como 8 es una base de
Wy las columnas de B son precisamente los vectores de B,

se tieme que yp = BS, para algun & e Ed. Luego,

<o = 3, ¥> = <a - B(B’B) 'B’'a, B&>

= <&, B&> - <B(B’B) 'B’a, B&>

= <a, B& - <&, B(B’B) ‘B’B&>

= <a, B&> - <a, BS&>

= o;
donde en la tercera igualdad hemos usado el hecho de que la
matriz B(B’BfﬂB’ es simétrica, y por lo tanto representa
un operador autoadjunto. Por otro lado debido a que pyp € W

L
es un vector arbitrario, concluimos que oo - B € W vy, como

mencionamos antes, esto implica el resultado. [ ]

Ahora sabemos como construir la matriz A tal que,
wa = Ax es la proyeccidén ortogonal de x en W. Otra forma
de obtener A geométricamente se ve a continuacidn

(Graybill 1969):

Suponga que 3 = Twa y ademéds, sea B la matriz cuyas
"
columnas forman una base de W, es claro que a4 — 3 € W . Se
sigue entonces que,

(a - 3)'B = 0,
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0 equivalentemente,

3'B = a'B.

Debido a que 3 € W y las columnas de B forman una base de
W, se tiene que 3 = BS6 para algun vector columna &, vy

entonces

(B&)'B = a'B,
y de aqui se obtiene que

B’BS = B'a.

Como B'B es no singular, de la ecuacién anterior se

desprende que
& = (B'B) 'B’q,

y entonces,

B = BS = B(B’B) 'B’a.

Ejemplo 1.2.1 Sea Q@ la matriz de orden 3 x 3 definida como

1 2 1
Q := 2 4 S |
o) 0 0

Sea £{Q} el subespacio de Es generado por las columnas de
Q. Encontraremos la matriz A tal que, para cada x € EB, Ax
es la proyeccidédn ortogonal del vector x en £{Q}, Yy
mostraremos que la matriz A no depende de la eleccidn de la

base de W = £{Q}.



Solucion.
W =

61 55,0) "5

Es claro gque el rango de Q es

£{Q}Y son 31

= {(1,2,0)7,

Sean 91 y Bz las matrices

Entonces,

donde

Geométricamente

ortogonal

un célculo directo muestra que

A

T x
w

1 1
2 5
0O O

= B(B'B) B’
1 1 1 1

(1,5,0)”7

2,

Y
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y dos bases de

582:= {(2,4,0)’,

= ’ -1 ]
= Bz (B2 Bz) B2 ’

1 @) 0
A = 0 1 0o 1.
0 @) 0
podemos ver

Ax, como la

"mejor aproximacidn”

una proyeccidn

del vector

x € E sobre el subespacio W; dicho de otra manera,
n

Ix - wa" es menor o igual gue lIx - wll, para todo w € W.

Teorema 1.2.6 Sea W un subespacio de V y para cada o € En

sea 3 = Twa la proyeccidén ortogonal de a en W, Entonces,

’ 4
Demostracion. Como (& —Twa) e W y

tiene que

(at —~

loi - pI?% <

T a) y (T a-

w)

2
la = wlt™, w € W,

(Twa - W) =

son ortogonales.

W, se

Entonces
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oo = wh? = la = T oo + T o — wl?

v w

= la=-T al®2 + IT o = wi?
A4 v

2

> la —= T all
v

= lla - piI%. =

1.3. Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos

La diagonalizacidn de matrices simétricas reviste
un especial Interés para nosotros, ya gque dichas matrices
son parte medular de este trabajo. El Teorema 1.3.1 que se
presenta a continuacidén es conocido como el Teorema
Espectral, y nos asegura que toda matriz simétrica tiene la
propiedad, por demis interesante, de ser diagonalizable.
Durante todo el resto de la seccidén, V es un espacio
vectorial de dimensidén finita dotado con un producto

interno.

Teorema 1.3.1 Suponga que T:V — V es un operador autoad
Jjunto y sean xi,---,xk los valores propios distintos de T.
Sea wi el espacio propio de T correspondiente a kL, esto es
wt:= H(T - XLI) y, finalmente, denote por EL la proyeccidn

ortogonal sobre WL’ 1 =1,""",k. Entonces,

(1) Existe una base ortonormal de V gue consiste de

vectores propios de T.

(11) WL 4 Wj, para 1 =1 # j = k.

(111) V = w1 DD wk,

(iv) T= X -E + - + X ‘E .
i1 K K
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Para la demostracién de este teorema necesitamos
dos resultados preliminares los cuales se establecen en los

siguientes lemas.

Lema 1.3.1 Sean A una matriz simétrica de orden n X n vy

defina

S:= {(x En|HxH = 13,
donde -l es la norma usual en En. Considere la funcidén
¢:$% — [R dada por

P(x) = x'"Ax, x € B,

Entonces,

(1) ¢ tieme un maximizador x € %. Mas aun,
_ #* :
(I1) x es un vector propio de A.
(111) S1 T:V -—— V es autoadjunto, entonces T posee un

vector propio.

Demostracidn. (1) Esta parte puede probarse usando

propiedades basicas (y profundas) del sistema de numeraos

reales; el lector interesado puede encontrar una
demostracidédn en Fulks (1973, Rudin (1964, o Apostol
(1974).

. * S : G g
(1) Sea x € T un maximizador de ¢. Esto significa que

¢(x*) zZ d(x), % e §. Veremos que x*es un vector propio de
A.

Sea v L x* Y, sin pérdida de generalidad, suponga
gue vl = 1. Entonces llav + (1 - az)nqx*” = 1 para todo «

e [~1,1]. Defina w:il[~-1,1] — R mediante
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wla) = ¢lav + (1 — o) ¥%™), o e [-1,17.

Ahora observe que

w(0) 2 pla), aa € [-1,11,

#
pues el maximo de ¢ se alcanza en x , que corresponde a o
0. En particular, la desigualdad anterior dice que (‘)
alcanza un méaximo local en a = 0, y entonces, ya que (")

es una funcidn derivable, se tiene que
w’ (0) = O,
donde w’ demota la derivada de yw. Por otro lado, un cilculo

directo usando la regla de la cadena muestra gue para

o € (-1,1),

*
¥ a) = grad ¢lav + (1 - o) %x™) (v - tar(1 - &7 %1x™),
y por lo tanto,

0 = ¥ (0) = grad ¢(x*)'v,
y usando que grad ¢(x) = 2-Ax, se sigue que

*
(2Ax ) v = O,

. * * , . :
es decir, Ax L v. Como v L x es arbitrario concluimos que,
* : . * g
Ax pertenece al espacio lineal generado por x , es decir,

para algun escalar A € R,
Ax = Ax ,

H
lo cual significa que x es un vector propio de A.
(111) Sea T:V — V un operador autoadjunto y seleccione una
base ortonormal de V, digamos B. Entonces A := [T]$ es una

matriz simétrica. Por la parte (1), existen x e Er - {0} vy
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N

N € R tales que, Ax = Ax. Esta igualdad es equivalente a
To = do, donde ¢ = V esté& determinado por [a]$ = x. Ademés,

a # 0 pues x es no nulo, y entonces a es un vector propio

de T. -

Una variante en la demostracidn de el teorema

anterior puede encontrarse en Bugrov y Nikolski (1980).

Lema 1.3.2 Sea T:V — V un operador autoadjunto. Si W es un
A
subespacio de V invariante bajo T, entonces W es invariante

por T.

Demostracion. Sea v € NL un vector arbitrario. Debemos
demostrar que Tv € WL. Con este fin, seleccione un vector
cualquiera w € W y observe gue
<Tv, w> = <Kv, Tw>,
= 0,
donde hemos usado que (a) Tw € W (pues w € W vy W es inva
riante bajo T) y (b) v € wi; En resumen, hemos demostrado

que

X
<Tv, w> = 0, v e W , w e W,

Je A o
de donde se desprende que v e W =2 Tv e W , es decir, W es

invariante bajo T. ]

Demostraremos ahora el teorema 1.3.1.

Demostracion (1).La demostracién se hara por induccién en

dim(V). El resultado es claro cuando dim(V) = 1. Suponga
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que el teorema se cumple para subespacios de dimensidn
menor que la de V, la cual denotaremos por n. Sea w un
vector propio de T, el cual existe por el lema 1.3.1.(11),
y sea W el subespacio unidimensional generado por w. Como W

. . ’ : ; L
es invariante bajo T, el lema anterior nos dice que W

también es invariante bajo T, con lo gque ademas la

restriccién de T a W (denotada también por T) es un
4

operador autoadjunto. Como dim(W ) = n—1 < dim(V), la

hip&tesis de induccidn implica que existe una base ortonor
mal de WL, digamos B = {Bi,---,ﬁk} tal gque B consiste de
vectores propios de T, y tomando 3* = {Bi,'-',ﬂk, wl
vemos que 3* es una base de V que consiste sdlo en vectores
propios de T. Esto concluye la demostracidn de la parte

(1).

(11) Sean KI,-'-,KS los diferentes valores propios de T.
Defina Nk: = {(ﬁf)-~',ﬁik)} donde los vectores B;k)---ﬁr(k)
k k k k

. »*
son todos los vectores propios de B que corresponden a

A k =1,--+,5. Se sigue que W es el espacio propio

x’ 13

correspondiente a kk. Ademas, ya.que vectores propios di
diferentes de 8* son ortogonales se tiene que Wk 4 wt
1 =k 2t 2 s.

(111) Sea Wk como en la demostracidn de la parte (11). Como

* :
B es una base, se concluye que

(Iv) Sea E  la proyeccidédn ortogonal sobre WL i =1,"",k vy
L

con nucleo W +- -+ W, + W + 0+ W, Por la parte
1 -1 j+1 k

(111), cada a € V se escribe como



Tt A a € W, i=1,"--
1 x’ i i? g

0 equivalentemente

a=Ea+-"+ E a.
1 k

Se sigue con esto que

Ta

]

TE ot +-+++ TE &
1 k

k1E1a v ow g xkEka,

donde hemos usado que (a) Tw =

h,bw, w < w,t, y (b) Eax e W

concluimaos que

Como a« € V fue arbitrario,

T = )\1E1 +rc et kkEk. -

Sea T:V <+ V un operador autoadjunto y sea wt =

k. De acuerdo al teorema espectral,

=& , donde W, L W, Sean
1 k i
31={pi, T ’prt}’ ’$k={prk_1 +1? ’pr Y

las bases ortonormales para W1 'Wk. Entonces,

la matriz
'[T]ﬁ es de la forma

} es una base ortonormal de vectores
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propios para V.

Corolario 1.3.1. Sea A una matriz simétrica. Entonces,

existe una matriz P ortogonal tal que P’AP es diagonal.

Demostracion Sea T =FE — [FE definida por T x = AX.
A n n A
Entonces TA es un operador autoadjunto. Sean xi,---,xk los
distintos valores propios de TA Yy 31,---,$k bases ortonor-
males de vectores propios de los A, 1 = 1, ",k respecti-
L
vamente. Considerando la base B = {$1,---,3k) se tiemne que
[TAJ$ = dlag[xi'-'K%;Kz"'kz;"';Kk-'-kkj. Esto significa

que si P es la matriz cuyas columnas son los vectores de 32,
-1 . .
entonces P AP es una matriz diagonal; mas aun, como B es

una base ortonormal, P'= P_1, es decir, P AP es diagonal.

1.4. Diagonalizacion Simultanea de Matrices Simetricas

En la seccidén anterior vimos que toda matriz
simétrica es semejante a una matriz diagonal. Recuerde que
si T:V — V es un operador autoadjunto, entonces [TJ3 es
" simétrica. Por otro lado, sean T:V — V y UitV — V dos

operadores autoadjuntos, veremos que existe una base B tal

que, [T]$ % [!J]‘23 son ambas diagonales si T y U conmutan.

Lema 1.4.1. Sean T:V — V y U:V — V operadores lineales

]

que conmutan, esto es, UT TU. Sean xi,---,xk los valores

propios de T. Si wt = HMT KLI), i=1,-"",k. Entonces, wt
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es invariante por U.

Demostracion Sea a € W, . Entonces debemos ver que Ua WU
. 1%
Para esto observe que

(T = kLI)Ua = (TU - AWU)Q

(Ut - Ukt)a

]

(T - KLI)a

= 0’
pues o estid en N(T - AiI). Se sigue entonces que Ua € W, vy
concluimos que W,L es invariante bajo U. -
Teorema 1.4.1. Sean Ti,---,Tk operadores autoadjuntos que
conmutan, es decir, TJ} = Tfk, 133 = Ly234ka Entonces,

existe una base B tal que [thz es diagonal para cada Ti.

En este caso B se puede escoger ortonormal.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que
ninguno de los operadores Ti,--',Tk es la 1identidad. ‘La
demostracidén se hara por induccidén. Si dim (V) = 1 el
teorema se cumple. Supongamos que el teorema es vAalido para
subespacios de dimensidn menor que n. Sean Ai,"',Kk los
valores propios de T:' Si NL = WXTi = KtI), por el lema

anterior, W,L es invariante por cada operador que conmuta

con T1' Sean TL,"',Ti los operadores lineales en W,L que se
1 k

obtienen por restriccién de los Tj, j =1,--+,k. Cada uno
de estos operadores es autoadjunto. Como dim(W. ) < dim(V),
1

los operadores restringidos son diagonalizables en forma
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simultianea, es decir, existe unma base ortonormal $t de NU
i=1,-++-,k, de vectores propios, donde los vectores en $i

son simultineamente vectores propios para cada operador

Tt: Wt — Nt s J = 1,°"-,k. Poniendo
J

.3 = {$1"..’$k}
vemos que 2B es una base de V y que [lez es diagonal péra

todo j. Esta base es la base que necesitibamos para V. "

Como producto de este teorema se tiene el

siguiente resultado matricial analogo.

Corolario 1.4.1 Sean Ai,---,Ar matrices simétricas tal
es que, AJ% = Af\, i,jg =1,--+,r. Entonces, existe una
matriz P ortogonal tal que, P'Afh i=l,: +,r s una matriz

diagonal.

Demostracion. Sean TA: En —E, 1 =2=i=<vr, operadores

, n
i
lineales tales que TAx = Ax, y sean Ai,---,Ar matrices
i
simétricas. Entonces AJ% = Af%’ o en forma equivalente
T T =T T . Ahora recuerde que si A es simétrica,
A A, A A L
i ] J i
entonces TA es autoadjunto (seccién 1.2) Par el teorema
i
anterior, existe una base B ortonormal tal que, la matriz
[TA]:3 y 1= 1,--,r, es una matriz diagonal. Sea P la
i
matriz con columnas los vectores de B. Se sigue entonces
que P'Afﬂ i=1,'-",r es una matriz diagonal.

Ilustraremos este corolario con un ejemplo.
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Ejemplo 1.4.1 Considere las siquientes matrices:

2717 [ 2 -2 7

L
[
1
1
|
-

5

a N

uN

L
5

Es facil comprobar gque AB = BA, AC = CA y BC = CA,

es decir, cada par de matrices conmutan. Ahora considere la

matriz
5 ~1/2 —o.g 172
Pe= -1/2 - i
5.5 5172
En este caso es facil ver que P’P = I, es decir, P es

ortogonal. Ahora, haciendo un cAlculo directo tenemos,

P’ApP= s P'BP= y P’CP= §

] 3 0 0 0 3

donde en cada caso, los elementos en la diagonal de cada
matriz son precisamente los valores propios de A, B y C,

respectivamente.

1.5. Matrices no Negativas

Las matrices no negativas son un tipo especial de

matrices, que son ampliamente utilizadas en la
representacién y distribucidén de formas cuadraticas, asi
como en modelos lineales. En particular, son de uso

frecuente para representar una suma de cuadrados, y en la
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construccién de estadisticos de un modelo linmeal.

Definicion 1.5.1 Sea A una matriz simétrica de orden n X n.
Entonces,
(1) La matriz A es positiva definida (o, simplemente

positiva) si
X'Ax > 0, X € En - {0}.

(1) A es no negativa definida (o simplemente no negativa)

si y solo si

Denotaremos A > O si A es positiva definida y A 2
0 si s no negativa. Es facil demostrar que A > 0 si y solo

si la funcidn x Ay, X,y € En es un producto interno.

Teorema 1.5.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) A > O3
(1) La funcidn definida por
<x, y>2:= X'Ay, X, Y (S En,
es un producto interno en En;

(ii1) Existe una matriz Q ortogonal tal que, A = @'Q.

Demostracion (1) = (J1i) Para esta parte se define

g(x,y): = x'Ay.

Es facil ver que g(x, y) cumple con las tres condiciones de

la Definicidén 1.2.1.
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(11) 3 (1i1i) Como x'Ay es un producto interno, entonces
existen vectores pi,"',pn taleé que éU = < pt, p‘i > =
p%Apf donde 6U es el simbolo de Kronecker. Ahora, sea R
la matriz con columnas Py " ap Entonces la componente
i, j de R'AR es FkApf lo cual es equivalente a R'AR = I.
En particular, esta ultima ecuacién implica que R es no

singular, y ademas A = (R’)—ﬁf1= (Rui)’R_l. Por 1lo tanto,

la conclusién se sigue poniendo Q:= R .

(111) = (1) Supongamos que A = @’Q. Entonces,

x'Ax = x"@’'Ax

(Qx) "Qx

> 0, x # O,

La parte (I11) de este teorema nos da una forma
para caracterizar a una matriz positiva, aunque en la
practica no es facil aplicar tal criterio. Existen otros
criterios mas sencillos para saber si una matriz es

positiva. A continuacién veremos dos de ellos.

Teorema 1.5.2 La matriz simétrica A de orden n X n es
positiva y definida si y sélo si, todos sus valores propios

S0ON mayores que cero.

Demostracion. Recuerde que si A es simétrica, existe una
matriz P ortagonal tal que P’AP = D = diag{Ai,"',Kn};

(Teorema 1.3.1). Sean x, y € En - {0}. Luego tenemos

que
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x'Ax > 0 & y'P’APy > O v (x, y = 0)
< y'Dy > O

& A, 2 0, 1 = 1;,+7:,n. ]
13

El siguiente teorema determina otro criterio, Mardsen vy
Tromba (1987, también conocido como el criterio de
Sylvester, Krutitskaya y Shiskin (1985), para saber si una

matriz es positiva.

Teorema 1.1.3 Sea A = [a ] una matriz de orden n X n.
%
Se Define la matriz Ak como la submatriz de A con

elementos en su diagonal a , ‘- La matriz A es

11 T

definida positiva si

Una demostracidn de este teorema se puede encontrar en

Hoffman (1973).

Hasta ahora hemos considerado solamente matrices
positivas. Para matrices no negativas existe un resultado

similar al Teorema 1.5.1.

Teorema 1.5.4 Sea A una matriz de orden n X n. Las aseve

raciones siguientes son equivalentes.

(1) A z O3

(24 X Z O, i & 1,""",k, donde los A. son los valores
v 1%

propios de Aj;
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(111) A = Q'Q para alguna matriz Q.
Demostracion. (i) = (11) Sean kt,---,hk los distintos
valores propios de A. Sea x € Eh - {0} tal que Axi = Alxﬂ
i=1,-"-,k. Como A 2 0 se tiene que 0 < x’Ax = xtuxtuz, y
como xL # 0, esto inmediatamente implica que
K 2O, i=1,%"-,k,

(1) = (111) Sea A una matriz simétrica, entonces existe
una matriz P ortogonal tal que

P’AP = D = diag{ki,-",Kk,O,-",O}, (1.10)

donde los numeros A, i = 1,---,k son los valores propios
v

de A contando multiplicidades. Defina

D% = dimgih, sy B vy Oy v, 00,
y observe que (a) D = quDi/z, y (b) p*? es una matriz

simétrica. Ademis, usando (1.10) se tiene que Di/ﬁf/2=

P’AP, lo cual es equivalente a

A = (p') ipt’3pt 2pt

= (P*) Y (p¥2)rpt2pt
= Q’Q

donde Q:= D”%P—t

(111) = (I) Supongamos que A = Q’Q. Entonces, para x € En

x'"Ax = x’Q’QAx

(Qx)’'Ax

v

B -

’



CAPITULO 2

La Distribucion Normal Multidimensional

Recuerde que si Z es wuna variable aleatoria

unidimensional con distribucidén normal estéandar, su funcidn

de densidad esti4 dada por:

fz(z) = (1/(2m*? exp(—22/2), - o < z < o
en este caso escribimos Z ~ A4(0, 1). La notacidn esta
justificada , pues es bien sabido que, si Z tiene la
distribucién normal estandar, su media es cero Yy Su

varianza es 1. Sabemos también, que la funcidn generadora

de momentos de Z es

M_(t) = exp(- t%/2), t € R.

Suponga ahora que se tiene un conjunto de variables
aleatorias con distribucién normal estandar, vy estamos
interesados en definir explicitamente 1la distribucién
conjunta de las mismas. Cuando las variables aleatorias son
independientes estamos hablando de la distribucidén normal

estandar multidimensional.
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2.1. E1 Caso Estandar

Sean Zi,"-,Zp variables aleatorias , cada una con
distribucién normal estandar y formemos el vector Z con

dichas variables. La distribucién conjunta de las variables

Zt’ i=1,"+*,p — 0 equivalentemente, la distribucidn del
vector aleatorio Z — recibe un nombre especial.
Definicion 2.1.1. El vector aleatorio Z’' = (zi,'-~,zp) €

Ep tiene la distribucién normal estandar p-dimensional si y

sélo si,
(1) Z“ i=1,---,p son varilables aleatorias

independientes;

(a.x) Zt ~ (O, 1), i = 1, **,p.

Recuerde que 1la densidad conjunta de variables
aleatorias independientes es el producto de las densidades
dichas variables. Se tiene entonces que,

P

f (z) IO f (z))
4 v=14 z L

H .
= .0 (1/72m)*Pexp(-27/2)

p
= LQ1(1/(2n)1/2)exp(—

NIR

= (1/7(2m)* %)exp(- z'z/2), z’

I
—~
~N

s
-
-
~N
~

Adem&s E(Z)

[E(Z ), -*,E(Z )1" = [0, -+,0] = 0elE_,
1 P P
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En general,la matriz de covarianza de Z, es aquella
matriz en cuya diagonal tiene como elementos a Var(ZJ,
i=1,---,p, v fuera de su diagbnal a CDV(Zt, Zﬁ. Se

denotara a la matriz de covarianza de Z como Cov(Z), vy es

claro que si ZtN (0, 1), i = 1, -,p entonces Cov(Z) = Ip.
Esto se debe a que Var(Zj) =1, j =1,"--",p, Yy como las ZL
son il1dependientes, CDV(ZL,ZJ) = 0. Resumimos esta discusién

como sigue:

Teorema 2.1.1 Si Z € Ep .es un vector aleatorio con distri-

bucién normal estandar entonces,

(1) La densidad de Z es f_(z) = f(1/(2m) % %)exp(-2'2/2);

(1) E(Z) = 0 € E y Cov(Z) =1 .
P P

En adelante la notacidn Z ~ ¥ (0O , 1 ) K (0, 1)
P P P P
nos 1indicarad que el vector aleatorio 7Z descrito en el

teorema anterior tiene la distribucidén normal estandar

p-dimensional.

Lema 2.1.1 Sea Z un vector aleatorio con Z ~ A;(O, I).

Entonces su funcién generadora de momentos esta dada por

. fisxs
Mz(t) exp(zt t), t e Ep

]

Demostracion. Como ZL ~ (O, 1), 1 1,---,p, entonces,

M (t) = exp(2t?), i =1, - ,p.
1 2 1%
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Ademéas las ZL son independientes y por consiguiente:

P
M(t)y = IOIM (t)
z v=1 zZ, v
L
jo3
= 242
LgieXp(ztﬂ
p
- 1 2
- =Rl E D,
esto es
M (t) = exp(it’t),
z 2
’ —
donde t G = ,tp). -
2.2. E1 Caso General no Singular
i 7 es wuwna variable aleatoria con
dstribucién #(0, 1), sabemos que x = oz + u se distribuye

normal con media p y varianza oF. Ademds la funcidén de

densidad de x es

1/2

f (x) = (2r1) exp(-—(x - u)z/ZOz), - w < x < 00,

X
y su funcidn generadora de momentos estd dada por:

1 2,2
Mx(t) = exp(ut + 29 £t ) s

una desmostracidén de' estos hechos puede encontrarse en
Graybill (1976). Como vemos, en el caso unidimensional, una
combinacidn lineal de una variable aleatoria con distribu-

cidn normal estandar, también tiene distribucidén normal.

Suponga ahora que Z ~ A4(O , g Es deseable
> . P '
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determinar en la distribucidén del vector aleatorio X e Ep,
x = [z + y, donde I' es una matriz de ordemn nNn X p no
singular, y y < Ep, es decir, estamos interesados en la

distribucidén de una combinacidén lineal de un vector con la

distribucién normal estandar p-dimensional.

Lema 2.2.1 Sea I' una matriz de orden n X p, ¥ un vector
cualesquiera en Ep Yy 2z € Ep un vector aleatorio con
distribucidén A(O0, I). Defina el vector aleatorio X como

X =Tz + p

entonces,
(1) E(X) = p;

(i1) Cov(X) rr*s;

]

(i11) M (t) = exp(t'y + it'rr’t), t ek .

Demostracion.

(1) E(X) = E(TCz + »)
= TE(z) + p
= Vs (pues E(z) = 0 € Ep).

(11) Cov(X)

Cov(lrz + y)

= EL{Fx + ¢ =~ ¥)Te + ¥y - )°

= E(I"'z)(C'z)’?
= E(TI'zz'l"’)
=ITr’, (pues E(zz*) =1 ).

P

(1i1) Mx(t) Elexp(t’x)]
= E[exp(t’'lrz + t'y)]

= exp(t"y)E[exp(t’Tlz)]
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]

exp(t’y)MZ(F't)

exp(t’ylexpl (I t) I't)/2]

exp(t’y + ' ts/72) -

Definicidn 2.2.1 Sea X un vector aleatorio de dimensién p.
Entonces, X tieme la distribucidédn normal nmno singular si vy
sbélo si, existe un vector u € Ep y una matriz Z de orden

P X p no negativa definida tales que,
M(t) = explt u + it'Zt],Vt e E .
x 2 <3

En este caso escribamos X ~ J}(u, Z)m

Observe que dados u € Ep y la matriz Zpxp > Qs
existe un vector aleatorio con la funcidén generadora de
momentos dada; para ver esto seleccione una matriz QQ de
orden p X p tal que £ = QQ’'. Luego, si Z ~ w;(o, 1), por
el lema anterior vemos que X = Qz + u tiene 1la funcidn

generadora de momentos deseada, y por lo tanto se tiene que

X ~ ﬂ;(u, Z).

Teorema 2.2.1 Si X ~ ﬂ;(y, Z) entonces,

(1) E(X) = u;
(11) Cov(X) = Z.

Este teorema es sdlo una variante del lema 2.2.1. =

Teorema 2.2.2 Sean u € [E y Z N una matriz positiva
P pxp

definida. Si X ~ & (u, Z), entonces X tiene la densidad
P .
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dada por

-1/2 1
(

f {x) = (2n)"p/z|
x

z| exp[—i(x - W)’ (x - W) l,x e E .
Demostracion. Seleccione la matriz Q de orden p X 0 4 tal
que BQ’ = I; note gue Q es necesariamente inversible, pues

Z es positiva definida. Si Z ~ & (0, 1),
P

Y = Q7 + u ~ A;(u, 2y (2.1)

entonces X e Y tienen la misma distribucidédn, y por lo tanto

la misma densidad. Por otro lado, la densidad de Y es

f (y) = f(z)|@dz/8y|, v € E (2.2)
Y z ! ' Ps
donde |az/0y| es el jacobiamo de z respecto a vy. Usando la
igualdad en (2.1), vemos que Z = D-i(y = i) % entonces
|oz/ay| = ‘D—l‘ Sustituyendo este resultado en (2.2) se
obtiene
o —ps2 __{ ’ -1
fy(y) (2m) exp( 52 z) |Q 7|

(2m) TP exp(-iraM(y - w17 @ Ny -~ w1 @™

1

Q| “expl- ot

(y — w) @ Qty - 1. (3,3}

(2m) P7%|

Ni=

Por otro lado note que

det £ = det (QQ’)




= det (Q@)°Z2.

Usando esto, (2.3) es equivalente a

-p/;l -1/2

f(y) = (2n) Z| 7 fexpl-z(y - W)’ Ny - w1.

Esto concluye la demostracidédn pues X y Y tiemen la misma
densidad. -

En Saxena y Surendran (1973) 6 Arnold (1981) se
encuentra una forma alternativa para obtener la densidad
del vector x. Para el caso general en que Z es singular se

puede recurrir a Rao (1973).

2.3. Teorema de Cochran

Sean X1,'-',Xn variables aleatorias independientes
con XtN A(O, 1), 1 =1, - ,n. Recuerde que U = xf SR xi

es una variable aleatoria con distribucidén Xz (en este caso
con n grados de libertad) y con funcidén generadora de

momentos,

M(t) = (1 - 2¢t) "2,
u
Suponga que, U1 % U2 son variables aleatorias
independientes, cada una con distribucidén xz con n Yy Mg,
grados de libertad respectivamente; en este caso la
variable aleatoria U1 * U2 también se distribuye xz pero

con n, + iy, grados de libertad. Ahora generalizaremos este

resultado para p variables aleatorias xz.
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Lema 2.3.1 Si Ui,---,Up son variables aleatorias con
distribucidn xz e independientes, con ni,--~,np grados de

libertad respectivamente entonces U1 LR Up se distribuye

2
X con n hiov s wi np grados de libertad.

Demostracion. Defina U = U1 s Up, y puesto que las Ut

son independientes,

Mu(t? = I M_ (t)

i
=
1
N
P

y esta es la funcidn generadora de momentos de una variable

aleatoria xz con n1+---+np grados de libertad. -

En la demostracién del teorema anterior la indepen
dencia Jjuega un papel importante. El1 siguiente teorema,
conocido como el Teorema de Cochran, se refiere a la

independencia de variables aleatorias con distribucidén xz.

Teorema 2.3.1 Suponga que X ~ A;(O, I) v defina @ como

sigue:
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Bi

Q = G1+-'-+Gp (2.4)
donde G“ i=1,",p son formas cuadraticas nmno negativas
en las X » €on F(GL) = N entonces la condicidn necesaria
y suficiente para que Ql,'--,ap sean 1ndependientes con
distribucidn xz con n1,---,np grados de libertad

respectivamente es que

Demostracion. Suponga gue G_L tiene la distribucidn xz con
nt grados de libertad, i = 1, -',p, Y gue ademas las Gt son
independientes. Entonces Lgiat es la suma de p variables
aleatorias xz independientes. Se sigue del lema anterior

P P

que Lgiai también tiene distribucidn xz con Lgint grados de

libertad. Por otro lado

P
y vemos que _zia, tiene distribucidn xz con n grados de
v = t

libertad. Por tanto,

Esto prueba la parte necesaria de la condicidn.
La suficiencia se demostrar&d por 1nduccidn. Para
p = 1 es evidente que el teorema se cumple. Entonces,
debemos demostrar que si el teorema es cilierto para una

descomposicidén de k-1 términos. lo es también para k
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términos; para esto, hagamos a (2.4) la transformacién

ortogonal x = Ciz a (2.4), la cual transforma a D1 en la
suma

AP 2

T - S

L=1 v
donde Ai,--',Ar son los valores propios de la matriz gque

1

caracteriza a 01' Asli tenemos:

P 2 - 2 o ¥
Z {1l = X + = +
L=1( t)zt ‘L=§1+12,L Gz +Gp’ (2+9)
~ ~
siendo Gz,---,Gp las transformaciones de Gz,"',G
. P
respectivamente. Veamos ahora que los N son iguales a 1y
1

para esto, supongamos que existen k de los Ak diferentes a
1. Ambos miembros en (22:9) son formas cuadré&aticas en
21,--',2n, y el rango del lado izquierdo es n - n1 + k.

Podemos ver también que el rango del lado derecho es

nz+---+nk =R = Do Igualando los rangos resulta que k = ¢]
Yy, ©n consecuencilia, los A, 1 = 1,"',n1, de donde
1
hz ~ ~
§ z. = Q_ +---+ 0 (2.6)
n_ Tl L 2 P
1
Agqui las variables 21,"',2 no aparecen en el primer
n

miembro y vamos a probar que tampoco aparecen en ningun
término del lado -derecho de (2.6); para esto, supongamos

~ ~
por ejemplo, que Oz no es independiente de Z s entonces Gz

' 2
deber4a contener un término azl, con a > Q. Pero los

oo 2 ;
coeficientes de 2, en QZ,--',G son no negativos, lo cual
P

implica una contradiccidn a (2.6).
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Tenemos, de acuerdo a lo anterior, gue (2.4&) da una

n
: 2
representacidén de ;12, en una suma de k-1 formas no
n 1
1

negativas de las variables =z 1.~-~‘z . De acuerdo con la
n+ n

hipdtesis , es cierto el teorema para esta descomposicidn,

y por consiguiente, existe una transformacidn ortogonal con

n—n1 variables que transforma z M,"',z en las variables
n n
Vnﬂ.-"',yn; tal que
Y - (2.7)
2 L=n +1y'L’ * Tk t=n-n +1yi. :

S1 agregamos a esta tranformacidn las n, ecuaciones

z1 = yi,---,z =y ., obtenemos una transformacidén
"4 "y
ortogonal de n variables z = Czy tal que se verifica (2.7).
El resultado de efectuar x = Ciz y z = Czy y, esta
transformacidén es equivalente a x = C1C2y, la cual también

es ortogonal pues C1 y C2 lo son. Esta transformacidn reune

las condiciones requeridas, quedando demostrado el teorema.

2.4. Distribucion Condicional

Sea X € E un vector aleatorio con distribucidn
-

Ay, Z), Z no singular. Ademas consideramos la particidn
X1
X = X «E, X el < ;
" 3 . 4 n pqu p
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Supongamos que se observd Xz’ es decir, ya
conocemos una parte del vector X. Deseamos, de acuerdo a
las circunstancias descritas encontrar la distribucién de
Xi; esto es, queremos determinar la distribucidén de X1 dado

Xz. La densidad condicional de X1 dado X2 se representa por

f (X [X ), X € [E .
x ! X ) 2 q
1'72
En Ez por ejempla, si X' = (Xi. Xz) es un vector
aleatorio. Entonces, la distribucidn de X1 dado gue X2 = x2
es constante esta concentrada en el plano X2 = X,i para En,

con n > 2 nos referimos a un hiperplano.

En esta seccidn nos concretaremos a la distribucidn
condicional para el caso no singular de la distribucidn

normal.

Definicion 2.4.1 Sea T una matriz no singular particionada

como

™
1}
M
~<
™

cuadrados.

Suponga que Zzz es no singular y defina la matriz

-1
z = 2, - Z :
i1, 2 11 12 22 21

Teorema 2.4.1 Sea X un vector aleatorio con distribucidn
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K, Z). Considere la particidn

>
]

. X1 & Eq, X2 eE vy g< p.

2

Sea Z particionada como en la definicién anterior,
donde la particidén es compatible con la de X. Ademis, sean
H s Zu, H, Y Zzz la media y varianza de X1 Yy X2 respectiva
mente. Entonces, la distribucién condicional de X1 dado que

- . -1 _ .
X2 = x, es normal con media H, + zizzzz(xz pz) y matriz

de covarianza Z .
11, 2

Demostracion. Suponga que Z:z = 0; con esto la distribucién
de X se escribe como

lzii

(p—q)/zl

N I1/2

- _1 _ rs—1 _
fx(x) ={[1/((2n Ylexpl 2(X1 “1) Z“[x1 '“1]}

{[1/7((2m) z

i1/2
22|

_1 » re—1 _ .
) Jexpl z(X2 uz) 211()(z pz)]},

esto muestra gue X1 Y XZ son independientes vy,

X1~ JV(ui, zZ )y X2~ JY(yz, z ).

11 22

Recuerde que la no correlacidén entre dos variables
aleatorias normales, implica ausencia de dependencia lineal

entre las mismas.

Definimos ahora
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y escogemos M de tal manera que U1 Y U2 sean independien-
tes, entonces tenemos gue E(Ux) = M + Hyz Y E(Uz) = Hz’ Y

puesto que U1 v U2 son 1ndependientes, se tiene también que

E{[X1_ Mot M(Xz— uz)J[X2~ uz] } = 0.

Usando la ecuacidn anterior, un calculo directo muestra que

z + MZ = 0, lo cual implica
12 22
M= -5 5t
12722

De acuerdo al valor de M,

] ~ ~ -1
E(Ui) oM Z12222H2’

mas aun, la matriz de covarianza de U1 estd dada por

, ~4 ; -1 S
E{[Xi— B~ 2 & [X — uzj}{txi— “1] z E_ X AZJ}

12 z2 2 12 22 2
2 B ~F X
14 12 22 21
— i
= .
i1 2

Puesto que U1 % U2 0N independientes su
distribucidon eonjunta es

f (u)f (u_ ) =
U

~@ 2 | e —1s2. 1 _ Py | [ B
AR ELE I 11.2‘ lexpl 2(U1 M1) 11,2 T4 M )2
== Gl A2 s = W < A il
P * w0~ 2 3
(L(2mn) | 22! Jexpl-Z(u, = p, )L (u - 1 )1)
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El jacobiano de la transformacién U = X - S !
1 1 12722 2
Yy U2 = X2 es ]Ip] = 1. Entonces, usando (2.8) se sigue
¥ ’x(xl’x ) -
1 2
Sy "7 2 T1szg e o - el o3
{[(2m) szx.z‘ Jexpl 2(x1 B Zizizz(xz yz)J
-1 -1 “Up-q)r2 | ~-1-2
— } o . ind . ) <
11.2(x1 “1’ “y2 zz(xz “2']}{[(2n) LZZI
expl-1(x_- )2 Mk - w1 (2.9)
PL=z %™ H, 22 "2 Mz :
y esto es equivalente a
[e2m) P72 |2 #jexpl -2 (x - w) =78 (x = W)
De (2.%) obtenemos la distribucidén marginal
- {p-q)r2 =i 2 1 p o1
= ; ; _1 _ —
fxéxz) L(2n) |222I Jexpl z(xz “2) 2'.L'z:a'xz “z):|
, e f Cx ) = f { ( f o
y recordando que y lx(y1}>2, y ‘X,xl|y2)/ . xz)
1172 112 2
entonces tenemos
f oo (x Ix ) = [(2m)” Yz TV
x|xz' T1'"2 11,2
. P _ il VIR St AU 5
SRR, z[xx H1 Z12[’22\)(2 Pz)‘ a4, 24 % ¥ Ltzazz‘xz M2 13
Con esto se completa la demostracidén. -
Ejemplo 2.4.1 Suponga que
X 1 1 b2 3
1
X ~ N S 2 5 1
2

X 1 , 3 1 200 ,



y queremos encontrar la distribucién condicional de

P

dado que

54

Aplicando las fédrmulas anteriores vemos que la esperanza de

se ’ _
X1 dado (Xz, Xa) 2 ¥, = (2, 0).
-4 5 1T -
Hy M Z1zzzz(xz_“z) = 1+ 12,3] [l 200] [ 1 ]'
= 2057333

mientras que la correspondiente varianza condicional es

-1
— " -1 . S5 1 =2
Z11.2 B Z11 Z12222221 1-t2,31 [1200] [ 3]
= 166/999
Se concluye que
X |x' = (2, 0) ~ A(205/333, 16&/999).

1 4



CAPITULO 3

INVERSAS CONDICIONAL Y GENERALIZADA

La estimacidn de los parametros de un modelo lineal
y = X3 + £ estad estrechamente relacionada con el problema

de determinar la solucidn a un sistema de ecuaciones

lineales, digamos Ax = g. En este sistema si A es inversi
ble, entonces la solucidén es x = Aﬂg, sin embargo no
siempre el sistema tiene solucidn. En este capitulo

estudiaremos algunas matrices relacionadas con sistemas que
no tiemen solucidén, gque no tienen solucidn Unica o en
general, sistemas cuya matriz de coeficientes es

arbitraria.

J3.1. Inversa Condicional

Si el sistema Ax = g tiene solucidn, entonces g €
FP{AY, v x es el vector de coordenadas que expresa a g como

una combinacidén lineal de las columnas de A. Ahora suponga

que g & Y{A}. Esto - implica que para todo vector x, se
tiene que Ax = g + h para algun vector h; en este caso es
deseable encontrar x de modo que Ilhll = IlAx — gl sea minima.

La nocidédn de inversa condicional desempefia un papel deter

minante en la solucidn de este problema.



Definicion 3.1.1 Sea A una matriz de orden m X n. Una
matriz C de orden n X m es una inversa condicional de A si

sélo si
ACA=A. (Sal)

Una inversa condicional de A se denota usualmente

3 C : -
mediante A, y también se le conoce como c-inversa.

Recuerde que para una matriz A de orden m X n
existe una matriz E no singular, tal que EA es una matriz
escalédn reducida por filas. Ademéas, por medio de permuta
ciones de las columnas de EA, obtenidas postmultiplicando

EA por alguna matriz no singular P se tiene que

donde r es el rango de A y K es cierta matriz. Note que P
se obtiene permutando en Ih las mismas columnas que se

requieren permutar a EA para obtener la ultima igualdad.

Lema 3.1.1 Sea A un matriz de orden m X n, y sean E y P

matrices no singulares de orden adecuado tales que
EAP = . K1 (3.2)
0

donde r es el rango de A. Entonces para cualquier matriz L
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de orden (n — r)X(m — r) la matriz

es una 1nversa condicional de A.

Demostracion. Note gque de (3.2) A se expresa como

y entonces

Por tanto C satisface 3.1. =

Observe que el lema anterior nos dice que una
inversa condicional no es unica, y proporciona una forma de
construir inversas condicionales. Note también gue si A es

: . -1 -1 -1, -1
Nno singular se sigue de (3.1) que A "ACAA = A AA y
. ’ -1
esto es equivalente a decir que C = A . Veremos ahora

algunos resultados que se desprenden de la definicidn de

inversa condicional.
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Lema 3.1.2 Sea A una matriz arbitraria
(1) (A)’ = (A"
(11) r(A’) =2 r(A);
(ifi) las matrices AA® Yy A°A son indempotentes y de rango

igual al de A.

Demostracion. (i) A partir de la definicién 3.1.1 se sigue
que A’ = (AR“A)’ = A’ (AS)’A’, por lo que (A)’ es una
c—inversa de A’; esto es (A)’ = (A')°.

(11) en el lema 3.1.1, de la expresidén (3.2) es claro que

r(A%) = r + r(L)

Z r(A)

(111) Recordemos que para dos matrices L y M para las que
LM estd definida, r(LM) < r(L), y r(LM) = r(M).

Usando esto se obtiene

F(A) = r(AA°A)

> r(A°A)

zZ r(A),
es decir r(A) = r(AA). La parte F(AA°) = r(A) se demuestra
en forma an&loga. Para fimalizar veremos AAC y A°A son
idempotentes:

(PA°) (AA®) = AA°AA°

= AA°,

y también



(A°A) (A°A) = A°AA°A
- C
= AA. -
En particular si AA° es simétrica, A° es llamada
inversa de minimos cuadrados, pues para el sistema Ax = g,
el vector
X = Acg

hace que lihll = lIAx — gll sea la minima posible. Esto se
sigue de gque Ax = AAcg es la proyeccién ortogonal de g

sobre £L£{A}, pues AA® es simétrica e idempotente.

Teorema 3.1.1 Sea A una matriz de orden n X n, y sean p €

L=

£ {A’}, q e Z{A)}. Entonces p’A g es invariante por

cualquier c—-inversa de A.

Demostracion. Sea A: una c—-inversa de A, S51 g  L{A} v p €

L{A"}, entonces p y qQ se expresan como
p=A'vyqg-= Aw,

para algunos vectores v,w € E . Tenemos ahora que
n

p'Aq = (A’v)’A:(Aw)

= v'AA:Aw
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C 5 <
donde A" es cualquier c-inversa de A. -

Corolario 3.1.1 S ea X una matriz de orden m X n, con r(x)

> 0. Entonces X(X’X)°X’ es invariante por cualquier (X'X)°.

Demostracion. Sean X0 X las filas de X, x e E , i =
m L n

1,---,m. Es claro gue x: e L{X'X}, entonces por el teorema

anterior

k. = % (X"%)°%%; 1, § = 1, -;m
1] L J
es invariante por cualquier c-inversa de X'X, luego se
tiene
X(X’X)°x’ = K,
donde K es una matriz de orden m X m. -
El corolario anterior seri parte fundamental en la
estimacidn de paréametros de un modelo lineal y = X3 + &£.
Para conclulr esta seccidn veremos una forma para
calcular inversas condicionales de un matriz dada. Esta

forma esta fundamentada en el lema 3I.1.1.E1 procedimiento

es como sigue:

Sea A una matriz de orden m X n. Primero formaremos
la matriz aumentada [ImlA]. Luego por medio de operaciones
de filas, esa matriz se lleva a la forma [E|R], donde R es
una matriz escaldn reducida por filas y EA = R. Finalmente,

se obtiene la matriz P tal que
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EAP = L, k1 (3.3)
o o

para obtener P basta empezar con la matriz I y hacer las
n

mismas permutaciones gue se requieren en R para obtener

(3.3), la matriz resultante es precisamente P. Asi, la
matriz
c=p |, b]E (3.4)
o L

es una 1lnversa condicional de Aj; distintas inversas condi-

cionales se obtienen al variar la matriz L.

Ejemplo 3.1.1 Consideremos la matriz

O+~ N
N O &N

Queremos calcular dos inversas condicionales de
A. Procediendo como se indicdé formamos la matriz [I4|A], y

reduciendo por filas obtenemos

1 0 O O i1 2 27 [1/3 -2/3 2/3 0 1 0 27
O L1 0 O 2 1 4 1/3 1/3 -1/3 0 0O 1 O
._.—.’
0O 0 o0 1 3 0 6 -1 2 -1 0 O O O
O 0 0 O ~4 .4 & ] -1 -2 2 1 O 0 0 |

Entonces, tenemos que

[1/3 =273 2/3 0
123 143 =143 O
-1 2 -1 O

=1 =B z 1

b -
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y la matriz P = I3 ya gque no se requieren permutaciones en

las columnas de R, la cual particionamos como:

1 0 2
R = (6] 1 0O
0 0 o |,
| o o 0. ]
Tomando L’ = L; = [0, 1], y sustituyendo en (3.4)

con un célculo directo tenemos que

A= P L
0 L

[1/3 -2/3 2/3 0

= 173 173 -1/3 Q

_—l 2 —1 @)
y similarmente, seleccionando L’ = L; = [1, O], se obtiene
I
AZC = p| I % |e
0O L

173 -2¢/3 2/3 0
= 173 175 —-1/3 O

=1 =2 Zz 1

donde es facil ver que

il
D

AR°A = AR°A
1 2
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Distintas técnicas de céalculo de inversas condicio-
nales se encuentran en Pringle y Rayner (1969) $ Searle

(1971) -
3.2. Estimacién de un Modelo Lineal

Consideremos el modelo lineal y = X3 + &£, donde X
es una matriz de orden m X n con rango r < m, N, y suponga
que £ ~ K(O, 021); en este caso la matriz es de rango
incompleto. Deseamos estimar {3 vy o asi como funciones

lineales de (3. Antes de ver el caso general estudiaremos el

caso en que X es de rango completo por columnas.

2
Teaorema 3.2.1 Sea £ € En un vector tal gque &€ ~ A(0, oI)
y considere el modelo lineal y = X3 + &£, donde X es una
matriz de orden n x p de rango p. Entonces los estimadores

de verosimilitud maxima de 3 y ot son:
- ’ —1. ~z ’ ’ -1,
B=(X"X) X'y, y o = y'"[I - (X'X) X" Jy/n.

Demostracidn. Si £ ~ #(0, o°1) entonces y ~ K(X73, o1y .

Aplicando el método de verosimilitud maxima tenemos

L(B,0%:y) = [(2ne®) M EIEXPI-(1/20%)(y = XB3) ' (y — X3) ']

de aqul se sigue que

2(3,0°:y) logl(3,0%:y)

~(y - XB) ' (y - XB)/(20%) - Log(2ro®)"?

Il
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Derivando la dltima igualdad con respecto a 02 y 3, se
obtiene
(d/7do®)e(3,0%:1y) = (02) 2 (y-XB) (y=-XB)/2 - n/(20%)
2 2 -1 :
(d/dp3) (3,0 :y) = (207) "[2X' X3 - 2X'y].

Ahora hay gque resolver el sistema

d
£(p,0%:1y) = 0
2
do
d 2
gﬁ" L(pB,07 1y) = 0,

el cual es equivalente a resolver

X’X3 = X'y

= (y - X@)'(y - Xi3),

~
2 . 2 ) <
donde ¢ es el estimador de ¢ . Como X'X es no singular,

los estimadores de 3 vy o% son

B = (XX Xy, y
o = (y = X@3)'(y = Xp3)/n

= y'[I = X(X"X)7*'x"1y.

~

. > iy
observe que o también se expresa como o = fly — xXpil™72
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Recuerde que si A es simétrica e idempotente y X ~

H(u, Z), entonces U = x’Ax tiene distribucién xz con p
grados de libertad, donde p es el rango de A. Ademas, E(U)

= n + 2\, donde A = u'Au/2 es el parametro de no centrali-

dad (Graybill, 1976).

Lema 3.2.1 Sea A una matriz idempotente de orden n X n.

Entonces, r(A) = tr(A).

Demostracion. Del 4lgebra lineal sabemos que r(A) =

F(PdAP), donde P 'ap = diag {K“"',Kh}. Ademas, como A

es idempotente KL e {O,1}, 1 =1, ,n y con esto
-1 -1
r(P "AP) = tr (P "AP)
= r(AP'P)

]

tr(A). -

Para encontrar estimadores insesgados de 3 vy o

N~ ~
. . . . 2 2
necesitamos conocer la distribucidén de 3y no /o .

Teorema 3.2.2

(D) B~ (3, A(x’x)7 Yy,

no? "
(11) ~ x con n—p grados de libertad.
o
Demostracidon. (1) (3 = (X'X)-ix’y es una fumcidn lineal de

~

Yy, 3 tiene la distribucidn normal con esperanza



E(R) = EL(X’X) X"y]

1

(X"X) "X’E(y)

1l

(X*X) %* xR

= g
y €on covarianza

Cov(%) = Cov[(X"X) *x’y]

= (X"X) 'X*Cov(y) [ (X*X) *x"71"

= (x"x) AT (xtx) !

= o LXTRY .
(11) observe que

~

no?/o® = (y/o) [T = X(X'X) X" 1(y/o)

= Z'[I-X(X'X) ' 1z,

donde z = y/o ~ K (X3/o0, 1). Luego como 1la matriz

I—X(X'X)ﬁX' es 1dempotente y simétrica y Cov(z) =1,

2 CY = XX X)) ™% 3z ~ %°
con n—-p grados de libertad, pues

FLT - X(XX) ™M1 = trlI = X(X'X) *x'3

I

tr(I) — tr[X(X'X) *X']

n - rIX(X X)) %3,

= N - p.

donde en la tercera 1igualdad wutilizamos el resul tado

obtenido en el lema 3.2.1. Para finalizar, veremos que

parametro A de no centralidad es cero. De hecho,

b6

el
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No=oplll - X(X'X)"‘X'Jpz/z

]

(XB/o) [T — X(X X)X 1(Xp/o)/2

BUX LT = X(X'X) 'x 1xp3/2

BUIX X = X X(X'X) ' x1p

1
O

~

! . . 2, 2 .
Con base en la distribucién de no /o construiremos un

. . 2
estimador insesgado de o .

Teorema 3.2.3 En el modelo lineal y = X3 + £ es posible
construir estimadores insesgados de (3 vy oz, los cuales

estan dados de la siguiente manera:

B = (X'X) 'Y, y oF = Y II - X(X"X) *X"1Y/(n - p)
Demostracion. La primera parte se sigue de que E(f3) = 3, vy
notando que 3 = 3. Usando el resultado obtenido en el

teorema 3.2.2 podemos escribir

az = naz/(n — Bl (3.95)
donde E(noz) = (n - p)oz; de aqui se desprende que
'E(oz) = E[noz/(n — @) ]
2
= o, -
Hasta ahora hemos hablado del modelo lineal y = X3

+ £ cuando X es de rango completo, resultados analogos se
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obtienen cuando X es de rango incompleto.

Supongamos que en el modelo y = X3 + &£, £ es como
antes, es decir, & ~ A(O, OZI). Sabemos que (y—-X{3) (y—-X{3)
se minimiza cuando 3 se selecciona de modo gque se satisface

el siguiente sistema de ecuaciones normales:

Es claro que este sistema es consistente y tiemne una

solucidn dada por

(X X)X y. (3.6)

=2
1l

Con esto obtenemos,

~

X3

X(X X)°X"y (3.7)

para cualquier (X X)C,

Veamos ahora algunos resultados necesarios para
. z
encontrar los estimadores de 3y o en el modelo de rango

incompleto.

Lema 3.2.2 (1) sean A: Yy A: dos inversas condicionales de
A. Entonces la matriz A: AAZ es también inversa condicional

de A;

(11) la matriz (A’A)CA' es una inversa condicional de A

)C

para toda (A'A
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Demostracion. (i) observe que

AAAASA
1 2

AA:A (definicidén 3.1.1)

:A’

C C . = 5
y entonces A1AA2 es una 1nverna condicional de A.

(I1) Note que A(A'A)°A’ es simétrica y ademés,

ALA' A A’ AA' A) A’

A(A'A):A', (parte (1))

il

A(A'A)°A", (corolario 3.1.1)

es decir , A(A'A)°A’ es idempotente, y se concluye que
representa a una proyeccidén ortogonal saobre £{A}, la cual
denotaremos como
P = AA'A) A
con esto
AA'A)A'A = P.A
= A.
Por tanto (A"A)°A’ es una c-inversa de A, indepen-—
dientemente de la matriz (A'A)° que se utilice. w

Por el resultado obtenido en el lema anterior, el
vector (3.7)
X3 = X(X'X)X'y
es la proyeccidén ortogonal de y en £{X} vy como sabemos,
X(X'X)°X’ es invariante por cualquier (X’X)C; por esto, el

vector g3 = (X'X)CX’y, minimiza lell = lly - Xp3l.



- 70

Teorema 3.2.4 Considere el modelo lineal y = X3 + &£, con &
~ H(O, ozI), X es una matriz de orden m X n, con r(X) = p <
m,n vy 3 € En' Entonces, los estimadores de maxima

verosimilitud de 3 vy 02 estdn dados por

B=(XX)°%'y y o=y [I - X(X' X)X 1y/(n — p)
Demostracion. La demostracién se sigue de los teoremas

3.2.2 vy 3.2.3, y del lema 3.2.2.

Observe que, aunque 3 depende de la inversa
condicional de (X'X) que se utilice, X3 es constante ya que

X(X’X)CX’ es invariante por cualquier (X" X)°<.

Ahora volvemos la atencidén al problema de deter-
minar si existen o no, estimadores insesgados de un funcidn
lineal de {3, digamos £¢'f3. Si es posible encontrar una
funcidén lineal del vector de observaciones, digamos a’'y tal
que E(a’'y) = ¢ 3 para todo 3, la funcidn €3 se dice gque es

estimable.

Teorema 3.2.5 Sea ¢ '3 una funcidén lineal del vector de
parametros {3 del modelo lineal y = X3 + e£.Entonces, las

siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) Existe un vector constante a € En tal que E(a'y) = &'#
para todo 3,

(1i) Existe a En tal que a'X = £'.
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Note que este resultado establece que &R es una funcidn

estimable si y sdélo si, ¢ pertenece al espacio de filas de

X.

Demostracidn. (i) = (I1i). Suponga que E(a'y) = ¢ 13, para
todo 3. Entonces, ya que E(y) = X3, se tiene que a'Xp3 = &3
para todo 3 € Ep, lo cual implica que a’'X = ¢, es decir,

la condicidén (1ii) es valida.
(1) = (1). Si a’X = ¢, para algun a € En, se tiene que

E(a'y) = a'Xf3 = &3 para todo 3 y entonces (1) ocurre. ™

Corolario 3.2.1 La funcién £33, lineal de 3 es estimable si
y solo si ocurre alguna de las condiciones (1) & (1I1),en
seguida

(1) &x°x = ¢,

(1) & (X' X)°X'X = &' .

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que &3 es
estimable si y sélo si £ = a’'X para algun a En' Ahora
observe que
{= X"a, para algun X = & X°X = axx°x

2 & X°X = a'X

> & x°x <

]

Reciprocamente,
XX = & a'X = & para a = £ X°. Luego, vemos gque £ 3 es
estimable si y sélo si (i) ocurre. Para concluir observe

que
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£=a'X & (X' X)°x'x = a X(x x)°x'x

a'X (por el lema 3.2.?)
= £,

Reciprocamente,

XXX = ¢ a'X=¢ conas=2&(X X)X . -

Para concluir esta seccidén, obtendremos la

-~

esperanza y varianza del estimador ¢ 3 de 1la funcidén

estimable ¢ 3.

Teorema 3.2.6 Sea ¢ (3 una funcidén estimable. Entonces la

esperanza y la varianza de {3 est&an dadas como sigue:

ECER) =803, y var(&'3) = o2¢ (X' X)%¢,

donde (X'X)¢ es cualquier c—-inversa de X'X.

Demostracidn. Note que, para todo 3 e Ep

it

E(E3) ECLS (X X)X 'yl

& (X x) " x X,

i

<3,

donde hemos usado la parte (iI) del corolario anterior para
obtener la dltima igualdad.

Ahora demostraremos la férmula para Var (£ n3).

Var(t'%) = C'Var(%)(

EVarl (X X)X y1¢

fl

(X X)X Var(y)X(X X)%¢
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2L (X X)X X(X"X)C¢

ofe (X X)%¢

e (x x)%¢,

donde hemos usamos la parte (1i) del corolario 3.2.1. para

obtener la tercera igualdad. -

3.3. Inversa Generalizada

En la seccidén 3.2 vimos la aplicacidn de la inversa

condicional al problema de la estimacién de los parametros

de un modelo lineal de rango completo y = X3 + &, donde

encontramos que % = (X’X)—1X'y y que la matriz (X’X)"1X' es
una c-inversa de X. Esta matriz (X’X) !X es una inversa
condicional de X con propiedades muy especiales, y recibe

el nombre de inversa generalizada. E1l propédsito de esta

Seccidén es introducir y estudiar este concepto.

Definicion 3.1.1 La matriz G es la inversa generalizada (o
g-inversa) de A si cumple las condiciones (1) - (Iv) que

aparecen enseguida.

(1) AGA = A
(i) (AB)' = AG
(iii) GAG = G
(iv) (GA)' = GA.

No es dificil demostrar que una matriz A posee
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exactamente una g-inversa, la cual denotaremos por A—; esto
se demuestra en el teorema 3.3.2. Note que si A es de orden

m X n, entonces A es de orden n X m.

De la definicién 3.3.1 se desprende que las
matrices ABG y BA son simétricas e idempotentes. Veremos

enseguida algunas propiedades sencillas de A .

Teorema 3.3.1 Para toda matriz A las matrices A, AA-A, A A

y A tienen el mismo rango.

Demostracion. Como A = AA A es claro que r(A) = r(AA A).
Entonces, r(A) = r(AA A) < r(A A) < r(A), esto es r(A) =
r(A A). Similarmente, r(A) = r(AA A) < r(AA ) < r(A) vy
entonces r(A) = r(AA ). Por altimo, A = AA A implica que
r(A) < r(A ), y ademads, A = A AA implica r(A ) < r(A) de
donde se desprende que r(A) = F(A ). -

Corolario 3.3.1. Para toda matriz A las siguientes condi-

ciones (1) - (iv) se satisfacen.
(1)  R(AA ) = R(A);
.. - sk,
(1) KX(AA ) = R(A) ;
(111) R(A A) = R(A )3
(iv) K(A A) = ¥#(A).
Demostracion. (1) Es claro que R(A) > R(AA ). Ademas, por

el teorema anterior, se tiene que r(AAm) = r(A), y



entonces, R(AA‘) = R(A) se desprende de inmediato.

(11) recuerde que AA es una proyeccidén ortogonal, entonces
- e AL 4

H(AA ) = R(AA ) = R(A) .

(ifi) como R(A ) > R(AA) y r(A ) = r(A A), las imagenes de

A y A A tienen la misma dimensidén, con esto se tiene el

resultado R(A A) = R(A ).

(iv) observe que A Ax = O = AA Ax = 0 = Ax = O » A Ax = O.

Adem4s, es claro que Ax = 0 = AA x = O. Luego, se tiene
que AAx = 0 & Ax = O, y esto significa que #(A A) = X(A).
|
El siguiente corolario nos proporciona una
interpretacién geométrica la manera en que A~ actua en
relacidén a la matriz A.
Corolario 3.3.2. Para toda matriz A,
- L
(1) R(A ) = K(A) ;
. . - L
(1) #(A ) = R(A) .
Demostracion. (1) Usando que A A es una proyeccidédn orto-
gonal, junto con la parte (7ii) del corolario 3.3.1, vemos
- - = o
que R(A ) = R(A A) = KA ) = HK(A) .
(11) Usando la parte (1) con A reemplazada por A—, vemos

e S S—
que R[(A ) ] = (A ) , es decir, R(A) = H#(A ) . =

Como mencionabamos al principio, la inversa genera-
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lizada tiene la propiedad de ser unica.

Teorema 3.3.2. Sea A una matriz arbitraria. Suponga que A:

y A son inversas generalizadas de A. Entonces A: = A;.

Demostracidn. Multiplicando A = AAl_A por A; en ambos lados
de la igualdad tenemos que

AA = AA AA
2 1 2

y usando la definicién de g-inversa tenemos AA; = AA:AAZ =
[(AA )(AA )T = (AA ) (AR ) = (AA )(AA ) = AA . En resumen,
1 2 2 1 2z 1 1
AR = AA . (3.8)
2 1

Andlogamente se concluye que
A A =AA, (3.9)
1 2
Utilizando (3.8) y (3.9) se sigue que

A = A AA
1 1 1

(A A)A
1 1

(929)91

A (AA )
2 1

]
D
D
D

Como lo constatamos en la seccidn 3.2, la solucidén
al sistema Ax = g de ecuaciones lineales tiene repercucio-
nes significativas que son de interés en estadistica. Ahora

veremos como caracterizar un sistema que tiene solucidén, y
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la manera de determinar las soluciones wutilizando el

concepto de inversa generalizada.

Lema 3.3.1 El sistema de ecuaciones lineales Ax = g tiene

solucidén si y sélo si, AA—g = q.

Demostracion. Supéngase primero gue el sistema tiene
solucidén, entonces g € £{A}, y como AA  es la proyeccidn
ortogonal sobre £{A} (AA— = PA) es claro que

PO = 9

es decir

AA—g = g.

Inversamente si AA g = g, entonces poniendo X, =

A—g se tiene que AXx = g, y x = X, es solucidn de Ax = g.
o

Ya tenemos una forma de caracterizar a un sistema
consistente de ecuaciones lineales, nos resta encontrar una

expresidén que nos determine todas las soluciones.

Teorema 3.3.3 Sea A una matriz de orden m X Ns y suponga
que el sistema AXx = g es consistente. Entonces, todas las

soluciones x son de la forma
o

x =Ag+ (I - A h,

o
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con h « En un vector arbitrario.

Demostracion. Suponga que Ax = g es un sistema consistente

y sea x_ = A~g + (I - AA )h para algun h. Entonces,

Ax_ = AA g + A(I - AA )h

AA g + Ah - AA Ah

= g + O
=9
Reciprocamente si X es solucidén a Ax = g veremos
que xo se expresa en la forma x = Afg + (L — AA_)h para
algun vector h. De hecho xo = A—g + (I - AA—)xo pues el

lado derecho de esta igualdad es

A g + X~ AA K, = A g+ x - AA Ag
= A—g + x = A—g
o
= XO. =
Suponga que el sistema Ax = g es inconsistente,
como consecuencia de esto g € £(A) y entonces Ax = g +h

para algun vector h.

Definicion 3.3.2. E1l vector xo se define como la mejor

solucidén aproximada al sistema de acuaciones Ax = g si vy

sélo si:

(1) lAx - gll2 = "Axo A g"z, para todo vector x, y
(11) si x es tal que HIAx - gll2 = HAxo = guz, entonces IIxll =

Ix 1.
©
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La mejor solucidén X al sistema Ax = g ocurre

precisamente cuando X, = A g; esta es wuna propiedad por

demas interesante de la inversa generalizada.

Teorema 3.3.4 La mejor solucidén aproximada x al sistema de
(o]

ecuaciones lineales Ax = g es xo = A—g.

Demostracion. Primero observe que A(x - A_g) € R(A), 3%
note ademas (AA - I)A =AA A - A = O. Como AA - I esto
significa que las columnas de AA - I son ortogonales a las

columnas de A. Equivalentemente, para todo vector h, ocurre
- o

que (AA - I)h € R(A) . Entonces para todo x € En, se tiene

que A(x - A_g) es ortogonal a (AA - I)g, lo cual implica

gue para x € En’

ax - gi® = lAx - AA g + AA g - glIl?
= lA(x — A g) + (AR + I)gl?
= 1Aa(x - A g%+ 1(pA + I)gi?
- 2
> I(AA + I)gl

_ _ 2z
= HAxo gh”,

donde xo = A q.

Para la segunda parte, suponga que X, s un vector

tal que Ax1 = AA‘g. Hay que ver que Hx1H > onﬂ. Primero

observe que Ax1 = AA—g > A(x1 — A—g) =0 = X, - A-g € KH(A).
- . 1 =

Adem&s, sabemos que A g € R(A ) = #(A) . Luego A g es

ortogonal a X, - A—g. Entonces
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2 - - .2
ilxill = le1 Ag + A gl

Ix, = A gl® + 1A gN?

2

z 1ATgl® = lx_i -

Si X es una matriz de rango completo por columnas,
es facil ver que (X’X)—1X' = X . Ahora suponga que X es de
rango completo por filas. Defimimos A = X' entonces, A’ es
de rango completo por columnas, y entonces

1 —

(A'A) A" = A, (3.10)

Reemplazando A por X' en (3.10), se obtiene

(x,)_ @ 3 ugii R h

]
>
x
bod

(X" X) *x

[X: XXy -,

Por otro 1lado, la g-inversa de una matriz es

también una inversa condicional, y entonces (X') = (X ).
Esto implica que (X ) = [X’(XX')-1J',D equivalentemente,
X = Xx'(xx )%,

Nos apoyaremos en los resultados anteriores para
encontrar una expresién para la inversa generalizada de una

matriz arbitraria.

Teorema 3.3.5. Sea A una matriz de ordemn m X n, con r(A)=p

< m, n. Suponga que A = BC donde B es de orden m X p y C es
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de orden p X n; note qQue en este caso r(B) = r(C) I -

Entonces,

A =CB.
Demostracion. Veremos que C B cumple con las cuatro
condiciones en la definicidn de inversa generalizada. (1)

Como observamos en el enunciado del teorema,B es de rango
completo por columnas y € de rango completo por filas.
Luego,

B = (B'B)'B', yc =c(cc) i,

"

Ademas, es facil verificar Que B B = CC Ip. Entonces

A(C B )A = BCC BB C

B(I-I)C

1]

BC

= A.

(Ii) AA se expresa como AC—B-, de aqui que A(C_B—)

BC(CB)— = BCC_B_ = BB es una matriz simétrica.

La verificacién de que 6 = C B satisface las
condiciones (1i1) y (iv) en la definicién de g-inversa se

hace de modo similar. -

Bajo las condiciones del teorema 3.3.5, podemos

usar el teorema 3.3.4 para concluir que

A =c(cc)p'B) B, (3.11)
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A = BC es una factorizacién de rango completo de A. En
conclusidén: el calculo de la inversa generalizada se reduce
al problema de encontrar una factorizacidén del tipo
mencionado. Para obtener una factorizacidn de rango

completo se procede como sigue:

Sea A una matriz de orden m X n, con +r(A) = p.
Primero se reduce por filas la matriz A obteniendo R, las
columnas cuyo Unico elemento sea 1 corresponden columnas
independientes de A; formamos con estas columnas la matriz
By con las p filas no nulas de R la matriz C. Entonces, A

= BC es una factorizacidn de rango completo.

Utilizando el método anterior junto con (3.11)

podemos calcular la inversa generalizada de una matriz.

Ejemplo 3.3.1 Sea A la matriz

= N
NP N
w

Utilizaremos el método descrito para encontrar una

factorizacién de rango completo de A.

Realizando operaciones de filas se obtiene

= N W=
Nd»ON
OO O+
O OON
O OO

0]
-
S
8
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Luego

OO0 R
COON
OO+ O

y las columnas independientes de A son la primera y la

tercera. Asi, B y C estan dadas por

1 )
- 3 -1 _ 1 2 0 y
B = 2 5 , L [ o} o 1 ]
1 8
Con un cilculo directo muestra que A = BC y que
A = c(cc) B B) B
1 6 19 7 -2
= 375 12 38 14 -4

-5 =20 15 38

Se puede comprobar que directamente A dada arriba

satisface las condiciones de la definicidn 3I.3.1. m}

Para un desarrollo detallado y profundo de laos
conceptos de inversa condicional e inversa generalizada, el

lector puede recurrir a Den-Israel y Greville (1974).
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3.4. Distribucién Condicional para 1la Distribucién

Normal General

Suponga que el vector aleatorio X = [Xx’ ,XnJ
tiene la distribucién normal multivariada, donde sélo
conjuntos de tamafo P < n de las X, i = 1,---,n son

12
independientes. En este caso la distribuciédn de X es de
rango p, y cada una de las variables Xi,"',Xn se expresa
como combinacién lineal de P variables independientes. En
un sentido geométrico podemos decir que la masa total de la
distribucidén estid contenida en cierto subespacio de En'

Conjuntamos este comentario en el siguiente resultado:

Definicion 3.4.1. Sea X = [xi,---,an' un vector aleatorio
con distribucién normal. E1l rango de la distribucidén es p =
N si y sélo si, p es la maxima dimensién de un conjunto de
las XL’ i=1,""",n, que son independientes. Cuando p < n

se tiene la distribucién normal singular.

Generalizaremos en este seccidén el resul tado
obtenido en la seccién 2.4 para la distribucién condicional

de la distribucién normal multivariada.

Lema 3.4.1 Sea T Qha matriz simétrica no negativa definida

particionada como sigue.

b
11 12

21 22
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Entonces RIZZi) o ﬁizzz). Equivalentemente, existe una

matriz Q@ tal que

Demostracidn. Dividiremos la demostracién en dos partes.
(a) Suponga que A es una matriz cuadrada no negativa
definida de orden n X n. Entonces, si x e En satisface x’' Ax
= 0, se tiene que x'A = 0. Para demostrar esta afirmacidén,
sea x € En tal que x'Ax = 0, y recuerde gue existe una
matriz P tal que A = P'P’. Entonces, 0 = x'Ax = x'P'Px =
(Px) " (Px) y entonces, (Px)' = 0, de donde se desprende que
X'A=xPP = (Px)'P = O, como se deseaba demostrar.

(b) Observe que 31221YL < RiZzz) es equivalente a RIZZZ)

= Ri221fL. Asi, el lema estari demostrado si logramos ver
que

AT =0 01'221 = 0, (3.12)

donde a es un vector columna tal que el producto a‘Zzz esta

definido. Para verificar (3.12) observe que

a222=0=>a222a=0
1 212 -
> [0°, a’] £ - = 0
’ ’ o
21 22
11 Z12
2> [0, o] = 0
- 222 (por la parte (a))
= o' X a'X ] = (0, 0)
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= o' X = 0.
12
Asi, hemos verificado que (3.12) ocurre y esto concluye la

demostracién del teorema. -

Teorema J3.4.1 Sea X un vector aleatorio n-dimensional tal

que X ~ A%(u, Z).

Particione X como X = (x;, xé), donde

xi = (Xi,.-.’xp)’ y Xz = (Xp+1,-..’xn).

Particione £ como
b
11 12

Z
21 22

donde Zu es de orden p X p . Entonces, la distribucidén

condicional de zi dado Xz es normal con media

Jl"1 M 212222 (Xz - 'uz)’

y matriz de covarianza

L5 £,
i1 12 22 21

donde H, Y H, eS la media de X, Y X, respectivamente.

Demostracion. Usando el lema anterior , vemos que 221= 2220

para alguna matriz Q, o equivalentemente, 212 = Kzzz donde

K = Q. Entonces,

% X z KZ_ % z
12722 22 22 22z 22

KZ
22

i

12
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Ahora observe que

Cov[;q T M7 Z12222 (X, = H)y X, = H,]

- CDV(X: TOH, Xy T M) - 212222 Covix, = M, X, = H,)
=3 -z = =
12 12 22 22
=3 - Z
12 12
= 0, (S«13)

Entonces, X, ~ K, - thzzz (xz = uz) Y X, — H, son indepen

dientes. Ademis la matriz de covarianza de

x!. - “1 - E:12222 (XZ - “2)

es

Loy [xn - Z12222 Xz’ X, ~ Z12222 Xz]

Cov (xi, Xx) - Cov(xl, XZ)EZ2 221

-z 5 Cov(xz, xi) + = 5 ch(xz, ;(z)Z; z

12 22 12 22 2 21
=F =25 F § 4+ ¥ T 5 =
11 11 22 21 12 22 22 22 21
=3y -2 5 £ +3 5 =
11 12 22 21 12 22 21
=T -%T T . (3.14)
11 12 22 21

Puesto que E[;r1 - ¢, ~- Z = (x

1 12722 - “z)] = @, ue

2
(3.14) se sigue que

X, ToH T Z12222 (xz - uz) ML, Zu - Z12222221)' (S k)

Debido a la independencia de

Xy T Mg T 2212_22(}(2 TH) Y xz.— My
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obtenida en (3.13), (3.19) implica que la distribucién

condicional de X, ~ M- Zziz;z(xz = ,uz) dado x, es JYP(O,.

L - T ). Luego la distribucién de xy dado x es
11 12722721 1 4

”p(“:l * z:1.11222(%2 N “2) 4 Zu B z:12222221) : L



CAPITULO 4
Prueba de una Hipotesis Lineal General

En este capitulo se presenta la prueba de razdén de
verosimilitud para una hipdtesis lineal en el modelo Y = X33
+ £ descrito en el capitulo anterior. El principal objetivo
es resaltar el uso del concepto de inversa generalizada en
la construccién de dicha prueba. Algunos detalles se omiten
y pueden encontrarse, por ejemplo, en Graybill (1976) y

Searle (1971).
4.1. Estadistico de Prueba para la HipbHtesis Lineal Hg3=h

Considere el modelo Y = X3 + &, donde & ~ w%(o,
I), B € Ep y X es una matriz conocida de orden n X p.
3
Considere la hipétesis HB = h, donde 1la matriz H vy el

vector h satisfacen las siguientes condiciones.

(1) H es una matriz de orden g X p de rango q, y h & Eq %
tanto H como h son cénocidos.

(11) HB = h es un sistema consistente.

Bajo estas condiciones, una vez observado el valor

Y = y del vector de observaciones, deseamos tomar una
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decisidén sobre aceptar o rechazar la hipétesis HBZ = h. En
forma intuitiva, se rechazard H3 = h si H% y h son
"significativamente diferentes'", y nuestro trabajo consiste
en establecer en forma precisa el significado de esta

expresidn,

En seguida describimos la prueba de razén de verosi
militud para la hipétesis H3 = h. Sean w y Q los subconjun-
tos de pr(O, ®) dados por

(B, A |HB = h, o > 03;

w

Ll

Q= |pek, o> 01,

Ahora, para cada y € En, defina

[

(y) = max L(y, @),
e € Ww

y
LQ(Y) = max L(y, &),
e € N
donde L(y, @) = (2n) " 2expl-lly - Xxpl%/(20%°)1, y e E_.
Defina

ANy)i= L (y)/Loly), v € E_;

en general, se tiene que A(*) <= 1. Sea a € (0, 1) el nivel
de significancia deseado. Entonces, la prueba de razédn de

verosimilitud para # :HB = h al nivel a es la siguiente:
o

Rechace H3 = h si y sdlo si A(y) =< Ca’ (4.1)



91
donde Ca se elige de modo que, cuando % es cilerta, la

o

probabilidad mAxima de rechazar ¥ sea .
(=]

El problema que tenemos ahora es dar en forma mas
explicita, una descripcién de esta prueba. Con este fin,

observe que

= _ ~2.-nrs2 _ o 2 ~2
LQ(y) = (ZROQ) exp(—lly Xﬁou /(209),
donde
Bo = (X' X)Xy = X7y,
Y
o = lly = X3 1%/n = y' (I - XX )y/n
Q A4 0 Y Y/N.
son los estimadores de verosimilitud maxima. Entonces, se
sigue que
~ _ ~2, . -nr2 _
LQ(y) = (2noQ) exp(-n/2).

Ahora necesitamos encontrar una expresién similar para
Cw(y), y esto puede hacerse usando la técnica del modelo
reducido. Dadas 1las q filas independientes de H,
encontramos p - g filas independientes entre si vy

ortogonales a las filas de H, y con esas filas formamos 1la

matriz G de orden (p - g) X qg. En este caso es claro que

Por las propiedades geométricas de la inversa generalizada
descritas en el Capitulo 3, tenemos que, para cada B e Ep,

H—HB eSS una proyeccidn ortogonal sobre £{H'} y G-GB es una
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) L -
proyeccidén ortogonal sobre £{G'} = £{H } . Luego, 6 6 = I -
H—H, es decir,
HH+ 66 = I.
Entonces para un vector arbitrario B e Ep se tiene que
= (HH + 6 6)p3

= H H3 + G G643,

y en consecuencia, el modelo y = X3 + £ puede presentarse

como y = XH—HB + XG_BB + £, esto es
Yy - XH H3 = X6 63 + &. (4.2)

Ahora suponga que la hipétesis HB = h es valida.

Sustituyendo HB3 = h en (4.2), se obtiene
Yy - XH h = XB (63) + «. (4.3)

Defina ahora y € Ep“q, la matriz B de orden n X (p - g) vy

el vector aleatorio Z mediante

v: = 63
B: = XG ; (4.4)
Z: = Y - XH h.

Entonces, (4.4) es equivalente a

Z =By + ¢ (4.5)

y de esta manera hemos construido un nuevo modelo lineal
que es equivalente al original cuando H3 = h es valida.
El modelo original y = X3 + £ se denomina el modelo

completo; su espacio de parametros es Q = {(3, oz)‘ﬁ € Ep,
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ot > 0. El modelo dado en (4.5) se conoce como el modelo
reducido asociado a la hipétesis HB = h; note que el
espacio de parametros de este modelo es w = {(y, 02)|y €

E , o2 > 03.
P-q

Como ya mencionamos para el modelo completo se

tiene que
By =XV, vy
OQ = y' (1 - XX_)y/n, lo cual implica

S ~2, -ns2 _
LQ = (ZnOQ) exp(— n/2).

Similarmente para el modelo reducido se encuentra que

¥, =Bz,

oi = z'(I - BB—)z/n, y entonces,
4 ~2 -ns2 _

Lw (2n w ) exp(- n/72).

Como consecuencia obtenemos que

- F 2. N2
Aly) = (ao/aw) s Y € En.

La prueba de razén de verosimilitud en (4.1)
rechazarad H3 = h si y sdélo si a;/oz < C;/z, o equivalen-
temente, cuando

~z2  na A n/2
= =2 k =: C = 1: 4,
(aw oQ)/oQ o 1 (4.6)

Enseguida encontraremos una expresién sencilla para el
cociente que aparece a la 1izquierda de (4.6). primero

observa que
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~2 "2, "2
(aw aQ)/o

q = [z (I-BB )z - y (I-XX )yl/[y (I-XX )yJ.(4.7)

Por otro lado,

z'(I - BB )z = z'[(XX - BB ) + (I - XX )]z
= z' (XX = BB )z + z' (I - XX )]z.
(4.8)
Ademas, observe que (I - XX )z = (I - XX—)(y = XH—h) =

(I - XX )y = ((I — XX )XH h (X — XX X)H h = O.H h = O.

Esto es

(I - XX )z (I - XX )y. (4.9)

Ademas, tomando transpuesta en ambos lados de esta igualdad
se obtiene
z'(I - XX ) = y (I - XX ).
Usando esta igualdad y (4.9) concluimos que
z'(I - XX )z = y' (I - XX )y,
y entonces (4.8) es equivalente a

z'(I - BB )z = z' (XX - BB )z + y' (I - XX )y.
combinando esta igualdad con (4.7) se obtiene que

A

2 ~2. "2
(ow OQ)/O

a = 2’ (XX - BB )z /y’(I - XX )y. (4.10)

Enseguida simplificaremos el numerador del lado derecho de

esta expresién. De hecho, nuestro objetivo es demostrar que

”~ 1 ~

2’ (XX = BB )z = (H3 - h)’THXX) *W 1 YH3 - h).

Para esto observe que



RL(HX ) (HX )1 < RL(HX )3

i

- 4
H(HX )

]

e L
= (X))
= R(X)
y ademas, dim R[(HX ) (HX )] = g. Por otro lado,

RL(XG )(XG ) 1 = R(XG )

< R(X),

RIX" H') <« R(X_ ")

25

donde dim ﬁI(XG—)(XG—)_] = p-q. También se puede ver que

(HX ) (HX ) + (X6 )(X6 )~ es una proyeccién en R(X),

con
rango 9 + p - g = p = r(X), y por tanto coincide con XX .
De aqui se concluye que
XX~ = (HX ) (HX ) + (X6 )(XG )
es decir,
XX~ - BB = (HX ) (HX ). (4.11)
Aplicando las propiedades de g-inversa un calculo
directo muestra que
(HX )T (HX ) = (HX ) [HOXCX) M 37X, (4.12)
y combinando (4.11) y (4.12) se tiene
XX - BB. = (HX ) [H(X'X) ‘H 17 Hx".
Usando esta igualdad junto con (4.10) obtenemos
~2z ~2, "z _ _, = s T . _ -
(ow OQ)/oQ z"(HX )'[H(X'X) "H'] HX z / y' (I XX )y
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(y = XH™h) " (HX™)"[H(X'X) " *HI *(HX ) (y - XH h)
= ’

y' (I — XX )y

~

1 -1,..2

(H3 = h) ' [H(X'X) "H'1 " (HB - h)
vy (I = XX )y
Asi,la prueba de razén de verosimilitud para &;:Hﬁ - h se

expresa como sigue: rechace ¥ si
o

(HB = h) " TH(X X) " *H 1" (HB - h)

y' (I - XX )y

donde k € [R se selecciona de modo que el nivel de
significancia sea el valor dado de «o. Para ver como se

selecciona k, observe que, cuando ¥ es cierta,
o

z' (XX - BB )z ~ xz
y ademas
(I - XX )y ™~ o2
4 vy ©ox -
Por otro lado es facil ver que (XX - BB )(I - XX ) = 0, lo
cual implica que z' [XX - BB—]z y y' (I - XX—)y son variables

aleatorias independientes. Entonces,

z' (XX~ - BB lz/q
W: = ” mF
y' (I = XX )y/(n = p) NP
Luego, la prueba de nivel « para &%: H3 = h puede descri-

birse como sigue:
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Rechace % si1 y sblo si W > F donde
o qQ.N-p.Q,

th__pa es el percentil de orden & para la distribucidn

F .
qQn=p,



98

LITERATURA CITADA

Apostol, T. M. (1974) Mathematical Analysis, Addison
Wesley, Reading, Massachusetts, 352 p.

Arnold, S. F. (1981) The Theory of Linear Models and
Multivariate Analysis, John Wiley and Sons, New
York, 475 p.

Bugrov Ya. S. y S. M. Nikolsky (1980) Matematicas
Superiores, Elementos de Algebra Lineal y Geometria
Analitica, Mir, Moscu, 168 p.

Den—-Israel A., and T. N. E. Greville, (1974) Generalized
Inverses: Theory and Applications, Wiley, New York,
391 p.

Florey, F.G. (1980) Fundamentos de Algebra Lineal vy
Aplicaciones, Prentice-Hall, México D. F., Mé&xico,
366 p.

Fulks, W. (1973) Calculo Avanzado, Limusa, México D. F.
México, 551 p.

Granero, R. F. (1985) Algebra y Geometria Analitica, McGraw
Hill, México D. F., México, 568 p.

Graybill, F. A. (1969) Introduction to Matrices with
Aplications in Statistics, Wadsworth, Belmont CA,
371 p.

Graybill, F. A. (i§76) Theory and Application of the Linear
Model, Wadsworth, Belmont CA, 704 p.

Golovina, Li. (1980) Algebra Lineal vy Algunas de sus

Aplicaciones, Mir, Moscu, 277 p.



99

Hoffman, K. y R. Kunze, (1973) Algebra Lineal, Prentice-
Hall Hispanoamericana, México D. F. México, 400 p.

Krutitskaya, N. Ch. y A. A. Shishkin, (1985), Algebra
Lineal, Mir, Moscd, 159 p.

Maltsev, A. I. (1978) Fundamentos de Algebra Lineal, Mir,
Moscu, 400 p.

Mardsen, J. E. y A. J. Tromba (1987) Calculo Vectorial,
Addison Wesley, Wilmington, Delaware, 454 p.

Pringle R. M. and A. A. Rayner (1971) Generalized Inverse
Matrices with Aplications to Statistics, Hafner
Publishing Company, New York, 127 P.

Rao, C. R. (1973) Linear Statistical, Inference its
Applications, Wiley, New York, 625 pP.

Rudin, W.(1964) Principles of Mathematical Analysis, McGraw
Hill, New York, 251 p.

Saxena, H. C. and P. V. Surendran, (1973) Statistical
Inference, S. Chand & Co. Ram Negar, New Delhi,
India, 403 p.

Searle, S. R. (1971) Linear Models, Wiley, New York, 531 p.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110

