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INTRODUCCION

Una cualidad del ser humano es: la comparacién; ocurre desde el momento
en que puede identificar a sus padres, pues el hecho de crecer con ellos le permite

aprender a distinguir las diferencias entre estos y otras personas.

Dicha cualidad se va refinando con el paso del tiempo llegando a ser de gran
importancia para el desarrollo del individuo, ya que la necesidad de comparar objetos
se presenta a cada momento, por ejemplo: ir a una fruteria requiere comparar frutas

con €l Unico objetivo de seleccionar las ” mejores”.

Cabe senalar que el objeto de estudio puede ser un objeto simple, o un
sistema compuesto de varios de ellos. Como en el caso de la configuracién del

corazon o en la forma del contorno de una ciudad.

Por otra parte, la figura de un objeto no varia si éste se mueve y cambia
su posicién original, se pueden citar como movimientos de este tipo, una posible
traslacién y/o rotacién del mismo. A la vez es comun decir que dos objetos tienen
la misma figura, cuando la forma asociada sea la misma y varie tan solo por el
tamafio. En este caso se dice que difieren por un posible escalamiento. Cuando
se presente alguna de las transformaciones mencionadas anteriormente, se dira que

estas diferencias no son significativas y por tal motivo las figuras seran equivalentes.

Este tipo de comparaciones son realizadas de manera innata, y varia de



individuo a individuo. Como en €l caso del sabor de una fruta, donde no a todos les

sabe igual, ain y cuando se trate del mismo producto.

En la ciencia v la tecnologia no basta el realizar una comparacion intuitiva
entre dos objetos, mas bien se requiere dar un procedimiento que permita establecer
si en realidad dos objetos son equivalentes en figura o en el sentido antes mencionado,

con el fin de probar cierta hipdtesis relacionada con ellos.

Debido a la necesidad de poder cuantificar la diferencia entre dos figuras, de
manera tal, que esta cuantificacion sea precisa, es indispensable usar las herramien-
tas mateméaticas, dado que esta drea de la ciencia permite medir diversos tipos de
cuantificaciones de manera eficaz. Estas mediciones se pueden realizar en cuanto al

peso, color, sabor, aroma, forma, etc.

Algunos métodos mateméticos para realizar la comparacion estan bien es-
tablecidos, como en el caso de comparar pesos, sin embargo el método matematico
requerido para realizar otro tipo de comparaciones, no existe o no es facil de aplicar,

como en el caso del sabor de una fruta.

Dentro de estas herramientas matematicas existe una de ellas llamada teoria
de configuraciones (traducido del inglés ”Shape Theory”), surge con el objetivo de
cuantificar la figura de un objeto y poderla comparar. Kendall (1984), da nombre a

esta disciplina.

Por la configuracién de un objeto se entiende a la informacion que se alma-

cena en un arreglo matricial de cierto niimero de puntos, una vez que estos han sido



trasladados, rotados y/o escalados. Este arreglo matricial contiene la localizacion

de cada punto en el espacio donde éste estd definido.

Con esta metodologia el objeto es identificado por su configuracion, y no
por su figura en si, de manera tal que se ha realizado una abstraccion de la figura.
Por otra parte la teorfa de configuraciones permite determinar si dos objetos son
equivalentes, siempre y cuando estos difieran tan sélo por una posible traslacién,

rotacién y/o escalamiento.

En un arreglo matricial las diferencias debidas se pueden eliminar al aplicar
ciertas transformaciones lineales que permitan invarianza, de manera tal, que el

arreglo resultante sea el mismo.

En el caso de un tridngulo, la configuracion se puede guardar en un arreglo de
coordenadas que contenga sus tres vértices; se puede decir que dos triangulos tienen
la misma configuracién si solo difieren por una de las posibles transformaciones

mencionadas anteriormente, tal como se ilustra en la Figura (1.1).

aa YA
! (a) (b) (c)
' S

NN

_(d) | (e)

Figura 1.1 Configuraciones entre tridngulos



Se puede observar que los dos tridngulos que se describen. kEn la Iigura
(1.1.a) poseen la misma configuracion, basta aplicar una traslacién. En las figuras
(1.1.b) y (1.1.c), los tridngulos poseen la misma configuracion dado que al aplicar una
rotacién o escalamiento respectivamente se llega al mismo triangulo. En la Figura
(1.1.d) los tridngulos también poseen la misma configuracion, aunque en este caso
hay que realizar las tres transformaciones a la vez. Finalmente, en la Figura (1.1.e)
los dos triangulos no poseen la misma configuracion, porque no es posible, que por

medio de alguna de las transformaciones anteriores, obtener la misma configuracion.

En el ejemplo de los tridngulos no fue dificil precisar en que momento los
objetos presentaban semejanza en cuanto a su configuracién, pero a medida que los
sistemas sor1 méas complejos, al tratar de determinar dicha ignaldad se hace necesario

-t

hablar de técnicas mas precisas que permitan realizar esta comparaciont.

La estadistica, dentro de la teoria de configuraciones juega un papel impor-
tante, dado que permite clasificar la configuracion de un objeto, bajo el supuesto
de normalidad de los puntos y asi se puedan realizar comparacionies entre diferentes

configuraciones, por medio de pruebas de hipotesis.
Los pioneros de este enfoque fueron Kendall (1984) y Bookstein (1986).

Aunque anteriormente, Gower (1975) adapté el procedimiento de procrustes

a la teoria de configuraciones.

Small (1981), encontrd la densidad asociada para una configuracion en el
plano, bajo el supuesto de media cero, la densidad es del tipo uniforme con respecto

a la métrica de Reimann.
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Por su parte. Kendall (1984), clasifico el espacio de la teoria de coufigura-

ciones, ademés de las propiedades geométricas asociadas.

Posteriormente Bookstein (1986), encontré la distribucion asociada a un

conjunto de datos en dos dimensiones con respecto al tamario de la configuracion.

Ias distribuciones asociadas a la configuracion de los puntos, bajo el supuesto
de que estos provienen de una distribucién normal; Tales distribuciones fuerén deter-
minadas por Dryden y Mardia (1991), se refieren a las posibles operaciones basicas

de invarianza, es decir hallaron las distribuciones de traslacién, tamaflo y/o rotacion.

Goodall (1991), estimé los parametros de aproximacién, aplicando los mé-

todos procrustes, por medio de méxima verosimilitud.
.

La factorizacion QR fue introducida en la teorfa de configuraciones, por

Goodall v Mardia (1991, 1992).

Kent (1994), encontré la distribucion compleja de Binghanm, utilizando la
teoria de configuraciones y dando con ello una aportacién relevante a la estadistica
multidimencional no centrada, y también trabajé en la aproximacion de una confi-

guracién de un objeto por medio de una imagen, utilizando el método procrusters.

Siguiendo la notacién en Goodall y Mardia (1991), suponga ahora que X €
RV*K s una matriz que representa la figura geométrica, compuesta por N puntos
(también llamados en inglés "landmarks”) en R¥, y asumiendo que la matriz X

posee una distribucién normal con media iy, es decir,

X ~ N(px,0* Iy ® Ix),



X es la configuracion de los puntos, una vez que a la ligura se le ia aplicado ta
posible traslacién, rotacién y/o escalamiento. Las coordenadas de la configuracion

U de X, se construyen en varlos pasos, resumidos en la siguiente expresion,

LX =Y =TH =rWH =W (U)H. (1.1)

El primer miembro que aparece en la ecuacion (1.1) permite realizar una
traslacién a los puntos originales de la matriz X, al multiplicar esta matriz por la
izquierda por una matriz L, donde L puede ser la submatriz de Helmert, la cual esta
en el espacio JRY *¥ y es ortogonal por renglones al vector — = %(1, LD s

w = Lupx se tiene que,

Y ~ N, o® Iy 1 x i), (1.2)

. , N S . . . ) , .
la matriz ¥ € RY DX eg nvariante bajo la traslacion de la figura X, es deciv
la matriz Y contiene coordenadas de rotacién-tamarno-y-configuracion (del inglés

rotation-size-and-shape).

En el segundo y tercer miembro de la ecuacion (1.1), se da una factorizacion
de la matriz Y = TH, como el producto de dos matrices, la matriz T € RW-1xn
es una matriz quasi-triangular inferior, donde n = min (N-1,K) , con elementos en
la diagonal no negativos [t > 0,4 = 1,..., mn(n, K — 1)]. La matriz H € R™E es
una matriz semiortogonal, donde la factorizacion de la matriz Y es la factorizacion

OR.

Dado que existen dos condiclones para el parametro n, cada una de ellas



implica alternativas diferentes. 1 la primera de cllas se puede considerar que

DX(N=1) g

n = N —1, lo cual implica que N —1 < K, de manera tal que 7" € RN
una matriz triangular inferior con t; > 0,4 = 1,..., N—1, y la matriz H e RW-xK

pertenece al conjunto Vy_1,x = {H € JRWIXE = Iy )

Por otra parte si n = K, se tiene que N — 1 < K, en este caso la matriz
1K . . . . . . <
T e RW-U*E o5 yna matriz quasi-triangular inferior, y la matriz H € REHK

pertenece a O(n), (el conjunto de matrices ortogonales).

La matriz T es una matriz invariante bajo traslacién y rotacion de la matriz

X, v sus elementos son llamados coordenadas de tamano-y-configuracion de X.

En el caso de que N —1 > K la matriz H € R¥*E es una matriz cuadrada

y se distinguen dos casos:

Caso 1 La matriz H incluye reflexion, H € O(K), |H| = £1,tm = 0, y por
definicién T se escribe como T'®, ésta contiene coordenadas de reflexién-tamano-
y-configuracién.

Caso 2 En este caso H excluye reflexién, H € O*(K), |H]| = 1, tyx no se restringen

y por definicién la matriz T' se escribe como TNE,

Finalmente cuando n < K, se trabaja con la estadistica usual multivariada,

donde n = min(N — 1,k) = N -1 <k.

En referencia al cuarto término de la ecuacién (1.1), con respecto a la norma
de Frobenious se normaliza la matriz Y. La forma de la matriz de configuracion W

se da al dividir la matriz 1’ por su norma,



P T = VT = Y

Alternativamente a utilizar la factorizacion QR en el analisis de configu-
raciones, Le, Kendall y Goodall, proponen utilizar la descomposicién en valores
singulares de la matriz X. Otra alternativa que aqui se propore, es realizar la fac-
torizacién polar de la matriz X (vea apéndice A). Asi en‘ forma anédloga (secuencia

bajo QR) se tienen los sigulentes pasos,

LX =Y = RH, = rWH, = rW (u)H,

en donde la interpretacién de Y, R y W(u) es andloga a la dada en (1.1) y se re-
sume a continuacién: la matriz ¥ contiene las coordenadas de rotacion-tamano-y-
configuracién, R contiene las coordenadas de tamafo-y-configuracién y W contiene

las coordenadas de configuracién.

En el presente trabajo se plantea i1‘1icial.mente la importancia de la teoria
de configuraciones en diversas ramas de la ciencia y la tecnologia; los requisitos
mateméticos y las bases estadisticas para trabajar en esta disciplina. Como tema
central se propone una técnica alternativa para el analisis de configuraciones basada

en la factorizacién polar.

En el segundo capitulo se inicia con el estudio de algunos conceptos basicos
del Algebra lineal como son: Las transformaciones de traslacion, rotacién y es-
calamiento. Posteriormente se estudia la factorizacion QR, su interpretacién geo-

métrica y finalmente el producto de Kronecker.



En el tercer capitulo se describen varios reportes de investigacion de la apli-
cacién de la teoria de configuraciones a diversas areas como son: médicina, biologia,

agricultura, morfometria, manufactura, topografia y geometria computacional.

En el tltimo capitulo se determinan las distribuciones asociadas a la configu-
racién de un objeto con respecto al tamano, rotacion y traslaciéon. En la parte final
se da el resultado mas importante de este trabajo con respecto a la parte técnica
ya que se determina la distribucion asociada al tamafio v forma de la configuracion

utilizando la factorizaciéon polar.

En la parte final de este trabajo se agregan cuatro apéndices que complemen-
tan la descripcién de los tépicos matematicos necesarios para el estudio de la teoria
de configuraciones, estos temas son el producto exterior, las medidas invariantes, los

polinomios zonales y estadistica.



PREREQUISITOS

Algebra lineal

Las definiciones y teoremas presentados en este capitulo se encuentran con
mayor detalle en los siguientes textos: Mood, Graybill and Boes (1974), Hoffman y

Kunze (1984), Meyer (1992) y Muirhead (1982).

Se inicia con algunos conceptos del dlgebra lineal, material indispensable

para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.1 . (Matriz.) Una matriz es un arreglo de numeros reales

y/o complejos con la siguiente estructura

a1 G2 ... Qin
ao1 Qoo ... Qop
ami Am2 .- Qmn

donde a;; denota el ij-ésimo elemento de la matriz.

En adelante se denotaran con letras mayusculas a las matrices y con

minusculas a sus elementos.



11

Definicién 2.2 . (Matriz transpuesta.) Dada una matriz A € R™° A=
(aij) se define la matriz transpuesta de A como una matriz en IR**", donde sus

elementos son de la forma (a;;) y se denota por medio del simbolo A®.

Definicién 2.3 . (Traza de una matriz) La traza de una matriz Ae R™,
se define como la suma de los elementos de su diagonal y se denota por medio de

tr A =Y ay, donde i =1,2...,7.

Definicién 2.4 . (Matriz identidad) La matriz identidad se define como la
matriz cuadrada cuyos elementos en la diagonal son numeros unos, y el resto son

ceros.

10 0
01 ..0
I =
00 ..1

Definicién 2.5 . (Matriz inversa) Si A es una matriz cuadrada en R,
se dice que la matriz posee inversa, si existe una matriz AL € R™7, tal que AA™ ' =

A-YA =1,. Si A™* existe entonces se dice que A es una matriz no singular.

Definicién 2.6 . (Matriz simétrica) Si A es una matriz cuadrada en R™",

se dice que es una matriz simétrica, si la matriz A® es igual a la matriz A, es decir

A= A.
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Definicién 2.7 . (Matriz anti-simétrica) Si A es una matriz cuadrada en

>< . . . . ’ . .
IR™", se dice que es una matriz anti-simetrica si —At = A.

Nota 2.1 . Note que una matriz es anti-simétrica, si los elementos de la

diagonal son ceros.

0 ap as -+ ar

ap 0 ags -+ aor

A= a3 as O a3y
ay, - oo - 0

Definicién 2.8 . (Matriz triangular) Una matriz cuadrada A e R™,
se dice que es triangular superior (inferior) si los elementos debajo de la diagonal

principal son ceros. (si los elementos sobre la diagonal principal son ceros).

a;; =0, parat > j. (ay; =0, para: <J)-

Definicién 2.9 . (Matriz quasi-triangular) Una matriz A € IR™*°, es una

matriz quasi-triangular superior (inferior), si

a;; = 0, parai >j. (a; =0, para i < j).

Ejemplo 2.1 . Parar =4y s = 5, B es una matriz quasi-triangular

superior.
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0 0 0 x =%

X %

0
C =

0 0

LO 0

Definicién 2.10 . (Matriz ortogonal) Una matriz cuadrada A € R™", no

singular, se dice que es ortogonal, si A'A = AA* = [,.

Proposicién 2.1 . El determinante de una matriz ortogonal es igual a

+1.

Definicién 2.11 . (Variedad de Stiefel) Si Hy € IR” con r < s, es una
matriz con columnas ortogonales, es decir HiH, = I,. El conjunto de todas las

matrices H; es llamado la variedad de Stiefel. Se denota por Vg,

Vir = {Hy € R™ : HiH, = I},

Nota 2.2 .
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1.- Aun cuando la anterior definicién de la variedad de Stiefel puede ser utilizada
en el contexto de la teorfa de configuraciones, la matriz H; actia en general
por el lado derecho en las diferentes factorizaciones, con lo cual se obtiene la

siguiente definicién alternativa, pero equivalente, de la variedad de Stiefel,

Ver = {Q1 € R™*: QlQﬁ = I}.

En donde en este caso las filas de (1 son ortogonales. Tanto la matriz
@ (filas ortogonales), como la matriz H; (columnas ortogonales), son también
conocidas en la literatura como matrices semiortogonales. Observe finalmente

que Q1 = Hf-

2.- Cuando s = 7, este conjunto es llamado el conjunto ortogonal, y se denota por

O(r), a la vez se tiene la siguiente definicién O(r)™ = {H € O(r) : |H| = 1}.

Definicién 2.12 . (Matriz definida positiva) Se dice que una matriz A €
" IR™*" es definida positiva, si la funcién f(h) = h*Ah > 0,Vh, donde h es un vector
en IR (Se considerard de aqui en adelante que A > 0, denota una matriz definida

positiva).

Definicién 2.18 . (Eigenvalores de una matriz) Si A € IR™™" es una matriz
cuadrada, los eigenvalores de la matriz A, se calculan al determinar las raices del
polinomio caracteristico, definido por el determinante de la matriz A(/, — A), donde

A es un numero complejo.
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Ejemplo 2.2 . Los eigenvalores de la matriz,

120
A=10 1 4 |»
010

se determinan al resolver la ecuacién A(1 — A)(A — 2) = 0, siendo las soluciones de

dicha ecuacién los valores de A = 0,1y 2.

Definicién 2.14 . (Norma de Frobenius) Dada una matriz A € IR™™%, la
norma de Frobenius de la matriz A, se define como la raiz cuadrada positiva de las

matrices At por A, esto se escribe y se denota como,

Allr = VEAA = |33 a,

i=1 j=1

Transformaciones asociadas e interpretacion geométrica

La siguiente matriz permite definir la traslacién de una figura, por medio de
una transformacién ortogonal por renglones, ademds se ilustrard como se efectiia

dicha traslacién, ya que no es la usual.

Definicién 2.15 . (Matriz de Helmert) La matriz de Helmert es una matriz

1 1
en IR"*", cuyos renglones son ortogonales al primer renglén - = ;(1, 1,--,1),ya

la vez estos renglones son ortonormales. Se denota por H y esta dada por,
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1 1 1 1 1 1
T T T T T r
1 —~1
L = 0 0 0 0
V2 V2
1 1 =)
- =z 0 0 0
NG NG NG
1 1 1 =3 0 0
V12 V12 V12 V12
1 1 r—1

1 1 1
V(=1 V(r=1br V(= br V/(r=r (r—Ur (r—Ur

Se dice que L es una sub-matriz de Helmert, si L se define a partir de la

1 . xr
matriz de Helmert, omitiendo el renglén —. Es decir L pertenece a R4,
r

Esta matriz-permite definir la traslaciéon de un conjunto de puntos en el
plano, de una forma diferente a la tradicional. Por otra parte se da la invarianza

bajo dicha transformacién, como se ejemplifica a continuacion.

Ty N 1 +c yp+d
Ty Y2 zot+c Y2 +d

Sean A= | 7, ys |YB=| z34+c ys+d

Tr Yr T, +c yr+d
dos matrices, que representan 7 puntos en el plano. Como se puede apreciar B

representa la matriz A trasladada, ¢ unidades en el eje X, y d unidades en el eje Y.



Ahora al operar a la matriz B por la izquierda, utilizando la sub-matriz de
Helmert en IR7172, se concluye que LB = LA, de manera que esta matriz permite

la invarianza bajo la transformacién de traslacion.

Para ilustrar lo anterior, operemos sobre el r-ésimo renglén de la matriz
L y las columnas de la matrices A y B, generando la componente (la,;) y (Ibq1).

Entonces,

1
lap = | ——=——= | |2y + 2o + -+ Ty — (1 — D)y
(r—1)r

Por otra parte,
by = (ﬁ) (@ +¢)+ (22 +¢) ++ + Ty +0) = (r = D@ + )],

= [z 42+ +z—(r =1z +[(r—1ec—(r— 1)¢],

= (\/ﬁ) (21 + 32+ A+ zpoy — (1 — D] + (0],

= lG,Tl.

Como se menciond anteriormente, dicha traslacién no es la tradicional. He-
cho que también se puede observar en el siguiente ejemplo, donde se le aplica la
transformacion de la sub-matriz de Helmert a dos conjuntos de puntos que difieren

por una traslacion.
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Ahora al operar a la matriz B por la izquierda, utilizando la sub-matriz de
Helmert en JR"™Y*?, se concluye que LB = LA, de manera que esta matriz permite

la invarianza bajo la transformacion de traslacion.

Para ilustrar lo anterior, operemos sobre el r-ésimo renglén de la matriz
L y las columnas de la matrices A y B, generando la componente (lar1) ¥ (1bp1).

Entonces,

1
lag, - | —==—=——= ][ty T 22+ T2~ (r — 1)z,
(r—1)r

Por otra parte,

lbrl = ( (1_1)>[($1+C)+($Q+C)+---+($,._1+C)—(7‘—1)($T+C)],

= [(z1 +zp4 -+ Tr1— (r — 1)z, +[(r— Ve — (r—1)d,

—= ( (7-1— 1)T> 1 +z2+ T Tr1 (r— Dz,] + (0],

= lanrl.

Como se menciond anteriormente, dicha traslacién no es la tradicional. He-
cho que también se puede observar en el siguiente ejemplo, donde se le aplica la
transformacion de la sub-matriz de Helmert a dos conjuntos de puntos que difieren

por una traslacion.
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Ejemplo 2.3 . Dados los siguientes conjuntos de puntos en el plano,

{(_'21 1)7 (—1’ _1)7 ('_172)7 (17 1)1 (27 3)7 (37 _1)7 (372)}7

{(_& 1)7 (—2’ —'1)a (——272)1 (O> 1)a (173)a (21 —1)1 (2>2)}

Estos se puede representar por medio de los siguientes arreglos matriciales

en R**7,

-2 1 -3 1

-1 -1 -2 -1

-1 2 -2 2

A= 110 y B = 0 1
2 3 1 3

3 —1 2 —1

3 2 2 2

Como se muestra en la Figura (2.1) estos puntos difieren tan sélo por una
traslacién en el eje X de una unidad, es decir, los puntos del arreglo B, se localizan

una unidad hacia la izquierda con respecto a los del arreglo A.

Ahora al aplicar la submatriz de Helmert L,



19

Figura 2.1 Puntos en el plano
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se obtiene el siguiente resultado
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—0.7071  1.4142
—0.4082 —1.6330
—2.0207 —0.2887
C=LA=LB=
—2.4597 —-2.0125

—2.9212  2.0083

—2.4689 —1.0801

Enla Figura (2.2) se pueden observar dos cosas, una de ellas es que el niumero
de puntos disminuye, esto se debe a que cuando se trasladan los puntos, se pierde
uno al considerar a uno de ellos como el punto central. Por otra parte la forma
original de la figura se modifica y esto es lo que se habfa mencionado anteriormente,

de que no es la traslacién usual.

Figura 2.2 Puntos trasladados

A continuacién se dan las definiciones de matriz de rotacién y traslacién,

junto con algunos ejemplos que ilustran la forma de trabajar.

Se exponen dos transformaciones lineales relacionadas con el analisis de
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configuraciones. Una de ellas es la de rotacién de la configuracién original y la

otra con respecto a una posible reflexién.

Primeramente se expondré la forma de rotar la configuracién del sistema en
el plano bidimensional. Esto se define a partir de una matriz ortogonal en donde el

angulo de rotacién queda implicita en la matriz de rotacién.

En IR? la matriz de rotacién esta dada por,

cosf) —senf

P(§) =

sen d cos 0

y P es ortogonal.

El siguiente ejemplo muestra como se aplica esta transformacién a dos pare-

Jas ordenadas de puntos en el plano, denotando a estas parejas como vectores.

Ejemplo 2.4 . (Rotacidn)
Sean VI = (1,-2)" y Vo = (1,1)" vectores en el plano, al aplicar la matriz

de rotacion con 6 = 30 grados. Entonces se generan dos vectores W, y W,

cos(30) — sen(30) 1 86 —0.50 1
W, = R(30)V; = _
sen(30)  cos(30) -2 ] 0.50 0.86 ] -2
cos(30) — sen(30) 1 86 —0.50 1
Wy = R(30)V; = : =
sen(30)  cos(30) ] 1 ] 0.50 0.86 ] 1

De aqui,
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1.86 0.36

le yWQZ

—1.23 1.36

La Figura (2.3) muestra la rotacién de los vectores Vi y V2 en los vectores

W1 Yy W24

Figura 2.3 Rotacion de vectores

Continuando con el ejemplo (2.3) y al aplicar la rotacién a la matriz C, con

un angulo de 90 grados, se obtiene la siguiente matriz

—1.4142

1.6330

0.2887

2.0125

—2.0083

1.0801

La Figura (2.4) muestra la rotacién de las componentes de la matriz C' y de

—0.7071

—0.4082

—2.0207

—2.4597

—2.9212

—2.4689

la nueva composicién alcanzada por la matriz D.
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Figura 2.4 Puntos rotados-y-trasladados

Otra transformacién importante se da por medio de las reflexiones alrededor
de una linea recta, donde por reflexién se entiende proyectar perpendicularmente los
puntos de una figura con respecto a una linea, como sucede con un espejo, de manera
que la imagen aparece del otro lado pero en forma invertida. La transformacién es

expresada en funcién de la matriz de Householder.

Bl siguiente ejemplo muestra como se aplica esta transformacion.

Ejemplo 2.5 . En este ejemplo se aplica la transformacién de reflexién al
vector V; = (1, —2)* con respecto a la recta identidad. Para esto se utiliza al vector
V = (—1,1)" que pertenece a la recta y de esta forma la matriz P (de Householder)

esta bien definida. La matriz P se define de la siguiente forma

vyt |10

P=7— =
Vv

de manera tal que el vector de transformacion Wy es igual a,
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WIZP‘/II -

La Figura (2.5) muestra la reflexién del vector Vi con respecto a la recta ly

se tiene como resultado al vector W7,

\ 4

Figura 2.5 Reflexion de vectores

Producto de Kronecker y vectorizacién de una matriz

Los siguientes dos conceptos son los del producto de Kronecker entre dos ma-

trices y el de vectorizacién de una matriz.

Definicién 2.16 . (Producto Kronecker) Si A = (ai;) es una matriz en
IRP*? y B = (by;) es una matriz en R"*°. El producto de Kronecker de Ay B se

denota y define como,
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i i
allB @12B R (Zqu
a21B azzB e G,QqB

A® B =
] a1 B apB ... axyB |

donde A ® B es una matriz en RP"*%. A este producto también se le llama el

producto directo.

De la definicién anterior se genera la siguiente expresion,

r ]
B 0 0
0 B ... 0
I,®B = :
0 0 B

donde se multiplica la matriz I, por la matriz B € R™°.

Definicién 2.17 (Vectorizacion) Si T = [t1 t2 ... tg] es una matriz en
IRP*? cuyas columnas son vectores en IRP, entonces la vectorizacién de la matriz T

se define como;

i

tt _
vec(T) = ’ € RP*,

t
tq

s .

donde cada t; es un vector en R éi=1,...,q.
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A continuacién se citan algunas propiedades asociadas a estas definiciones las

cuales son utilizadas al calcular algunas distribuciones multivariadas no centradas.

Proposicion 2.2 . (Propiedades) Si A, By C son matrices, @ y [ son

constantes, entonces se tienen las siguientes propiedades...
(a) (aA)® (BB) = af(A® B).

(b) (A+B)®C=A®C+B®C.

(c) (A®B)®C =A®(B®C).

(d) (A® B)! = A'® B".

(e) tr(A® B) = (tr A)(tr B).

(f) det(A® B) = (det A)"(det B)™.

(g) vee(BC) = (I ® B)vecC = (C'®I) vec B.

Se demostrara Unicamente el inciso (a).

Demostracion:

(0as1)(BB) (aaw)(BB) - (aay)(FB)

(0an)(BB) (aan)(BB) - (can)(8B)
(@A) ® (BB) = | . | | ,

(O‘apl)(ﬁB) (Oéapl)(ﬁB) (aap?)(ﬁB)
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allB algB e aqu
apnB anB - anB

= (af) ,
apB apB - ape B

= af(A® B).

Factorizacion QR

En esta seccién se enuncia el teorema de la factorizacion QR por medio
del cual es posible factorizar una matriz X como el producto de dos matrices, una

ortogonal y la otra quasi-triangular superior.

La importancia de dicha factorizacion radica en poder realizar célculos
répidos de eigenvalores, elgenvectores y en este trabajo de calcular jacoblanos, por

medio del producto exterior.

Existen diferentes métodos de calcular la factorizacion QR entre los cuales
se encuentran los siguientes: Transformaciones de Householder, Bloques de House-
holder, Método de Givens, Transformaciones répidas de Givens y Proceso de Ortog-

onalizacién de Gram-Schmidt(G-3).

Aunque cada uno de los métodos produce la misma factorizacién, la dife-
rencia radica en la rapidez de llegar a la factorizacién requerida. En este trabajo se

utilizara el proceso de ortogonalizacion G-S.
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Teorema 2.1 . (Factorizacion QR) Si X € IR"™° es una matriz de rango
s (s < r), entonces X se puede factorizar en forma tnica como, X = @R, donde
Q € IR™* es una matriz semiortogonal (columnas ortogonales) y R € IR**® es una

matriz triangular superior, con elementos en la diagonal positivos ti > 0.

Demostracion:

Exprese la matriz X en base a sus vectores columnas Z1,2,...,%s que la

generan, por el proceso de ortogonalizaciéon G-S, la nueva base de vectores ortonor-

malizados v1, Ya, - - -, ¥s, quedan expresados por medio de;
i = T
Y2 = Tg— lioyr
ys = &3 — lizy1 — lasYe.

r—1
Ys = Te-1— »_ il
i=1

Reescribiendo a los vectores z en funcién de los vectores y, se tiene que;

Ty = Y

To = tliy1 + Yo

z3 = t13y1 + tesye + Ys.
r—1

Ty = Z tijyi + Ys—1-

fe=1

Esto se puede escribir como;
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i |
1 tip tiz - tipn
0 1 oz -+ top-1
[CCl,CCQ,I'g,...,CCS] = [ylay27y37"'7ys] 0 0 1 t3’7-__1
0 0 O 1

Sea Q = [y1, Y2, --,Ys] ¥ R la matriz de la derecha, obteniendo el resultado

deseado.

Sila matriz X es de rango g < s, eso significa que s—g columnas de la matriz
Y en el proceso de ortogonalizacién de G-S son cero, de manera tal que eliminando
estas columnas y sus correspondientes renglones en la matriz T, el teorema sigue

siendo vélido, sélo que @Q € R™*? y R € IR%*° (t < 0). En este caso Q € V.

Si la matriz X es de rango g = r eso significa que g = r, de manera tal que
el rango sigue siendo s y la matriz () € IR™*" es cuadrada. Aqui Q € O(r) y se

distihguen dos casos:
(i) SiQ e Ofr), |H| = =1, ti <0y T se escribe como TE.

(ii) SiQ € O*(r), |H| =1, ti no estén restringidos y T se escribe como TVE,

Nota 2.3 . Observe quesi Z = X' en el teorema 2.1. se obtiene la siguiente
forma alternativa de la factorizacién QR; Z = TH;, en donde T es una matriz

triangular inferior y H; es una matriz semiortogonal (filas ortogonales).
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Ejemplo 2.6 . Continuando con los ejemplos (2.3) y (2.5) y aplicando la

factorizacién QR a las matrices C'y D se obtienen las siguientes factorizaciones.

—0.7071  1.4142
~0.4082 —1.6330
~92.0207 —0.2887
~2.4597 —2.0125
~2.9212  2.0083
—2.4689 —1.0801
1.5811 0
~1.2780 —1.0954
0.6455 —1.9365 —0.4472 0.8944
RiQs.
~0.7000 —3.1000 0.8044 0.4472
3.1027 —1.7146
0.1380 —2.6913

Por otra parte, la factorizacién de la matriz D esta dada por,
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—1.4142 -0.7071
1.6330 —0.4082
0.2887 —2.0207
2.0125 —2.4597
—2.0083 —2.9212
1.0801 —2.4689
1.5811 0
—1.2780 —1.0954
0.6455 —1.9365 —0.8944 —0.4472
= RoQ.
—0.7000 —-3.1000 —0.4472  0.8944
3.1027 —1.7146
—2.6913

0.1380

Se puede observar, que Ry = R;, de tal forma que se puede afirmar que la
transformacién de rotacién es invariante sobre los datos al obtener la misma matriz
triangular. Se dice que la matriz D contiene coordenadas de traslacién y rotacion,

debido a las propiedades de invarianza.



AREAS DE APLICACION

A continuacién se describen algunas investigaciones de la teoria de configu-

raciones; en cada una de ellas se ejemplifica la forma de trabajo.

Configuracién de una ciudad

Existe el postulado que afirma que la configuracién de la ciudad no cambia

con el paso del tiempo y las diferencias que se presentan no son significativas.

Para una persona que vive en la ciudad es importante llegar a conocer las ten-
dencias de crecimiento de la ciudad, ya que esto le representa beneficios econémicos
en cuanto a la plusvalia del lugar, dreas comerciales mas abundantes o un aumento
considerable de servicios pﬁblicos como: bancos, lugares de diversién, dreas verdes,
ect. Por otra parte a los comerciantes les interesa saber hacia dénde crece una ciudad
dado que les permite establecer puntos estratégicos de posibles lugares comerciales

a futuro.

Bajo las circunstancias anteriores es factible utilizar la teoria de configura-

ciones para analizar la configuracién de una ciudad a través del tiempo.

Brown, Foote y Holz (1997), realizaron una investigacion con respecto a la

cindad de Austin Texas, con el objetivo de determinar si el postulado era falso.
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Ellos trabajaron con fotografias aéreas de alta resolucion, y se contd con tan
s6lo cuatro de ellas debido a la dificultad de conseguirlas, los anos que se incluyen
son los de 1964, 1973, 1980 y 1990. A la vez definieron la configuracién de la ciudad

en base al avance urbano y no a los limites geopoliticos que la delimitan.

En la Figura (3.1) se muestra la ciudad de Austin en los anos de 1964, 1973,
1980 y 1990. Por otra parte en la Figura (3.2) se muestran todas las figuras juntas.
La figura de 1964, se expandié con el objetivo de compararla con la de 1990, maés sin
embargo no fue posible establecer diferencias significativas, atin y cuando se trato
de que cubrieran éreas iguales. En relacion a las diferencias que aparecieron, se

hallaron dos factores: el medio de transporte y las condiciones geoldgicas del lugar.

1980

Figura 3.1 Contornos de la ciudad separados por ano

Finalmente no pudieron concluir si el postulado es falso debido a la difi-
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Figura 3.2 Contornos de la ciudad acoplados

cultad al momento de cuantificar la figura, de aqui que se proponga el uso de la
teoria de configuraciones para determinar si dos configuraciones de una ciudad son

equivalentes.

Geometria Computacional

Cootes y Taylor (1996), muestran que el estudio de configuraciones esta li-
gado a las técnicas de la deometrfa Computacional. Una aplicacion de esta técnica
se presenta en el reconocimiento de huellas digitales, donde el objetivo es poder
reconocer la huella digital de una persona, ya que la huella dactilar identifica a cada

persona de manera precisa, desde el momento en que ésta nace.

En el caso de un crimen, las huellas digitales del asesino pueden quedar
impresas en algun objeto y de ah{ se puede obtener la huella del criminal,‘para
posteriormente compararla con un banco de huellas e identificarla. Otra aplicacion

se da al momento de que una persona muere y €s necesario reconocerla.
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Hoy en dia esta técnica es usada con mas frecuencia debido a la modernidad
de los sistemas de computo, donde es posible digitalizar la huella y de esta forma

definir la configuracién de la misma.

Por tltimo es importante recalcar que en muchas de las ocasiones la huella
a reconocer no esté completa, se encuentra rotada, esta expandida, etc., la teorfa de
configuraciones toma en cuenta estas modificaciones, con lo cual este modelo es de

gran ayuda para el investigador.

Manufactura

Goodall y Mardia (1993), exponen la importancia de esta teoria en el proceso
de manufactura de sillas, en el ejemplo que presenta, delimita la configuracion de
la silla espacio tridimensional en base a 10 puntos que pertenecen a las patas y al

respaldo de la misma.

La importancia de esta aplicacién radica en poder determinar si las sillas
cumplen con un patrén de calidad con respecto a los puntos senialados sobre la silla,
sin importar en un momento dado el tamano de la silla, pero si que mantengan el

mismo patron.

Medicina

Goodall (1991), menciona la importancia del uso de la teoria de configura-

ciones dentro del area de la medicina para el seguimiento de un tratamiento.
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Por ejemplo si el objeto de interés es un tumor que aparecio en un individuo,
el médico estd interesado en llegar a saber si al aplicar cierto tratamiento al tumor
éste reduzca, crezca o mantenga su tamafio. De manera tal que le permita saber sl
el paciente no corre algin peligro y continuar aplicando dicho tratamiento a otros

pacientes.

Pero a la vez se corre el riesgo de que este tumor cambie su posicion, crezca
o rote. En estos casos puede ocurrir que alguno de ellos por si solos no ocaslone
trastornos al sistema; pero a la vez puede ocurrir que uno solo de estos factores o
varios de ellos combinados a la vez afecten al individuo y el tratamiento no dé el
resultado esperado, y sea necesario extirpar el tumor por medio de una intervencion

quirirgica o un método indirecto, como la radioterapia.

En el caso de una intervencién quirirgica, se corre el riesgo de que el tumor
atin y cuando sélo se haya trasladado, se mueva a una parte delicada del organismo,

ocasionando una operacion riesgosa.

De manera tal que el poder determinar la configuracién del tumor y su
desemvolvimiento con el paso del tiempo, es de gran ayuda para poder interpretar
el comportamiento del tumor y asf tener mejor informacién para tomar una decision

oportuna.

Morfometria

Lewis, Kendall y Thomson (1992), comentan la importancia del uso de la

teoria de configuraciones dentro de la Morfometria. Aqui se estudian las diferen-
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cias que se presentan en cuanto a los aspectos métricos bioldgicos relacionados con
la forma de un sujeto. Variaciones de este tipo pueden suceder en un ambiente
prenatal, donde los factores genéticos desempenan un papel importante para el de-
senvolvimiento de la forma del bebé v sus caracteristicas particulares, tales como el

tamano, peso, forma de los ojos, etc.

Uno de los objetivos de la teoria de configuraciones sobre esta area es llegar
a determinar si un objeto a evolucionado genéticamente o a mantenido su forma

original con el paso del tiempo.

En el caso de un ser vivo, se espera que evolucione genéticamente, mientras
que en el caso de un cristal, la espectativa radica en probar que mantiene su misma

estructura bajo las mismas condiciones ambientales al momento de su formacién.

Sistemas de informacion

El manejo de datos geograficos resulta ser un campo muy importante en
la recopilacién, almacenamiento y organizacién de datos. A la vez a resultado ser
un campo rico de invetigacién. Teniendo un amplio desarrollo en los ultimos anos,
debido a la gran cantidad de informacién que proviene de diversos medios, tales
como: sistemas computacionales, bases de datos, censos, etc., con el objeto de tomar

decisiones oportunas.

Wentz (1994), describe la importancia de entender los factores que afectan
los procesos espaciales haciendo uso de los sistemas de informacién geografica (Ge-

ographics Information Systems, GIS). Estos almacenan y recopilan la informacion
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de manera eficiente, con el fin de generar bases de datos confiables. Por otra parte,
debido al crecimiento continuo de las comunidades se requiere de técnicas analiticas

més avanzadas, con el fin de hacer uso de ellos de manera més rapida y oportuna.

Aqui se pretenden medir las diferencias en el medio: como el area, perimetro
o la forma de una configuracién, con el fin de poder realizar comparaciones. Hasta
el momento, con el sistema GIS, se ha podido medir el 4rea y perimetro de una
configuracién sin mucha dificultad. Sin embargo al tratar de cuantificar la forma del
mismo, esto no se a podido debido a la complejidad del concepto. s aqui donde se
propone incorporar la teoria de configuraciones en el manejo de datos ya que esta

disciplina permite medir la configuracion del objeto.

Reconocimiento de caras por medio de fotografias

Aykroyd, Bowie y Mardia (1997), propusieron un estudio relacionado con

la configuracién de un rostro humano en base a fotografias faciales.

El objetivo del trabajo fue llegar a reconocer una cara por medio de métodos
estadisticos. Bl camino a seguir consistié en definir la configuracién del rostro a par-
tir de tres fotografias de una persona bajo condiciones controladas y se consideraron

cierto ntimero de puntos sobresalientes de cada rostro humano.

Esta propuesta de trabajo abre una linea de investigacién muy interesante
que se puede relacionar con la identificacién de cadéaveres, personas accidentadas,
etc. Debido a que en muchas de estas circunstancias resulta dificil identificar a la

persona.



39

Reconocimiento de firmas

Otro rasgo donde se hace patente la necesidad de comparar dos figuras, se
presenta al tratar de identificar la firma de una persona, con el objetivo de deter-
minar si ésta es auténtica. La comparacién se realiza con respecto a cierto patrén
preestablecido. Motivos sobran para tratar de realizar dicha comparacién como: el

caso del cajero al cambiar un cheque, legalizar un documento oficial, etc.

Goodall (1991), d& un ejemplo de una investigacién realizada en los labora-
torios AT & T Bell Laboratories, en donde desarrollaron un modelo estadistico para
el reconocimiento de firmas. Este se basa en tomar un promedio de firmas de un in-

dividuo en particular, con el objetivo de obtener un modelo patrén de comparacion.

Ellos obtuvieron su modelo a partir de una computadora, haciendo que una
persona firmara sobre un pad, el cual permite registrar puntualmente la trayectoria
seguida por la firma dela persona, ésta se observa y se guarda en la computadora con
respecto a las coordenadas observadas en la pantalla. Se le pidi¢ a dicha persona
que firmara cierto niimero de veces y en base a los rasgos se encontr6 al modelo

patrén.

La idea propuesta por ellos para definir la configuracién de la firma no esta
lejos de la realidad considerando , que atn cuando la persona realice la firma en
dos ocasiones, ésta sufre cierta modificacién, cuyas diferencias no son significativas

y ambas se pueden considerar auténticas.

En el articulo no se dan conclusiones sélo se especifican més detalles técnicos
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de la investigacién, sin embargo dicho modelo coincide con fundamentos de la teoria

de configuraciones.

Topografia

Otro campo de investigacién relacionado con la teoria de configuraciones
se da cuando se analiza cierta regién geogréfica con un objetivo especifico, lldmese
del tipo forestal o urbano. Un ejemplo urbano ya se mencioné anteriormente y se

explico detalladamente.

Al igual que en el problema de urbanizacién el objetivo es poder determinar
si cierta regién ha cambiado significativamente con el paso del tiempo, por ejemplo

si clerta regién vegetal se ha deteriorado o se ha conservado.

Otra técnica diferente consiste en guardar de una fotografia sus rasgos ca-
racteristicos punto a punto. Esto se realiza al cuadricular una fotografia del lugar
y guardar la informacién en un arreglo matricial con respecto a los colores, donde a
cada color se le asigna un nimero en particular. Una vez registrada la informacidn en
este arreglo matricial, se pueden utilizar las técnicas de la teoria de configuraciones

sin realizar grandes cambios y con el supuesto de normalidad de los datos.

Como las fotografias son aéreas, es imposible igualar la misma toma atn y
cuando se tomen muchas precauciones. Las diferencias se deben a la modernizacion
de la tecnologia, por otra parte el avién pudo llegar a volar mas alto o mas bajo,
dando con esto cambios en la escala de la fotografia o con respecto al punto de

referencia y sufriendo esta toma una traslacién. Finalmente puede suceder que
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la fotografia aparezca un poco rotada, de manera tal que es de interés para el

investigador el poder pasar por alto estas tres condiciones.

BANCO DE TESIS



DENSIDADES ASOCIADAS
A LA TEORIA DE CONFIGURACIONES

En este capitulo se determinan las densidades asociadas a las transforma-

ciones asociadas de traslacién, rotacién y escalamiento.

En relacion al desarrollo expuesto en el Capitulo 1, la matriz W puede incluir

reflexién o excluir reflexion, WNE,

Dado que ||W]| = 1, los elementos de W son vectores de direccién para la

n(n +1)
2

configuracién y U contiene m = (N — Dk —nk+ — 1 coordenadas polares

generalizadas.

Clomo se mencioné anteriormente, cuando n = N — 1 < K, es un caso
del analisis multivariado y se tiene que la matriz B = YYt ¢ R™" posee una

distribuciéon Whisart no centrada, a saber

B ~ W, (K, oI ut),

la cual es invariante bajo orientacién y reflexion, esta distribucién hipergeométrica

es del tipo Bessel o1 y caracteriza a la distribucién de tamafio-y-configuracion.

Cuando N — 1 > K, la distribucién Whisart no centrada no existe (formal-
mente la densidad no existe con respecto a la medida de Lebesgue, definida sobre

el conjunto de las matrices definidas positivas), de manera que no se puede utilizar
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el an4lisis multivariado y esta es una de las razones para hacer uso del andlisis de

configuraciones.

La distribucién de rotacién-tamario-y-configuracién esta dada por (1.2).
A continuacién se encuentra la distribucién de tamaho-y-configuracién, bajo el

supuesto de que el niimero de puntos sea mayor a la dimensién (N —1 > K).

Distribucién de tamano-y-configuracién

Teorema 4.1 . Si Y = TH, donde TH es la factorizaciéon QR de la
matriz Y, aqui Y € RIN-VxKE T e IRW-1X" o5 una matriz semitriangular inferior
con elementos en la diagonal no negativos (t; > 0,i = 1,...,min(n, K — 1)), donde
n = min(N-1,K) y la matriz H € IR™¥ es una matriz semiortogonal. Entonces la

distribucién asociada es del tipo hipergeométrica oFs con densidad dado por,

n

ITe
‘ }23 1 Kr
— i=1 t_ iy
fT(T) B OM‘ZM_QMWM?KP <K> eXp( 20 20° (TT H N)> ok < 2 )A> ’ (4'1)
"\ 2

donde M = (N-1)Ky A= &—TH

Demostracion

Dado que Y ~ N(ux, 0%y ® k) se sigue que,

exp | — — tr(Y — WY — w)] (@), (4.2)

, 1
dFy (V) = —— 5

(2m)2 0o
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Dada la factorizacion QR de Y = TH, T € RW™Y*" y H € V4, donde

n = min (N — 1, K), se tiene que

(@Y) = T] 6%~ (dT) (HdH"). (4.3)

j=1

Por otra parte la densidad conjunta de (T, H) esta dada por,

dFry(T,H) = dFy_ru(TH)J(Y — TH)(dY). (4.4)

Sustituyendo (4.2) y (4.3) en (4.4) se llega a que,

1 1 "o
dFyp (T, H) = —5— exp (—ﬁ ¢e(TH — p) (TH — u)) T 54 (aT)(HdH").
2 i=1

(2m)z o
(4.5)

Ahora desarrollando el argumento de la funcidén exponencial en la expresion

(4.5),
-_é%g to(TH — p)Y(TH — ) = —é%g te(HT'TH — H'Tp — ptTH + pitp),
= —2—(1;2 tr(T*THH = 20 TH + pip),
De manera tal que la densidad conjunta de T y H esta dada por,
dFru (T, H) = (%);UM exp [—g%tr(TtT+utu)} exp {u( tTH)]lj 5= (AT (HAH).
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Para encontrar la marginal de T, se integra con respecto a H y del lema

C.1. se tiene que,

t
/ exp <tr g TH> (HdH")
Vn, K g

]-—‘Kn

exp [ (” TH)] (KdK*')(HdHY),
KEO(K—-n)

HeV, k

K—n

]-—‘Kvn |: :| t
- ———————K?_n)z / exp |:tr <,u T)} (HdH),
o -ng HEeO(K) o

y finalmente al normalizar la medida en el tltimo término de la ecuacién (4.6) se

concluye que,

./vn,K P [tr (ut(Z;Hﬂ (HdH') = fgl—gé—)—/o(m exp {tr <ut§;HH (dH).
"\ 2

Asi utilizando el teorema C.3.,

fyrol () s = [ (S5

Luego,
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Hn tK i 1 1 tTTt
o j=1 % t R /'L /l,
fr(T) = YN <{£> eXP[ 202 <TT “W)} o <2K’ 40* )
"\ 2
]

Note que si N — 1 < k, T es no singular, B = TTt > 0. Méas ain, del

teorema A.5., se calcula el producto exterior de B, siendo este igual a,
(dB) = Q”Ht”H “dT), donde |B|= ﬁt?i.
se deduce que el producto exterior de dT es,
(dT) = 2_ni:fllti—i(n+l-i)(d3),
donde B=YY! = (TH)(H'T") =TT"y

n-i Knl

< YT (=) T e
[T TTe™ " =TI th Y
=1 =1

i=1

De aqui se concluye que,

(M~nK) (N-1)K—(N-1)K)
i 2 =
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Los elementos de la matriz T son llamadas coordenadas de tamafio-y-confi-
guracién. La factorizacion QR ya habia sido utilizada anteriormente y los elementos

de T también son llamadas coordenadas rectangulares, Rao (1973).

Distribucién de la configuracion

Teorema 4.2 . Con las condiciones del teorema 4.1. y expresando la

matriz Y = TH = rW(U)H, la densidad de las coordenadas W(U) esta dada

por,

Demostracion:

Expandiendo oF: en polinomios zonales en la ecuacién (4.1) se obtiene

ﬁ tg_i ¢ oo C E; A
l A
(4.8)

donde (£), =TI (3 - 57)
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T .
Sea W(u) = o de donde J(T — r,u) = r™J(u) y de las siguientes condi-

ciones,

n

n n
(1) Htff_l — H (rwii)K—l — HTK—in—i’
i=1 i=1

i=1

n n

- —2 e - —i _nin=l) —i

(K~1)+(K—-2)+-+(K-n) I l ’LUK i 7ml{ 3 I l ’LUK i
i=1 i=1

=r

—~1 nin—
(i) - B T(N—l)K—nKJrﬁ%‘—l—HnK_ﬁi”Tﬁ _ p(N-1E-1 o M1

i) (T = W) (W) = r2a (W) = 2 WP =%, ya que W] =1

L WTT W) W) W W
(iv) &Za_‘fﬁ o 40* - 40*

2 tWWt 21
V) C (7“ f Jﬁ) _ |
( ) A 40.4 0-210 ,U/tWWt,LL
. A 4ot

Asi se cumple lo siguiente,

HWK—iJ(u)TM—l
i=1

oM o(M52) (M50, <%>

fru(r,u) =

1 t ’)"2 =
exp [——3 tr(,LL,LL )] exp {— —'—.2} E E ——
20 20 =0 <£2{_> Al
A

Integrando con respecto a T se tiene; [agrupando las potencias de 7, 0 ¥

descomponiendo las potencias de (4.8)],



ﬁWK—iJ(u)2 ©© 0 1\/1+”l 1 2 (
o= gy - | [ e ()] LR
I e (%) - o

Al analizar la integral,

o 7,.M+21—1 7,,2
] = /0 ————2(_1\24)0_]\4_*_2[ exp (“—2}—5) dr.

Dado que I'(t) = zt"le %dz y definiendo = = , de donde dz = 227:2 y

0 2

~

dr = rdr

T de manera tal que,

00 2\ t! 2 oS 2(t-1)+1 2
7 T T T 7’
H) = /0 (.‘_2?) P <*2—a—2> 2 /o ST ez P (“gﬁ) dr.

Ahora sea t = %1 + 1, luego

M 0o pMA2I-1 2
T (——2 - Z) = A 2(%“_1)01\/”2[ exp (—5?> dr,
de aqui,

I =9-'r (%4- +z).

Finalmente,

- , trpt
W I (u) ntt-1p (M o Ty
11 o I (1) O T

o W18) = 5 e [ 2 &S




Distribuciones excluyendo reflexién

Las densidades presentadas en los teoremas 4.1. y 4.2. incluyen reflexion.
Con €l objeto de encontrar las correspondientes distribuciones excluyendo reflexion,

observe que (vea Goodall y Mardia (1993))

1
tr W' TH(HdH?) = ~ ] tr T H)(HAHY).
[ g Pl THIHAHY) = 5 [ exples w'TH(HAH')

Asi se obtienen los siguientes corolarios a los teoremas 4.1. y 4.2. respecti-

vamente.

Corolario 4.1 . Cuando N —1 > K y el rango de 1 < K la densidad
de tamafio-y-configuracién para T = TV excluyendo reflexién estd dada por (4.1)
dividida por dos, donde t;; > 0 para todoi = 1,..., K—1, y txx no esta restringida.

Cuando N — 1< K; la densidad estd dada por (4.1) y txx no esta presente.

Corolario 4.2 . Cuando N —1 > K y el rango de p < K la densidad
de configuracién para W = WVE excluyendo reflexién estd dada por (4.7) dividida
por dos, donde wgx no estd restringida. Cuando N —1 < K, la densidad de

configuracién estd dada por (4.7) y Wik no estd presente.
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Distribucién de tamano-y-configuracién

mediante la factorizacion polar

En la presente seccién , se encuentra la distribucién de R, que por ana-
logia al caso QR, se llama distribuciéon de tamafio-y-configuracién bajo la factor-
izacién polar. Observe que bajo este nuevo enfoque la distribucién de rotacion-
tamafio-y-configuracién coincide con la encontrada bajo la técnica que considera la

factorizacién QR, més aun, tal distribucién estd dada por (1.2).

Teorema 4.3 . La densidad de R est4 dada por:

T8

R|9TT° (Dy — D, L .
fR(R):| L Jj>exp {_%tr(R +#l‘)} 0F1<S MRM).

2], 2 g

Demostracidn.:

1 t
s P |57 K ) (X = )] (4,

dFX(X) =

desarrollando el argumento de la exponencial,

tr(X — p)(X — )t = tr(X X" = 20X + pp).

Factorizando ahora X = RH;con (dX) = |R\T_3H3:1(D¢¢—Djj)(dR)(HldHf),

se obtiene que,
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_ 'R'(T_S) I 2 t ¢ s t
dFu, r(H1, R) = e cete {’F br (R + p'e) — 2 HlR]} [T _ (D~ Diy)(@R)(HidHY),

para obtener la marginal de R observe que

1 : : 2% r ptRp
[/“exp [—;tr(R,u Hl) (HldHl) = -P——<-C—>—0F1 (5,'—4071— y
A2

de donde finalmente se obtiene el resultado.
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APENDICE A

PRODUCTO EXTERIOR



PRODUCTO EXTERIOR

Al aplicar una transformacion a una variable aleatoria, ya sea univariada o
multivariada, es de interés llegar a conocer la densidad asociada a la nueva variable.
Para determinarla es necesario calcular algunos jacobianos, tarea que en muchas de
las ocasiones no es facil de realizar, motivo por el cual se recurre al uso de tecnicas
alternativas. Una de estas técnicas consiste en el uso del producto exterior. El
siguiente teorema permite determinar la funcién de densidad asociada a la transfor-

macion,

Teorema A.1 . Si X esun vector aleatorio de dimensién JR" con funcion de
densidad fx(x) deﬁﬁida en el conjunto S C IR". Suponga que y(X) = (y:1(X), y2(X),
.., yr(X))! es una transformacién 1-1 y sobre de S en T'. En donde T' denota la
imagen de S bajo y,v entonces la transformacién inversa z = z(y) existe y es continua

en T, la funcién de densidad del vector Y = y(X) estd dada por

gy (y) = fx(z)lJ(z — y)| (yeT),

donde J(X — Y) es el jacobiano de la transformacién de X en Y y éste estd dado

por
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o oz 1
U1 Yr 8
J(X —Y) =det e zdet‘,(-ﬁ:—i).
Oy;
O ox
Ty Oy

Cuando se trabaja con varias variables es dificil calcular el determinante
J. FEl método alternativo haciendo uso del producto exterior se basa en la forma
simétrica y anticonmutativa de la multiplicacion de diferenciales. Este desarrollo

fue propuesto por James (1954).

I= /Af(azl, .. @)z - -dz, donde AC . (A1)

Si fx(z) es una funcién de densidad con X € RR", la integral representa la
probabilidad de que el vector X tome valores en el conjunto Ay al realizar el cambio

de variables,

T, = 331('!}17 ce- >yr)7

Tr = xT‘(yla"')yT))

y sustituyendo en (A.1) se tiene que,

Yj

Iz&&WW*%?ﬁ%~MQ

donde At denota la imagen de A bajo la funcién Y.
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A continuacién se ejemplifica la forma de calcular el jacobiano de la trans-
formacidén para el caso particular donde r = 2, la transformacién del cambio de

variables esta dada por,

z, = z1(y1,Y2),

Tg = 932(91,92),

y su jacobiano por,

J =

5
82

Q »
¥ &
Q}LQJ
QR

[\~]

Al desarrollar las operaciones que definen al jacobiano, éste es igual a,

0z Oz oz, 0%
= (5 () - (5 (5) .

Ahora, al calcular el mismo resultado usando las formas diferenciales con el

fin de motivar la definicién del producto exterior, se tiene:

El diferencial total de una funcién z; = z;(y,, ..., ¥.) se define por,
ox; ox;
dz; = —d “dy, =1,...,7).
z 8@/1 Y+ + 8y7~ Y. (Z 7")

Al sustituir estas formas diferenciales lineales en la integral I de (A.1) y al

considerar el caso particular de r = 2, se obtiene el siguiente resultado,

o, Oxy Oz Oz )
I:/ O o+ Z2 o | [ Z20, + 2224y, | A3
W) < ot 5, yz) < oy, U G, e (A.3)



61

Suponiendo que es valido multiplicar los diferenciales con las leyes distribu-
tivas, al operar con los diferenciales que aparecen dentro de la integral en (A.3), da

como resultado,

Oz Oxo Oz, Oz, Oz, Oxq Oz, 014
= dydyy + — = — 2 i dyedy, + —— ——dyadys. A4
oy, oy Y g O P By, e A

Para que las ecuaciones (A.2) y (A.4) sean iguales se necesita que,

dyrdye = —dy2dy:.

Es decir el producto de dos diferenciales es anti-simétrico, dy;dy; = —dy;dy;,
en particular dy;dy; = —dy;dy; = 0, tal producto es llamado el producto exterior y

se denota con el simbolo A (en inglés este simbolo es llamado wedge).

Haciendo uso de esta notacién y la propiedad anti-simétrica, este producto
se denota de la siguiente forma,
- dyi A dy; = —dy; A dyi.

De manera tal que el jacobiano de esta transformacion se expresa como,

_ 8(31 8$2 8$1 8$2

J = _
Oy Oya Oy Oy

= dyl A dyg

Esta forma de trabajo induce a pensar que el multiplicar diferenciales es

equivalente a calcular el jacobiano, el siguiente teorema muestra que tal suposicién

es clerta.
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Teorema A.2 . Si dy es un vector en IR" de formas diferenciales y
dz = Bdy, donde B es una matriz no singular de dimension IR™", es decir dz

es un vector de formas diferenciales lineales, entonces

/\ d.’l?z = det B /\ dyi.

i=1 i=1

Se realizara la demostraciéon de este teorema para el caso particular der = 3,

por medio de la definicién del determinante.
Demostracién :

El lado derecho de la ecuacién dX = BdY, se puede escribir como

A dz; = p(B) )\ du (A5)

donde p(B) es un polinomio con elementos en B. Para el caso de r = 3, se tiene que

dz, by bz bis dy,
dzy | = | bar bog bos dys
dzs bsy bsy bas dys

Ahora desarrollando el producto de la derecha para cada diferencial dz;

donde 7 = 1,2 y 3, se llega a,

dzy = byydy; + biodys + byadys,
dzg = by dy; + baodys + basdys,

dzs = ba1dy; + bsadys + basdys,
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de aquli,

dzy ANdzg ANdzg = (bi1bagbss — b1abaibss — b11b2sbag + bi3baibso

+ biobosbay + brabaobay )(dyr A dys A dys).

En general se cumplen las siguientes tres propiedades,

(i) p(B) es lineal en cada columna de B.

T

(ii) Si el orden de dos factores dz;, dz; se invierten, entonces el signo de A\ dz;
i=1

cambia. Pero esto es equivalente a intercambiar la i-ésima y la j-ésima columnas

de B. Es decir al intercambiar dos columnas de B, el signo de p(B) es contrario.
(iii) p(L,) = L

Las propiedades (i), (i) y (iii) caracterizan a la funcién determinante de la

definicién dada por Weierstrass. Por lo tanto p(B) = det B.

Asi al sustituir este resultado en la ecuacién (A.5) y al considerar la matriz
B como la matriz de derivadas parciales que aparece en la ecuacién dX = BdY, la

integral [ se escribe como

I:/f(:vl,...,mr)dxl/\---/\dxr donde A C IR".
A '

De manera tal que al determinar la distribucién asociada a la. transfor-
macién, en lugar de calcular el jacobiano se calcula el producto de los diferenciales

asociados.
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A continuacién se dan algunos resultados del producto exterior para vectores
y matrices. El siguiente teorema ejemplifica la forma de calcular el jacobiano para la

transformacién de coordenadas rectangulares a coordenadas polares generalizadas.

Teorema A.3 . (Coordenadas polares generalizadas.) Cuando se definen

las componentes Ti,...,Ts €1 coordenadas rectangulares, si se requiere hacer un
cambio a coordenadas polares 7,01, ...,0s1, cada una de las componentes Z; para
i=1,...,s se expresan por medio de:

z, — rsenfysenfy...senfs_gsenfy 1.

T — rsenf;senfy...senfs_gcosbs 1.

T3 — rsenfsenfy...cosls 3.

T, = rsenb;costy.

Ts = 7rcosb.

donder >0, 0< 8, <m(i=12,...,5— 2), 0 < 51 < 2, entonces se tiene que

3 . s—1
/\ dz; = ! sen® 20, sen® 20, ...senfb,_q /\ do; | Adr,
i=1 f=1

y por lo tanto el jacobiano de la transformacion es,
Jlz —r0...,0.-1)= r lsen® 20, sen® Oy .. .sen b2
s V1 378 1

Demostracion :

Note que:
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.2 = 7?sen?6,sen®0,...sen?0,_ysen?0,_;.
12+ 292 = 7%sen?6, sen?0,...sen?0,_ .
T2 4. 4z = r?

Diferenciando los primeros términos de estas ecuaciones se obtiene que,

2xdr; = 2r%sen®,---sen?f,_ysenf,_;cosb,_1dbs_ ;.
+ términos que incluyen dr,df, ..., d0s—.
20,dz, + 2%0dzy = 2r%sen?6, .- senf,_ 5 cosf;_odb;s_,. (A.6)
+ términos que incluyen dr,df, ..., d0,_,.

2r,dx, + - - + 2z, dr, = 2rdr.

Al realizar el producto exterior del lado izquierdo de las ecuaciones (A6) y
recordando que el producto exterior de términos repetidos es igual a cero, se genera

la siguiente expresioén

2z 1 [\ dai. (A7)
f==1

Al calcular el producto exterior del lado derecho de (A.6) este es igual a

s—1
25251 51?573 0, sen® %0, - - -senf,_; cosfy cos By - - cos Os_1 /\ do; Ndr.
i=1
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y de la definicién de las z;, este da,

s—1
AT N sen® 20, sen® 20y senby o /\ do; Adr, (A.8)

i=1

de (A7) y (A.8) se deduce el resultado deseado.

Enseguida se enuncian algunas definiciones del producto exterior dada una
matriz de diferenciales y se exponen algunas propiedades y resultados de este pro-

ducto.

Definicién A.1 . (Matriz de diferenciales) Dada una matriz X, la matriz
de sus diferenciales se define como el diferencial de cada una de sus componentes,

se denota por dX 6 por (dzs;)-

Proposicién A.1 . (Producto) Si X € R™* y Y € R°**? son matrices,
entonces la matriz de diferenciales del producto de X con Y se denota por d(XY)

y se cumple la sigulente propiedad

d(XY) = XdY +dXY.

La demostracién se realiza utilizando la definicién del producto de matrices.

Definicién A.2 . Para una matriz X en IR™*® el producto exterior de sus

diferenciales se denota por (dX) y este es igual a,
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(@x)= A\

r
i=1

s
/\ d.’L‘U
j=1

Observaciéon A.1 . Si X € IR™™" es una matriz simétrica, se tiene que
dz;; = dzj;, es decir aparecen elementos repetidos, de manera tal que el total de
r(r+ 1)

elementos diferentes en la matriz X es igual a —5 y el producto exterior de sus

elementos esta dado por,
@X)= N dazi
1gigj<r

Si X € IR"™*" es una matriz anti-simétrica (X = —X"), entonces en el pro-

rir—1 .
ducto existen —(——2—)- elementos diferentes y se reduce a multiplicar los elementos

que aparecen por arriba de la diagonal superior.

(dX) = /\ dCEij.

i<

Teorema A.4 . (Transformacién lineal) Si X = BY donde X y Y son

. - . X
matrices en JR"*° y B es una matriz no singular en JR"*", entonces

(dX) = (det B)*(dY).

de manera tal que J(X — Y) = (det B)".

Demostracidn
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Dado que X = BY, entonces de la proposicién A.l. se tiene que dX =
dBY -+ BdY = 0Y +BdY, de manera tal que dX = BdY, donde dX = [dz1,. .. ,dzs)

ydY = [dyi,. .- , dys).

Ahora aplicando €l teorema A.2. para cada dz; = Bdy; (j = 1,2,... ,8), el

producto exterior de los elementos de X es,

/\ dz; = (det B) /\ dyi;.

i=1

Por lo tanto,

= (det B)*(dY).

Lema A.1 . Si X = BYC, donde X y Y son matrices en JR™°, By C son

. . X .
matrices no singulares en R™" y IR’ § respectivamente, entonces

(dX) = (det B)*(det C)"(dY),
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donde el jacobiano de la transformacion se expresa como,
J(X —Y) = (det B)’(det C).

Lema A.2 . Sea X = BY B! donde X y Y son matrices simétricas en

IR**® y suponga que B es una matriz no singular en JR*"*, entonces
(dX) = (det B (dY).

Lema A.3 . Suponga X = BY B donde X y Y son matrices anti-simétricas

en IR**° y B es una matriz no singular IR°**, entonces
(dX) = (det B)* " (dY).

Lema A.4 . Si X = Y71 donde Y es una matriz simétrica en IR°’,

entonces
(dX) = (det Y) " (dy).

Teorema A.5 . Si A es una matriz definida positiva en R***y A =TT,
donde T es una matriz triangular superior con elementos en-la diagonal positivos,

entonces

(dA) = 2° H AT,

i=1
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Demostracién :

Con las condiciones del teorema se tiene que,

ay; a1 ... Qg tll 0 ... 0 tll tlg e tls
aie Qg9 ... Udog t12 too ... 0 0 tgg v tos
A1 Qg ... Qgs tls tgs e tss 0 0 e t.s.s

Desarrollando el producto de las matrices que aparecen del lado derecho de
la ecuacién anterior y expresandolo en funcién de cada miembro de la matriz de la

izquierda, se concluye que,

2
ain = tlla .
a1z = t11tyo,
a1s = tints,
42 2
ag = 1+ 15,
ags = tiotis T toolos,
42 2
Ass = tls +oe tss>

de aqui y calculando el diferencial para cada a;;, siendo este igual a,



dall

dalg

dals

dagg

dags

dagg

71

2t11dt11.

tudiig + - -

tadtys + - -

2t22dt22 + A

toodtos + - - -

2tssdlss + - -

Por lo tanto el producto exterior sobre los a;; es,

(dA) = /\ dCLij = QStilt‘;El e tss /\ dt"]

i<y

1<y

Corolario A.1 . Si A es una matriz definida positiva en R*** y A = GG",

donde G es una matriz triangular inferior con elementos en la diagonal positivos,

entonces

(dA) = 2° [] g5 7*(dC).
i=1

Demostracion: Sélo observe que G = T*.
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El siguiente lema muestra la forma de calcular el producto exterior en la
factorizacion de una matriz de rango m, resultado que serd de mucha utilidad al

aplicarlo en la factorizacién QR.

Lema A.5 . Si Z es una matriz en R, (r > s) de rango s y que se
puede expresar como Z = H;T, donde H, es una matriz en IR"**, donde H!H, =1,
y T es una matriz triangular superior en IRS*% con elementos positivos en la diagonal.
Si Hy (como una funcién de H)) es una matriz en R tal que H = [Hy : Ha)
es una matriz ortogonal en R™" y se puede escribir como la matriz H = [h1... hg
hgi1 ... hy], donde [hy ... hs| son las columnas de Hy y gy ... h, son las columnas

de H,. Entonces

Htr {(dT)(H'dH),
donde,
(HidH)= N\ N Hidhe
i=17=t+1

Demostracion:

Como Z = H,T y de la proposicién A.1. se tiene que dZ = dH,\T + H,dT.

Ahora
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Hi
H'dZ = dz,
H;
Hj |
= [dHlT ’+‘ HldT],
H;

(A9)
HidH\T + HHydT

HidH,T + HLHdT

HYdH,T + dT

HidH,T
dado que HiH, = I, y H{H, = 0.

Ahora al calcular el producto exterior del término H'dZ del teorema A.4.

este es igual a,

(H'dZ) = (det H)’(dZ) = (dZ),

a que det H = det H = 1, por ser H una matriz ortogonal.
ya q g

El j-ésimo renglén de la matriz HjdH,T, estd dado por el primer rengléon

de,

(hidhs, ..., hidhe)T, (s+1<j<n).
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Aplicando el teorema A.2. se sigue que el producto exterior de los elementos

de cada renglén es,

(detT) /\ hidhs.
1=1

Entonces el producto exterior de todos los elementos en H5dH, T se expresa

como,

/r\ {(det T) /\ h;dhl} (det T)" /\ /\ h‘dh. (A.10)

j=s+1 i=1 j=s+1i=1

Ahora al considerar el término H'dH T + dT y dado que H{H; = I, se

cumple que,

HidH, +dH'Hy =0,

se sigue que,

HidH, = —~dH'H, = —(H!dH,)".

Por lo tanto H'dH; es una matriz anti-simétrica que se puede escribir como,

0 —hidhy ... —hidh
hidh, 0 ... —hidh
HidHy = | nidh, hidhy ... —hidhs |> € R

| hidhy Hidhy 0
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Ahora, multiplicando la matriz anterior por la matriz triangular superior 7T,

donde se denota a los términos que se repiten en los diferenciales con el simbolo *,

h,tzdh,ltll * RN * *
HidHlT = h,édh,ltll hédhgtgg 4% L. * * ' (All)
h,gdh,ltll hgdhgtgg + kL h'gdh's—lts~1,s—l + % %

El producto exterior columna por columna de la ecuacién (A.11) da como
resultado

570 N\ Ridhy N\ 6352 N\ Ridha . N\ ta1s-1hgdhs

j=2 j=3

(A.12)

3 ki
- tifltgf T ts—l,s—l /\ /\ hgdhs_l.

i=1j=i+1
De (A.10) y (A.12) se tiene que el producto exterior de los elementos de

HidH,T y los elementos de la subdiagonal de HidH T + dT es,

<Ht;‘s> N N\ Ridh <Ht§;f> AN h;dm)
i=1 i=1j=s+1 i=1 i=1 j=i+1

(A.13)

=114 /\ /\ hidhi v.Ht’" "(HidHy).
i=1

i=1j=i+1
El producto exterior de los elementos de H!dH\T + dT en su diagonal su-

perior esta dado por,
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8
/\ dti; + términos que envuelven a dH. (A.14)

i<]
Finalmente al multiplicar (A.13) y (A.14), y sin tomar en cuenta a los

términos que envuelven a dH,, el producto del lado derecho de (A.9) es igual a,

1t (dT)(HidHy).
i=1

El siguiente lema es similar al anterior y con el cual se puede calcular el
producto exterior de la factorizacion @R, cuando el rango de la matriz es igual al

numero de renglones.

Lema A.6 . Si Z es una matriz en ™% (r < s) de rango r y esta se
puede expresar como Z = HT', donde H € R™*" es una matriz ortonormal, es decir,
HH=1,yTe¢ S‘Erzxs es una matriz quasi-triangular superior con elementos en la
diagonal positivos. Se puede escribir a la matriz 7' = [1}|T3], donde Ty € R y
Ty € %76~ entonces

(dZ) =[] ti*(dT)(H'dH).

i=1
Demostracion:
Dado que Z = HT, entonces dZ = dHT + HdT, asi que al multiplicar esta

ltima expresién por la matriz H' se tiene que H'dZ = H'dHT + H'HAT y dado

que H'H = I,,, se tiene que,
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dZ = H'dHT + dT.

Por otra parte (H'dZ) = |H'|*(dZ) = (dZ).

Como H es una matriz ortogonal y del lema A.5. se sabe que la matriz

H'dH es una matriz anti-simétrica en " y que se expresa como,

Rt hidhy hidhy ... Ridh,

. hé hgdhl hgdhg hadhr
H'dH = (dhl,dhg,...,dhg)z

Rt hidhy, hidhy ... Ridh,

Por anti-simétria,

0  hidhy ... hidh,
hidh, O ... hidh,
htdhy hidhy ... O

Posmultiplicando por la matriz 7', es decir

H'dHT = H'dH(T1|Ty) = (H'dHT:|H'dHT).

Todos los elementos de la forma hfdh; son ignorados si aparecen en las

columnas previas, asi
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0 * - * ¥ | ok L. %
hidhitis * . * S I
hidhitiy  hidhotes ... % 3 B

|
htdhityy hidholey ... hi_jdhp_qte1,.-1 % | * *

El producto exterior columna por columna esta dado por,

¢! /\ hidhith® N\ Bidhotn 1, 1hidh, 1 = 6745t 100 N\ hidhs

=2 =3 i=1 j=i+1
= Htr (H'dH).

Finalmente se puede verificar que,

dT) = Ndti; \ /\ dty;,

i<j  i=lj=rtl

y procediendo como en el lema A.5.,

H £ (dT) (H'dH).

Los resultados de los lemas A.5. v A.6. se pueden resumir en el siguiente

teorema.
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Teorema A.6 . Si Z = HT € IR"™® y el rango de la matriz es igual a

K = min (s,r), entonces

H 74 dT) (H dH),

donde 17" y H son matrices quasi-triangular superior y semiortogonal respectiva-

mente.

En el anélisis de configuraciones usualmente existen méas puntos que dimen-
siones (N > K), y H opera del lado izquierdo en las factorizaciones QR y polar, lo
cual es el caso contrario del analisis multivariado, donde la matriz H opera del lado
derecho y se tienen méas dimensiones que puntos. Por lo tanto se tiene el siguiente

resultado.

Corolario A.2 . Si Z =TH € IR y el rango de la matriz es igual a

K = min (s,r), entonces

H 874 (dT) (HdH?Y),

donde 7T es una matriz quasi-triangular inferior y H es una matriz semiortogonal

(filas ortogonales).

El siguiente teorema involucra la forma de calcular el producto exterior de
la transpuesta de una matriz por si misma, resultado de gran importancia al definir

la distribucién Whisart.
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Teorema A.7 . Con las suposiciones del teorema A.6. y A = Z'Z, se tiene

(dZ) = 27%(det A) 5 (dA)(H'dH,).

Demostracion:

Del teorema A.5.

Ht’" dT)(HidHy).

Se tiene que A = Z'Z = T'T, de manera tal que,

(dA) = 2 [[ t;°~(dA),

i=1

de donde se desprende que,

(dT) = 2 [[ f* " (dA).

=1

Al sustituir (A.16) en (dZ) de (A.15) se tiene que,

(dZ) = Ht" s“HdA)(HidH,),

— 95(det A)TF (dA)(H!dH)).

Dado que

(A.15)

(A.16)
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o=

[]ti = detT = (det TtT)% = det A2.
i=1

Corolario A.3 .  Con las suposiciones del corolario A.2. y definiendo

A= 77" se tiene que

r—s—1

(dZ) = 27%(det A) "5 (dA)(H,dH!).

Teorema A.8 . (Descomposicién Polar) Sea X € IR™*® r > sy de rango

s, entonces existe H, € V;, y R € IR***,R* = R tal que X = H| R.
Demostracién: Golub (1993).

Por analogia al caso de la factorizacién QR, se tiene la siguiente definicién

alternativa para la factorizacion polar.

Corolario A.4 . Sea X € IR"*°,r < s y de rango r, entonces existe

HyeV.,y Re R, R = R tal que X = RH,.

Teorema A.9 . Bajo las suposiciones del teorema A.8. se tiene que

(@X) = |RI=* T[(Dss — Dj;)(dR)(H!dH,),

1<J

donde D = diag(D11,. .., Dss) ¥y Dy es el i-ésimo eigenvalor de la matriz R.

Demostracidn:
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Este resultado fue establecido por Cadet(1996) bajo las variedades de Riemann a
través del cilculo del determinante de Gram, pero con respecto a la medida de

Riemann ds, para el cual

_ [3 32—3 ] 7{‘(_2—) _ ds

()
*\2

Vol(Vs r)

Ahora si

p= [ (Hiam) y = Jpds,

y de la unicidad de la medida de Haar py; = ap,o € IR > 0. Para determinar o

recuerde que,

(HidH,) =

Ve,r

luego

esto es ds = 2L ) (HdHy).

Sustituyendo este resultado en la expresién para (dX ) en Cadet, se obtiene

el resultado deseado.



Corolario A.5 . Bajo las suposiciones del corolario A.4. se tiene que

(dX)=|R|" f[(Du’ — Dj;)(dR)(HdHY),

i<

donde D = diag(D1,. .., Dss) y Dy es el i-€simo eigenvalor de la matriz R.
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MEDIDAS INVARIANTES

En este apéndice se definen las medidas invariantes con las cuales es posible
calcular la distribucién uniforme asociada a una matriz ortogonal. Se comienza

con una propiedad relacionada con los elementos de la matriz H; en la variedad de

Stiefel.

. e . s(s+1 )
Proposiciéon B.1 . Sea H; € V., entonces existen —(——2~—) funciones

independientes de los elementos sr de H, € Vi, implicados en la ecuacién H!Hy =

Is.
Demostracion:

Sea H, = [hlfhg . hg] una matriz en JR"*®, donde hy, hy, - - -, hs son vectores

en IR", entonces,

5 hthy hihy -+ hihg
. h,% héhl hghz s h%hs
H H, = (hihy -« he) = ,
hst hthy hthy - - Rih
donde hfh; = hghi parai,j = 1,2,...,s, de manera tal que la matriz resultante

es simétrica y los elementos que aparecen debajo de la diagonal principal son de-

pendientes a su correspondiente simétrico que aparece sobre la diagonal superior.
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s(s+1)
2

ecuaciones que dependen del producto interior de los vectores mencionados ante-

Al igualar cada componente con las de la matriz g se tienen que resolver

riormente.

Observe que los elementos de H; se pueden identificar como las coordenadas

. : y s(s +1) : :
de un punto en una superficie de dimension sr — — contenida en el espacio sr
N
dimensional.
Sea Hy = (hy), (i=1,...,7;5 =1,...,s), la superficie generada es una

esfera de radio s2 en el espacio sr dimensional y esta descrita por la ecuacion,
T S
2 _
DY b=
i=1j=1

Existen dos casos especiales:

Caso 1: Si s = r, el conjunto Vs s = O(s) es llamado el conjunto de matrices ortogo-

nales o grupo ortogoﬁal, con la operacién usual de multiplicacién de matrices.

Los elementos de H € O(s) pueden ser representados como las coorde-

nadas de un punto en la superficie correspondiente a una esfera de radio 5% en
R*T

Caso 2: Si s = 1, el conjunto Vi, = S, = {h € IR™*' : hth = 1}, representa una

esfera unitaria en IR.

Por otra parte en la demostracién del lema A.5. la forma diferencial de la

matriz H; se define como,
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S

i=1 j=it+1
Para el caso de un grupo ortogonal de matrices O(s) esta es,
g
(H'dH) = N\ hz-dhi,
i<j
este producto describe el producto exterior de to\dos los elementos de la subdiagonal

de la matriz anti-simétrica H'dH.

Para el grupo ortogonal O(s) se tiene la propiedad de invarianza que se da
al operar por la izquierda o por la derecha a la matriz H y sirve para definir la

medida invariante de un elemento D € O(s).

Proposicién B.2 . Si H; € Viy,, Q € O(s) y (HijdH,) es la forma
diferencial de la matriz H,, entonces el diferencial de las matrices QH, y HiQ" es
el mismo que el de la matriz Hy, es decir ([QH\'"d[QH:]) = ([H1Q)'d[H.Q)) =

(HidH,).

Demostracion.

H'dH, — H!Q'QdH, — HidH,, dado que Q'Q = I.

Existe un resultado similar si se multiplica por la derecha a la matriz H, se
demuestra utilizando el teorema A.4. en base al siguiente argumento. Si H; — H1Q

para @) € O(s), entonces
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(HidH,) — (HQ)'dH\Q) = (Q'HIdH\Q) = det Q°"H(HIdH,) = (HidHy).

Est4 forma diferencial define una medida u en O(s), dada por

W(D) = /D(H‘dH), D€ O(s).

Donde u(D) representa el area de la superficie de la regién D, usualmente
recibe el nombre de volumen para el caso de la variedad ortogonal. Esta medida
tiene la propiedad de ser invariante bajo una traslacién ya sea por la izquierda o por

la derecha, es decir

W@QD) = u(DQ) = w(D),  YQ € O(s).

Definicién B.1 . (Medida de Haar) La medida descrita anteriormente
recibe el nombre de medida de Haar o medida invariante en O(s). Esta medida

existe y es tnica, difiere de cualquier otra medida en O(s) por un multiplo finito de

Lh

Definicién B.2 . (Volumen) La medida del conjunto O(s) recibe el nom-

bre de volumen y se define como,

VolO(s)] = ulO(s)) = | o HHD)
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Ejemplo B.1 . Para s = 2, es decir para O(2) el conjunto de todas las

matrices de dimension 2, se puede parametrizar de la siguiente forma,

cos —senf
H= : para 0 < 8 < 2m.

—senfl cosf

De aqui,

— sen 0df ‘
(thH) = h/gdhzl - ( — Sen@ COSQ > - (Sen2 9 + C052 9)d9 - d@
cos 6df

De manera tal que el volumen de O(2) se calcula a partir de la integral del

diferencial (H'dH) e integrando con respecto a la parametrizacion anterior, es decir,

2w
Vol [0F(2)] = / ooy HAH) = [ a0 =2m.

Ahora al considerar la forma diferencial (H:dH;) en general, se tiene que

H, € V;,, de manera tal que,

(HidH) = NN\ Hdh,

i=1j7=i+1
donde H = [Hy : Hy) = [hy ... hslhst1... he) € O(r) y Hy esta en funcion de H, se
puede verificar que esta forma diferencial no depende de la eleccién de la matriz Hp

y es invariante bajo las transformaciones QH; y HyP, donde Qy P e O(r). Con

estas propiedades se define la medida invariante con respecto a la variedad de Stiefel

(Viyr)-
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Definicién B.3 . (Volumen bajo la variedad de Stiefel) El volumen de la

variedad de Stiefel se define como,

Vol [V,,] = / (HdH,).

Var

Para una matriz H; € V;,, se tiene el siguiente resultado.

Teorema B.1 . Sea H; € Vj,, el volumen de la variedad de Stiefel esta

determinado por,

Demostracién: Muirhead(1982)

De aqui se genera el siguiente corolario para el caso de un grupo ortogonal.

Corolario B.1 . Si H € O(s), entonces

@

Observacién B.1 . Las medidas de los grupos O(s) y V;, estan dadas

Vol [O(s)] =

sin normalizar, para que estas representen una medida de probabilidad es necesario

que se normalicen. Esto se realiza al redefinir el diferencial (dH) respectivamente

de la siguiente forma,
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de manera tal que,

/ IRCORgE

La medida u* en O(s) ya normalizada se define a partir de la siguiente

integral,

1

4 (D) = /D(dH) — W/D(thm, D € O(s)).

La medida obtenida y asociada con la forma diferencial (dH) es una medida
de probabilidad, que es llamada en algunos casos la distribucién invariante de Haar
en O(s) y se trabaja de manera similar para el grupo V;,. En el caso especial de
s = 1, se obtiene la distribucién uniforme de una esfera unitaria S, en IR" y es una

distribucién invariante bajo transformaciones ortogonales.
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POLINOMIOS ZONALES

La generalizacién de la distribucién x? no centrada al caso multidimensional
da como resultado la distribucién Wishart no centrada. La distribucién x? se escribe
frecuentemente como una serie infinita, esta corresponde a una expansién en series
de potencias del argumento exponencial de la densidad normal y después se integra
término a término. En el caso multivariado la integral se evalud con respecto a la
medida invariante de Haar sobre el grupo ortogonal O(r), los polinomios zonales son
una herramienta indispensable para determinar dicha integracién. James (1955-56)
calculé la integracién con respecto a la medida de Haar y expresd la densidad de la

distribucién Whisart no-centrada como una serie infinita de polinomios zonales.

Existen diferentes propuestas para definir a los polinomios zonales, una de
ellas planteada por Akim‘}chi Takemura (1984), basada en el andlisis multivariado
v el Algebra Lineal. Muirhead (1982), definié a los polinomios zonales como eige-
funciones de operadores de ecuaciones diferenciales. Farrel’s (1976), utilizo el H*-
4lgebra de Loomis. Saw(1977), derivé algunas propiedades usando la distribucién
normal y Whisart multivariada. Finalmente Kates (1980), se basé en funciones
esféricas y en la representacién de grupos. Muchos autores cpnsideran que las tres
dltimas propuestas no caen dentro del area de la Estadistica Matematica, en este

trabajo se utiliza la definicién dada pbr Muirhead.

Los polinomios zonales tienen la propiedad de ser polinomios simeétricos y
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homogéneos y se definen a partir de una matriz simétrica. Cuando se dice que el
1. . . ’ . . .ﬁ . . 1 . kl kz ks
polinomio es simétrico significa que si contiene al monomio y71ys? - - - yo*, entonces
., . . ki Kk .
también contiene al monomio y; 'y - ylk:, donde (I1,1s,...,1s) es cualesquier per-
mutacion de los enteros {ky,k2,...,ks}. Al decir que un polinomio es homogéueo

significa que no contiene términos constantes y al tener grado r la suma de las

potencias en cada monomio es igual a éste.

Definicién C.1 . (Particidn) La particién de un entero k se define como la
siguiente secuencia ordenada de nimeros enteros k = (ky, ko, ks, .. .), donde 3_ k; = k,

yki>ko>ky> - -, yademés k; > 0.

Es decir la suma de los elementos de la secuencia ordenada debe ser igual
al numero k y todos estos elementos deben de ser no negativos, ademés de estar en

orden decreciente,

Ejemplo C:1 . Para el entero tres se tienen las siguientes particiones:
(3), (2,1), (1,1,1) siendo éstas las inicas a menos de que se necesite agregar ceros
a la izquierda. La partiéién (2,1) también se puede escribir como (2,1,0,0,0), esto
indica que en una particién pueden aparecer términos nulos en las tiltimas posiciones

tantas veces como sea necesario.

Definicién C.2 . (Relacidn de orden) Dadas dos particiones u = (u1, e, . . -

u,) y v = (v1,v2,...,0s) del entero k, se dice que u > v si, y sélo si u; > v;, para

el primer indice donde los elementos de las secuencias sean diferentes.

Ejemplo C.2 . En el ejemplo (C.1) se tiene que (3) > (2,1) > (1,1,1).
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Definicién C.3 . (Monomio de mayor peso) Dadas dos particiones u =

(ur,ug,...,u) y v = (v1,02,...,0s) del entero k, donde u > v, se dice que el
monomio y;'y;? - - - y;* es de mayor peso al del monomio Y ys? - - -y,

Ejemplo C.3 . Continuando con el ejemplo (C.2) se tiene que el monomio

y? es de mayor peso al monomio yfyg y este a la vez es de mayor peso que el monomio

Y1Y2Ys.

Definicién C.4 . (Polinomios Zonales)SiY € IR° es una matriz simétrica
con eigenvalores y,. .. ,Yys y dada una particién k = (ki, ... k,) del entero positivo k
en no mas de s partes. El polinomio zonal de Y correspondiente a la particién k y

denotado por Cy (Y') es un polinomio simétrico, homégeneo, de grado k y definido en

sus eigenvalores y, . . . , Y5, de manera tal que satisface las siguientes tres condiciones:
. , . . k1 k A .
(i) El término de mayor peso en Cy es el monomio y; 45 - - -y¥s es decir es de la
forma

C(Y) = dkylflyg‘z .- -yt 4 términos de menor peso, donde dj es constante.

(ii) Oy es una funcién del operador diferencial Ay y éste esta dado por,

s 62 s 8 'i2 8
Ay =2 Yiz=+), 2 :
i=1 Yi i=1

Yi — yja—y:
J=1

J#i
(iii) De entre todas las posibles particiones del entero k, los polinomios zonales

poseen coeficiente unitario en la expresién (trY)*; Es decir,

GrY) = (g +ge+-u)f =3 CY).
K
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Teorema C.1 . El polinomio zonal Cy(Y) correspondiente a la particién

k = (ki,...,ks) de entero k, satisface la ecuacién diferencial,

AyCilY) = [pi + k(s — DICk(Y

donde Ay esta definida por la condicién (ii) y

38
Px = Z ki (kz
i=1

Demostracion:

Por las condiciones (1) y (ii), es suficiente con demostrar que,

Ayyf] ‘ yfs = [pk + k(s — 1)]y'1“ . -yfs -+ términos de menor peso.

Utilizando la diferenciacion se ve que,

s k) S

Ayyft -yl = gyl (k=0 + 3 2 P

I

i=1i=7+1 —Yj

S )

Dado que,
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yiki e Yski '
Yi — Y Yi — Yy

Se sigue que

Ayl = yf«--yss{z et 3 >

i=1 i=1 j=i+41

<k—k>”

s s-1 mas términos
Ly {Zkf—kJeri(s—i)}Jr
i=1 i=1

de menor orden.

De aqui,

k)

s—1 s
Z/ﬂzs—z Zki(s—i):ks—-zikiy
i=1 i=1

i=1

y se obtiene el resultado deseado.

Definicién C.5 . (Funcidn monomial simétrica) Dada una particién k =
(ki, ko, k3, . ..) del entero k, la funcién monomial correspondiente a los eigenvalores

Y1,--.,Ys, se define como,

k
M(k) = Zyzkll 9522 ?Jiﬁ

La sumatoria se realiza sobre todas las permutaciones de los p nimeros en-
teros k;, diferentes de cero, donde ¢ = 1,2,...s. La funcién monomial se caracteriza

por la siguiente ecuacién,
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My = yPyb? - - ybr 4 términos simétricos.

Ejemplo C.4 . Dada una matriz simétrica ¥ € IR°*® para el entero uno

el término monomial se escribe de la siguiente forma,

My =y +ye+- Vs

Para el nimero entero dos existen dos particiones, estas son (2) y (1,1), las

funciones monomiales asociadas son las siguientes,

Mgy = #+ui+-4

M(l,l) = Z Yils-

1<J
El polinomié) zonal asociado a la particion (1) del entero uno con respecto
a la matriz Y € R**® cumple la condicién (iii) de la definicién de los polinomios

zonales, esto implicé que Coy =trY =y +ye+- - +¥s = My (Y).

Para el entero dos existen dos polinomios zonales Cgy y C(y,1). Estos satis-
facen la condicién (i) de manera tal que el polinomio es simétrico, homogéneo y de

grado 2, es decir,



Cry = dy? + términos de menor peso,

= dyi + Pyr1ye + términos simétricos,

= doy(i+- - +y2) +BWive + - Ys-1Ys),

= d(g)M(g)(Y) + /BM(I,l)(Y)a

donde d y {0 son constantes. Por otra parte se tiene que,

Cayy = danyiye + términos de menor peso,

= daonyiye + -+ Yso1Ys,

= donyMan(Y),

y de la condicién (it ),

(trY)® = My(Y)+2Muy(Y),

= CuY)+ Can(Y),

= dyMpe)(Y) + (B +day)Man(Y),

comparando coeficientes se concluye que dgy = 1y d(11) =2 — . De donde

99
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Ceay(Y) = Mpy(Y) + Mgy (Y) + BM,1y(Y), (C.1)

Can(Y) = (2= B8)Mun(Y). (C.2)

La constante 3 se calcula utilizando la ecuacién diferencial en Cz)(Y). Del

teorema C.1., pp = 2(2 — 1) y C)(Y) satisface la ecuacién diferencial

AyC(Q) (Y’) = 256(2) (Y’)

Al operar sobre los polinomois zonales anteriores se tiene que,

AyM(z)(Y) = QS]V[(Z)(Y) -+ QM(l’l)(Y),

Ay Moy (Y) = (2s = 3)Mu 1) (Y).

Sustituyendo (C.1) en (C.2), esto es igual a,

QSM(Q)(Y) + QM(l,l)(Y) -+ ﬁ(QS — B)M(Ll)(Y) = QSM(Q)(Y) -+ QSﬁM(l)l)(Y).

Igualando los coeficientes de M 1)(Y") en ambos lados se obtiene que 0= %,

de manera tal que los dos polinomios zonales correspondientes al entero k =2, son
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2
Cipy (V) = My (V) + 5 M (Y),
Y
4
Can(Y) = 3Man(Y)-

El siguiente teorema es un resultado muy util al evaluar ciertas integrales.

Teorema C.2 . Si X es una matriz definida positiva en IR**° y X, es una

matriz simétrica en JR**?, entonces

Caoy(X1)Craey (X2)
Cuo(Ls) '

oy €9 (X,HXH')(dH) =

donde (dH) es la medida invariante normalizada sobre O(s).
A continuacién se da la definicién de una funcién hipergeométrica cuyo

argumento es una matriz X definida positiva.

Definicién C.6 . (Funcidn hipergeométrica) La funcién hipergeométrica

de una matriz X > 0, se define como,

- (ap )ik Cx(X)
(b K! ’

oo a .
Far, oy apb,. b X) = ZZ(;)“
(0

k=0 1

donde Zk denota la sumatoria sobre todas las particiones k = {k;,kz,...,km},

dondek; < kg < -+ < kp, <0, con respecto a k y Ci(X) es el polinomio zonal de X

BANCO DE TES)s 1228F
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correspondiente a la particién k y donde el coeficiente generalizado hipergeométrico

(a)x estd dado por,

donde (a)y =a(a+1)---(a+k—1), ap=1.

Esta expansién en polinomios zonales fue propuesta por Constantino (1963).

El siguiente ejemplo muestra dicha expansién para el caso en que ¢ = p = 0,

Ejemplo C.5 .

= exp[tr(X)}.

La siguiente propiedad de una funcién hipergeométrica esta relacionada con
la distribucién Whisart no centrada y permite establecer la relacién entre la funcién

JF. y una integral con argumento matricial.

Teorema C.3 . Si X € IR°*" es una matriz real con s < ry H = [H) :

H,] € O(r), donde H; € IR"**, entonces

r XX*
[, exptsxmam = o (555
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N

donde (dH) denota la medida invariante normalizada en O(r).
Demostracion: Muirhead (1982)

Con lema que sigue a continuacién se puede calcular la integral sobre un
grupo ortogonal. En el caso de que el rango de la matriz no es completo los vectores

se pueden agrupar para obtener una matriz ortogonal cuadrada.

Lema C.1 .

faaEan =[S, G H )

donde H = |Hy, Ho|, H1 € R*** y G = G(H;) es cualquier matriz en R¥*B78) con

columnas ortogonales a las de Hy (es decir GG* = I, — H1H]).

Demostracidn: Muirhead (1982)
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ESTADISTICA

A continuacién se enuncian algunos conceptos bésicos de la estadistica.

Definicién D.1 . (Matriz aleatoria) Se dice que una matriz A € IR™® es

una matriz aleatoria si cada una de sus componentes es una variable aleatoria.

Definicién D.2 . (Funcién gama) La funcién gama se define como,

I(t) = /OO i re dz,t > 0,
0

y se denota por I'(). Tiene la propiedad I'(t+1) = tI'(t) y si r es un niumero entero

positivo, entonces se verifica que I'(r + 1) = 7! (el factorial de 7). Otra propiedad

1
es que [' <§> = /7.

Definicién D.3 . (Funcidn gama multivariada) La funcion gama multi-

variada se define como,

s+l

Ty(a) = / . explin(~A)] det [A(“‘ ; )} (dA).

y se denota por I's(a).

—1 , .
Donde Re (a) > §—2—— v la integral se evaliia sobre el espacio de todas las

matrices definidas positivas (simétricas) en [R°*.
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Observacién D.1 . Sis =1, la funcién I' () define la funcién gama I'(+)

univariada.

Teorema D.1 . Si Re(a) > s 1

y ¥ es una matriz simétrica en R***

con Re(X) > 0, entonces

-1

/ X (‘22 A) det (A ) (4A) = T, (a)(det T)%2%°.

Demostracién: Muirhead(1982)

De este teorema se desprende la siguiente funcién de densidad una vez que
ésta es no negativa e integra 1.

Definicién D.4 . (Funcion de densidad Wishart) Si A es una matriz

5—1 ST
——, 2 es una matriz simétrica en IR**° con Re(X) > 0

definida positiva, Re(a) > 5

y r 2> s, la funcién de densidad Wishart se define,

1 _2—11’4)J r—g-—1 :
A) = exp [tr | ———— || (det A) 2, (A >0).
f( ) 2(5_{‘)1_\3 <—g> (detz)% p |\ ( 2 ( ) (

El siguiente teorema muestra que la funcién gama multidimensional se puede

expresar como el producto de funciones gamas ordinarias.

Teorema D.2 .

Fs(a):ﬂﬂfg_l)ﬁF{a—igl}, [Re (a) >

1=0

Demostracidn:
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Por definicién,

I(a) = /A>0 exp [tr(—A)] det [ } (dA).

Sea A = T'T donde T es una matriz triangular superior con elementos en

la diagonal positivos, entonces

tr A = tr(T*T th,

i<j

det A = det T'T = (det T')* Ht“,

y del teorema A5,

(dA) = 2° ] ¢+ /\ dt;.

i=1 i<j

Entonces

Is(a) = / /exp( ¢< ) Ht(za 2 /S\‘dtij,

i<y

- [/ _exp(= } fl U L exp(—th) )dti} :

i=1

El resultado se sigue de,

ol
-

/ exp(—tfj)dtij =T

-
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i+1

[ exp(=t) ) Fhath =T o %“ - ”} |

0

La siguiente definicién establece la densidad de una matriz con componentes

normales.

Definicién D.5 . (Funcién normal multivariada) S1Y € IR™*¢ se dis-
tribuye N (M,
C® D), donde C € R, D € IRS*¢ son matrices definidas positivas, la funcion de

densidad de Y esté dada por,

Wl

1 - {tr (-c—l(y — M)D7(Y — M)tﬂ
(2r)(-%)|c|(5) 1)) | 2 '

Definicién D.6 . (Distribucion Wishart no centrada) Si A = Z'Z,A €
R™*, donde Z se distribuye normal multivariada N(M,I, ® %), entonces A posee
una distribucién Wishart no centrada con r grados de libertad, matriz de covarianza

Y y con matriz de parametros de no centralidad Q = " !M*M. Se denota por medio

de A ~ W(r,3,4).

Si M =0yQ =0, entonces A ~ W,(r, ), es decir A se distribuye Wishart
centrada. La funcién de densidad de A = 77 con las condiciones anteriores y 7 2 S,

esté4 dada por

gy el (D (5)
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