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En el presente trabajo se replantea el problema de
optimizacién de una funcidn de superficie de respuesta como
un programa de optimizacién estocastica, aplicando la
técnica minimax desarrollada por Z&ckova. Asi mismo se
demuestra, aplicando técnicas convencionales, que el dptimo
del programa estocdstico es un estimador consistente dque
converge asintéticamente a la normal. La prueba de este

4ltimo resultado se desarrolla apoyandose en la técnica de
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minimizacién secuencial sin restricciones, SUMT,

aprovechando la caracteristica de convexidad -concavidad del

problema.
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ABSTRACT

Asymptotic Normality of the Optimum of a Response

Surface Function using Minimax approach
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This work state the problem of response surface
optimization 1like stochastic programing, applying the
minimax approach developed by Zalkova. Thus was prove, doing
it with conventional techniques, that the optimum of the
stochastic programing problem is a consistent estimator that
con?erges to a normal distribution. The proof of this last,
was developed making use of sequential unconstrained
minimization technique (SUMT) , because the concavity

-convexity of the problem.
vii



INDICE DE CONTENIDO

1. INTRODUCCION ..cceoeeccccccacncse creeseacccesenn
2. PRELIMINARES ...ccecececccvcsossocsccccccancoes
2.1 SUPERFICIES DE RESPUESTA .....cccc0..

2.2 OPTIMIZACION DE SUPERFICIES DE

RESPUESTA. .t e cteeeccecssocsocncsonsns

2.2.1 ANALISIS DE SUPERFICIE

AJUSTADA . .ceeeeeececanncss

2.2.2 METODO DE ASCENSO POR LA

MAXIMA PENDIENTE ..........

2.2.3 ANALISIS DE CORDILLERA ....

2.3 PROGRAMACION CONVEXA ......c... ceeen

2.4 OPTIMIZACION MATEMATICA ESTOCASTICA..
2.4.1 TECNICA DE PROGRAMACION

DE RESTRICCIONES PROBABI--
LISTICAS .. ccceeececsassos
2.4.2 TECNICA MINIMAX ...ccceoe.

2.5 LA DISTRIBUCION NORMAL MULTIDIMENSIONAL

2.5.1 FUNCION DE DENSIDAD ......
2.6 ALGUNOS TOPICOS DE CONVERGENCIA ....

3. PLANTEAMIENTO DEL, PROBLEMA Y NORMALIDAD
ASINTOTICA & eeeecessoscesaassssssscssasccscnss

3.2 METODOS PENALES «.ceasacencs ceeeesenn

Pagina

10
11
12

17

18
20
24
28

28

36

38



3.2.1 SUMT ..ccceeeecceccncacnase

3.3 NORMALIDAD ASINTOTICA .....c¢.cceeeee

4. LITERATURA CITADA ...ccceeeeocescocaccocncons

APENDICE A

APENDICE B

ix

39

43

54

57

61



1. INTRODUCCION

Gran cantidad de trabajos de investigacidn que se
planean y 1llevan a cabo en la actualidad, tienen como
objetivo primordial conocer el comportamiento o respuesta de
una caracteristica al aplicarse sobre ella un estimulo,

)
caracterizado por un conjunto de variables controlables por
el investigador. Una de las metodologias de investigacidn
mas cominmente empleadas con este propbdsito, es la
metodologia de la Superficie de Respuesta, la cual consiste
de una serie de técnicas que permiten la planeacidén Yy
ejecucién de una experimentacidén secuencial, donde se toman
los resultados de la experimentacién anterior en un proceso
continuo Conjetura - - Disefio de Experimentos -
Experimentacion - Analisis - Conjetura, y que permite
establecer 1los niveles de estimulo en las variables
controlables'que optimicen la respuesta de la variable de
interés.

La metodologia de la superficie de respuesta consta
de los.siguientes aspectos:

1) Disefio de experimentos tendiente a la blGsqueda de
la respuesta dptima en la variable de interés.

2) Determinacién del modelo que proporcione un mayor

ajuste a los datos obtenidos en el punto anterior.
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3) Encontrar el nivel, de las variables controlables,
que optimice la respuesta de la variable de interés.

Los aspectos considerados en el primer inciso, han
sido los mas ampliamente abordados por los investigadores,
dando como resultado grandes progresos en el desarrollo de
la estrategia experimental de la metodologia. Las técnicas
de regresién lineal y no lineal resuelven 1lo planteado en el
apartado nimero dos, encontrando el modelo estocastico que
proporcione mayor ajuste a los datos de la experimentacidn.
El presente estudio se ubica exclusivamente en el tercer
inciso y tiene como ©objetivo general proponer una
metodologia de optimizacidén que, a diferencia de las
técnicas  actuales, considere la °~ aleatoridad de los
coeficientes de regresién del modelo. Hasta el momento las
técnicas generalmente empleadas en la optimizacidén de este
tipo de problemas consideran deterministicos a los modelos

encontrados.

A partir de lo anterior se plantean los siguientes

objetivos particulares:

a) Replantear el problema de optimizacidén
considerando aleatorios los coeficientes de regresién del
modelo.

b) Proponer una técnica que resuelva el problema
anterior.

c) Establecer 1la convergencia en probabilidad y

distribucién de 1la solucién obtenida bajo esta nueva

técnica.
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El presente estudio se encuentra dividido en tres
capitulos principales. A continuacidén se describe brevemente
el contenido tematico de los capitulos subsecuentes.

El capitulo nUmero dos plantea los preliminares del
estudio, en el se aborda el problema de optimizacién.en la
metodologia de 1la superficie de respuesta y analiza
brevemente la manera actual de darle solucidn. A
continuacidén se trata el punto de programacién convexa, en
el que principalmente se dan las bases para la
caracterizacién de un punto optimo dentro de una regidén de
factibilidad convexa. El siguiente subcapitulo se refiere a
la optimizacidén matemdtica estocatica y en particular a 1la
técnica minimax, escogida como enfoque en la solucidén del
problema de optimizacién. Por Gltimo se estudian las
caracteristicas de la distribucién normal y algunos tépicos
de convergencia que seran auxiliares en la determinacidén de
la distribucidén asintética del o6ptimo.

En el capitulo ntGmero tres se replantea el problema
de optimizacién como un problema estocastico, ademdas de
encontrar la distribucién asintética de la soluciédn,
empleando la técnica minimax auxiliada por 1la técnica de
minimizacién secuencial sin restricciones (SUMT por sus
siglas en Inglés).

Cabe hacer mencién que la mayoria de 1los estudios
respecto a este tépico emplean para su solucién la técnica
de 1los multiplicadores de Lagrange, sin embargo esta
presenta el inconveniente de que 1la solucién gqueda en

funcién de los multiplicadores, ademas de obligar al
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cumplimiento de las condiciones de Khun-Tucker, las cuales
la hacen impractica. Es por lo anterior que se optd por 1la

utilizacién del método penal SUMT.

Finalmente se presentan dos apéndices, referentes a

dlgebra de matrices y regresidn.



2. PRELIMINARES

2.1. Superficies de Respuesta

Se asume que el investigador estd relacionado con un
sistema, el cual considera alguna respuesta 7 la cual
depende de variables dé entrada gy 52,..., Ek' También se
asume que las E'S variables pueden ser controladas por el
experimentador con un minimo de error.

En general se tiene que:

;oeeeer &)

k

n=f(&§, &,
en donde la forma de la funcidén (f) es desconocida y tal vez
sumamente complicada. El1 éxito de la metodologia de la
superficie de respuesta depende de la aproximacién de f por
un polinomio de bajo orden en alguna regidén para las
variables independientes. (Myers, 1971)

El experimentador cominmente se interesa en: 1).
Encontrar una aproximacién de la funcién con el propdésito de
predecir futuras respuestas; y 2). Determinar cuales son los
valores de las variables independientes que optimizan la

respuesta, dentro de algin rango de operacién.
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Como ya se menciond en el capitulo introductorio los
aspectos considerados en el primer inciso, han sido
ampliamente abordados por los investigadores, dando como
resultado grandes progresos en el desarrollo de la
estrategia experimental de la metodologia de la superficie
de respuesta. (Myers 1971 y Khuri y Cornell, 1987). El

interés del presente estudio se centra en la segunda fase.
La fase 2)., también conocida como "fase de
optimizacidén" del problema, trata de encontrar los valores
de X, X, ..., X que maximicen (o minimicen) la respuesta,
en general intenta encontrar condiciones Optimas de

operaciodn.
2.2. Optimizacidén de Superficies de Respuesta.

Para fines del presente trabajo la optimizaéién sera
tratada siempre como un problema de maximizacidén. Rao
(1979), menciona que sin pérdida de generalidad, la
optimizacién puede ser tomada siempre como un problema de
maximizacién, ya que el minimo de una funcién f(x) puede ser
encontrado maximizando la funcidén -f(x).

ComGnmente existen dos diferentes situaciones en el
problema de localizacién del &ptimo: 1). El1 caso en que el
punto critico (6ptimo) se encuentra dentro de la regidén
experimental y , 2) El1 o&ptimo se encuentra remoto a la
regién experimental. A continuacién se presentan los métodos

clasicos, empleados en la resolucidn de estos problemas.



2.2.1. Analisis de la Superficie Ajustada.

En esta seccidén se considera la situacidn en la cual
el experimentador tiene seleccionada una regidén que
considera vecina al punto dptimo. (Myers, 1971)

Suponga que para Kk variables independientes, se
tiene un modelo de respuesta de segﬁndo orden del tipo
k k
ZB.X.X : ZBJJXJ (2.1)

m m
=1J J

3

i

Jb

+
vyl

UD

x

+
uanw

donde la X =~ son variables estandarizadas definidas de 1la

siguiente forma:

E'1u - gi
X = —reeeem——
1u 8
1
donde:
N 2
) [ [Eiu_ El]]
! a=1__ N/C
por lo que es claro que:
N N 5
inll: 0 y inu=N/C
u=1 u=1

donde generalmente C = 1. (Vivanco, 1988).
Por medio de las técnicas de regresidn, las cuales

se discuten en el Apéndice B, se obtiene 1la ecuacidén



estimada:

k
b xx + Z b %
e L

la cual puede ser representada matricialmente como:

v =2"(x) B

donde:

ZT(x) = |1,x% X %X %2, X % X X X X
,1,.30, k, 1,.“, k’lz""lk”"k—lk

AT _ )
gT = [bo,bl,...,bk,b“,...,bkk,blz,...blk, ...bk_lk:l

o alternativamente, como:

Y = bo + be + xTBx

donde:

b0 es como antes vy.

(2.2)

(2.3)

(2.4)



biibiz/2....biks2

b 22 ....bzks2
B =
.. bk-1k/2
brk
. . T <
el punto estaclonario X = (X1o’ xzo,...,xko) esta dado
b b ’

por la solucién del sistema:

a Y J T T

—_— [b +X b+x Bx] =0
0

8 X 8x

b + 2Bx = 0
x, = (-B b ) /2 (2.5)

Este punto estacionario puede tratarse de un maximo,
un minimo o un punto de silla. (Myers, 1971; Khuri y Cornell,
1987). Con el fin de caracterizar tal punto, en el anadlisis
clasico de superficies de respuesta se utiliza la siguiente

metodologia.
Analisis Candnico.

El objetivo de este analisis es determinar la
naturaleza del punto estacionario D%) y del sistema de
respuesta, por medio de una transformacién de la ecuacidn
(2.3), de manera que ésta sea mas facilmente interpretada.

En si, el andlisis candénico se reduce a verificar

las condiciones de suficiencia del punto estacionario, esto
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es, analizar la matriz de segundas derivadas

82 Y (%)

T

H(x) =
- dx 9%

asi si, H(x) =z 0 se tiene que el punto x es un minimo. Por
el contrario si H(x) < 0 nos encontramos en un maximo, en el
caso de que H(x) sea indefinida el punto es un punto de
silla. Lo anterior se apoya en lo descrito en las
definiciones A.6 y A.7 del apéndice. (Myers, 1971; Khuri y

Cornell, 1987 y Vivanco, 1988)

2.2.2. Método de Ascenso por la Méaxima

Pendiente.

Este método se emplea cuando no se tiene un
conocimiento a priori sobre la localizacidén del punto &ptimo
o cuando dentro de la regidn experimental no fueron
encontrados puntos estacionarios.

El procedimiento de ascenso por la pendiente maxima
es un método de experimentacién secuencial por medio del
cual el investigador procede a realizar experimentacién a lo
largo del camino de méximo incremento en respuesta. Los
pasos a seguir en este procedimiento son los siguientes:

1) El experimentador ajusta un modelo de respuesta
de primer orden en alguna regidén restringida para las

variables X , X, eee; X o
1 2 k
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2) La informacién del paso 1 se emplea para
localizar el camino de mdxima pendiente.

3) Se lleva a cabo una serie de experimentos a lo
largo del camino, hasta que el incremento en respuesta no
sea evidente.

4) Se repiten los pasos 1, 2 y 3, usando la nueva
regién.

5) Si la curvatura es evidenté y el experimentador
considera que no puede obtenerse informacidén adicional, se
lleva a cabo un experimento mas elaborado tendiente a la
blisqueda de un modelo de segundo orden y se complementa con.

Analisis Candnico. (Vivanco, 1988 y Myers, 1971)
2.2.3. Analisis de Cordillera.

Durante el analisis de la superficie de respuesta
ajustada, puede ocurrir que el punto estacionario no se
encuentre dentro de la regidn experimental, y es deseable
encontrar el valor de respuesta 6ptima dentro de la regioén.
La bGsqueda de ese valor optimo de Y es posible por medio
del analisis de cordillera. El1 objetivo de esta técnica es
el encontrar el valor maximo de Y en la regidn experimental.
(Khuri y Cornell, 1987)

Asumamos que el modelo ajustado sobre la regidn de
las variables codificadas Xy X, «-ey X, €S de segundo

orden y de la forma:

Q = bO + be + xTBx
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donde bo’ X y B son como antes. Suponga que se restringe la
baisqueda del punto estacionario a una esfera de radio R,

esto es, se restringe la blasqueda del &6ptimo a la condiciodn:

Una vez que las coordenadas del ©o6ptimo son
encontradas para un valor particular de R, se puede cambiar
este valor y repetir el procedimiento. Al repetir el
procedimiento escogiendo diferentes valores de R vy
graficando estos contra las coordenadas apropiadas de X

X , X, Yy Y, se producen graficos del valor maximo de Y

2! k
para varias distancias del centro del disefio. (Myers, 1971;
Khuri y Cornell, 1987). Un procedimiento alternativo es

utilizar la técnica de "Nelder and Mead". (Khuri y Cornell,

1987) .
2.3. Programacidén Convexa.

Definicién 2.1. Programacidn Convexa. Un programa de
optimizacién convexo es aquel gque maximiza (minimiza) wuna
funcidén céncava (convexa) dentro de una regidn de
factibilidad convexa. (Prawda, 1982).

A continuacién se veradn algunas definiciones vy
resultados concernientes a la programacidén convexa.

Definicidén 2.2. Funciones Cbncavas y Convexas. Se

dice que una funcidn f(X) es convexa en una regidén de X si ,
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para cualquier par de puntos X, X, en la regidén y para toda

f[AXZ + (1 - A)Xl] = Af(X,) + (1-A)F(X).

Similarmente, una funcidén f(X) se dice que es cdbncava, en
una regidén de X, si para cualquier par de puntos X, X en

la regidén y si para toda A, 0 = A = 1,
f[sz + (1 - A)Xl] = Af(X) + (1-2)F(X)).

A partir de estas definiciones es claro que si f(X)
es cbdncava, entonces -f(X) es convexa y Viceversa. (Cooper y

Steinberg, 1970).

De manera intuitiva, una funcidén es convexa si una
linea trazada entre cualquier par de puntos, en su gréafica,
cae enteramente sobre o arriba de la grafica. En el caso de
las funciones codncavas esta linea gquedara sobre o por debajo
de la grafica. (Rao, 1979).

Teorema 2.1. Una funcién f(X) es convexa si, para

cualquier par de puntos X, X se tiene

> . T - ’
F(X) = £(X) + Vf (X)) (X -X)) (2.6)
Si f(X) es cbncava, la desigualdad opuesta en (2.6) es
valida. (Rao, 1979, p.687)
De la expansidén en series de Taylor se tiene que

FX) = F(X)HTFT(X ) (X =X ) +3 (X -X ) H(X_+A (X -X ) (X X))
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O Ssea
FX)=F(X) -V (X)) (X -X)) = 2 (X -X ) H(X 4+ (X -X ) (X,X,)

donde:

8- f (X)

X 98X’

H(X) =

del Teorema 2.1 se sabe que
T
FIX) - §(X) - VF (X)) (X-X) =0
por lo que
0 = 2(X -x )TH(X +A (X -X)) (XX
T2V o (2 1 2 ) ( 12)

para todo Xﬂ X2 y A como antes. Por 1lo tanto H = O
(Positiva semidefinida).

Asi el siguiente teorema muestra la manera
practica de determinar la convexidad o concavidad de una
funcidn f(X).

Teorema 2.2. Una funcién f(X) es convexa (cobncava)

si la matriz Hessiana

2

8" f (X)
H(X) =———
9X 8%’

es positiva semidefinida (negativa semidefinida).
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Teorema 2.3. Si la funcidn g(X) es convexa, entonces

la regidn
R = {Xlg(X) = k}

es convexa para todos los valores del parametro k. Si g(x)

es cbébncava, entonces la regidn
R = {X]g(X) = k}

es convexa para todos los valores del parametro k.

Prueba. La prueba del teorema se hard para cuando la
funcién g(X) sea convexa, ya que cuando g(X) es codncava la
prueba es analoga..

T
e %]y

X==[X ;, X 4eee, X ]T en el conjunto R, se tiene por la
2 21 22 2n

Dados dos puntos X = [X , X
1 11 12

convexidad de g(x) dque
g[th + (1 - A)X;] = Ag(xz) + (1—A)g(X1)

para 0 = A = 1. Pero por las restricciones impuestas en el
conjunto R, se tiene que g(X) = k y g(XJ = k. Por 1lo

tanto

g[AXZ + (1 - A)X1:| = Ag(X) + (1-A)g(X,) = Ak + (1-M)k =k
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Esto implica que el punto AXZ + (1 - A)X1 también
estd en el conjunto R, para cualquier valor de a. Por lo
tanto R es un conjunto convexo.

Teorema 2.4. Cada punto minimo (méximo) local de un
programa de optimizacién convexo es un minimo (maximo)
global.

Prueba. Este teorema se probarda por contradiccidn.
Suponga que existen 2 minimos locales, sean estos X1 Y X2,
para la funcién f(X). Sea f(X1) < f(Xz) Debido a que f(X) es

convexa la ecuacidén (2.6) se cumple y

F(X) = £(X) = V§'(X,) (X,7X,)
asi
VfT(Xz)S <0 (2.7)
donde S = (X1_ X2)° La ecuacidén (2.7) indica que el valor de

la funcién f(x) decrece al moverse a partir del punto X en
la direccidn S. Esta conclusidn es contradictoria con la
asuncidén de que X, es un minimo 1local. Por 1lo tanto no
existe mas que un solo minimo para una funcidn convexa. En
el caso de una funcién cdéncava la prueba es andloga.

El siguiente resultado 3juega un papel de suma
importancia en el presente trabajo.

Teorema 2.5. Sea R una regidn convexa y sea f(X)una

funcién convexa sobre R en R'. Si f(X) tiene un méaximo
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global en el punto X , con I XJI finito, entonces uno o
mas X0 se encuentran en la frontera de la regidén. (Cooper y
Steinberg, 1970).
Un caso particular de este resultado es cuando f es
un hiperplano, en este caso si la regién factible es
convexa, este teorema asegura que f obtiene su 6ptimo en la

frontera de la regidn.
2.4. Optimizacidén Matemdtica Estocastica

La programacidén estocastica aborda situaciones donde
algunos o todos los pardmetros, o inclusive las variables de
decisién, de la optimizacién son variables aleatorias mas
que cantidades deterministicas. (Rao, 1979).

La programacién estocistica es una rama de las
matematicas dado que trabaja con problemas de programaciodn
matemética, donde algunos de los parametros son variables
aleatorias. Al mismo tiempo debemos de considerarla como una
parte o extensién de la estadistica, dado que los problemas
concernientes a la optimizacidén de sistemas estocasticos en
general pueden considerarse pertenecientes a la estadistica,
esto debido a que en un sentido amplio, algunas definiciones
de estadistica incluyen la posibilidad de obtener
informacién por medio de la experimentacidén hacia un
objetivo que depende de un estadistico. (Prékopa, 1978).

ILa idea Dbasica al resolver un problema de

optimizacidén estocéastica, es el convertir este en otro
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problema equivalente deterministico. El1 problema resultante
podra ser resuelto usando técnicas, mas familiares, como las
de programacidén lineal o no lineal.

Existen divefsas técnicas empleadas en la resolucidn
de este tipo de problemas de optimizacidén. Las mas usuales
han sido: La técnica de programacién matemdtica bajo
incertidumbre de Dantzig (Prawda, 1981), 1la técnica de
programacidén de 2 etapas de Madansky (Rao, 1979), la técnica
de programacién de restricciones probabilisticas de
Charnes-Cooper (Charnes y Cooper, 1959 y Rao 1979) y la
técﬁica Minimax propuesta por zadkova (Dupadova, 1984).

Para 1los fines del presente trabajo solo seran
descritas las técnicas Minimax y de Charnes-Cooper, la
primera ya que sera el enfoque utilizado en la solucidén de
el problema de optimizacidn y la segunda, ya que es la forma
mds conocida de resolver los problemas de programacidén

estocastica. (Rao, 1979).

2.4.1. Técnica de Programacién de Restricciones

probabilisticas.

Esta técnica se emplea en la solucidén de problemas
en los cuales las restricciones tienen cierta probabilidad
de ser violadas. La técnica de programacidén de restricciones
probabilisticas fué originalmente desarrollada por Charnes y

Cooper.
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En esta técnica el problema de programacidn lineal

puede ser planteado como:

Minimice
n
X) = c X 2.8
f()jzjj (2.8)
sujeto a:
n
P[j— aif% < b{] > P, i=1, 2, ..., n (2.9)
Y
xj20,3=1,2, ee., N
donde ¢, a y bi son variables aleatorias vy p, son

ij
probabilidades especificadas.

Note que las ecuaciones (2.9) indican que la i-ésima

restriccidn,

debe ser satisfecha con una probabilidad de al menos p,
donde 0 < p, < 1. Por simplicidad, se asume que las

variables de decisién xj son deterministicas.
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Programacidén Estocastica no Lineal.

El problema.de programacién no lineal estocéastica

puede ser planteado como:

Encuentre X tal que minimize f(Y) (2.10)
tal que
P[gj(Y) > 0] > pj, 9 =1, 2, ... m (2.11)
donde Y es el vector de N variables aleatorias Yir Yoo eeey
Y, Y este incluye las variables de decisién Xp X, ooy X

Para fines del presente se asume que todas las variables
aleatorias son independientes y distribuidas normalmente.
Las ecuaciones (2.11) denotan que la probabilidad de que
gj(Y) sea mayor o igual a cero debe de ser mayor o igual que
la probabilidad P, especificada. El1 problema planteado en
las ecuaciones (2.10) Yy (2.11) puede ser convertido en uno
equivalente deterministico aplicando la técnica de

programacidén de restricciones probabilisticas. (Rao, 1979).
2.4.2. Técnica Minimax.

Considere el siguiente problema de optimizacidn

estocastica con restricciones

maximize EQ{CTX -w(x;A,b)} en el conjunto ¥ (2.12)
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donde ¥ es el conjunto de soluciones admisibles. Un ejemplo

de (2.12) es cuando el programa lineal

. . T
maximize c ' x
sujeto a AX = b, x =z 0,

tiene algunos elementos del vector b e R", vector c € R" o
de A € R™™ aleatorios.

Asuma

(i) Para A y b fijas, ¢(x;A,b) es una funcidn
convexa ho negativa de x.

(ii) Para una x arbitraria tal que x € ¥, ¢(x;A,b)
es una funcidén convexa de A y b.

(iii) # < R" es un conjunto convexo cerrado y no
vacio.

Si se supone que la distribucién conjunta de 1los
coeficientes aleatorios 6 es conocida, entonces el problema
planteado en (2.12) es en principio reductible a un problema
deterministico no lineal. Este tipo de problemas han sido
estudiados por diferentes autores y bajo distintos puntos de
vista.(Armiténo, Edelman y Garcia,1985; Cooper y Steinberg,
1970; Prawda, 1982 y Rao, 1979).Su forma explicita asi como
su solucidén 6ptima depende de la distribucidén de 6. Ante
esto deben de considerarse dos alternativas:

I. La distribucién de 6 pertenece a una familia de

distribuciones paramétricas dada.
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II. La distribucién de 6 pertenece a un conjunto de
distribuciones especificado definido por valores prescritos

de algunos momentos.

El problema que se encara en el caso I es el de

resolver el problema
maximice f(x;n) en el conjunto ¥ (2.13)

donde:
sexim) = By {ox -p(xin,b) | (2-14)
n
y n es el vector de pardmetros verdaderos de la distribucidn
de 6. si M no se conoce precisamente, se substituye por un
estimador, digamos y, y el programa (2.13) se sustituye por

el siguiente
maximice f(x,y4) en el conjunto ¥ (2.15)

En el caso II, se admite que el conocimiento de la
distribucion 6 es incompleto, pero limitado al hecho de que
la distribucién de 6 pertenece a un conjunto de
distribuciones ® dado. Un acercamiento es via Minimax;

Cualquier solucién optima de

maximice f(x) = min E {ch -¢(X;A,b)} (2.16)
6e® o

deberd ser llamada como la solucidén minimax al problema de
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optimizacién estocastica (2.12)
Como un resultado de esta técnicé se obtienen las
siguientes desigualdades, 1las cuales son relativamente

faciles de calcular:

max min EG{CTX —w(x;A,b)} = max EQ{CTX —w(x;A,b)}
xe¥ ee®n xe¥

= max max EG{CTX -w(x;A,b)} V8 € 0 (2.17)
xe¥ GE@ﬂ K

La forma explicita de la funcidén objetivo

f(x;m) = min Ee{ch ~«>(x;A,b)}
ee®n

y la solucién Optima de (2.16) depende del vector de
parametros 7. Cuando los valores prescritos 7 de los
momentos no se conocen de manera precisa, lo cual
comunmente es 1la situacién, el valor de 7 puede ser
sustituido por ¢y vy, de manera similar al caso I, resolver

el siguiente problema sustituto

max f(x;4) = min Ee{ch —¢(x;A,b)} (2.18)
xe¥H 96@4

en lugar de max f(x;m)
xeH

La parte central de la desigualdad (2.17) muestra la

forma clésica de resolver los problemas de optimizacidén, mas
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atin, en los problemas de optimizacidén de superficies de
respuesta ni siquiera se considera el optimizar la esperanza
de la funcidén de respuesta. La primera parte de la ecuacidn
(2.18) muestra una cota minima para los maximos (el minimo
de los maximos) considerando la aleatoridad del problema, la
cual es una fuerte herramienta en la toma de decisiones, ya
que de alguna manera incrementa la confianza en el wvalor

éptimo.

Motivados en la discusidén anterior, dicha cota es
utilizada como fundamento de la técnica y caracterizacidn de

la solucidén al problema de la funcidén ESTOCASTICA de

superficies de respuesta
2.5. La Distribucién Normal Multidimensional.

Definicidén 2.3. Un vector aleatorio p-dimensional Y
se dice gque tiene distribucién .normal multidimensional
Np(u,Z) si Y tiene la misma distribuciébn que u + Bu, con B €
R™P, donde el rango de B, r(B) = p, X = BB, y Y ~
A%(u,Ip). Siendo p es el rango de la distribucidn.

Teorema 2.6. Sea Y ~ N;(u,Z), entonces:

i). E(Y) y  Var(Y) existen y se denotan
respectivamente por u y Z. (Rao, 1973).

ii). La funcidn caracteristica de Y es

by (£) = eXp[itTu - g tTZt] (2.19)

(Srivastava y Khatri, 1979)
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Teorema 2.7. Sea a € R’ de constantes, a # 0
entonces a'y ~ N(aTu, a's a) si y s6lo si Y ~ A%(u,Z).

Esto es cierto atGn si a's a = 0, en cuyo caso la
distribucidn es conocida como degenerada, dado que toda 1la
masa se concentra en a'p.

Prueba. Supongamos que Y ~ N;(u,Z) Yy Vveamos dgue a'y
~ N(aTu, a's a)

Considere el caso mds general. Sea X = A"Y donde A"

e R”?, s < p y r(A) = S. Entonces

¢X(t) = E[exp(ith)]

como X = A'Y
L T T . T
¢A§Y(t) = E[exp(ltZXY)J = E[exp(l[At] Y)] = ¢Y(At)
como Y ~ A%(u,Z), del teorema 2.6. ii., se tiene:

P (t) = ¢, (At) = exp[i(At)Tu -1 (ay)'s (At)]

NI

= exp[itT(ATu) - é t'(a's A)t]
de donde x ~ N(A'w, A'ZA).
Ahora recuerde que si ¢x(t), es la funcidn
caracteristica de x con x, t € R’, entonces V i =1, 2, ...,

p la funcidén caracteristica marginal de X, esta dada por 1la

siguiente expresidn:

¢Xi(ti) = ¢>X[o, e 0, t, 0, ...,o].
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Asi note que

aly
I 1
Ay = .
a'y
P
con
T
e
A= J
T
a
P
T
Luego xi = aiY
_ . T _ 1.2 T o
¢Xfti) = exp[ltl(a&u) 5t (@ ai)] vi =1, 2, ..., p
luego a?Y ~ N (a:, a:Z ai) vi =1, 2, ..., n, lo cual prueba

esta parte del teorema dado que a y A son arbitrarias.
Ahora supongamos due a'y ~ N (aTu, a's a) y veamos

que Y ~ N;(u,Z).Tome para todo a # O

y Observe que
E(Xa) = E(aTY) = aTu y Var (xa) = Var(aTY) - als a

de esto, y por hipdtesis para cada a, S N(a?u, a's a),

por lo tanto
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¢x£t ) = E[exp(itxa)] = eXp[i# (a?u) _ % £2 (a?Za)}

pero

E[exp(%txa)} = E[exp(ita?Y)] = ¢Y(ta)

como t y a son arbitrarios, se tiene que para t = ta

$y (1) = E[exp (itTy)] = expl:tTu - -;; tTZt]
A partir del teorema anterior surge la siguiente

definicién alternativa de normalidad.

Definicién 2.4. Un vector aleatorio p-dimensional Y
se dice que tiene distribucién normal multidimensional si
toda combinacién 1ineél no trivial de Y tiene distribucién
normal univariada (incluyendo 1la distribucién normal
degenerada). (Srivastava y Khatri, 1979).

El siguiente resultado asegura dque toda forma
cuadratica de vectores aleatorios normales tiene una
distribucién x°.

Teorema 2.8. Sea Y ~ N;(O,I), entonces Y'Y ~ xs.

Prueba. Solo observe due

con Yi~ N(0,1).
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2.5.1. Funcién de Densidad.

La forma de funcidn de Densidad de un vector
aleatorio depende del rango de la matriz de varianzas Yy
covarianzas X, R(Z). Asi se presentan 2 situaciones
distintas si la matriz de varianzas y covarianzas (Z) es O
no de rango completo. (Rao, 1973)

CASO 1. R(Z) = p.

Sea Y ~ N;(u, 2). Entonces

-1

s = @m™ |z e[~ Lo - w7 @ -],

la cuadl es la densidad de Y.
Caso 2. R(2) = k < p.
Sea Y ~ N;(u, ¥). Entonces la densidad de Y puede

ser escrita como:

-1/2 1 Te-
[ A'zl"'l Ak] exp[-5(Y—u) 2 (Y_U)]

FgY) = (2m)™° [A

1

donde S es el inverso generalizado de £ y a 1 = 1, 2,
1
k son las raices caracteristicas no nulas de la matriz

e e o g

5. Cabe destacar que esta representacién no es tnica.
2.6. Algunos tdépicos de Convergencia.
En esta seccién se presentan algunas definiciones y

resultados referentes al comportamiento asintético de

estimadores, tanto en probabilidad como en distribucién.
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Definicién 2.5. (Consistencia). Sea {6}, n =1, 2,
ceey o simplemente 6 una sucesién de estimadores del
A~
parametro vectorial 6. Se dice que 8 es una estimacidn
n

consistente de 6 si , para un 8 dado y un £>0, existe N tal

que para n > N
P{H 6 -6 ll >a} <&

o alternativamente

tim P{H 6 - oll >a} =0
n > ® n

donde || én - 6 Il es la norma euclidiana en R". Siendo asi se
dice dque én converge en probabilidad a 6 lo cual se
representa también como pLim én =6 o én—2->e.

Cabe hacer 1la aclaracidén de que el concepto de
consistencia de 1la definicién 2.5. es aplicable a wuna
sucesidn de estimadores y no a un estimador. Sin embargo es
de uso comin el hablar de estimador consistente lo cual sera
valido en el presente estudio cén la salvedad anterior.

La primera situacién a resolver es, dado un
estimador, como saber si este es consistente o no. El
siguiente resultado nos ayuda a responder a lo
anterior. (Rao, 1973 y Cramer, 1970.).

Teorema 2.9.(Desigualdad de Chebyshev). Sea X una

variable aleatoria de media u y varianza o y sea k>O0.

Entonces:
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P{]x —u|>k} < %2

Para concluir con el estudio de consistencia se
presenta el siguiente resultado sobre funciones de
estimaciones consistentes, el cudl se probara siguiendo un
razonamiento heuristico.

Teorema 2.10. Sea (X} n=1, 2, .... una sucesidén
de vectores aleatorios (estadisticos) que converge en
probabilidad a la constante X (parametro). Sea g(¢) una
funcidén continua tal que g(X) estd bien definida. Entonces
la sucesidn {g(Xg)} n = 1,'2,.... converge en probabilidad a

g(X), siempre que g(X) exista, esto es

fim P{|g(Xn) - g(X)| >8 } =0 0o
n > o

P{[g(Xn) - g(X)| >8 } =€ ¥Yn>N 0

g(x )-E->g(X)

Prueba. Sin pérdida de generalidad suponga que X €
R*. Hay que ver que dados £ y 8 > 0, existe N tal que para

todo n > N

P{Ig(Xn) - g(Xx)| <8 } z 1- &

como g(°) es continua, tome 8> 0 tal que si |Xn - X < 8
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entonces |g(X ) - g(X)| <8. Ahora como Xn—3—>x, dados & Y

£>0, existe N tal que VvV n > N
P{IXn - X| <51} > 1-§

Asi para todo X que verifique esta desigualdad, por la

continuidad de g(-) se tiene

lg(X ) - g(X)] <&

Por lo tanto, v n > N
P{[g(Xn) - g(x)| <8 } > P{[xn - X]} z 1-€

La distribucién limite o distribucién asintética de
una variable o vector aleatorio Jjuega un papel mnuy
importante dentro de la estadistica matematica. Este caso se
presenta cuando se calcula un estadistico én a partir de una
muestra de tamafio n. En general es muy dificil encontrar la
distribucidn exacta para todo n, en este caso 1la
distribucién real se aproxima por la distribucién limite
para valores grandes de n. Asi formalmente se tiene:

Definicién 2.6. (Convergencia en distribucidn). Se
dice que la sucesidn {X } de variables (vectores) aleatorias
converge en distribucién a la variable X con funcién de
distribucidén F si %3@ F(Xn) = F(X) o simplemente F > F en

todo punto de continuidad de F. Se denotara este hecho
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escribiendo
X -2->X
n
(Rao, 1973).

Dentro de 1las aplicaciones de 1la estadistica el
siguiente teorema de convergencia en distribucién de una
suma de variables (vectores) aleatorias, juega un papel
preponderante en la inferencia de grandes muestras.

Teorema 2.11. (Teorema de Limite Central
Multivariado). Sea 1la sucesidn {X} n = i, 2, .... de
vectores p-dimensionales aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos con E(Xn) = Uy var(xn) = X V n

=1, 2, ..., entonces

k
_ -1/2 _ _g_
Y =k anxn ) > W

donde W ~ N;(O,Z) con X como antes.

Prueba. Este teorema se puede probar esencialmente
bajo los mismos lineamientos del caso univariado (Cramer,
1970), solo considere 1la combinacidén 1lineal 1'x y la
definicién 2.4., donde 1° = (1, 1, ..., 1)T € R".

Otro problema comin en la inferencia estadistica es
el determinar la distribucidén de la funcidén, digamos g(-),

de un estadistico consistente, al igual que en el ejemplo

expuesto anteriormente el encontrar la distribucién exacta
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de tal funcidén es una tarea dificil. Para resolver este
problema se considera ( lo cual es asi) que el estadistico
én es consistente y funcién de una muestra {X1’ X2,..., Xn}»%
y se procede a determinar la funcidén de g en el linmite.
Cuando la distribucién asintdética de én 4oy x ~ N(u,Z). Los
siguientes resultados nos ayudan a encontrar tal
distribucidn asintdética. (Rao, 1973 y Cramer, 1970).

Teorema 2.12. Sea (6 - ©) -S-> ¥ ~ N(0,%), IR R".

Sea ademas g: R* - R totalmente diferenciable (al menos 2

veces diferenciable) en un entorno del punto 8. Entonces la

distribucidn asintdética de

Vo [96) - 9]

es una Normal con media cero y varianza

89 (8) |T—|[8g(8)
= = (2.20)
ralivs

El lineamiento de la prueba es el siguiente. Desarrollando

en series de Taylor se tiene

" 9g9(8) ra
g(8) = g(8) + — [6 - 9] + R
" 86
donde R contiene derivadas de segundo orden. El1 primer
término del segundo miembro es una constante, mientras que
el segundo es la suma de n variables aleatorias

independientes, cada una de las cuales tiene media cero. Por
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los teoremas 2.7 y 2.11, podemos decir que, en condiciones
generales, la suma de los dos primeros términos es
asintdéticamente normal, con media igual al primer término y
matriz de varianzas y covarianzas dada por la ecuacidn

(2.20).

Veamos ahora una generalizacidén del teorema

anterior.

Teorema 2.13. Sea (6 - 6) ~4_5 v ~ N(O,), 6« R*.

Sea ademds g: R* - R® totalmente diferenciable (al menos 2

veces) en un entorno del puntb 8. Entonces la distribucién

asintética de

/n [a6) - a)] (2.21)

es una normal con media cero y varianza

GZG" (2.22)
donde
’- e |
391 391 391
851 652 Bék
G = . . : (2.23)
Bgr 3gr Bgr
L 861 382 88k |

Prueba. Para probar este resultado unicamente se

necesita considerar la funcidén lineal g = bg + ...+bg ¥y
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aplicar el teorema 2.12, entonces la distribucibén asintética

de
Vo' [g) - g@]b

es normal con media cero y varianza
T T
b'GXG'b

donde b’ = (b1’ ey br)' Por la definicién 2.4 se obtiene

el resultado deseado.

El teorema anterior no es aplicable en la practica,
esto debido a que la matriz de varianzas y covarianzas G=G"
depende de parametros cominmente desconocidos. Un. resultado
mas potente se enuncia a continuacidén (Rao, 1973)

Teorema 2.14. Sean Gn Yy Zn los valores de G y X
cuando 6 = én. Ademas, sea Fn la densidad de \/—r; [g(é) -
g(e)] y H 1la densidad de una distribucidén normal g-variada
con media cero y matriz de varianzas y covarianzas GE%G:.

Entonces si ¥ y G son continuas en 6.

£im sup (Fn— Hn) =0

n2ow x ,..,x
1 q
El resultado anterior muestra que F puede ser
n
aproximada por una distribucidén normal g-variada con matriz
. . T .
de varianzas Yy covarianzas GZX G, la cual 1involucra
. n nn

GUnicamente estimadores.



3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y NORMALIDAD

ASINTOTICA DEL OPTIMO
3.1. Planteamiento del problema.

Hasta el momento las técnicas generalmente empleadas
en la optimizacién de este tipo de problemas consideran a
los modelos encontrados, a partir de 1las técnicas de
;egresién, como deterministicos. Sin embargo con un sencillo
andlisis es facil ver que el modelo empleado es aleatorio ya
que depende de estimadores (é y 32). Asi basandonos en la

seccién 2.4. el problema

Maximizar ZT(x)B

. T. _ .2
sujeto a xx = C

se puede replantear como un problema de optimizacidn

estocastica de la siguiente manera:

A

Maximizar E(ZT(X)B)

. T 2
sujeto a xXx = C
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La forma escogida para atacar este problema esta
fundamentada en la seccién 2.4.2. y es conocida como la
técnica minimax. De esta forma el problema puede ser

planteado alternativamente como:

Max Min E(ZT(X)é)
X 6

Este problema puede ser separado en dos partes:

a) .Minimizar ZT(X)B

e
donde:
T A
o' = [B,0"]
sujeto a:
(B - B)'X'X(B - B) - POF =0
~2
(n-p) o
-0 =0
xl
~2
, (n-p) o
¢ —————— =0
x2
p = 1 + 2k + k(k-1)/2, k = numero de variables

independientes X s.
Ademas las restricciones especifican una regidén de

confianza simultéanea del parametro 8. (Ver apéndice B)

b) .Maximizar ZT(X)BO
X

sujeto a:
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Xx - Cc®=o0

donde éo es la solucidén al inciso a).

Para resolver las optimizaciones anteriores, 1la
mayoria de los autores en el tema (Dupacova, 1984 y Melaku,
1986) emplean la técnica de los multiplicadores de Lagrange.
En este trabajo se propone el uso de una técnica alternativa
a esta, dado que las soluciones empleando multiplicadores de
Lagrange dquedan en funcién de los multiplicadores (Ai’s),
ademds de que obliga a cumplir con las condiciones de
Khun-Tucker (Cooper y Steinberg, 1970 y Armitano, Edelman y
Garcia, 1985) 1las cuales son totalmente impracticas para
resolver problemas de optimizacidén. (Prawda, 1982).

Sin embargo 1la importancia de las condiciones de
Khun-Tucker, radica en dque sientan 1las bases para el
desarrollo de métodos practicos de optimizacién, mucho méas

eficientes. Uno de estos se detalla a continuaciodn.

3.2. Métodos penales.

Los métodos penales restringidos tienen como
principio basico transformar a un problema de optimizacidn
restringido en uno no restringido, incorporando de cierta
forma las restricciones en la funcidén objetivo. Se les llama
métodos penales, por que utilizan un término con el due
penalizan a la funcién objetivo. (Prawda, 1982).

Sea el problema de optimizacién de la forma
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minimice f(X)sujeto a:
(3.1)

gj(X) =0, j=1, 2, ...m

este puede ser transformado en un problema de minimizacién

no restringida construyendo una funcidén de la forma
m
¢, = ¢ (X, r) = F(X) + rkalcjtgj(xn (3.2)

donde GJ es alguna funcional de las restricciones 9, Yy £, es
una constante positiva conocida como el parametro de
penalizacidén. E1 segundo término en el lado derecho de 1a
ecuacidén (3.2) es llamado término de penalizacién. Si 1la
minimizacién sin restricciones de la funcién ¢ se repite
para una secuencia de valores del parametro de penalizacidn
L el cual se conoce en cada iteracién, la solucidn
converge a la del problema (3.1).

Por cierto, el método clasico de optimizacién de
Lagrange es un método penal paramétrico. De todos 1los
métodos penales la técnica de minimizacién secuencial sin

restricciones (SUMT por sus siglas en Inglés) ha demostrado

ser la mas eficiente y préactica, a continuacibén se procede a

exponerla.
3.2.1. SUMT.

El SUMT es un método penal paramétrico de punto

interior, debido a que la sucesién de puntos



40
factibles XO,..., Xsencontrados en cada iteracidén del método
deben estar en la regién factible (cumplir con las

restricciones). Las funciones G, generalmente usadas son de
3

la forma:
1
5T e m (3-3)
Y
Gj = log[- gj(X)]. (3.4)

Para los propdsitos del presente estudio se optd por
utilizar la funcional (3.3) asi, sustituyendo esta en la

ecuacién (3.2) se tiene que la funcidn penal es de la forma

n 1
(X, r) = §(X) - r Z S (3.5)

i=1 73]

(Rao, 1979)
A continuacién se enuncia el resultado dgue nos

asegura la convergencia al 6ptimo empleando el SUMT.

Teorema 3.1. Si la funcidn

'._A

$(X, r) = f(X) - ¥,

np~1s
(e}
e

se minimiza para una secuencia decreciente de valores de L
. 1] . *
el minimo no rstringido de ¢ (X, rk), Xk, converge a la

solucién o6ptima del problema restringido planteado en (3.1)
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si r - 0. (Rao, 1979 y Fiacco y McCormick, 1966).

Hasta el momento se ha visto que la minimizacién

secuencial de

$(X, r,) = f(X) - Z

para una secuencia decreciente de valores r, proporciona el
minimo X:. A medida que k » «», esos puntos X: convergen al
minimo del problema propuesto en (3.1). En orden de asegurar
la existencia de un minimo global de ¢ (X, r ) para todo
valor positivo de r, ¢ debe ser una funcién de X
estrictamente convexa. Si ¢ es convexa , entonces para toda

r, > 0, un minimo Gnico de ¢ (X, r ) esta dado por

[6¢(X, rk)/ax] =0

Teorema 3.2. Si 1las funciones f(X) Y gj(X) son
convexas y al menos una de las dos es estrictamente convexa,
entonces la funcibdn ¢(X,rk) (3.5) sera una funcidén de X
estrictamente convexa. (Rao, 1979 y Fiacco y McCormick,

1966).
Resultados anédlogos a los de los teoremas 3.1 y 3.2

pueden ser establecidos para el caso de maximizacidén solo

considere:

BANCO DE TESIS 00431
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i)En el caso del teorema 3.1 tome la funcidén penal a
maximizar como
m 1

d (X, r) =f(X) +r jZl a;ziy

el cambio se desprende de la siguiente obsrvacién:

ii) En el caso del teorema 3.2 considere f(X) concava

y como
i 1
- X
X
k& 9,(X)
es convexa
m 1
i Z g (X)

es concava.

Ahora los dos problemas propuestos en la seccidén 3.1.

pueden ser replanteados bajo esta técnica como sigue:

QI
+
Q=
+
Q =

w
| S—

a)Mih ¢ (6, rig) = ZT(x)é -r [
(2]

con

g, = (B - B)'X'X(B - B) - po°F = 0

(n-p) o°
g

2 xl

-0 =0
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: _ T _]__
b)Mix ¢ (x, rie ) = z (X)B, + r[g ]

(3.7)

donde

Ademas observe que: para el caso de la minimizacidn ¢
es una funcidén convexa y en el inciso b) ¢ es una funcidn
cbébncava, esto es B = 0, por el teorema 2.4 se obtiene el
resultado deseado, si en su defecto B =z 0 el teorema 2.5

asegura que ¢ tiene un maximo global en la frontera de la

regidn factible.
3.3. Normalidad asintédtica.

Uno de 1los objetivos fundamentales del presente
estudio es establecer el comportamiento asintético de 1la
solucidén al problema replénteado de superficies de
respuesta. En la siguiente seccién se presentan 1los
resultados que fundamentan el hecho de dque si XO es el
éptimo a tal problema, éste se distribuye asintéticamente
normal. con tal ©propdésito considere los siguientes

resultados preliminares.
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Lema 3.1 Sean

entonces 6 IR YN N(6e,Z) donde

s = [crz(xTX)"1 0 ]
0o 2()%/(n-p)

y X es la matriz de disefio.
Prueba. Se sabe que B se distribuye normal sbélo resta

A
. . . . 2 2
determinar la distribucidn de ¢°, como

A

2
(plo . 2 _d_s NTin—o) . 2 (n-
e Xoo Y X [(_n p), 2(n-p)]

A
. . s Py 2 P
se tiene que la varianza asintodotica de ¢ esta dada por

2(0_2)2
n-p

var (03) =
ademds se tiene que o’ es independiente (estocasticamente)
de B 1luego Cov(oz,Bi) =0VvVi=1, 2, ..., p, donde p = 1 +

2k + Cg = rango de la matriz de disefio, asi
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e —Q-> N(8,Z)

Teorema 3.3. Considere el siguiente problema de

optimizacidn

Mi é, 8 = ZT 2 - [l .:_L. !‘. ]
én $ ( rio) (x)B r 3 + 5 + 3,

con

g, = (B - B)'X'X(B - B) - po°F = 0

(n-p) &2

9= X

2
-0 =0

Asuma que:

1) Las siguientes derivadas

8% (o) 3% (o)
20 8o’ 30 967

existen y son continuas en la vecindad del punto [6(8),8].

ii) 8 -%-> N(6,%) (lema 3.1).

Entonces el minimo 60(9) es tal que

/r;[éo(é) - eo(e)] -4.5 N(0,V1)
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o alternativamente
A A d 1
8,(8) —==> N[eo(e), -v1]
n

donde

Prueba. El punto ©Optimo eoaﬂ se obtiene al

solucionar el siguiente sistema de ecuaciones

a ¢ (6, rie)

a 8
equivalentemente

2" (x)- r(2X'X (B - B)g]’]

-r(g,” - g,°]
sabemos por ii) que
6 -2-> N(o,%)
por el teorema 2.13

/;[éo(é) - eo(e)] -4.5 N(0,V1)
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donde
8 6, (9) 8 6, (0)]T
V1 = _ _
a6 8 8
la forma explicita de
5 6,(8)
8 6

se encuentra apoyandose en el teorema de la funciédén

implicita (Apéndice A), asi

80 88"

A

a e

5 6,(8) ) 8%¢ (6,,rie)]™t  T[o% (6, rie)
80 86"

donde

0% (8,,ri0) 2r [X'X][g,Ts-4 (8-B) (6-8) "X'X1g]” 0
0 —2r[g‘;3 + gj]

86 88"

62¢ (éo,rfe)

R
es igual a

-2r [X'X][g,Ts-4 (8-B) (8-8) 'X'X1g]®  -4rpFX'X(8 - £)g]°
0 - 2r(n-p) (g, %] + 9,°%,']



48

para invertir la matriz

2 ~ .
3°¢ (8,,rie)

a6 ae”

utilizemos el teorema A.9. del apéndice. Asi

[ 8%¢ (éo,rge)J'l

36 a8"
[2r [X'X] [g,Ts~4 (B-B) (B-B) "X"X197°] 7 0
0 - 1217 [(9,9,)°/9.+9]
por Gltimo
3 éo(e)
06

~Is-2pF{g,Ts-4(8 - B) (B- B)"X'X} (& - B)
0

-3 ,-1

- 3,.3 3 -3 -1
=(n=p) [(9,9,) /9, +9,1{9,x, + 9. 7x, ]

utilizando el teorema A.7 del apéndice.

{gTs-4 (B-B) (B-B) X'k}
tome |
A = g Is

1

U=-4(8 - B)
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V' = (8 - B8)x"x

asi

-1

{o} = gll[Is + {4(é - B) (é "B)TXTX} / {-59{1 + 4p02F}]

y por lo tanto

8 80 (e)
5 6 o
. 2pr[te+{a(Eop) (8-R) XX}/ {59, + 200°F}] (- )
: ©
0 (-p) [(9,9,)°/9, + 92119 %" +9.°x." ]
Lema 3.2. Sea ZT(x) como en (2.3), entonces
82" (x)
—ax M
donde
M = [0k§Ik§2Diag(X)§C]

con



1
2
C = 0
i i-1
T, T
X A
1
T
x I
i-1
1xk-i . . .
0i € R si 1 = 0 no existe en la columna
k-1ixk
A R
i
eT
A = 0 :°°i0: 1
i 1° T
e
k-1
k_
0 € R !
1
k_
e € R !
i
T
X = [xl, x2, .o ,xk}

Prueba. Veamos la forma de la derivada

[ azT(x)_

8%,
8z" (x) ng(x)

ax ax
2

82" (x)
EP%
k

50



51

T 2 2
x) = e ) X X e, X XX 00 ,X .o
donde Z (x) [1,x1, pX g X e s XX Ky Kt ,xk_lxk:l

derivando término a término se puede ver que

0{10...0i{2x  0...0{Xx X ...x 0 0...0... 0
0i01...0i0 2X_...0iXx 0...0 X_ X ...X_...0
T : ! 2 . 3 4 K

82" (x) : :

~x ' '
0i{00...1i0 0...2%X_ i00...X. 0 0...%X_...X
_' ' k 1 2 k—l_
o i I i 2diag(X)i (o}

donde C es como antes.

Teorema 3.4. Sea el problema

; = o7 1
M§x¢ (%, r:eo) Z (x)B0 + r[g ]

donde

Suponga ademas:

i) Las siguientes derivadas

3% (°)

T ~T
660890 . 880690

existen y son continuas en la vecindad del punto [x(eo),eo].
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ii) 60—9--> N [eo(e), %Vl] (Teorema 3.3).
Entonces el maximo es tal que

x(6,) -2-> N[x(eo), }lvz]

donde
s % (,) o x (6,) T
V2 = ~ v1 ~
a8 )
0 o}
Y
8 x (8,)
- =[2B - 2r{gI - 4X'x / g3}] -1 [m]ok]
a8

Siendo M como en el lema anterior y B como en 2.4.

La prueba a este teorema es totalmente andloga a 1la
del teorema 3.3.

Para concluir este capitulo cabe hacer algunas
observaciones a los resultados anteriores.

1) Con el propdésito de dque estos resultados sean
aplicables, estimadores consistentes de tales funciones
paramétricas pueden ser propuestos (teorema 2.10) y por el
teorema 2.14 las densidades encontradas en los teoremas 3.3

Yy 3.4 pueden ser sustituidas por 1las correspondientes

estimaci~nes.
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2)Observe ademas que los estimadores insesgados de
varianza uniformemente minima (EIVUM) empleados en los
teoremas 3.3 y 3.4 (é) son consistentes ya gue son una
combinacidén lineal de estimadores de verosimilitud méxima;
lo anterior se desprende del teorema 2.10. Finalmente como
los 6ptimos éo(e) y x(eo) sonfunciones de 1los EIVUM se

concluye que estos son estimadores consistentes, esto es
-P_
eo(e) > 60(6) y

S‘c(é‘o) -B-> x(6)
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Apéndice A. ALGEBRA DE MATRICES

Definicién A.1. (Inverso de una matriz). Sea A una
matriz cuadrada. Si existe una matriz B tal que AB = BA = I,
entonces a B se le llama inverso de A, denotado por A y a
la matriz A se le conoce como no singular. En caso contrario
se dice que es singular.

Teorema A.l. Si una matriz tiene inverso, este es
Gnico.

Teorema A.2. Si A tiene inverso, entonces A tiene
inverso y (A7) ‘= A.

Teorema A.3. Si A y B son matrices no singulares,
entonces AB tiene un inverso y (AB) = B'A™'. Este
resultado puede extenderse a cualquier nitmero finito de
matrices.

Definicién A.2. (Transpuesta de una matriz). Si 1los
renglones y columnas de una matriz A son intercambiados, la
matriz resultante es conocida como transpuesta y se denota
como A'. Si A es de tamafio m x n, entonces A" es de
dimensién n x m.

Teorema A.4. Si A es una matriz, entonces (AT)T = A.

Teorema A.5. Sean dos matrices cualesquiera A y B tal

que el producto AB se encuentra definido; entonces

(aB)" = B'A"



Definicién A.3. (Matriz Simétrica). Si A = A,
entonces a A se le conoce como matriz simétrica.
Teorema A.6. Sea A una matriz cualgquiera, entonces
T T NPT
A'A y AA'son simétricas.
Teorema A.7. Sea A una matriz no singular, y U y V

dos vectores columna, entonces

L @miaTh

(2 + uv)™t =t -

1 +vialu

) Definicién A.4. (Inverso Generalizado). Sea A una
matriz m x n. Si existe una matriz A tal que satisface las
siguientes cuatro condiciones, entonces A~ es uninverso
generalizado de A.

1. AA~ es simétrica.

2. A A es simétrica.

_ (A.1)
3. AA A = A.

4. AAA = A,

Teorema A.8. Para cada matriz A existe una y solo una
matriz A~ que satisface las condiciones de la ecuacién A.1.

Definicién A.5. (Matrices particionadas) . En
ocasiones es conveniente el representar una matriz por medio
de 1la yuxtaposicién de dos o mas matrices en forma
particionada. Asi una matriz particionada se representa como

P Q

A =
R S

donde no hay posibilidad de confusién debido a que el numero

de renglones en P es 1iqual al que existe en Q, y las



columnas de P igualod o que las de R.

Teorema A.9. D son matrices simétricas tales

que los inversos que: an en la siguiente expresién
existan, entonces2 ’
A B |-1 at s FE'F'  _pp!
B D =1 - gt gl
donde E = D - B'a'B ¥ #F =A"'B.
Definicién Asfe~(Matriz semidefinida positiva) Una
matriz A n x n se define.womo semidefinida positiva si y

solo si

1. A = A"

2. yﬁnzz 0 para todo vector y « R" tal que y # 0 y
la igualdad se cumple al menos se cumple para un

vector ¥

Definicién A.7. (Matriz definida positiva) Una matriz

"A n x n se define como semidefinida positiva si y solo si

1. A = A"

2. yTAy > 0 para todo vector Yy € an tal que y # O.

Definicidén A.8. (Matriz no negativa). Una matriz se
define como no negativa si y solo si esta es positiva
definida o semidefinida positiva.

Teorema A.10. Sea X € Ry f: R® > R entonces si

i) f(X) = a"Xx con a € R™ constante

af (X)
a3 x @
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T .
ii) f(x) = XAX constante de orden n

entonces

| (Graybill, 1969 y Rao, 1973)

Para finaliz&?ﬁéte apéndice se enuncia el siguiente
resultado llamado TC&W& de la Funcién Implicita.

Teorema A.11.°%ea FiR™™ R®, tal que f(x, ¥,) = 0
para algin punto f (Xa;’ ?0) e R™™, Suponga ademas que

af(x,y)
8 X x0’ Y,

es no singular. Entomces existe A ¢ R™ y B ¢ R", con (x,

yo) €eAyy, € B, tales que :

i) para todo y € B corresponde un Gnico x tal que

(x,y) € A y f(x,y) =0

n

ji)si x es tal que x = g(y), entonces g: B ¢ R" » R’, con

g(yo) = Xo’

f(9(y),y) =0, yeB y

8y 4 x ay

8g(Y ) [ 3f(xo.yo)]-1 [af(xo,yo) }

(Rudin, 1980)
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columnas de P igual en nlmero que las de R.

Teorema A.9. Si A y D son matrices simétricas tales
que 1los inversos dque 6curran en la siguiente expresidn
existan, entonces:

A B ]-1 [ A7t + FE'F -Fp
=

B" D

_E—IFT E._1
donde E =D - BIA'B y F = A'B.

pefinicién A.6. (Matriz semidefinida positiva) Una
matriz A n x n se define como semidefinida positiva si y

solo si

2. yﬁky = 0 para todo vector y e R" tal que y # 0 y
la igualdad se cumple al menos se cumple para un

vector y

Definicién A.7. (Matriz definida positiva) Una matriz

"A n x n se define como semidefinida positiva si y solo si

1. A = AT

2. y{Ay > 0 para todo vector y « R" tal que y # 0.

Definicién A.8. (Matriz no negativa). Una matriz se
define como no negativa si y solo si esta es positiva
definida o semidefinida positiva.

Teorema A.10. Sea X € Ry f: R® 5 R entonces si

i) f(X) = a'X con a e R™® constante

af (X)
73 x 2




60

ii) f(X) = X'AX con A simétrica, constante de orden n
entonces
af (X)
—— = 2AX
8 X

(Graybill, 1969 y Rao, 1973)
Para finalizar este apéndice se enuncia el siguiente
resultado llamado Teorema de la Funcién Implicita.

m

Teorema A.1ll. sea §f:R™™ R", tal que f(x,, y,) =0

para algGn punto f(xo, yb) e R™™. Suponga ademas que

af(x,Y)

a X o’ yo

. . + m
es no singular. Entonces existe A € R™ y B € R, con (xo,

y,) € Ay y, €B, tales que :

i) para todo y € B corresponde un Gnico x tal que

(XIY) € A y f(xl}’) = 0

i1)Si x es tal que x = g(y), entonces g: B € R" » R”, con

g(yo) = Xol

f(g(y),y) =0, yeB ¥y

a9(y ) [ af(xo.yo)}—l {af(xo,yo) ]

oy 4 X ay

(Rudin, 1980)



Apéndice B. REGRESION

B.1l. Modelo Lineal General de Regresidn.

Sea Y un vector de variables aleatorias observables n
x 1; Sea X una matriz n x p de constantes; Sea B un vector p
x 1 de parametros desconocidos; Ademdas sea € un vector
aleatorio n x 1 , mds aln € se distribuye N (O, 021). Si

estas cantidades se relacionan pbr medio de la expresidn:
Y = X8 + ¢ (B.1)

definen al modelo lineal general. (Graybill, 1976)

En forma analoga el modelo se puede exXpresar

como:

Y - N(XB, o°I) (B.2)

B.1.1. Estimacién de B y o°.

Los estimadores insesgados de varianza uniformemente

s 2 < .
minima para B y o estan dados por las expresiones:

B = (x'x) 'xTy= XY



62

62 =1 Y (I - XX)Y

n

Mas aln B se distribuye normal debido a que es una

combinacién lineal de un vector normal, ademéas:
E(B) = E(XY) = XE(Y) = XXB = (X'X) 'X'Xg = B

Cov(B) = Cov(XY) = X Cov(Y)X "

= X o°I X'
=¢° XX
= o2 (x'x)""
concluyendo
B - N(B, o®(X'X)7) (B.3)

Por otra parte se sabe que:

(n-p 132 2
T T "xm-
o P

A

2 13 . 2 -
Yy que o es un estimador insesgado de ¢ . Ademas

~ ~2
2 no
o‘ — —————

donde 62 es el estimador de maxima verosimilitud de o°.

Para demostrar que é Yy o2 son independientes
recuerde el siguiente teorema:

Teorema B.1l. Sea Y un vector aleatorio n x 1

distribuido N(u,X), donde ¥ tiene rango n. Si BXA = 0, la

forma cuadratica Y'AY es independiente de 1las formas



lineares BY donde B es una matriz g x n.
Se sabe que:
B=XY

no’ = Y (I-XX)Y

Y - N(XB, o°I)

tomemos B = X T = o°1T A

(I - XX')

BZA = X o°I (I - XX))

°I (X - XXX

]

se concluye, por lo tanto, independencia de é y o2,

A

B.1.2. Regiones de confianza para é y o°.

De las ecuaciones B.2 y B.3 se tiene que :

A 2
B - N, o®(xx)7") y {BZRAZT_
o

2
n-p

Sea A tal que XX an’ pues X'X >0, luego

8 - 8)'A _ N(0,I)

QI=

por lo tanto, como a an’ = x'x

T

x'X (8 - B)

2
g

(8 - B) .
x
P
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luego

(& - B)X'X (B - B)

p o B - B)"X"X(8 - B) i
e o . n-p
(n-p) o’
entonces el elipsoide
(B-8)"X"X(8-B) = p o° F (B.4)

define una regidén de confianza para B.

Por otro lado dado que:

2

(n_-p)o? x%_

2
g

y usando esta como cantidad pivote, se puede construir Io,
la cual define un intervalo de confianza para o

2 - 2

xcx/Z,n—p xl—o(/2,n-—p

Io =i£9_:p).§:i < 0‘2 < ig-—:pléi } (B.5)

con coeficiente de confianza 1 - «. (Graybill, 1976)

Dado que 32 Yy é son independientes una regidén de
confianza simultanea para ambos tendria la estructura de las
ecuaciones (B.5) y (B.4) con una probabilidad conjunta igual
al producto de las individuales. (Mood, Graybill y Boes,
1983).

Finalmente suponga que se desea estimar un modelo de

la forma
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Y(x) = 2" (x)B + ¢

Z X ’]l...’]’]’..., ]I]2I"']]""]]]

con tal efecto solo defina la matriz X en la ecuacidén (B.1)
tal que las columnas correspondan a las etiquetas definidas
por el vector ZT(x). Asi todos los resultados anteriores son

aplicables a este modelo, solo note que en este caso p = 1 +

2k + Ch
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