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PRESENTACION

En este capitulo se presenta una visién general de los problemas que se
consideraran en el desarrollo del presente trabajo. Ademds de introducir la ter-
minologia necesaria, y de ubicar a los asi llamados graficos control como un ins-
trumento poderoso en el aseguramiento de calidad, la idea es proporcionar un
panorama general de los objetivos que se persiguen y de la estrategia que se seguira

para alcanzarlos.
Introduccion

Este trabajo trata sobre un problema de importancia capital en un proceso
productivo, a saber, asegurar la calidad de los articulos fabricados. En términos
generales, la idea de calidad de un articulo se refiere a las caracteristicas que lo
llevan a satisfacer los requisitos que los consumidores imponen, y por lo tanto esta
intimamente relacionada con la aptitud de los productos para el uso potencial que
tendran (John, 1990; Duncan 1989).

El panorama genérico que se observa al considerar un proceso de fabri-
cacién repetitivo, tiene dos facetas: El cliente o consumidor impone una serie de
especificaciones, y el fabricante implementa un proceso productivo de acuerdo a las
exigencias que enfrenta, tratando que la ‘gran mayoria’ de los articulos que salen
de la linea de produccién satisfagan los requerimientos establecidos, pues de otra
manera seran rechazados en el mercado. Asi, detras de un proceso de produccion,
se encuentra un intenso trabajo de planeacién y disefio, en el cual los factores
maés importantes para determinar las caracteristicas del producto se identifican y

controlan: los proveedores se seleccionan y se discrimina entre diversos insumos po-
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tenciales, las maquinas se ajustan, los operarios se entrenan, y en suma, se toman
‘todas’ las medidas posibles para propiciar que los articulos producidos tengan los

rasgos requeridos.

Después de la fase de disefio el proceso se implementa. Sin embargo,
no importa que tanto empefio se ponga en controlar o identificar factores rele-
vantes, siempre existen otros que no se pueden controlar, y que fluctian de forma
aleatoria, mas aun, es posible que los factores supuestamente controlados, como
las caracteristicas de los insumos, o el desempeiio de los operarios también sufran
alteraciones impredecibles; considere, por ejemplo, los cambios en el estado de
animo, o el cansancio del personal, que inciden sobre los rasgos de los articulos
finales. Esta observacién pretende poner de relieve el siguiente hecho: Las carac-
teristicas esenciales del producto, las cuales determinan su aptitud para el uso que
le dard el consumidor, estan sujetas a fluctuaciones aleatorias. Por lo tanto, a
lo mas que se puede aspirar, es a que el valor promedio (esperado) de las carac-
teristicas de interés permanezcan constantes, pero no a que los valores observados
en de esos rasgos sean los mismos en todos los productos. De hecho, el proceso
productivo se disena para que, tomando en cuenta la variabilidad ‘natural’ de las
caracteristicas de interés, éstas se ubiquen, con una alta probabilidad, dentro de

los limites impuestos por las especificaciones sefialadas por el consumidor.

En este trabajo se supone que el fabricante ha centrado su atencién en
un rasgo relevante de los articulos que produce, y estd interesado en mantener
constante su valor esperado durante el proceso de produccién. Su interés por man-
tener inalterado este parametro, radica en que es un medio de asegurar que las
especificaciones impuestas se cumpliran, al menos dentro de los limites de frecuen-
cia que el disefio del proceso estipula. Cuando el valor esperado de la caracteristica
de interés no altera su valor original, se dice que el proceso de produccion se en-
cuentra bajo control estadistico, o que el proceso se encuentra en estado estable,

mientras que si dicho valor esperado se altera, el proceso se encuentra fuera de
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control. El objetivo del fabricante—o del ingeniero de control—es mantener el
proceso bajo control (estadistico), y detectar los cambios en el valor esperado del
rasgo de interés, antes de que se produzcan un gran ntmero de articulos, pues
éstos no llenaran, en su gran mayoria, laos requerimientos estipulados. Cuando
dicho cambio sea percibido, se buscaran las causas que dieron origen a ese cambio,
y se corregiran para volver al estado de control estadistico. Es en este punto donde
entran en juego los graficos de control, los cuales constituyen el objeto de estudio
de esta trabajo; dichos graficos son un instrumento ampliamente utilizado para
decidir si el proceso prodctivo se desarrolla de manera estable, esto es, esta bajo
control y en el estudio que se realiza en los siguientes capitulos se abordan temas
relacionados, tanto con el aspecto tedrico detras de esta herramienta, como con su

implementacién en las aplicaciones.
Objetivos

Como ya se ha mencionado, este trabajo gira alrededor de las ideas es-
tadisticas que se relacionan con la aplicacion de los graficos de control en procesos
productivos. En términos generales, uno de tales graficos se traza sobre un plano
en el que se distinguen, al menos, dos regiones denotadas por Ay R y denominadas
zonas de aceptacion y rechazo, respectivamente. Conforme se producen articulos,
se extraen algunos de ellos, se inspeccionan y se obtienen datos que, de alguna
forma, se marcan sobre el grafico. Las regiones se construyen de tal manera que
cuando una marca cae dentro de la regiéon de rechazo, se ordena revisar el proceso
productivo, pues se sospecha que las caracteristicas iniciales de los articulos se han
alterado, esto es, que el proceso ya no se desarrolla bajo condiciones ‘estables’.
Por otro lado, si una marca se ubica dentro de A el proceso productivo continta

normalmente.
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Los objetivos que el presente trabajo pretende alcanzar son los siguientes:
- Caracterizar la zona de aceptacién de un grafico optimizando su amplitud.

- Distinguir la zona de aceptacién que minimiza la probabilidad de rechazar el

supuesto de que el proceso se encuentra bajo control estadistico.

- Determinar cotas no paramétricas para la probabilidad de rechazar incorrecta-

mente la hipdtesis de que el proceso productivo opera en condiciones de estabilidad.

Estos tres objetivos se relacionan con los aspectos mas basicos en la cons-
truccién de un gréafico. Por otro lado, también se tiene en mente la aplicacion real
de los graficos de control, y en esta direccién los propdsitos que se persiguen son

los siguientes.

- Valorar el efecto que, sobre la probabilidad de rechazar el supuesto-de estabilidad
del proceso, tiene el empleo de estimaciones de las caracteristicas iniciales de los

productos.

- Determinar, para una regla general de decision derivada del grafico, una féormula
para el nimero esperado de inspecciones que se efectuan antes de que se detecte

una alteracién en los rasgos esenciales de los productos.

La Organizacion del Trabajo

Para alcanzar los propdsitos que se han planteado en este trabajo, el ma-
terial subsecuente ha sido organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se introducen formalmente las nociones de grafico y limites
de control, y se relaciona la aplicacién de un grafico con los métodos clasicos
de inferencia, a saber, la construccion de intervalos de confianza y de prueba de
hipétesis. Posteriormente, bajo el supuesto de unimodalidad de las medias mues-
trales asociadas a los datos obtenidos en las inspecciones sucesivas, se caracterizan

los limites de control que producen la amplitud minima de la zona de aceptacién,
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y se considera el problema de minimizar la probabilidad de rechazar incorrecta-
mente la hipdtesis de estabilidad del proceso, distinguiendo los limites de control
que resuelven este problema de optimizacién. El capitulo concluye estableciendo
una generalizacion de la desigualdad de Camp-Meidel, la cual permite establecer
cotas no paramétricas para la probabailidad de un rechazo incorrecto del supuesto
de estabilidad del proceso. De esta forma, al finalizar el Capitulo 2 se habran

alcanzado los primeros tres objetivos planteados.

Por otro lado, en Capitulo 3 se inicia la discusién de los aspectos préacticos
de la implementacién de un grafico de control. Primero, se aborda el problema
de estimacion optima de los limites de control por medio de muestras piloto, con-
siderando tanto el método de rangos como el de la desviacion estandar para estimar
la variabilidad del rasgo de interés. A continuacion se considera el efecto que la
estimacién de parameteros tiene sobre la probabilidad de declarar que el proceso
debe revisarse, y se establece el resultado principal en el Teorema 3.4.1, alcanzando
el cuarto de los objetivos propuestos. Finalmente, se relaciona la idea de control
o estabilidad de un proceso productivo con las especificaciones requeridas por el

consumidor.

En el Capitulo 4 se introduce la nocién de regla o norma de paro derivada
de un grafico de control, idea que representa el instrumento para trasladar la
informacién contenida en un gréafico hacia el area de toma de decisones. En ese
capitulo se estudian diversas normas de paro utilizadas comunmente, y se introduce
el indice de funcionamiento que permite comparar dos de dichas reglas, a saber, el
numero esperado de inspecciones que se realizan antes de detectar una alteracién
en el valor esperado de la caracteristica relevante de los productos. Al concluir
el capitulo se establece una férmula para determinar el indice de funcionamiento
para una clase amplia de normas de paro, resultado que representa una parte del

camino hacia la consecucién del quinto de los objetivos de este trabajo.

En el Capitulo 5 se presenta un enfoque algebraico al probelma de deter-
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minar el numero esperado de inspecciones que, bajo una norma de paro general,
deben realizarse hasta percibir que el proceso no se encuentra bajo control. La
exposicion inicia introduciendo un sistema especial de ecuaciones lineales, y deter-
minando su inica solucion. El resultado central que se obtiene establece que, para
determinar el indice de funcionamiento de una norma de paro, es suficiente resolver
el sistema considerado seleccionando apropiadamente dos parametros. Este hecho
permite establecer, en el Teorema 5.5.1, una férmula general que permite alcanzar
el quinto de los propdsitos planteados.

Finalmente, la exposicién culmina en el Capitulo 6 con conclusiones y

comentarios sobre el trabajo realizado.



LA IDEA FUNDAMENTAL

En este capitulo se introduce el instrumento basico en el area de control de
calidad, a saber, la idea de gréafico de control. La aplicaciéon de esta herramienta
permite monitorear el comportamiento de los rasgos esenciales de un producto
conforme el proceso de produccion en serie se desarrolla, posibilitando la deteccion
de variaciones de las caracteristicas de interés, y la consecuente implementacién
de acciones correctivas antes de que se fabrique un gran nimero de productos fi-
nales que serian rechazados en el mercado. Conjuntamente con las ideas basicas,
la presentacion incluye dos caracterizaciones de los limites de control; una de el-
las involucra la minimizacion de la probabilidad de revisar el proceso productivo,
mientras que la otra se obtiene optimizando la amplitud de la banda o zona de
aceptacion determinada por los limites de control. Por otro lado, el capitulo con-
tiene una discusion sobre la determinacién de cotas no paramétricas para la proba-
bilidad de que, como producto de la implementacion de un grafico de control, se
revise el proceso cuando no corresponde hacerlo. El resultado que se obtiene en
esta direccion generaliza el teorema de Camp—Meidel sobre las desviaciones de una

variable aleatoria con respecto a su valor esperado.

Introduccion

El propésito de este capitulo es introducir la nocién de grafico de con-
trol. Este instrumento, fundamental en el andlisis de procesos productivos, fue

introducida por el profesor Walter A. Shewhart en 1931, precisamente durante
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la gran depresién econémica mundial de este siglo (Shewart, 1931). En términos
generales, un grafico de control esta asociado a una caracteristica de interés de los
objetos fabricados durante un proceso de produccién, y es un medio para detectar
variaciones de ese rasgo relevante. Como se mencioné en el capitulo precedente,
uno de los propésitos del fabricante es asegurar que las propiedades esenciales de
sus productos no varien a través del tiempo. Sin embargo, no es posible controlar
estrictamente todos los factores que determinan las peculiaridades relevantes del
producto en cuestion, e invariablemente hay factores inciertos que ocasionan que
la caracteristica bajo estudio presente fluctuaciones al azar, de tal manera que el
valor de la propiedad de interés que se observa en cada grupo de articulos ins-
peccionados es una variable aleatoria Y, la cual refleja, tanto el valor actual de
la caracteristica de interés, como la influencia de perturbaciones aleatorias. Un
grafico de control es un medio para detectar alteraciones en los rasgos esenciales
de un producto antes de que un gran nimero de articulos anémalos sea producido,
permitiendo aplicar las medidas necesarias para revertir los cambios no deseados

en el proceso de produccion.

La componente esencial de un grafico de control es una regién A, en la
cual—suponiendo que los rasgos relevantes de los productos no se han alterado—es
‘practicamente seguro’ que el dato aleatorio Y obtenido de un grupo de productos
finales tome sus valores; esta zona se determina postulando la distribucién de Y,
usualmente una distribucién normal en el caso de que la caracteristica de interés
sea continua, o una distribucién discreta especial cuando los productos se clasifican
como aceptables o defectuosos, o de acuerdo a cierta escala discreta. En ambos
casos, la forma precisa de la regién A se obtiene suponiendo que los parametros que
determinan la distribucién de la variable aleatoria Y son conocidos, y una vez que
la regién A se ha determinado, el grafico se completa extrayendo periédicamente
articulos finales de la linea de produccién, obteniendo el valor correspondiente

del rasgo de interés para cada grupo de articulos seleccionados, y graficando
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los valores observados, prestando especial atencién al hecho de que cada dato Y
pertenezca a la zona A, asi como a otras caracteristicas de la serie de observaciones
(Y1,Y5,...) que se obtiene tras inspecciones sucesivas. El resultado de aplicar este
procedimiento se puede representar en un tablero de forma grafica, en el cual el
personal involucrado puede observar facilmente la forrna‘ en que los datos de la

propiedad de interés se comportan conforme transcurre el tiempo.

Debido a que es ‘practicamente seguro’ que el valor de Y obtenido de
cada inspeccién pertenezca a A—i.e., A se selecciona de tal forma que P[Y €
A] sea muy cercana a 1—el hecho de que un valor de Y no caiga dentro de la
zona A, es tomado como un indicador de que los pardmetros que determinan su
distribucién se han alteradodo, esto es, de que las observaciones (Y7,Y2,Y3,...)
obtenidas de las inspecciones consecutivas no determinan un proceso estacionario,

y consecuentemente, que el proceso no se encuentra bajo control estadistico.

El propdsito de este capitulo es describir formalmemte la idea de gréfico
de control asociado a una caracteristica de interés dada, suponiendo que la varia-
ble aleatoria Y que se obtiene en cada inspeccion es continua, esto es, tiene una
densidad, y con este fin el material subsecuente ha sido organizado de la siguiente
manera: En la Seccién 2 se presentan de manera rigurosa las ideas que dan forma
a la nocién de grafico de control, y se describe su construccién. En la Seccién 3 se
establece un resultado general sobre la manera de seleccionar los limites de control
cuando las medias muestrales observadas tienen una distribucién unimodal, de
acuerdo al cual el valor original del parametro de interés debe ubicarse en el centro
del intervalo que los limites de control delimitan; posteriormente, en la Seccion 4 se
presentan dos ejemplos sobre la aplicacién de estos resultados en la determinacién
de los limites de control. En la Seccién 5 se considera el problema de obtener cotas
no paramétricas para la probabilidad de que, al utilizar un grafico de control,
se declare erréneamente que el valor del parametro de interés se ha alterado; el

resultado principal es el Teorema 5.2, el cual es una generalizacion de un Teorema
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formulado por Camp-Meidel. En la Seccién 6 se analiza brevemente la relacién de
los métodos de toma de decisiones basados en intervalos de confianza y prueba de
hipétesis con la aplicacion de graficos de control, mientras que en la Seccién 7 se
presenta una caracterizacién alternativa de los limites de control, la cual establece
que la eleccién de los mismos determinada en la Seccion 3 es la 1inica que minimiza
la amplitud de la banda de control en el grafico. Finalmente, el capitulo concluye

en la Seccion 8 con algunos comentarios breves.
Construccion de un Grafico de Control.

En esta seccion se describe el procedimiento general para elaborar un
grafico de control correspondiente a una caracteristica de interés determinada.

Como punto de partida, es conveniente introducir la siguiente notacion:
6 denota el valor esperado del rasgo relevante de los articulos fabricados.

Por ejemplo, al fabricar una substancia, § podria ser el nivel medio de acidez o
de la cantidad de impurezas contenidas en una volumen dado; en un proceso de
produccion de pernos, es importante considerar la dureza promedio de los mismos,
y al envasar productos agropecuarios, § podria representar el peso esperado de las
unidades enviadas al mercado. Por otro lado, debido al desgaste de la maquinaria
involucrada, cambios en el personal operario, o variaciones en las propiedades de los
insumos, entre otras posibilidades, el valor de § puede cambiar conforme el proceso
productivo se desarrolla. Como el interés del fabricante es mantener un estandar

en sus productos, es importante que dichos cambios sean detectados. Suponga que
0y es el valor actual de 6,

y que se toma una muestra de los articulos producidos, digamos de tamano n.
En cada articulo seleccionado se mide la caracteristica de interés, representando

X1,Xa2,...,X, las mediciones obtenidas. A partir estos nimeros se construye el
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estadistico
Y = X1+ Xo+---+ X
= - ,
la media muestral de X1, X3,...,X,. Después de este preambulo, los pasos para

construir un grafico pueden describirse como sigue (Duncan, 1989; John 1990):

Etapa 1. Determinar o postular la distribucién de Y cuando el § asume su valor

actual 6.

Etapa 2. Encontrar nimeros U y L tales que

P [L<Y <Ul=1-a. (2.1)

Esta igualdad significa que bajo la condiciéon de que 6 asume su valor
original 6, la probabilidad de que Y tome un valor entre L y U es 1 —a; este ultimo
nimero es el nivel de inclusidn, y el intervalo [L, U] se conoce como intervalo de
prediccién para Y con nivel 1 — « (Graybill, 1986). En el contexto general descrito
en la Seccién 1, la zona A es el intervalo [L, U], y al seleccionar 1 —a cercanb a uno,
entonces es ‘practicamente seguro’ que Y asuma un valor en la regién A = [L,U];
el valor especifico de 1 — a es seleccionado por el ingeniero de control, y por regla
general se prescribe un valor ‘cercano’ a uno para esta cantidad; los numeros L y U

en (2.1) se refieren como los limites de control inferior y superior, respectivamente.

Etapa 3. Marque el intervalo [L, U] sobre el eje vertical del plano coordenado,
y trace rectas horizontales a través de los puntos (0,L) y (0,U), delimitando la
region

A={(z,y)|L<y<U}.

Note que 6, aparece ubicado en el centro del intervalo [L, U] marcado sobre
el eje y; como se establecera més adelante en el Teorema 3.1, esta es la situacién
tipica cuando, al suponer que el valor actual de 8 es 6, la distribucién de Y es

simétrica alrededor de 6.
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Etapa 4. De los productos finales seleccione, a intervalos posiblemente regulares,
grupos disjuntos de n articulos, calcule el valor Y; de la media de la caracteristica
de interés de los n productos finales seleccioné,dos en el i—ésimo bloque, y marque
el punto o correspondiente (7,Y;) en el plano coordenado; usualmente el tamaiio n
de los bloques inspeccionados es un numero pequerio, como por ejemplo cuatro o

cinco.

El dibujo que se obtiene al marcar continuamente los puntos (¢,Y;) es el
grafico de control para la caracteristica de interés corrspondiente al valor original
By del pardmetro de interés. Su utilidad radica en que es un medio visual simple
para detectar variaciones en el valor de 6, en cuyo caso el proceso de produccién
serd revisado para encontrar la causa de la alteracién. Para entender la aplicacion
de un gréafico de control, observe primero que para cada dato Y; se tiene la siguiente

equivalencia:

LLY;<U < (3,Y;) € A

Por otro lado, debido a que el nivel de inclusiéon 1 — « se selecciona ‘cercano a
1’, el observador percibe como ‘practicamente seguro’ que cuando el valor actual
de 6 es 6y, cada dato Y; pertenezca al intervalo [L,U], lo cual equivale a que los
puntos (,Y;) que se> marcan en el plano coordenado pertenezcan a la zona A.
En otras palabras, el observador considerarda ‘dentro de lo normal’ el hecho de
que los puntos que sucesivamente se sefialan en el plano coordenado se ubiquen
dentro de A y pensard que el valor de 6 se mantiene en 6y. Sin embargo, cuando
una de esas marcas se localice fuera de la regién A4, habra observado un evento
que, bajo la condicién de que 8 = 6§y, tiene s6lo una probabilidad a de ocurrir,
percibiendo este hecho como una serial de que el valor de 6 se ha modificado,
alejdndose del valor ) que tenia originalmente, de manera que el valor medio de la
caracteristica de interés se ha alterado. En estas circunstancias, se emprenderan
acciones que busquen detectar la causa del cambio en el valor de 8 y se tomaran

las medidas correctivas necesarias. La norma que se ha descrito para la actuacion
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del observador se conoce como una regla de paro—pues la revisién del proceso de
produccion puede, en general, implicar un paro parcial o total de las actividades.
Desde luego, esta no es la tnica regla de paro que puede derivarse de un grafico
de control, y varias de ellas seran ampliamente estudiadas en le Capitulo 4. Por el
momento es oportuno sefialar que, en general, una regla de paro presta atenciéon
al comportamiento conjunto de varias medias muestrales, y no solamente al valor
observado de la media mas reciente. Una descripcién detallada de varias reglas de

paro de uso comun puede encontrarse en (John, 1990).
Elecciéon de los Limites de Control

Antes de éjempliﬁcar la construcciéon de un grafico de control, es conve-
niente abordar dos aspectos, posiblemente sutiles, en la descripcién de cuatro pasos
presentada anteriormente. Aunque la eleccion del nivel de inclusién es ciertamente
arbitraria, quedando a eleccién del ingeniero de control, una vez que 1 — a se ha
fijado, los limites de control L y U en la etapa dos pueden seleccionarse, en general,
de infinidad de formas, y es necesario considerar la manera precisa de establecer
los valores que se usaran. En esta seccién se establecera un marco tedrico bajo
el cual el valor original del pardmetro de interés, i.e., f, es el punto medio del
intervalo delimitado por los limites de control.

Como ya se ha mencionado, cuando se analiza el i—ésimo grupo de articulos

y se observa que la correspondiente media muestral Y; satisface
Y; ¢ [L,U], (3.1)

entonces se considera que el valor actual de 6 es diferente del valor original 6; la
consecuencia practica es que se emprende una busqueda de una causa que explique
la alteracién, la cual puede implicar que se pare el proceso de producciéon. Luego,
es deseable requerir que la probabilidad del evento (3.1) sea mayor o igual cuando

8 # 6y que cuando 6 = 6y, condicidén que se expresa formalmente como sigue: Para
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todo 6,
PylY; ¢ [L,U]] > Py, [Yi ¢ [L,U]] = . (3.2)

El objetivo principal de esta seccion es establecer que bajo condiciones adecuadas
de simetria, esta condicién determina de manera unica a los limites de control L y
U. El resultado preciso en esta direccién se establece en el Teorema 3.1 lineas mas
adelante, y utiliza la idea de funcién unimodal introducida a continuacién, la cual
es utilizada frecuentemente en el estudio de desigualdades probabilisticas (Tong,

1987).

Definicién 3.1. (a) Sea f(z) una funcién de densidad continua. En este caso,

f(z) es unimodal en cero si satisfacen los siguientes requerimientos (z)—(:2):

(5) £(0) > f(z) para todo z;

(72) f(z) es simétrica alrededor de cero, esto es, para todo z € R, f(z) = f(—z).
(727) f(z) es estrictamante decreciente en (0, 00).

(b) La densidad f(z) es unimodal en un ntimero p € IR, si f(z — ) es una densidad

unimodal en cero.

Las siguientes funciones de densidad son unimodales en cero:
flz) = é-e_lzl (densidad de Laplace)

(densidad de Cauchy),

y dede luego, la densidad normal

g) = L —a%/2
f(z) or :

En cada uno de estos casos, es claro que f(z) alcanza su valor maximo en cero,
que f(z) es simétrica, y que el valor de f(z) disminuye cuando se avanza en el

semieje positivo. El siguiente teorema muestra que cuando la funcién de densidad
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de las medias muestrales Y; es unimodal, entonces los limites de control L y U se

determinan de manera tinica cuando se impone el requisito natural en (3.2).

Teorema 3.1. Suponga que la densidad de las medias Y; es de la forma

s =1e(222), (33)

donde ¢(z) es una densidad unimodal en cero, y 7 > 0 es un numero positivo dado.
Para 3 > 0, sea kg € IR el percentil superior de orden 3 correspondiente a g(z),

esto es,

B

/k°° g(z)dz = p. (3.4)

(2) Dado el nivel de inclusién 1 — a, defina
L= 90 - ka/QT, U = 90 + ka/zT. (35)

Entonces

Py[Y; ¢ [L,U]] > Pg,[Yi ¢ [L,U]] = @, para todo 6. (3.6)
Reciprocamente,

(2¢) Si la condicién (3.6) se cumple, entonces L y U estan dados por (3.5).

Observacién 3.1. (¢) La condicién impuesta en el teorema sobre la densidad de
las medias Y; es equivalente al requerimiento de que f(z;6) sea unimodal en 6.
El pardmetro 7 en el lado derecho de (3.3) podria omitirse, pero ha sido incluido
porque en el caso en que la densidad ¢g(z) tiene varianza uno, entonces 7 representa

la desviacién estandar de las observaciones Y;.

(7¢) La igualdad (3.3) es un modelo de localizacion-escala para la distribucién de las
medias muestrales (Lehmman, 1991). Sin embargo, en contraste con el marco de
trabajo es dicha referencia, en el contexto presente se supone que 7—el parametro

de escala en (3.3)—es conocido, supuesto que se adopta por conveniencia para la
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exposicion y que sera abandonado en el siguiente capitulo. El parametro de interés

6 se denomina parametro de localizacion en el modelo (3.3).

(222) Suponga que el nivel de inclusién 1 — a estd dado. Si+y y 3 son dos niimeros

positivos tales que

defina
L' =6y — k., U' =6y + kgr. (3.8)

En este caso, bajo las condiciones en el Teorema 3.1, se tiene que
Py [L' <Y; <U']1=1-a.

En efecto,
Pg,[L' <Y SU'l =1 — (P, [Y; < L'] + Py, [Yi > U'])
= —/ f(a:;Go)dx—/ f(z;60) dz
—oo U’
Go—kyT _ oo _
e [P [ (258)
- T T 90+kﬁr T T

A continuacion, realice el el cambio de variable

1:—90
y= )
T

note que 7 dy = dz y obseve las siguientes equivalencias:
t=0p—kyT <= y=-ky y z=00+ksr &= y=k;.

Utilizando estos hechos, se desprende que

"k'y

-%MKKSU%ﬂ—/ M@@—As@ﬂy
- .

=1—Awﬂwd%—/mﬂ”dy

4, kg
=1-y-p

=1—-«
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donde la segunda igualdad utiliz6 la simetria de la densidad g(-) respecto al origen,
y las dos tltimas igualdades son consecuencia de (3.4) y (3.7). Este argumento
muestra que L' y U’ pueden usarse para generar un grafico de control para 6,
con nivel de inclusién 1 — @. Como los numeros positivos v y 3 que satisfacen
v+ B = a pueden selecccionarse de infinidad de maneras, se desprende que hay un
numero infinito de posibilidades para seleccionar L y U en la costruccion descrita
en la Seccién 2. Sin embargo, el Teorema 3.1 establece que entre todos los posibles
limites de control, la pareja (L, U) en (3.5) es la inica que satisface el requerimiento

adicional (3.6).

Demostracién del Teorema 3.1. (z) Suponga que L y U son como en (3.5). En

este caso debe mostrarse que
Pg[i/,¢[L,U]]ZPQO[K¢[L,UH=O[, 975907

relacién que es exactamente la presentada en (3.6) y que por conveniencia ha sido
reporoducida aqui. Para lograr este objetivo, primero observe que el argumento en
la Observacién 3.1(74¢) aplicado con v = 8 = a/2 muestra que Py, [Y; € [L,U]] =
1 — a, de manera que

Py, [Yi ¢ [L,U]] = . (3.9)

Por otro lado, para 6 # 6,,
PylY; ¢ [L,U]] = Ps|Y < L] + PylY > U]

=/_;f(m;9)d;c+/Uoof(x;6)dz

bo=kar2m 1 /o8 *° 1 [z-6
= —g dz +/ —g ( ) dz
/—oo T ( T ) 00+ka/27' T T

Para simplificar esta expresién se efectuara el cambio de variable

z—0
—

y:

Observe que en este caso dez = 7dy y que

6y — 0
T =0 — koo = y=OT——ka/2;
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ademas,

6, —
T =0+ kojT = y=— d

+ ka/2-

Combinando estas tiltimas relaciones con la expresién para Py[Y; ¢ [L, U]] se des-

prende que

(60—6)/2—kqay2

(o ]

9(y) dy + / 9(y) dy. (3.10)
(60—0)/2+ky ;>

Pal¥i ¢ (L,V) = [

— 00

A continuacién se mostrara que la funcién

z—kg /2 (o)
H(z):/ / g(:c)da:—{—/ 9(2)ldz (3.11)

—oo 2+ko )2

alcanza su valor minimo en z = 0. Para verificar esta afirmacién, note que

HI(Z) = g(z - ka/Z) - 9(2 + ka/Z))

de donde, usando la simetria de g(-), se desprende que H'(0) = g(—kq/2) —
9(kas2) = 0, igualdad que muestra que 0 es un punto critico de H(z). Para
verificar que H(z) alcanza su valor minino en 0 se aplicara el criterio de la primera
derivada, para lo cual es necesario determinar el signo de H'(z) a ambos lados de

cero. Con este proposito, considere las siguientes posibilidades para z:

Caso 1. z < 0. En esta situacién se tiene que [z —kq2| = —2+kqy/2. Siky 2 = —2

se satisface, entonces
|Z - koz/2| =-z+ ka/2 >z+ ka/2 > 0;

como ¢(+) es simétrica y estrictamente decreciente en [0,00), se desprende que

H'(2) = g(z — kaj2) — 9(z + kaj2)
= g(—|z — kay2|) — 9(z + ka/2)
=g(|z — kay2|) — 9(z + kay2)

< 0.
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Por otro lado, cuando k5 < —2 se tiene que |kq/p+2| = —2— kaja < —z+kgje =
|z — ko /2|, de manera que
H'(z) = g(z — koy2) — 9(2 + koy2)
= 9(=lz — kay2|) — 9(=|z + kay2l)
= g(lz = kas2l) — 9|z + kay2l)

<0,

pues |z — kq/2| > |2+ kqy2| v 9(-) es decreciente. En resumen: cuando z < 0, se

tiene que H'(z) < 0 en cualquier circunstancia.

Caso 2. z > 0. En este contexto suponga primero que z > kq/2, condicién que

implica que 0 < z — kq/2 < 2 + kq/2, y entonces

H'(z) = g(z — kay2) — 9(z + kaj2) > 0,

ya que g(-) es decreciente en (0,00). Suponga ahora que z < kq/2, de manera que

|z — kaj2| = kaj2 — 2 < 2+ kq/2, y entonces la simetria de g(-) implica
H'(2) = g(z — kay2) — 9(z + koy2)
= g(—|z - ka/2|) - g(Z + ka/Z)
= g(|z — kas2l) — 9(z + kay2)
> 0,

donde otra vez se utilizé que g(+) es decreciente en (0, 00). Luego, cuando z > 0 se
tiene que H'(z) >0

El anélisis precedente de la funcién H(-) ha mostrado que
(a) H'(0) =0,
(b) H'(z) < 0 para z < 0, mientras que

(¢) H(z) > 0siz>0.
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A partir de estas propiedades, €l criterio de la primera derivada establecido
en el Capitulo 3 de (Fulks, 1981), permite concluir que H(-) alcanza su valor

minimo en 0, y que, mas aun, este es un punto de minimo estricto, esto es,
H(z)> H(0), =z#0. (3.12)

Para continuar observe que combinando (3.10) y (3.11) se obtiene que

Py ¢ 1,)) = 1 (2=2)

T

de manera que a partir de (3.12) se obtiene que para todo 6,

Pl ¢ 1,0 = & (2=2)
> H(0)
= PGO[Y ¢ [L,U]],

desigualdad que conjuntamente con (3.9) produce
PolY ¢ [L,U]] 2 Pa,[Y ¢ [L,U]] = a,

de tal forma que (3.6) se satisface.

(7¢7) Suponga que para todo 6
PolY ¢ [L,U]] 2 Po,[Y ¢ [L,U]] = .

Bajo esta condicién debe mostrarse que la pareja (L,U) estd dada por (3.5). Con

este fin, defina
9*=L+U, v k*:U_L,
2 27

asi como la funcién H*(z) mediante

H*(z)z/z_k‘ g(rc)d:c—}—/oo 902 )iz

—00 z+k*

Note que esta definicién es andloga a la establecida en (3.11), y que

L=0"—k*r, U=86"+k'r (3.13)
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Usando argumentos analogos a los utilizados en la parte (z) se desprende que H*(z)

alcanza su valor minimo en un tnico punto, a saber, z = 0, de manera que
H*(z) > H*(0), z#0; (3.14)

ademds, utilizando las mismas ideas que condujeron a (3.12) se verifica que la

igualdad

PolY; ¢ [L,U]) = H* ("* - 9) (3.15)

se satisface para todo 8, de manera que (3.14) implica que

PolY: ¢ [L,U]] > P [Y; ¢ [L,U]]. 6 # 6"
Utilizando esta relacién se obtiene que 6* = 6,; en efecto, si §, # 6*, se desprende
que

Pgo[Y',' ¢ [L’U” > Po- [Y; ¢ [LaU]]v

desigualdad que contradice (3.6) con 6 = 6*. Luego,

Para concluir observe que a partir de (3.6) se tiene que Py, [Y; & [L,U]] = «a, de

manera que la definicién de H* | (3.15) y (3.16) implican que

a = Py, [Yi ¢ [L,U]]

L (%20
T

240
= /—k g(z)dz + /°° g(z)dz

—00 b

=2/Oog(z)dx

*

donde en la tltima igualdad se utilizé la simetria de g(-) respecto al origen. Por lo

/wg(w)dw - g,

*

tanto,
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y se concluye que

B = kaj2; (3.17)

vea la igualdad (3.4) para la definicién de ko/;. Finalmente, combinando (3.13)
con (3.16) y (3.17) se obtiene que

L= 90 — ka/27-, y U= 00 + ka/ZTa
de manera que L y U estan dadas como en (3.5). O
Ejemplos

En esta seccién se proporcionan dos ejemplos sobre la etapa fundamen-
tal en la construccién de un grafico de control, a saber, la determinacién de los
limites L y U. Como se infiere del Teorema 3.1, es necesario conocer o postular
la distribucién de las medias muestrales Y; de los grupos de articulos inspecciona-
dos. En las aplicaciones, lo que se hace es suponef que el dato X que se obtiene
inspeccionando un articulo tiene una distribucion que se relaciona de manera es-
pecifica con el valor actual 6y del parametro de interés, y entonces se deduce la
correspondiente distribucién de la media muestral Y. Este enfoque se ilustra en

los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Suponga que el dato X que se obtiene al analizar la caracteristica de
interés en un articulo determinado tiene la densidad

1 T

772+ (z — 6)2’ (1)

fx(z) =

la cual es la densidad de Cauchy con centro 8 y parametro de dispersion 7. En cada
inspeccion se extraen n articulos, se obtiene el valor de la caracteristica de interés
para cada uno de ellos, y se registran los datos X3, Xs,...,X, correspondientes
a cada uno de los articulos inspeccionados; note que cada observacion X; tiene la
densidad de Cauchy en (4.1). Para determinar la densidad de la media muestral

X+ X+ X,
n

Y
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se utilzan los siguientes hechos:

(a) La densidad de X; + X3 +-- - + X, es de Cauchy, con el mismo centro 6 y con

parametro de dispersion nr, esto es,

1 nr .
mn2r? 4+ (z — 6)?’

fX1+X2+'+Xn($) =

(b) La media mustral ¥ se obtiene .multiplicando la suma X; + X3 + -+ + X, por
1/n, de manera que la densidad de Y también es de Cauchy; el centro de esta
. ., 1
densidad es # y su parametro de dispersién es — X nT = 7, de manera que

n

1 T

@) =t mrm —ee (4.2)

es decir, la media muestral Y tiene, en el caso presente, la misma distribucién que
cada una de las observaciones individuales; los afirmaciones (a) y (b) se obtienen en
el Apéndice de este capitulo utilizando la expresién para la funcion caracteristica
de una distribucién de Cauchy que se establece, por ejemplo, en (Mood et. al.,
1985), o en (Dudewicz y Mishra, 1988).

A partir de (4.2) los limites de control L y U se obtienen como sigue:

primero observe que

fr(z) = %9 (w — 9) , (4.3)
donde
1 1

es la densidad estdndar de Cauchy, con centro cero y parametro de dispersiéon uno.
Utilizando las expresiones en (3.5), los limites de control correspondientes a un
nivel de inclusién 1 — a dado, pueden ahora determinarse cuando se conozca el

percentil superior de orden a/2 de la densidad g(z). Dicho percentil satisface la

IICLEE

a2

ecuacion (vea (3.4))
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de donde se desprende que

gzﬁwﬂ@m

a2

1 1
=/ — dz
k. ™1+ z2

af2

1 [ 1
=—/ 5 dz
s ka/21+x

oo

1
= —arctan(z)
7r ka/2

= = [arctan(oo) — arctan(kq 2 )]

m
[5 — arctan(kq /2 )]
arctan(kq /2)

us

NI 3| =3 |

(1-a)

Luego, arctan(kq/2) = il 7 de manera que

Luego, utilizando la expresién (3.5), los limites de control correspondientes al valor

6y del parametro de interés estan dados por

O

Ejemplo 2. Suponga ahora que el dato X que se obtiene al analizar la carac-

teristica de interés en un articulo determinado estda normalmente distribuido:

Fx(e) = —ela=9?/20%, (4.3)

o\2mw

aqui, 02 > 0 es la varianza de X. Por mucho, esta es la hipétesis méas comin acerca
de la distribucién de X y es la condicién sobre la cual usualmente se construyen

los graficos de control asociados a una caracteristica continua. Como antes, en
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cada inspeccidn se extraen n articulos, se obtiene el valor de la caracteristica de in-
terés para cada uno de ellos, se anotan los correspondientes valores X7, X5, ..., X,
observados y se calcula la media muestral

X+ X+ X,
- .

Y

Como las observaciones X; son una muestra de la densidad (4.3) se desprende que

1 2—0)2 /272
fy(;v) — T\/z_ﬂ,e( 0) /2 ; (4.4)
donde
T = —%2— (4.5)

es la desviacion estandar de Y. Note que

fr(z) = %g (:c - 0) ;

T

donde ¢(z) = e /? s la densidad normal estdndar. Para determinar los

1
\V2r
limites de control es necesario encontrar los percentiles superiores de esta densidad;
éstos se encuentran ampliamente tabulados y se denotan mediante zg, esto es, para
cada 3 € (0,1)

[ ]
1
25 V2T

Los limites de control correspondientes al grafico determinado por el valor original

e /2 dy = B.

6y del parametro de interés y el nivel de inclusién 1 — a son

L:GO—za/2T=00—za/270_;, U:90+za/27=60+za/2%.
Como se mencion6 anteriormente, la hipétesis de normalidad de las observaciones
X; es frecuentemente utilizada y a se prescribe como un ndmero pequefio, de
manera que 1 — a sea ‘casi’ uno. Cuando a = 0.0027, una consulta a las tablas
de la distribucién normal estdndar muestra que z,/2 = 3 y los limites de control

g g
SOI1L=90—3%}’U=90+3%

. Con estos limites, hay una probabilidad de
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0.0027 de observar que una media Y caiga fuera del intervalo [L,U] a pesar de
que no haya habido cambio en su distribucién, particularmente en el parametro
de interés § = 6,. Notando que 1/370 =~ 0.0027, se sigue que, si  conserva su
valor original, a largo plazo se tendrd que sélo en una de cada 370 veces que se
obtenga una media muestral Y, ésta se ubicard fuera de los limites de control y el
proceso productivo sera revisado innecesariamente, pues el fenémeno de que el dato
Y se ubique fuera de los limites de control se debié simplemente a fluctuaciones

aleatorias inherentes al proceso productivo. O

Hay dos aspectos importantes que debe resaltarse en los dos ejemplos an-
teriores: Primero, los limites de control que se encuentran a través de la expresién
(3.5) involucran, tanto al valor original 6, del parametro de interés, como a un
parametro adicional, a saber, 7, el cual puede pensarse como una medida de la dis-
persién de la media muestral Y alrededor de 6. En el Ejemplo 1, 7 es el parametro
de dispersién de la distribucién de los datos individuales X;, mientras que en el
Ejemplo 2 7 es 0//n; en este tltimo caso, 7 es la desviacién estandar de Y. Mas
atin, cuando la densidad (unimodal en cero) g(z) en (3.3) tiene varianza unitaria,
T es, invariablemente la varianza de Y. En los ejemplos anteriores se ha supuesto
tacitamente que 7T es conocido, pero en las aplicaciones 7 debe, usualmente, esti-
marse a partir de la informacién obtenida de la inspeccién de algunos grupos de
articulos. |

Segundo, por otro lado, el hecho de que los limites de control involucren a
una medida de la dispersién de Y alrededor de 8, tiene consecuencias importantes.
El proceso serd revisado cuando una de las medias Y; obtenidas al desarrollarse el
proceso productivo no pertenezca la intervalo [L, U]. La idea detras de esta norma
de actuacién es que si el parametro de interés 6 en el momento de inspeccionar
el 1—ésimo grupo de articulos continua tomando su valor original 6y, entonces el
evento Y; ¢ [L,U] tiene solamente una probabilidad «, la cual es muy pequena,

y por lo tanto ‘no es natural’ esperar que el evento Y; ¢ [L,U] sea observado.
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Sin embargo, L y U involucran al pardmetro de dispersiéon 7, y ain en el caso
de que éste sea conocido cuando se trazan las lineas de control, es posible que 7
aumente conforme avanza el proceso de producccion, lo cual repercute en que la
probabilidad del evento Y; ¢ [L, U] también se incremente, de manera que ya no sea
‘extrafo’ observarlo. Este comentario pretende enfatizar que ademéas de monitorear
el comportamiento de las medidas muestrales Y;, en la préactica es necesario realizar
un rastreo similar para valorar el comportamiento de su parametro de dispersién.

Los dos aspectos mencionados seran abordados en el Capitulo 3, donde se
considera con detalle la construccion de graficos de control para las medias y las
varianzas de las mediciones tomadas en cada uno de los grupos de articulos inspec-
cionados. La idea general es que en las aplicaciones es necesario implementar dos
graficos, uno para monitorear los cambios en el valor esperado de la caracteristica
de interés 6, y otro para rastrear las alteraciones en la variabilidad de los datos

observados.
Probabilidad de un Punto Fuera de Control

Los limites de control en el Teorema 3.1 se determinan suponiendo un
modelo de localizacién—escala particular para las medias muestrales Y;. Suponga
que la densidad g(z) en (3.3) tiene varianza unitaria, de manera que el parametro
T en esa igualdad es la varianza de Y, la media muestral de los n datos obtenidos
de un grupo de articulos inspeccionados. Los limites de control son L = 6 —
koo y U = 69 + kqoja7, los cuales satisfacen Py,[Y; ¢ [L,U]] = « para cada i,
siempre y cuando el modelo (3.3) sea correcto; recuerde que k,/; es el percentil
superior de orden «/2 de la densidad g(z). En esta seccién se considera el siguiente
problema: ;Qué puede decirse acerca de Py, [Y; ¢ [L, U]] cuando el modelo (3.3) no
es correcto? Una pregunta similar ha sido abordada en (Schilling y Nelson, 1976),
donde se investiga el comportamiento de los limites de control cuando la hipétesis

de normalidad de las observaciones no se satisface.
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Para plantear la pregunta anterior de manera formal, suponga que los

limites de control L y U son de la forma
L=26y—kr, U=6y+kr, (5.1)

donde

r=+/Var[Y] (5.2)

es la varianza de Y. Con esta notacion, el propodsito de sta seccién puede expresarse

de la siguiente manera:
Determinar una cota superior para Py [Y ¢ [L, M]].

Desde luego, hay una herramienta clasica que permite abordar esa cuestién, a
saber, la desigualdad de Tchebychev: Si ¢ > 0, entonces, para cualquier variable

aleatoria Y con E[Y] = 6y,

Var[Y]

)
c?

P[IY—B()I >C] <

(5.3)
vea, por ejemplo, (Mood et. al., 1985), o (Dudewicz y Mishra, 1988). Observe que
Y¢[LM < |Y -8 > kr, (5.4)

de manera que

Pyo[Y ¢ [L, M]] = Py, [|Y — bo| > k]
y utilizando (5.2) y (5.3) con ¢ = k7 se desprende que

Py, [Y ¢ [L, M]] < Elg; (5.5)

note que esta desigualdad es valida sin importar la forma especifica de la dis-
tribucién de Y, por lo que es de naturaleza no paramétrica. Por ejemplo, cuando
k = 3, (5.5) establece que Py [Y ¢ [L,M]] < 1/3% = 1/9, de manera que, si 6

no cambia (y la varianza de ¥ permanece inalterada), entonces puede asegurarse



29

que a lo mas en uno de cada nueve ocasiones se observara un punto Y fuera de
control y se inspeccionara innecesariamente el proceso productivo. Esta cifra debe
compararse con la obtenida en el Ejemplo 2 de la seccién anterior, en donde se ob-
tuvo que bajo la condicién de normalidad de las observaciones X;, la probabilidad
de observar un punto fuera de los limites de control cuando k =3 y 8 y 7 no se
alteran, es s6lo 1/370. Esto muestra que la cota (5.2) puede ser bastante holgada
en casos especificos. El siguiente teorema proporciona condiciones bajo las cuales

la cota en (5.5) puede mejorarse.

Teorema 5.1.[Teorema de Camp—Meidel (Duncan, 1989)).] Suponga que la den-
sidad fy de la variable aleatoria Y es unimodal en 6, (vea la Definicién 3.1), y que

Y tiene segundo momento finto. En este caso, para cada ¢ > 0,

PllY — 6y > ] < (5.7)

La demostracién de este Teorema se omite, pues se establecera un resultado
mas general en el Teorema 5.2 que se presenta mas adelante. Observe que las
hipétesis en el Teorema 5.1 permiten aumentar el denominador en la extrema
derecha de la desigualdad de Tchebichev en (5.3); en efecto, el denominador en
la desigualdad de Camp-Meidel es 2.25¢%, mientras que en (5.3) es sélamente c?.
Cuando la densidad de las medias muestrales es unimodal en el valor original 6,
del pardmetro de interés, y los limites de control son como en (5.1) y (5.2), la

desigualdad de Camp—-Meidel permite concluir que

Po[¥ ¢ [L,U]] = Pay[¥ — 6] > br] < o) _ 1

= 2.25k272  2.25k2 (56)

Aplicando esta desigualdad a los limites de control en (5.2), con k = 3 se sigue que

1

1
PoolV € IL,UIl < 55555 = 20,257

de manera que cuando la media y varianza de Y no cambian, se puede asegurar que

el evento [Y ¢ [L, U]] sera observado sélo en una de cada 20 inspecciones, cifra que
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debe ser comparada con la obtenida a partir de la desigualdad de Tchevychev—una
de cada nueve inspecciones. Por supuesto, la disminucién en la cota para Py, [Y ¢
[L,U]] es posible por la imposicién de condiciones adicionales en el Teorema de
Camp—Meidel, a saber, la unimodalidad de la densidad de Y con respecto a su
media 6,. El siguiente resultado, el cual es la principal contribucién técnica que
se realiza en este capitulo, generaliza el Teorema 5.1, en el sentido de que muestra

que bajo condiciones mas débiles sobre la densidad de Y, es atn posible seguir

obteniendo la desigualdad (5.7).

Teorema 5.2. Sea Y una variable aleatoria con media 6y y suponga que su

densidad f(y) satisface la siguiente condicion:

y— f(6o+y)+ f(6o —y), decrece en [0,00). (5.8)

En este caso, para cada b > 0,

PllY — 6| 28] <

En este teorema se ha relajado la condicién de unimodalidad de fy im-
poniendo la condicién menos restrictiva en (5.8). El argumento que se utiliza para
demostrar este resultado depende de la aplicacion de la desigualdad de Jensen,
reultado que permite comparar los efectos de intercambiar la aplicacién de una

funcién y del operador de valor esperado.

Lema 5.1. [Desigualdad de Jensen.| Sea G(z) una funcién convexa. Si Y es una

variable aleatoria que asume valores en el domino de G, entonces

E[G(Y)] > G(E[Y]).

Una demostracién de este resultado puede encontrarse, por ejemplo, en (Mood et.

al., 1985), (Dudwicz y Mishra, 1988), o en (Ash, 1975).
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Observacion 5.1. La utilidad del Lema 5.1 depende de la habilidad para detectar
la convexidad de una funcién G(-). Una condicién suficiente para que G(z) sea

una funcién convexa es que su derivada G'(z) sea creciente en su dominio.

Demostracion del Teorema 5.2. Como punto de partida, observe que

Var[Y] = /—00 (z —60)*f(z)dz

- [ vfw+ond

— 00

donde la segunda igualdad se obtuvo realizando el cambio de variable y = = — 6.

Descomponiendo la segunda integral sobre los dos semiejes, se desprende que

0 oo
Var[Y]z/ y2f(y+90)dy+/0 yzf(y+90)dy

-0

:/ooz2f(90"Z)d2+/ooy2f(y+90)dy

0 0

=/ y2f(00—y)dy+/ y* f(y +60) dy
0 0

donde la segunda igualdad se obtuvo a través del cambio de variable z = —y, y

para tercera igualdad se cambid la variable de integraciéon z por y. Note ahora que

y? = [ 2w dw, de manera que

(o ]

Var[Y]=/0°°y2f(90—y)dy+/0 v f(y + 6o) dy
= [ -0 + s+ 8] dy
=/0°°/0y2wdw[f(90—y)+f(y+00)] dy
= [ [ 2wl =) + 5ty + to) vy

A continuacién desarrolle la iltima integral doble efectuando primero la integracion

respecto a y, obteniendo

Var[Y]://0< _ 2wlf(80 = y) + £y + )] dy o

=/ooo 2w U £ (B — v) + £y + 80)) dy| duw (5.9)

w

= /000 2wG(w) dw
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donde
6(w) = [ Tl —v) + fy + )l dy, w > 0. (5.10)

w .

En este punto es interesante observar que, debido a que f(-) es la densidad de Y,
PllY — 6| > w] = G(w), w >0. (5.11)

Ademas, a partir de (5.10) se desprende que G'(w) = —[f(6o —w)+ f(w+
6y)] para w > 0, y entonces la hipdtesis (5.8) implica que G'(w) es una funcién

creciente en (0, 00), de donde se concluye que
G(w) es una funcién convexa en (0, 00); (5.12)

vea la Observacién 5.1. A continuacién note que para cada nimero ¢ > 0, (5.9)

implica :
Viz[yl = l/ 2wG(w) dw
g c
. ° . (5.13)
> z . 2wG(w) dw
Considere ahora una variable aleatoria V cuya densidad estd dada por
2w
fv(w) = 'E{I(O,C)(w)a
de manera que
€2 2 €2
E[V] = / Hwdw=%, y EGV)]= / 2% (1) i (5.14)
0 o C

Var [Y]
=

Combinando estas relaciones con (5.13) se obtiene > E[G(V)], y entonces,
la convexidad de G(-) establecida en (5.12) y la desigualdad de Jensen en el Lema
5.1 implican que

Va;[Y] 2 B[G(V)] 2 G(E[V]) = G <%) '

3
Combinando la dltima desigualdad con (5.11) se obtiene

Var [Y]
o2

2
2P|V -2 %),
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y aplicando esta desigualdad con ¢ = 3b/2 se arriba a

Var[Y]  Var[Y]
22562 (3b/2)2 > P[lY — 60| 2 8],

estableciendo la conclusién deseada. O
Inferencia Estadistica y Graficos de Control

En general, un método de inferencia es un procedimiento que permite
tomar decisiones a partir de datos aleatorios. Los graficos de control introducidos
en la Seccién 2 permiten al observador decidir entre las alternativas de que 6
conserva su valor original, o bien que el valor del parametro se ha alterado. El
objetivo de esta seccion es relacionar la aplicaciéon de un grafico de control con
las técnicas de inferencia mas difundidas, esto es, la construccién de intervalos de
confianza y de pruebas de hipdtesis.

La discusion que sigue se desarrolla bajo las premisas del Teorema 3.1, es
decir, se supone que las medias muestrales Y de los datos obtenidos al inspeccionar

los grupos de articulos de tamafio n, tienen densidad dada por

fwie) = 1o (222) (61)

donde g(z) es una densidad unimodal en cero, y 7 > 0 es un nimero positivo dado.

Cuando 6, es el valor inicial del parametro relevante, los limites de control estan

dados por
L= 90 - ka/2T, 7 = 90 + ka/ZTa (62)

donde 1 — « es el nivel de inclusién, y k), es el percentil superior de la densidad
g(-) de orden a/2; vea la Definicién 3.1. Bajo estas condiciones, el supervisor toma

decisiones de acuerdo a la siguiente regla de paro:

RP, : (a) Cuando la i—ésima media muestral satisface Y; € [L,U], entonces el
pardmtero de interés 6 conserva su valor inicial 6, y el proceso de produccién no

se revisa;
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(b) Cuando Y; ¢ [L, U] el ingeniero de control declara que el parametro de interés ya
no conserva su valor inicial y el proceso productivo debe revisarse para determinar
las causas de dicha alteracién.

Para relacionar esta regla de actuacién con otro métodos de inferencia,
considere el problema de construir un intervalo de confianza para 6. Con esta
finalidad, note que a partir de la expresién (6.1) para la densidad de una media
muestral Y se obtiene, via la férmula del cambio de variable, que

Y -0

T

tiene densidad g¢(z),

, y-o es una cantidad pivote (Mood et. al., 1985). Por lo tanto,
=

l.e.

Y -9 kas2
Pa _ka/2 < < ka/Z] = / g(.’lf) =1- (6
¥ _ka/Z

Puesto que —kq/2 < (Y = 6)/7 < kqj2 equivale a Y — ko7 < 0 <Y + koyo7 se

obtiene que
Py [Y —kojpm<O0<Y + ka/27'] =1-a, para todo 8

de manera que

Y - ka/zT < 6 < Y + ka/2'r (63)

es un intervalo de confianza para 6 con nivel 1 — a. Es claro que este intervalo
consiste de todos los puntos cuya distancia a la media observada Y no excede
a Tkq/z. Utilizando este hecho la regla de actuacién del supervisor puede ser
interpretada de la siguiente forma: Note que la inclusién Y € [L,U] = [6p —

kay2T,00 + koj27] equivale a |Y — 6y| < ky/27, de manera que

el supervisor declara que el valor actual de 6 coincide con el valor
original 6y, y consecuentemente no revisa el proceso productivo,
cuando la distancia de 6y a Y no excede a k, /27, esto es, cuando

6o pertenece al intervalo de confianza para 6 dado en (6.3).
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Por otrolado, Y ¢ [L,U] = [§o—kq/2T,00+kq/27] es equivalente a [Y —6g| > kqy/oT,
desiguladad que ocurre sélo en el caso de que 6y no esté contenido en el intervalo

de confianza (6.3). Por lo tanto,

el supervisor declara que el valor actual de # no coincide con el
valor original 6y, y consecuentemente revisa el proceso productivo,

cuando 6y no pertenece al intervalo de confianza para 6 dado en

(6.3).

Estas observaciones ponen de manifiesto que la regla de decisién adoptada por
el supervisor en base a un grafico de control puede expresarse equivalentemente
usando la técnica de intervalos de confianza. Sin embargo, es oportuno mencionar
que un grafico de control es un medio visual simple que permite a todos los in-
volucrados en el proceso productivo, ain a aquellos sin conocimientos técnicos,
involucrarse en la evolucién de la caracteristica de interés; la simplicidad es uno de

los atributos que han contribuido a la amplia utilizacién de los graficos de control.

Observacién 6.1. Considere la hipétesis Hy: 6 = 6y, y su alternativa Hi: 0 # 6.
En estas condiciones, se sabe que no existe en general, una prueba mas potente que
permita discriminar entre Hy y H;. Sin embargo, entre las pruebas cuya funcion
critica depende sélo de |Y — 6|, la siguiente es uniformemente més potente con

nivel de significancia a (Lehmman, 1991):
Rechace Hy siy sdlosi |Y — 6| > kyjaT (6.4)

Puesto que la desigualdad [Y — 6y| > k,/o7 ocurre exactamente cuando Y ¢
[L,U] = [6p —koy2T, 60 — ko /27], la regla de actuacion RP, descrita anteriormente
puede puede interpretarse de la siguiente forma: .Cada ocasién que una media
muestral Y es observada, el supervisor que toma la decisién de declarar que 8 = 6

0 0 # 6y, esta probando la hipétesis Hy de acuerdo al procedimiento descrito en

(6.4).
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La discusién de esta seccién pone de manifiesto que la utilizacién de un
grafico de control es una implementacion visual de un procedimiento de prueba de

hipétesis o de intervalos de confianza.
Caracterizacion Alternativa de los Limites de Control

El propésito de esta seccidn es proporcionar una caracterizacién alternativa
de los limites de control que se obtuvieron en el Teorema 3.1. Como ya se ha
sefialado, los limites de control con un nivel de inclusién dado pueden seleccionarse
en infinidad de formas; sin embargo, la especificaciéon de los mismos dada en la
ecuacién (3.5) es la tnica que satisface el siguiente requerimiento: la probabilidad
de revisar el proceso productivo se minimiza cuando el parametro de interés asume
su valor original—vea el Teorema 3.1, particularmente la expresién (3.6). En esta
seccién se estudia la amplitud de la zona (de aceptacién) A, buscando seleccionar
los limites de control L y U de manera que su separacion sea minima. El resultado
que en esta direccién se obtiene estd conenido en el Teorema 7.1 enunciado a
continuacidn, el cual establece que, cuando la distribucién de las medias muestrales
es unimodal, los limites de control en (3.5) son aquellos que minimizan la amplitud

de la zona de aceptacion A.
Teorema 7.1. Suponga que la densidad de las medias Y; es de la forma
1 [z—-86
o) = 1a (222).

donde g(z) es una densidad unimodal en cero, y 7 > 0 es un nimero positivo dado.

Si u y £ son dos nimeros tales que u > £y

Pg,[Yi € [u,£f]] =1 —a, (7.1)

entonces,

u—€0>U—-L,
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donde U y L estan dados en (3.5)

Note que la igualdad (7.1) significa que £ y u podrian ser utilizados para
construir un grafico de control para el valor 6y del pardmetro de interés con nivel
de inclusién 1 — «. En ese caso la amplitud de la zona (de aceptacién) A seria
u — £, la cual, de acuerdo al Teorema 7.1, seria mayor o igual a U — L. Luego, la
conclusién del teorema es que la amplitud de la region A se minimza seleccionado

los limites de control como en (3.5).

Demostracién del Teorema 7.1. Como punto de partida, considere el siguiente

problema de optimizacioén:

Minimizar: u —¢
| (7.2)
Sujeto a: Py, [Y; € [u,f]] =1 — a.

para establecer el teorema es claramente suficiente demostrar que la pareja (U, L)
es una solucién a este problema, conclusion a la que se arribara usando la técnica

de multiplicadores de Lagrange presentada en (Fulks, 1981) y (Graybill, 1985). De

acuerdo a este método, las soluciones de (7.2) se determinan resolviendo el sistema

O(u —¥) _ A@Pgo [Y; € [u, 4]

Ou Ou
Ou—£) _ ,0PgY: € [u, 4] (7.3)
e ol

POo[Yi = [u,ﬁ” =1-aq,

donde A € R es el multiplicador de Lagrange.
Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario encontrar las derivadas

parciales a la derecha de (7.3). Con este fin note que

Pltieludl = [ faitde [ To(222) o,

T

de tal forma que

OPy[Yi € [u,f)] & ”lg<£”‘_"°> ! (“_0"),

Ou S Ou ), T T
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OPElnl) 0 [T, (20, L, (10
o o, 77 T TETIIU '

Luego, el sistema (7.3) equivale a
1= 2, (“ — 90)
T T

_12_29 (5“90) (7.4)

N
/ lg(w_go)cla:=1—-a
¢ T T

A continuacién se mostrard que una solucién de (7.4) necesariamente satisface

u—l—f_
T

0. (7.4)

Para demostrar esta afirmacién, note que A # 0 pues de otra forma la igualdad

1 =(\/7)g9((u—69)/T) no puede ocurrir, y entonces las dos primera ecuaciones en

g(u—ro(,):g(e—roo)' (7.5)

Considere ahora los siguientes casos:

(7.4) implican que

Caso 1: u — 8y y £ — 0y tienen el mismo signo. Para fijar ideas, suponga que
ambos niimeros son positivos. En esta situacién, la monotonicidad de g(-) en el
eje positivo y (7.5) implican que (u — 8y)/7 = (£ — 6y)/7, de donde se desprende
que u = £, igualdad que es incompatible con la tercera igualdad en (7.4). Esta

contradiccién muestra que no es posible que u — 6y y £ — 6, tengan el mismo signo.

Caso 2: u — 6y y £ — 6, tienen signo contrario. En esta situacion, debe tenerse

que u —6y >0y L —6p <0, pues u > £; luego, £ — 6y = —|¢ — G| y la simetria de

(52) 0 (5) s (552

igualdad que combinada con (7.5) conduce a

o(557)=o(57).

g(z) implica que
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La monotonicidad estricta de g(-) en el semieje positivo tiene como consecuencia
que g sea 1-1 en (0,00), de manera que a partir de la ecuacién precedente se
desprende que

u—-90 _ |€—90| __6—90

- )

T T T
de donde se concluye que u—6y = —(£—6,), y entonces (7.4) se sigue de inmediato.
Después de demostrar que 6y es el punto medio del intervalo [u, £], note que a partir

de (7.4) se desprende que u y £ son de la forma
u = 00 ~+ kT, £ = 60 - kT, (76)
de manera que la tercera igualdad en (7.4) puede escribirse como

00+k1’ 1 _6
/ —g (:c 0) dr =1-«
o—kr T T

y aplicando el cambio de variable z = (z — )/ se obtiene

/k g(z)de=1—-a

—k

ecuacion que equivale a

/—kg(x)d:c + /:og(x)dx = ¢r.

—00
Apelando de nueva cuenta a la simetria de la densidad g¢(-), se concluye que

(67

2 o0
2/ g(z)dxr = a, y entonces / g(z)dz = 5;
¥ k

comparando que esta igualdad con (3.4) se concluye que k es el percentil superior

de orden a/2 de la densidad g, i.e., k = kq/2, de manera que (7.6) implica
u=90+ka/27', £=90-—ka/27,

y entonces los valores de u y £ que resuelven el problema (7.2) son precisamente U

y L dados en (3.5). O

&%

%
| Y

s
£ % ¢

== ]
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Conclusion

En este capitulo se ha presentado la idea basica en el 4rea de control
estadistico de calidad, a saber, la nocién de grafico de control. Ademas de describir
el procedimiento de construccion, se demostrd en la Seccién 3 que bajo el supuesto
de unimodalidad de la densidad de las medias muestrales, los limites de control en
el procedimiento basico deben seleccionarse de manera que el centro del intervalo
[L,U] sea el valor inicial del pardmetro de interés; al proceder de esta forma se
garantiza que la probabilidad de que el proceso sea revisado sin haber razén para
ello se minimice cuando el parametro no ha cambiado su valor, mientras que en la
Seccién 7 se probd que dicha eleccién de los limites de control también logra que
la amplitud de la zona de aceptacién del grafico sea lo menor posible, mientras
que la discusion presentada en la Seccién 6 ubica a los gréaficos de control como
un medio visual que permite probar la hipdtesis de que el parametro de interés no
ha cambiado al transcurrir el proceso de produccién. Por otro lado, este capitulo
también consideré el problema de obtener cotas no paramétricas para la probabi-
lidad de que un punto muestral se ubique fuera de los limites de control a pesar de
que el parametro de interés conserve su valor original; la principal contribuciéon en
esta direccion se ubica en el Teorema 5.2, en el cual se establece la desigualdad de
Camp-Meidel bajo condiciones sobre la densidad subyacente que son mas débiles

que la unimodalidad.



GRAFICOS DE CONTROL EN LAS APLICACIONES

En este capitulo se considera la implementaciéon de la idea de grafico de
control en una situacién practica. Entre los temas que se abordan destaca la
estimacién 6ptima de los limites de control para la media del rasgo relevante, y
la forma en que dichos limites se aproximan utilizando rangos de muestras piloto.
Ademas, se estudia el efecto que el uso de estimaciones tiene sobre la probabilidad
real de declarar erréneamente que el proceso se encuentra fuera de control, y se
relacionan las especificaciones sobre el producto con los limites de control a través

de la nocién de capacidad del proceso.
Introduccion

El tema de este capitulo es la implementacion practica de los graficos de
control. Debido a que los valores iniciales de la media y desviacién estandar del
rasgo de interés no se conocen, la exposicién incluye un tratamiento riguroso del

. L4 ’ . 4 ’ -
problema de estimacién 6ptima de estos parametros, asi como de las consecuencias
que el uso de estimaciones tiene sobre la probabilidad de rechazar incorrectamente
la hipétesis de control estadistico, prestando especial atencién al problema de de-

)
terminar el efecto que el proceso de estimacion tiene sobre la probabilidad de un
error tipo I. La presentacion incluye una presentacion del método clasico de esti-

macién en base a rangos, el cual, debido a su sencillez, es ampliamente utilizado.

La exposicién ha sido organizada de la siguiente manera: En la Seccién 1

se establece el marco basico de trabajo, puntualizando la necesidad de determinar
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los limites de control utilizando el valor original de la desviacién estandar del rasgo
relevante, y abandonando la hipdtesis de que dicho parametro es constante. La
Seccién 3 trata sobre el problema de estimacién 6ptima de los limites de control
para la media, mientras que en la Seccidn 4 se estudia el problema de estimar la
probabilidad real de un rechazo incorrecto del la hipdteis de control estadistico.
Las Secciones 5 y 6 presentan el método clasico de estimacion de limites de control
con base en rangos de muestras piloto, y en la Seccion 7 se introduce la idea de
capacidad del proceso como un vehiculo para relacionar las especificaciones sobre
el producto con la idea de control estadistico. FInalmente, el capitulo concluye

con algunos comentarios breves en la Seccion 8.
Limites de Control Para la Media

Con el proposito de monitorear los rasgos relevantes de los productos fi-

nales, en la linea de produccién se implementa el siguiente esquema de muestreo:

Conforme el proceso productivo transcurre, se extraen grupos de n articulos fi-
nales; el valor de n es hasta cierto punto arbitrario, pero es costumbre seleccionar
un valor ‘pequetio’, por ejemplo n = 4 o n = 5, especialmente en el caso en que las
mediciones realizadas involucren un proceso destructivo. En cada uno de los pro-
ductos elegidos se mide €l valor real de la caracteristica de interés, y posteriormente

se calcula la media muestral de los datos obtenidos.

En el desarrollo del capitulo, se supone que las n observaciones que se
obtienen al revisar cada grupo son variables aleatorias X, Xs,...,X, con dis-
tribucién N (,u,az), de manera que u es el valor esperado del rasgo relevante, y
o es su desviacion estandar. La media de estas observaciones, denotada por Y,

satisface la relacion

e+ X, 2
Y=X1+X2+ + N./\f(,u,z—). 2.1)
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Al inspeccionar los productos finales a intervalos regulares, por ejemplo cada hora
o al inicio de cada turno, se obtienen cantidades aleatorias Y;,Y5,. .., donde Y; es
el promedio de los datos obtenidos del i—ésimo grupo, y se tiene el proposito de
utilizar la sucesion observada de medias muestrales para decidir si su distribucién
no se altera al transcurrir el tiempo, propiedad que de acuerdo a (2.1) es equivalente
a que p y o conserven su valor original; como fue sefialado en el Capitulo 2, la
técnica de los graficos de control ha sido especialmente disefiada para alcanzar este
objetivo. En esta seccion se consideran aspectos practicos de la contruccion de un
grafico para el pardmetro de interés 8 = u, los cuales estan relacionados con la
determinacién de los limites de control L y U.

Como punto de partida, observe que la ecuacién (2.1) implica que la den-

sidad de cada media muestral ¥ es -l—g (x — #), donde
T

T

glz) = :/—12_;6_32/2, y r=-"2. (2.2)
Luego, la densidad g(z) es normal estandar, la cual tiene la propiedad de ser
unimodal en cero y entonces, aplicando el Teorema 3.1, los limites de control son
Ho £ 2427, donde po es el valor inical de p, y 24/2 €s el percentil superior de
orden a/2 de la distribucion normal estandar. En este punto es conveniente notar
que T, la desviaciéon estandar de una media muestral, puede cambiar conforme se
desarrolla la produccién. En la construccion general del Capitulo 2 se supuso que
T era constante, pero ahora esa hipdtesis debe abandonarse. En efecto, el ingeniero
de control desea saber si la pareja (u, o) no altera su valor al transcurrir el tiempo,
y ya que T es proporcional a o, no se puede suponer que 7T es constante. Por esta
razdn, los limites deben construirse usando el valor inicial de 7, el cual se denotara

por Tp; note que

To = —= ' (2.3)

donde oq es el valor original de ¢. Con esta notacién se tiene que los limites de
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control para la media p asociados al valor original po estan dados por
L=po— 2a /270, y U=p+ Zaf270- (2.4)

Es importante notar que po y o¢ reflejan caracteristicas propias del proceso de
produccion en el momento inical, y que la intencién principal es utilizar el grafico
de control con limites dados en (2.4) para detectar, conforme el proceso transcurre,
desviaciones de la media y la desviacién estandar de la caracteristica de interés
respecto a sus valores iniciales. Dedido a que en las aplicaciones no se conocen los
valores de pg y 09, estas cantidades deben estimafse, aspecto que se considera a

continuacion.
Estimacion Optima de los Limites de Control

Para estimar los valores originales de la media y la desviacién estandar, es
necesario disponer de mediciones realizadas sobre productos fabricados mientras
el proceso mantiene sus condiciones iniciales. Con esta finalidad, se seleccionan
K grupos que consisten de n articulos, los cuales se consideran como las muestras
piloto a partir de las cuales se estimaran po y 0¢9. Para: = 1,2,..., Ky j =
1,2,...,n, denote mediate X]': al valor del rasgo de interés obtenido a partir de la

J—ésima observacién en el :—ésimo grupo. En este caso, se tiene que
X} ~ N(,uo,a(z,) para todo 1, j. (3.1)

Bajo la condicién natural de independencia de las variables X}, los estimadores
insesgados de varianza uniformemente minima para po y 02 son

K n i K n i ~
s Zi:l Zj:l Xj D i=1 Zj:l(Xj _”0)2.
a nK ’ nK —1 ’

(3.2)

2 _
Sop =

vea, por ejemplo, (Mood et. al, 1985), (Dudewicz y Mishra, 1988), o (Gray-

bill, 1985). Sin embargo, las igualdades (2.4) para los limites de control involu-
0o

%’

cran a Ty = asi que es necesario determinar un estimador insesgado de este
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parametro. Para alcanzar este objetivo es suficiente encontrar tal estimador para
69 de 0y, y como primer paso en esta direcciéon note que, debibo a la convexidad
estricta de la funcién z — z2, la desigualdad de Jensen establecida en el Lema

2.5.1 implica
o5 = E[S5] > (Elsd])’,

y entonces gy > El[sg], de tal forma que un estimador insesgado de oy no puede
obtenerse simplemente tomando la raiz cuadrada de s2. El siguiente teorema
muestra que multiplicando a sy por una constante adecuada es posible obtener

un estimador insesgado de oy.

Teorema 3.1 (i) Suponga que W es una variable aleatoria con distribucién ji-

cuadrada con m grados de libertad, i.e., W ~ x2,. En este caso,

2T (241)

YW =5 g)

(7t) Para cada entero positivo m defina

(2rre T

Con esta notacién se tiene que

Consecuentemente,
(727) Los estimadores insesgados de varianza uniformemente minima de oo y 7o son

2 J’n,K—l a-0 (3 4)

60 = Jnk—-150, y To = \/r—z S = %

Demostracién. (i) Suponga que W ~ x2 | de tal forma que la densidad de W es

1

m/2—1_—w/2
———-—————-—2m/2r (%) w € I(O,oo)(w)-

fw(w) =
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En este caso, el valor esperado de vW se calcula como sigue:
ElVvW] = / Vw fw(w) dw
R

*° 1
= m/2-1_—w/2
/0 \/52"‘/211 (%)w e dw

— 1 = 1/2, m/2—-1_—w/2
= omfeT (%) /0 w“w € c.lw
1 o0
- - (m+4+1)/2-1_—w/2 d
Sm/IT (_722)/0 w e w
_ 9(m+1)/2 (m2;t1) /oo 1 D2 w2 g
AT (5) o TR (o)
21/21-\ (m2j:1) %) 1
— (m+1)/2-1 _—w/2
ORI R

y utilizando que la funcién dentro de la tltima integral es la densidad x?2, 41, S€
21/2F (mil )

desprende que E[VW] = Tm;, estableciendo la conclusién deseada.
2
> (nK —1)sj 2 :
(i1) Observe que W = T "~ Xnk-1 (Graybill, 1985; Anderson, 1989).
0

Aplicando el resultado obtenido en la parte (¢) con
m=nK -1

se desprende la igualdad

E[ (nK—21)sg] _2lr(m)
r(s)

(o 2

y entonces
91/2T (m+1 o
( 5 )aoz—o- con m=nK —1.

W () " T

(727) Como consecuencia de la parte (i2) se tiene que

E[so] =

0o

E[60] = E[Jnk-150] = Jnk-1E[s0) = Jnk-1

=0y,
JnK——l
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lo cual muestra que 6o y 7 son estimadores insesgados de o¢ y 7o, respectivamente.
Para concluir, note que la propiedad distribucional en (3.1) conjuntamente con la
independencia de las variables X ]' implican que el estadistico (fig, sZ) es suficiente
y completo; puesto que &y y 7o son funciones de s, se concluye que entre todos
los estimadores insesgados de oy y 79, los estadisticos G0 y To tienen varianza

uniformemente minima (Mood et. al. , 1985; Dudewicz y Mishra, 1988). a

Utilizando el teorema precedente, se obtiene de inmediato el siguiente

resultado sobre la estimacién 6ptima de los limites de control en (2.4).

Corolario 3.1. Los estimadores insesgados con varianza uniformemente minima

para los limites de control L y U en (2.4) estan dados por

A A~

LZﬁO-ZQ/Z%Ov y U :ﬂo +za/2720,
donde fip y 7o estan dados en (3.2) y (3.4), respectivamente.

Para construir el grafico de control asociado al valor inicial de la media u
se trazan lineas horizontales a través de los puntos (0,L) y (0,U). Desde luego,
lo ideal seria construir el grafico utilizando los valores verdaderos de L y U, pero
esto no es posible porque no se conocen los valores iniciales de la media y la
desviacion estandar del rasgo de interés. Sin embargo, al proceder de esta manera
algo importante se altera, a saber, la probabilidad de rechazar incorrectamente la
hipétesis de que el proceso se encuentra bajo control estadistico. Para entender
esta idea , suponga que ya se han trazado las lineas de control utilizando Ly U,y
que el proceso productivo continua, de manera que aespués del momento inicial se
seleccionan n articulos, se determina la caracteristica de interés en cada producto
y se calcula la media Y de las n observaciones obtenidas. Cuando los parametros
Ko ¥ 0o no han alterado su valor, se tiene que P[Y ¢ [L,U]] = «, de manera que
la probabilidad nominal de declarar incorrectamente que el proceso productivo se
encuentra fuera de control es «; sin embargo, como las lineas de control se trazan

a través de L y U, la decisién de declarar al proceso como fuera de control se



48

toma cuando Y ¢ [f}, U ], cuya probabilidad difiere, en general, del valor a. Una
pregunta interesante e importante consiste en determinar el valor de P[Y ¢ (L, 0]],

problema que se aborda en la siguiente seccidn.
La Probabilidad de un Punto Fuera de Control

Sean X, X,,...X, los valores de la caracteristica de interés que fueron
observados en n objetos selecionados después de trazar las lineas de control, de
manera que las variables X; son independientes de las muestras piloto. Suponga
que X1, Xs,...,X, conforman una muestra de la distribucién normal y que los val-
ores de p y o no se han alterado, esto es, las X; son independientes e idénticamente

distribuidas con distribucién comin N (po,0?). En este caso, la media muestral
X+ X+ +X

n

n .
satisface

Y =

Y ~ N (o, 02) ~ N (o, 22) = N (ho, 73); (4.1)

vea (2.3). El proceso serd (incorrectamente) declarado fuera de control cuando
Y ¢ [L,U], y el propésito de esta seccién es estimar la probabilidad de dicho

evento. Con este objetivo, observe primero que

Y¢[LU] < Y ¢ [0 — ToZa/2, flo + ToZa/2]

Y - (42)
<> —“—-"’-I = ”Ol > Za/2
0

En el siguiente resultado se determina la distribucién del estadistico (Y —
fio)/7o-

Teorema 4.1. (i) Bajo la condicién de que p = po y 0% = 02, la distribucién del

A

7

0 : .
estd determinada por

1INy -2
Jnk -1 (1 + —) - £ tnk—1;

cociente
To

K To

donde t, denota la distribucién ¢ con r grados de libertad, y J,x—; es como en

(3.3). Consecuentemente,
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(7¢) La probabilidad de declarar incorrectamente que el proceso no estd operando

bajo control estadistico es

P [IY'_TM’_' >2a/2] —P
7o

1\
IT| > Jnk-1 (1 -+ E) Za/zl )

donde T ~ tpK—1.
Demostracién. (:) Combinando (3.1) y (3.2) se obtiene que

2 2
~ 9 ) _ To .
fio N(uo, nK) N(/Lo, K),

vea (2.3). Utilizando la independencia de Y y las muestras piloto, esta relacién y

(4.1) implican que Y — fig ~ N (0,7¢ (1 + %)), ¥ entonces

INTLY =
(1 + 76) —~ N (0,1). (4.3)

Por otro lado, observe que la independencia de Y y las muestras piloto, implica

que Y es independiente de (jig, s2); puesto que la varianza y la media muestrales

obtenidas de una muestra de la distribucién normal son independientes, se de-
(nK —1)sg 2

sprende que Y — fig es independiente de sf; recordando que ~———— ~ x5 x_1,
o
0

(4.3) implica que

1 R —1 .
(1 ; %) (¥ = oo _ (1 ' %) Sl ") L
S070 \/(nK —1)s3/o2

nK -1
Jnk— R~
utilizando (2.3) y (3.4) se desprende que L vn = Vi Tnk-1 . =Ly
S07o So Jnk-150 To

entonces la ultima relacion desplegada equivale a

1\7'Y =
Jnk-1 |14+ = - ~ bk —1-
K1(+K) ) K—1

(11) El proceso se declara fuera de control cuando Y ¢ [L, U], lo cual equivalea a
Y — ol

A

= > 2q/2 (vea (4.2)). Luego,
0

Py ¢ (o) = | 2Rl )

1\ 7Y = o 1\!
=P | Jnk-1 (1+E) T>Jnl{—1 1+E Zaf2
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y definiendo

1\ 'Yy — g
T = Juks (147) flo

se tiene que

Py ¢ [L,U)|=P

1 -1
ITl > Jnk—1 (1 52 'I?) Za/2jl

donde, debido a la parte (¢), T ~ tNk—1. O

El Teorema 4.1 puede utilizarse para estimar la probabilidad de declarar
incorrectamente que el proceso se encuentra fuera de control. Primero recuerde que
K es el nimero de muestras piloto, cada una de las cuales contiene n elementos.
Usualmente n se toma como cuatro o cinco, y el valor de K es veinte. En este caso,
nK — 1 asume un valor de 79 cuandon =4y K = 20, 0de 99 cuandon =5y
K = 20. De esta forma, el nimero de grados de libertad de la distribucién ¢ en el
Teorema 4.1(%2) es tal que la distribucién de T es, practicamente, normal estdndar.

En estas circunstancias,

PlY ¢ [L,U]]~ P

1\!
|Z| > JnK—l (1 + —I—(-:) 20/2}
donde Z ~ N (0,1), y entonces
. on 1\*
P[Y ¢ [L,0] ~ 2 [1 iy (JnK_l (1 + E) za,gﬂ . (4.4)

Para estimar el lado derecho de esta aproximacién, se utilizara el siguiente resultado
auxiliar.

Lemma 4.1. Conforme m tiende a oo, J,, convege a 1.

Usando este resultado, es razonable sustituir J,x_; en (4.4) por el mumero

1—@((1—{——}1?)_1,2&/2)]. (4.5)

1, para obtener

PY ¢ [L,U]] ~ 2
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Esta relacién permite tener una idea de la probabilidad real de rechazar incorrec-
tamente la hipétesis de control estadistico. Por ejemplo, suponga que a = 0.0027,

eleccién para la cual 24/ = 3. En este caso, (4.5) con K = 20 produce

PY ¢ [L,U]] ~ 2 [1 - @ ((1 +‘-2%)_1 3)J
2[1-o(Gr)]

= 2(.0021135)

= .00427

Note que la probabilidad de rechazo incorrecto de la hipétesis de control estadistico
es 0.00427, la cual es 58 por ciento mayor que la probabilidad nominal 0.0027. En
general, la probabilidad real de rechazo es mayor que la nominal, pero esto no
ocasiona problema alguno, pues a es del orden de diezmilésimos. Para concluir

esta seccién se demostrara la convergencia establecida en el Lemma 4.1.

Demostracién del Lema 4.1. El argumento depende de la férmula de Stirling;
vea, por ejemplo,(Fulks, 1981; Anderson, 1989), o (Hildebrand, 1979). De acuerdo

a este resultado

lim I'(z+1)

=1. 4.6
—00 ,/27“1:1:-{-1/26—2: ( )

Utilizando esta convergencia con z = (m — 1)/2, se obtiene

T (=)
m—]:>rloo m—1\Mm/2 _(m—
V2w (250) " e

=1, (4.7)

mientras que tomando z = (m — 2)/2 en (4.6) se desprende

lim (1;(3)/2 — =1. (4.8)
e o (252) "V etm
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Luego,

oT mtl
lim Jn = lim ﬂ ( )
m—00 m— 00 T ( )

(m—l )m/2 —(m-1)/2

2
= 1 /
ml—I»noo[ \/‘(m—z)(m —1/2 —(m-2)/2
I‘( il )/ o (m—l) p—(m=1)/2
’__/
T e

i 2 27r(m—1)m/2 —(m—1)/2
m—co |\ M /o (12 2)("' -1)/2 —(m-=2)/2
F(m+1)/\/§‘7;(m—1) m/2 —(m=1)/2
/,_____———————-
S [

. 2 B (m—1> m/2 —(m—1)/2
T m—oo \/—_(m 2>(m—1)/2 e—(m—2)/2
donde la tltima igualdad utilizé (4.7) y (4.8). Observe ahora que
2 v2r (Ln_z—'l)m/z e~ (m—D/? _ (m - 1)1/2 (m —1\"”? e~1/2. (4.10)
m Jam (mg2) "D el T\ m m—2 R
ademas,
m—1 1/2
lim <——> ~1,
m—0o0 m

— m/2 1 m/2
im { ——= — lim 1+ ——
m—oo \ ' m — 2 m— 00 m— 2

igualdad que se establece en (Hildebrand, 1979) o (Fulks, 1981). Combinando estas

x lim

m—00

(4.9)

las dos ultimas convergencias con (4.10) se concluye

. \/5‘7; (m—l)m/2 e—(m—l)/2
m—r00 f‘(m 2)("“1)/2 o—(m—2)/2

)

y enonces (4.9) implica que limm—oco Jm = 1. O
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Estimacion Cléasica de los Limites de Control

El procedimiento de estimacion de los limites de control presentado en
la Seccion 3 utiliza los estimadores insesgados de menor varianza. Sin embargo,
mientras que en las aplicaciones el pardmetro pg se estima mediante la media
muestral fig en (3.2), la desviacién estdndar inicial oy no se estima mediante &y en
(3.4), y en su lugar se emplea un procedimiento alternativo basado en los rangos

de las muestras piloto (Duncan, 1989; John, 1990). En general, dada una sucesién

(Wy,Ws,...,W,) de variables aleatorias, su rango se define mediante
Rw = Rango de (W, W;,..., W,) = max W; — {n2in W;. (5.1)
j=1,2,...,n 71=1,2,...,n

El método clasico de estimacion de oy basado en rangos consiste en tres etapas

descritas a continuacién.

Paso 1. Para cada muestra piloto, X, X% Xi ..., X!, i =1,2,..., K, calcule su
1 2)“*2» n Yty

rango R;:

Ri= max X;—- min X} (5.2)

1=1,2,...,n 71=1,2,...,n 7’

Paso 2. Calcule el promedio de los rangos R; evaluados en la etapa anterior:
1 K
R=— i 5.3

Paso 3. El estimador ¢y de oy se determina mediante

50 — —'R, (54)

donde ¢, es el valor esperado del rango de una muestra de tamano n de la dis-
tribucién normal estandar.

A continuacién se demostrara que o es un estimador insesgado de 0y.

Teorema 5.1. Considere una muestra Wy, W, ..., W, de la distribucién N (0, 1),

sea Ry el rango de esta muestra definido en (5.1), y defina

¢n = E[Rw].
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Con esta notacion,
(:) Para i =1,2,...,K, E[R;] = cno0.
(1) E[R] = cn00.
Consecuentemente,
(121) 7 en (5.4) es un estimador insesgado de oy.

Demostraciéon. Debido a que las variables aleatorias W; son una muestra de la

distribucién normal estandar, se tiene que
(o + coWi1, po + 0o Wa, -+, pio + 0o Wy,) es una muestra de M (po, ag).
Luego, para todo: =1,2,..., K,
(X1, X5, X}) L (1o + ooWi, o + 0oWa, -+, pto + 0o W)

donde ¢ £’ denota igualdad en distribucién. Por lo tanto,

R; = max X— min X’
j=1,2,.. j=1,2,..

L} _ max (MO-I—O'OW)——. min (,u0+00W)
J 1,2’ , 1,2’ )

:[#0+00.max VVi]“[HO“*'Uo,miH Wi]
= j

J=1,2,...,n =1,2,...,n

=09 | max W — min W;
J=1,2,.. j=1,2,...,n

=ooRw.
Este argumento muestra que R; tiene la misma distribucién que o¢ Ry, de donde
se desprende que los valores esperados coinciden, esto es, E[R;] = E[ooRw] =
00 E[Rw] = o¢cn, estableciendo la parte (i). A continuacién observe que E[R] =
En='3" R] = n 'Y E[R)] = n7'3Y} | cho0 = cp00, demostrando la

parte (i¢). Para concluir note que esta igualdad implica

E[E]zE[R] e
Cn

Cn
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estableciendo la conclusién deseada. O

El resultado previo muestra que o en (5.4) es un estimador insesgado de

0g. Definiendo

se tiene que T, es un estimador insesgado de 7y, y los limites de control pueden

estimarse mediante

L=jfo—Fozazy, v U=flo+T07ap. (5.6)

Estos estimadores satisfacen que E[z] =Ly E[ﬁ] = U y se utilizan para contruir
el grafico de control en las aplicaciones. Puesto que los estimadores Ly U son
los mejores, en el sentido de que su varianza es minima, es natural preguntarse
por la razén que lleva a preferir a la pareja (E,[}) sobre (L,U) para trazar el
grafico. La respuesta esta en la simplicidad: Calcular los rangos R; para muestras
pequefias como las que se utilizan en las aplicaciones (de tamafio n =4 o n = 5)
puede hacerse a simple vista, mientras que evaluar s2 en (3.2) cuando K = 20
yn = 4 on = b requiere de calculos mas complicados. Aunque esta ventaja
puede considerarse intrascendente en la época actual, en la que practicamente
cualquier calculadora de bolsillo puede utilizarse para evaluar og, la simplicidad
es aiun un factor de importancia, pue se trata de que que el grafico de control sea
un instrumento que esté ‘al alcance’ de todos los participantes en el proceso de
produccién, y la sencillez de los procedimientos utilizados es un catalizador de la
participacién de todo el personal en el cuidado del control estadistico del proceso
productivo.

Por otro lado, aunque el célculo de &, es mucho méas simple que el de s2, se
requiere conocer la constante ¢, en (5.4). Aunque existen tablas de dichos valores
para diversos valores de n, es interesante describir un método computacional para

determinar esas constantes, tema que se aborda a continuacién.
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Teorema 5.2. La constante ¢, en (5.4) estd dada por
By = 2/ nzp(z)®(z)" ! de,
R :

donde ¢(z) es la densidad normal estdndar y ®(z) es la correspondiente funcién

de distribucién.

Demostracién. Como en el enunciado del Teorema 5.1, sea Wy, W,, ..., W, una

muestra de N (0,1), y sea Rw el rango definido en (5.1). Siguiendo la notacién

usual, defina
Wor =, g%, W 7 Wos= mpa W (6
de manera que Rw = W(,) — W(3), y entonces

E[Rw] = E[W(n)] — E[W()]. (5.8)

Observe ahora que debido a la simetria de la distribucién normal estandar respecto

al origen, se tiene que
(Wi, Wa,..., W) = (=Wy,~Wa, ..., ~Why),

y combinando esta relacién con (5.7) se obtiene

Wy = max W;

e

argumento que muestra que W,y y —W(y) tienen la misma distribucién. Por lo

tanto, E[W(,)] = E[-W(y)], y usando (5.8) se desprende

E[Rw] = E[W(n)] — E[Wq)| = 2E[W(n)].
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Para concluir, note que la densidad de W(,,) es ny(z)®(z)" !, de tal forma que
E[Rw] =2E[Wy,)] = 2/ z[np(z)®(z)" ] da.
R

a

Aunque la férmula en el Teorema 5.2 es aparentemente simple, no puede,
en general, evaluarse en forma ‘cerrada’, esto es mediante el teorema fundamental
del del céalculo, y se requieren métodos numeéricos para calcularla. Note que la difi-
cultad para implementar un método de cémputo radica en que la funcién ®(z) no
puede puede evaluarse directamente; esta es la razén por la que se encuentra tabu-
lada extensivamente. A continuacién se establecerd una féormula de aproximacién
para ®(z) la cual es 1til para calcular la integral en el Teorema 5.2, que ademas
tiene interés por si misma. La demostracién de este resultado puede encontrarse

en (Zelen y Severo, 1979).
Teorema 5.3. Defina las constantes p y b;, 2 = 1,2,...,5 mediante
p =0,2316419, b; = 0.319381530
by = —0.356563782, by = 1.781477937
by = —1.821255978, bs = 1.330274429.

Para cada = > 0 sea

P(s) =1 - () {Z b,-w] ,

donde ¢(z) es la densidad normal estandar. En este caso, para todo = > 0,

|®(z) — P(z)| < 7.5 x 1078.

Este resultado proporciona un método poderoso para aproximar ®(z) me-

diante una funcién racional, el cual puede combinarse con cualquier método de
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integracién numeérica para calcular las constantes ¢, en (5.4); vea, por ejemplo,
(Stoer y Burlisch, 1983; Conte y Boor, 1972; Hildebrand, 1974), o (Ralston y Ra-
binowitz, 1978). Por otro lado, es conveniente mencionar que le Teorema 5.3 ha

sido utilizado en el presente trabajo para calcular las probabilidades determinadas

a través de la distribucién normal.
Control de la Desviacién Estandar

Hasta ahora se ha considerado el grafico de control para el valor esperado
de la caracteristica de interés asociado al valor inicial po. Sin embargo, como se
menciond en la Seccién 2.4, en las aplicaciones es necesario monitorear el compor-
tamiento de la desviacion estandar, y a continuacion se describe el procedimiento
clasico para determinar un grafico para este parametro.

En la implementacion del gréafico, lo que se marca al extraer una muestra
de n articulos de la linea de produccion, es el rango de los datos obtenidos a partir
de la muestra, lo cual significa que se traza un grafico para el valor esperado de
los rangos. Sin embargo, controlar el valor medio de un rango y el de la desviacién
estdndar son procesos equivalentes, pues E[R| = ¢, 0, por el Teorema 5.1(z). Para
calcular los limites de control, es necesario evaluar la varianza del rango de una

muestra arbitraria de tamano n.

Teorema 6.1. Sea X;,X,,..., X, una muestra de tamafio n de la distribucién

N (po,00), y sea R el rango de la muestra. Entonces,
Var [R] = d, 02,
donde

dy = / / (r=2)'n(n ~ Dple)e(w)[(s) - 8" dy de —

es la varianza del rango de una muestra de tamafio n de la distribucién normal

estadndar.
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de n articulos de la linea de produccién, es el rango de los datos obtenidos a partir
de la muestra, lo cual significa que se traza un grafico para el valor esperado de
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muestra arbitraria de tamartio n.

Teorema 6.1. Sea X;,X,,...,X, una muestra de tamafnio n de la distribucion

N (0, 0), ¥ sea R el rango de la muestra. Entonces,
Var [R] = d,02,
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4= [ ] (= 2)nin = D)o 8(w) - " dy e —

es la varianza del rango de una muestra de tamafio n de la distribucién normal

estandar.



59

Demostracién. Considere una muestra W, ¢ = 1,2,...,n de la distribucién
normal estandar. Como en el argumento utilizado para establecer el teorema 5.1,

se tiene que
(o + ooWi,po + ooWa, -+, o + 0oWy) es una muestra de N (,uo, ag).
Luego,

(X1,X2,-+, Xn) = (o + oo Wi, po + 0oWa, -+, po + 0o W)

4

donde ¢ =’ denota igualdad en distribucién. Por lo tanto,

R= max X;- min Xj;
1=1,2,...,n =12,...,n

L max (uo +ooWi) ~ _min (4o +0o0W2)

Jj=1,2,...,n

=1,4,...,

[,uo + 00 max Wi] — [,uo + 09 min W,]
J

=1,2,...,n 3=1,2,...,n

=00[ max W;— min Wi]

7=1,2,...,n 71=1,2,...,n

- 0'0RW

de manera que R y ogRw tienen la misma distribucién. En consecuencia
Var [R] = 02Var [Rw]| = d,03,

donde d, es la varianza de Ry, el rango de la muestra de tamafo n de la dis-
tribucién normal estdndar. Para concluir note que la densidad conjunta de la

pareja (Y, X) = (max; W;, min; W;) es
n(n — De(y)e(2)[@(y) — 2(2)]""? en la regién y > z,
de donde se desprende

E[RY] = E[(Y - X)*] = / / _nln =Dy~ 2Pewp(@)[00) ~ 8@,
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y entonces
Var [Rw] = E[R%] — (E[Rw])?
) //y>z n(n = 1)y — 2)*0(y)e(2)[®(y) — &(2)]"7* — 7,
donde ¢, = E[Rw]. D

El grafico de control para el valor esperado del rango de una muestra de

tamano n se construye como sigue:

1. Suponga primero que oy es conocida, de manera que E[R] = c¢,0( puede
determinarse de manera exacta. Por el Teorema 6.1, Var [R] = dno?, y bajo la

premisa de que la distribucién de R es aproximadamente normal, el intervalo
[enoo — 34/dnol, cnoo + 34/ dnol] (6.1)
tiene un nivel de inclusién aproximado de 1 — 0.00270 = 0,99730 para R, esto es,

Plenoo — 34/dno2 < R < cpo9 + 34/dno2] & 1 —2[1 — &(3)] = 0.999730.

El problema fundamental con el intervalo (6.1) es que oy, el valor inicial de
la desviacién estandar de la caracteristica de interés, no es conocido; sin embargo,

se tienen las muestras piloto para estimarlo.

2. El valor inicial o¢ se estima mediante 7y en (5.4), esto es,

y como estimadores de los puntos extremos del intervalo (6.1) se toman

= cp0p — 3\/_ = cp,0¢ — 300\/_

— — \/ 6.2
=R—3—\/dn=R[ d"} (62)
Cn Cn
y ~
U = ¢ 00 + 3v/dn = crog + 309 \Vdn
(6.3)

=R+3cﬁxﬁdn=§[1+3m]

Cn
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3. El grafico de control para el valor esperado del rango de muestras de tamartio n se
obtiene trazando lieas a través de los puntos (0, f;) y (0, U ), y marcando, conforme
se extraen muestras de n articulos, el valor del rango de las observaciones obtenidas.
Si una de ellas no pertenece al intervalo [Z, (7], se declara que el valor esperado
del rango de n observaciones ya no conserva su valor original, lo cual equivale a

que el valor de la desviacion estandar ya no coincide con su valor inicial oy.

El procedimiento delineado, el cual culmina en el punto 3, se basa en el
supuesto de que el rango de una muestra de una distribucién normal también estd
normalmente distribuido, aunque sea de manera aproximada. Esta premisa, desde
luego, no es correcta, de manera que el nivel de inclusién puede bajar hasta 95
por ciento (vea el Teorema 5.2), o quiza hasta niveles més bajos. Sin embargo, el
aspecto relevante es que el procedimiento operacional es simple, permitiendo que

todos los participantes tengan una participacion directa.
Las Especificaciones y Capacidad del Proceso

Hasta ahora se ha restringido la atencién al problema de monitorear el pro-
ceso productivo para asegurar que éste se desarrolle bajo condiciones estacionarias,
esto es, que los parametros iniciales pg y 0o no alteren su valor conforme transcurre
el tiempo. Sin embargo, el interés real del fabricante no es la estacionaridad del
prbceso en si misma, sino mas bien, que los articulos que produce cumplan con
las especificaciones. En realidad, la intencién detras del esfuerzo para que los
parametros iniciales no se alteren, es conservar los productos fabricados dentro
de los estdndares impuestos por el consumidor. Suponga que los demandantes de
los productos estan dispuestos a aceptar un articulo siempre que el valor de la

caracteristica de interés se ubique en el intervalo
(p* — &%, u* +6%). (7.1)

El valor u* se piensa como el nivel preferido del rasgo relevante, mientras que 6*

es la desviacién méaxima que el consumidor estd dispuesto a admitir. La idea de
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capacidad del proceso relaciona las especificaciones con el valor de los pardmetros

de interés de los productos fabricados (John (1990).

Definicién 7.1. Suponga que po y 0o son el valor esperado y la desviacién
estandar de la caracteristica de interés de los productos fabricados. En este caso,

la capacidad inferior del proceso se define mediante

of = Po—[n" =6

30'0 ’

mientras que la capacidad superior esta dada por

[6™ + 8] — po
30’0 )

CS =

El siguiente resultado se desprende de inmediato a partir de esta definicion.

Lema 7.1. Suponga que CI > r y CS > r. Entonces
po —3rog 2 p* —6%,  y  po+3rog < pt 46"

En particular, si C'S y CI son mayores o iguales a uno, entonces los limites de

control con nivel de inclusién 0.999730 se encuentran dentro del intervalo (7.1).

A partir de este lema es claro que a medida que CI y CS aumentan
su valor, el productor cumplird con las especificaciones del consumidor en mayor
medida. En la industria electronica, valores de las capacidades superior e inferior

mayores o iguales dos son comunes.
Conclusion

En este capitulo se han abordado aspectos relacionados con la imple-
mentacién practica de los graficos de control, prestando especial atencién al uso
de los rangos de las muestras piloto para estimar el valor inicial de la desviacién
estandar. El procedimiento de estimacién éptima de los limites de control para la

media se presenté en la Seccion 3.3, y se discutio el efecto de utilizar estimaciones



63

en vez de valores reales de los pardmteros para trazar el grafico. El resultado en
esta direccién estd contenido en el Teorema 4.1, en donde se demostrd que bajo
las condiciones usuales sobre las muestras piloto, la probabilidad de declarar in-
correctamente que el proceso se encuentra fuera de control puede determinarse a
través de la distribucién t. Como dicha distribucién tiene por lo menos 79 grados
de libertad en las aplicaciones, la aproximacién normal a la distribucién ¢ puede
utilizarse con seguridad, y usando este enfoque se obtuvo que las consecuencias
sobre sobre el valor real de a no son significativas. Las secciones 5 y 6 consider-
aron la construccion clasica de los gréaficos de control para la media y la desviacién
estandar en base a rangos, y en la Seccién 7 se discutié brevemente la idea de ca-
pacidad de proceso, mostrando que si el valor de las capacidades superior e inferior
es por lo menos uno y el proceso se encuentra bajo control estadistico, entonces la

proporcién de articulos que satisfacen las especificaciones es por lo menos igual a

0.999730.



REGLAS DE PARO Y LONGITUD PROMEDIO

DE CORRIDAS

Este capitulo trata sobe la nocién de regla o norma de paro, la cual el
medio que lleva la informacién contenida en un grafico de control hacia el area de
toma de decisiones. La exposicién gira alrededor de las diversas reglas que son
utilizadas para decidir cuando debe revisarse un proceso productivo, y la manera
en que se mide el funcionamiento de una norma. El criterio utilizado, a saber, la
longitud promedio de corridas, es estudiado en detalle, y se resuelve el problema
de determinar este indice para una regla generalizada que combina dos normas

ampliamente utilizadas.

Introduccion

El propdsito de este capitulo es introducir formamlemte la la nocién de
regla o norma de paro derivada de un grafico de control, asi como estudiar el
criterio para evaluar su funcionamiento. En general, cuando el valor esperado
del rasgo de interés sufre una alteracién, ésta no sera detectada de inmediato,
sino que transcurrira un cierto tiempo para que el cambio sea percibido, teniendo,
cada vez que se realiza una inspeccién sobre los articulos finales en la linea de
prodccidn, la oportunidad de emitir la sefial de revisién del proceso de fabricacion
¥, consecuentemente, corregir la alteracién imperante. Sin embargo, la decisién

de analizar el proceso es una funcién de la forma en que los datos observados y
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marcados en el grafico de control son utilizados, es decir, depende de la estrategia
que el ingeniero de control implemente, de tal manera que diferentes enfoques
para el empleo de la informaciéon del gréfico conduciran, generalmente, a distintos
tiempos de emisién de la sefial de alerta. Debido a que lo que se pretende es
mantener el proceso en condiciones estables, una regla de paro serd mejor en la
medida que conduzca a percibir cambios en el valor esperado del rasgo de interés

en el menor tiempo posible.

De manera formal, una regla o norma de paro es la especificacién de un
conjunto de condiciones sobre las observaciones marcadas en el grafico de control,
de acuerdo a las cuales se toma la decisién de emitir la senal de revisién del proceso
productivo, y el desarrollo del capitulo se centra en la determinacién del indice de
funcionamiento de dichas normas. Antes de seguir adelante, es oportuno establecer
la hipotesis de trabajo y las condiciones sobre las que se desarrollard la discusion
presentada en las siguientes secciones: Las medias muestrales Y; que se obtienen al
revisar el proceso forman una sucesion de variables independientes con distribucion
normal; su media es 6 y su varianza es 7. Los valores iniciales de estos parametros
son 6y y 70, y en un momento determinado el proceso se encuentra bajo control
estadistico si @ y T conservan sus valores iniciales, esto es, si § = 8y y 7 = 19. Por
otro lado, se supondra que 6 puede alterar su valor mientras que 7 permancera
constante e igual a 7y; la implicacién practica de este supuesto es que los cambios
en 7, si acaso se presentan, seran de una magnitud ‘pequefia’ comporados con las
alteraciones en el valor de 6. Finalmente, recuerde que 7 = o/+/n, donde o es la

desviacion estandar del rasgo de interés obtenido de un producto final.

Después de este preambulo, la organizacién del capitulo puede describirse
como sigue: En la Seccion 2 se define la nocién de corrida de datos, y se introduce
la longitud esperada de una corrida como el indice de funcionamiento de una norma
de paro. En la Seccién 3 se considera la regla de paro fundamental, determinandose

la medida de la bondad de dicha norma utilizando dos métodos; el primero utiliza
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la definicién directa en términos estadisticos, mientras que el segundo enfoque
utiliza un método indirecto que representa un istrumento poderoso para tratar
situaciones mas complejas, como las consideradas en la Secciones 4 y 5. En la
Seccién 6 se presenta el resultado técnico central de este capitulo, el cual se refiere
a una norma de paro combinada, generaliza resultados comunmente utilizados,
y pone de relieve la potencia del enfoque indirecto para determinar indices de
funcionamiento. Finalmente, el capitulo concluye en la Seccién 7 con algunos

comentarios breves.
El Indice de Funcionamiento

Considere un grafico de control asociado al valor inicial 6y de un carac-
teristica de interés. En este capitulo se supone que los limites correspondientes
estan dados por

g g
L=00—3T‘;L=90—3TO, U=90+3\/—(;_l:00+37-0, (2.1)

especificacién que se conoce como la regla de las tres sigmas; recuerde que o es
la desviacién estandar del rasgo de interés X medido en un producto mientras el
proceso mantiene sus condiciones iniciales, y que 7¢ = oZ/n es la varianza de la
media de n observaciones obtenidas bajo las mismas circunstancias. Suponiendo
la condicién de normalidad de las observaciones individuales, el intervalo [L,U]
incluye a una media de n datos con probabilidad 1 — a = 0.99730, siempre y
cuando la pareja (6, 0) no altere su valor original.

Después del momento inicial el proceso productivo transcurre, se toman
muestras de n productos finales a intevalos regulares, se evaluan las medias corre-
spondietes Y;, y se marcan en el grafico de control como se describié en el Capitulo
2. Los datos obtenidos seran utilizados por el observador para decidir el momento

en el que el proceso debe revisarse, actuando de conformidad a una regla de paro

previamente estipulada.
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Definicién 2.1. Suponga que al seleccionar la k—ésima muestra de n articulos, el
valor esperado del rasgo de interés asume un valor 6*, el cual ya no sufre alteracién
posterior. Sea k + N el momento en que, de acuerdo a su regla de paro, y en base
solamente a Yi41,Yi42,..., Yiyn, €l observador declara que es necesario revisar

el proceso productivo. En este caso, la sucesién de medias

Yk+19Yk+23 e )Yk-l-Nv

las cuales se observan desde que € altera su valor inicial hasta que se declara la
necesidad de inspeccionar el proceso, se llama una corrida de datos, mientras que

N es la longitud de la corrida.

Es importante notar que N, la longitud de la corrida en la definicién
anterior, es el el nimero de inspecciones que se realizan en la linea de produccién
antes de que el proceso se revise. Cuando las muestras se toman a intervalos
regulares y la tasa de produccién es constante, N es proporcional al niimero de
articulos producidos desde que el valor esperado del rasgo de interés alteré su valor,
y el fabricante esta naturalmente interesadoi en que N sea lo mds pequetio posible.
De esta forma, ante la posibilidad de elegir entre dos reglas de paro, se preferira
aquélla que produzca menores longitudes de corridas, esto es, los valores de N
pueden utilizarse para medir el funcionamiento de una norma de actuacién. Sin
embargo, N es una variable aleatoria, y como indice de funcionamiento de una

regla de paro es utiliza el valor esperado de N.

Definicién 2.2. En el contexto de la Definicién 2.1, la longitud promedio de la

corrida se define mediante

LPC = LPC(6*) = Eg.[N]. (2.2)

Es conveniente puntualizar que la longitud promedio es una funcién de 6*,

el valor actual del parametro; el operador de valor esperado en el lado derecho de
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vea, por ejemplo, el capitulo siete de (Dudewicz y Mishra, 1988). Luego,

LPC(6*) = i nPg [N = n]

=3 n(n - 1)p(6*)*(1 — p(67))’
2

p(8*)
Note que usando (2.4) se desprende que LPC(6*) es decreciente en 6*. Por ejemplo,
cuando 6* = 6y, se obtiene que p(6y) = 1 — ®(3) = 0.00135 y entonces LPC(6y) =
2/0.00135 ~ 1482, mientras que para §* = 6y + 37, p(6*) =1 — ®(0) = 1/2 de

donde se desprende que LPC(6, 4+ 37) = 2/0.5 = 4. Esta propiedad significa, que
a medida que aumenta el valor de 6*, la regla de paro descrita permite detectar

mas rapidamente la desviacion que 6 experimenta respecto a su valor inicial. O

Para describir las reglas de paro de uso comun, es necesario introducir los
siguientes términos: Ademads de las lineas de control trazadas través de los puntos
(0,U) y (0,L), las lineas de advertencia son paralelas a las lineas de control, y

pasan por los puntos (0,4) y (0,u), donde

0=0,— 222 u =0y +2-%, (2.5)
n

Vo vn
mientras que la linea central es la horizontal que pasa por el punto (0,6p). La
regién comprendida entre las lineas de advertencia se llama franja de adverten-
cia, mientras que aquélla comprendida entre las lineas de control es la zona de
aceptacién, y el complemento de esta ultima es la zona de rechazo.

Las reglas de paro més frecuentemente utilizadas son las siguientes (John,

1990; Montgomery, 1985): Declarar que el valor esperado de la caracteristica de

interés se ha alterado, cuando se observa que

RP;: Un punto se localiza fuera de los limites tres sigma;
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RP;: Dos puntos consecutivos se ubican mas alla de los limites de advertencia o

dos sigmas;

RPj;: Siete puntos consecutivos o mds se ubican todos por encima de la linea

central o por debajo de la misma.

Desde luego, éstas no son las unicas reglas de paro, y entre otras, las
siguientes pueden encontrarse en la literatura (Duncan, 1989; Montgomery, 1985):

Revisar el proceso cuando
RP,: Cuatro o cinco puntos consecutivos se localicen mas alla de los limites sigma;
RP5: Se observen patrones no aleatorios en los datos;

RPs: Uno o mas puntos sena ‘cercanos ’a los limites de advertencia o a los limites

de control.

Para concluir esta seccién, es conveniente mencionar que el interés del
analista puede centrarse en aumentos del valor esperado del rasgo de interés, por
lo que la sefial de alerta para revisar el proceso puede darse sélamente cuando las
medias observadas se ubiquen por encima de la linea central; similarmente, si se
desea detectar disminuciones en el parametro 6, se prestara atencion al hecho de
que las observaciones se ubiquen por debajo de dicha linea las reglas de paro que se
disefian para detectar exclusivamente aumentos o decrementos en el parametro de
interés se llaman unilaterales, mientras que aquéllas que buscan detectar cualquier
alteracion de 6 se conocen como reglas bilaterales. Otro punto relevante es que
en ocasiones se combinan dos o mas reglas para enviar la sefial de alerta. Por
ejemplo, al combinar las reglas RP; y RP», la revisiéon del proceso productivo se
realiza cuando una media se ubica fuera de la region de aceptacion, o bien cuando
dos o mdas medias consecutivas se localizan fuera de la banda de advertencia. Una
regla de paro construida mezclando otras se llama combinada, y de otra forma se

denomina simple.
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LPC Para la Primera Regla de Paro

En esta Seccion se calcula las longitud promedio de corridas para la regla
RP; Antes de considerar el desarrollo para esta regla especifica, es oportuno des-
cribir el procedimiento general: En el momento en que se extrae la k—€sima muestra
de n productos, el paramétro importante conserva su valor original 6y, pero al
obtener la muestra k + 1 el pardmetro asume ya otro valor 6*. Este cambio no
es percibido de forma inmediata, y el proceso productivo continua hasta que al
seleccionar una muestra en la ocasiéon k + N, el inspector emite la sefial de alerta
declarando que el valor de 8 ya no es el original. El valor de N es aleatorio y su
distribucién depende de la regla de paro que se utilice. De acuerdo a la Definicién

2.2, la longitud promedio de la corrida es

LPC(6*) = Eg.[N] = i nPg [N = n, (3.1)

n=1

asi que un método para encontrar LPC(6*) consiste en determinar la distribucién
de N cuando el parametro asume el valor 6*, y utilizar la expresién (3.1) para

determinar la espranza de N.

LPC Para la Regla de Paro 1. Suponga que la senal de revisién del proceso
productivo se da utilizando la regla RP; descrita en la seccién anterior. Bajo este
criterio, se considera que el proceso esta fuera de control estadistico cuando una
media Y; se desvia de 6 por més de tres veces 7y, esto es, cuando Y; ¢ [L,U]; vea
(2.1). Para determinar LPC en este contexto, observe que las medias muestrales

Yi+1, Yit2,... son independiente con distribucién comiun N(6*, 7)), y defina

Pou[Y; ¢ [L,U]) = p(6") = p. (3.2)
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Por lo tanto,
Pg«[N = 1] = Pg[Yiy1 ¢ [L,U]] = p
P« [N = 2] = Pgu[Yiy1 € [L, U], Yiy2 ¢ [L,U]] = (1 — p)p

Pg+[N = 2] = Pga[Yiy1 € [L,U],Yiy2 € [L,U], Yaqs ¢ [L,U]] = (1 — p)’p

Py+ [N = n] = Pp- [Yk+i = [LaU]7 1 < n’Yk-i-n ¢ [LaU]] = (1 - p)n—lp

Este argumento muestra que la distribucién de probabilidades de la variable aleato-

ria N es la distribucién geométrica con parametro p dado en (3.2):

(1-p)*lp, sin=1,23,...
0, de otro modo,

Pot [N = n] = {
de manera que (Mood et. al. (1985))
1
Eg[N] = = LPC(6%). (3.3)

Note que el valor de p en esta igualdad puede evaluarse en téminos de la funcién

de distribucién normal estandar:
p=Pe[Yi ¢ [L,U]] =1 - Pp[Y; € [L,U]]
=1 — Pp[Y; € [6o — 370,00 + 370]]
=1— P, [—3+6°_6* PRl AP 9"_9*]

To To To
6 — 6* 6 — 6*
=1—[<1>(3+ 0 9)-@(—3+ : )]
To T0

En particular, cuando 6* = 6, + cr, esto es, si el pardmetro de interés sufre un

incremento igual a ¢ veces la desviaciéon estandar, entonces

1- F (3+0°;00*)—<I>(—3+9°;;9*)] =1-[®(3—c)— ®(-3—-c)
=[1-®(B-c)]+&(-3—c)

=d(c—3)+ ®(-3—¢)
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donde la ultima igualdad se debe a que la distribcuién normal estandar es simétrica

respecto al origen. A partir de esta expresion se concluye que

0*=0+cro = p=%®(c—-3)+B(-3-¢)
1 (3.4)

> PC=g 5 7a3 -9

Un Procedimiento Alternativo. La férmula (3.3) para la longitud promedio de
corridas bajo la regla RP; se obtuvo utilizando el procedimiento general delineado
al principio de esta seccién. Ahora se obtendra la misma férmula a través de un
método indirecto que serd aplicado a problemas mas complejos en las secciones
subsecuentes. Como punto de partida, divida el plano en el que se traza el grafico
en dos regiones. Una de ellas es la zona de aceptacion A descrita en el Capitulo 2,

esto es,

A={(z,y)|L <y < U},

mientras que la otra es el complemento de A, la cual se conoce como la zona de

rechazo:

R={(z,y)|ly<L, oy>U}.

Al obtener la i—€sima muestra, calcular la media correspondiente Y; y marcar
el punto (z,Y;), entonces se emitird la senal de revisién del proceso exactamente
cuando (¢,Y;) € R, mientras que si (¢,Y;) € A no se toma accién alguna, pues éste
ultimo evento es considerado ‘normal’. Denote mediante p4 y pr las probabilidades
de los eventos [(z,Y;) € A] y [(¢,Y;) € R], respectivamente, y note que cuando el

parametro de interés es 8* se tiene que
pa=PplYi€[L,U], v pr=PFelYi¢[L,U]] (3.5)

Considere ahora la situacion que enfrenta el observador aplicando RP; cuando al
seleccionar la muestra k + 1 el parametro toma el valor 6*, el cual se mantendra

fijo hasta que el proceso sea revisado. Hay dos posibles alternativas:
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(a) Puede ocurrir que Yi4; ¢ [L, U], esto es, que (z,Y;) € R. La probabilidad de
este evento es pr, y cuando ocurre se tiene que N = 1, el proceso se revisa y la

alteracién se corrige. Una manera equivalente de expresar esta observacion es

Ee[N[Y: ¢ [L,U]] = 1.

(b) La otra posibilidad es que Yi4+1 € [L,U], i.e., que (7,Y;) € A. La probabilidad
de este evento es pyg y cuando ocurre N asume un valor mayor a 1. De hecho,
el observador tomard la muestra en el momento k¥ + 2 y se encontrara ante una
situacién similar a la que se tenia al seleccionar la muestra k + 1, es decir 6 asume
el valor 8*, el cual serd conservado hasta que se de la sefial de alerta, de manera
que el niimero de muestras que se seleccionaran a partir de la ocasién k + 2 tiene

el mismo valor esperado que N. Luego,

Usando las dos igualdades en (a) y (b) se obtiene, a partir del Teorema de la Doble
Esperanza, que
Eg[N] = Eo-[N|Yi ¢ [L,U)| Pg-[Y: ¢ [L, U]] + Eo[N|Y; € [L, U]| P- [Yi € [L, U]
— 1 X Pp[¥; ¢ [L,U]] + (1 + Eg- [N Pye[Y; € [L, U]
=pr+ (14 E¢-[N])pa
=1+ Eg- [Nlpa
donde la tltima igualdad se desprende de la relacién p4 + pr = 1; vea (3.5). En

consecuencia,
Ey+[N] =1+ Eg-[N]pa

de donde se obtiene
1 1

l—ps pr

Eg[N] = (3.6)

El aspecto importante en el argumento que acaba de presentarse, es que se ha

obtenido el valor esperado de N jsin determinar su distribucién de probabilidad!
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Comparando (3.6) y (3.3), se desprende, via las definiciones de p y pg en (3.2) y

(3.5), que ambas expresiones para Eg«[N] coinciden.

Ejemplos. Suponga que se que en cierto momento el valor de 6 se incerementa
por c veces la desviacion estandar de las medias muestrales, de manera que asume
el valor

9* = 90 +CTO,

el cual se mantiene hasta que se emite la sefial para revisar el proceso. El valor de

PR €S
pr = Po-[Yi ¢ [L, U]]

= Pp-[Yi ¢ [L, U]]
Como se demostr6 en la expresién (3.4), el valor correspondiente de p = pg es
p=®(c—3)+ ®(—3—c¢), y cuando ¢ = 1 se tiene que p ~ ®(—2) = 0.0228, de tal

forma que la longitud promedio de una corrida es
Eg«[N] = 1/0.0228 =~ 44.

Similarmente, cuando

¢ = 90 + 27'0,

se tiene que ¢ = 2, de manera que
p=®(c—3)+P(-3—-c)~ ®(—1) =0.15866,

y entonces,

LPC(6*) = 1/0.15866 ~ 6.

Luego, la regla RP; toma en promedio sélo seis revisiones para detectar un cambio
de dos desviaciones estandar en la media, mientras que el nimero esperado de

revisiones para percibir un cambio de una desviacion estandar es 44. a
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La Segunda Regla de Paro

Considere la regla RP,, de acuerdo a la cual se declara que el rasgo de
interés ha alterado su valor esperado cuando dos puntos consecutivos se ubican

fuera de la franja de advertencia. Defina

Az = {(z,y)[60 — 210 <y < 0o+ 270} = {(z,y)|¢ < u < u},

PA, = DA, (0%) = Pp[(1,Y;) € Aca] = P [ < Y; < u]. (4.1)

La region A, se piensa como la zona en que los datos marcados se ubicaran ‘nor-
malmente’. La regla RP; puede describirse como sigue: Declarar que el parametro
ha cambiando la primera vez en que se observe que Y;—1 ¢ A2 y Y; ¢ A;. Para
determinar LPC, es conveniente introducir la siguiente notacién: C} denota ‘el
estado’ en el que se tienen k puntos consecutivos fuera de A, desde el altimo mo-
mento en que se observé un punto dentro de Ajy; desde luego, Eg+[N|Ck]| es la
esperanza condicional de N dado que se tienen acumuladas k observaciones fuera
de A,. Observe que
LPC(6%) = Ey«[N|Co],

pues una corrida se cuenta a partir de un momento ‘normal’, y que
Eg¢[N|C;] =0,

pues al acumular dos datos consecutivos fuera de A, se emite la senial de revisar
el proceso. Considere ahora los siguientes casos que pueden presentarse en el

momento de seleccionar las muestras conforme se desarrolla el proceso:

Caso 1. Se tienen acumuladas cero observaciones fuera de la franja A;, esto es, se
estd observando el estado Cy. En esta situacién, se extrae la muestra y se calcula
su media. Esta tltima puede caer dentro de Ay con probabilidad p4,(6*), aumen-

tando en 1 la longitud de la corrida, y dejando en cero el nimero de observaciones
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acumuladas fuera de A2, de manera que al realizar la siguiente inspeccién se en-
frentara la misma situaciéon. Por otro lado, la media observada puede caer fuera
de A, con probabilidad 1 — p4,(6*), incrementando en uno la longitud de la co-
rrida y provocando que la siguiente inspeccion se realice teniendo una observacion
acumulada fuera de Aj, esto es, ante el estado C. Luego,
Ep-[N|Co] = (14 Eo-[N|Co])pa, (%) + (1 + Ep=[N|C1])(1 — pa,(6%))
=1+ Ep+[N|Colpa, (%) + Ep-[N|C1](1 — pa,(6%)) (42)
=1+ Eg+[N|Colpa, (%) + Ep+ [N|C1](1 — pa,(6%))
Caso 2. Ahora suponga que se inicia la inspeccién teniendo una observacion
acumulada fuera de la franja A,, esto es, ante el estado C;. En este caso, se
extrae la muestra y se calcula su media; si ésta se ubica dentro de A,, entonces se
incrementa en uno la longitud de la corrida y en la siguiente extraccion se estara
ante el estado Cy. Por otro lado, si la media observada cae fuera de A5, entonces
se aumenta en uno la longitud de la corrida, pero se declara la sefial de revision,
pues ya se tendran acumulados dos puntos fuera de la franja de advertencia A,.

Por lo tanto

Eg[N|C1] = (14 E4- [N|Co])pa,(67) + 1 x (1 — pa,(6%)) (3)
4.3
=1+ Eg[N|Co]pa,(67)
A partir de estas igualdades puede despejarse E[N|Cy]. Con este propdsito, observe

que (4.2) puede escribirse equivalentemente como
Eg-[N|Col(1 — pa,(6%)) = 1+ Eg+[N|C1](1 — pa,(67)),
y reemplazando la expresién para Eg«[N|Ci] obtenida en (4.3) se arriba a

Eg[N|Co)(1 — pa,(6%)) = 1+ (1 4 Eg[N|Colp.a,(67))(1 — pa,(67))

=1+ (1—-pa,(8")) + Ep:[N|Colpa,(0*)(1 — pa,(6%))

y entonces

_ 2_pA2(9*) _ 1 L
B INICOl = T 0 = Tpai@) T G=pi @y Y
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Este argumento establece el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Para la regla RP, la longitud promedio de una corrida es

1 N 1
1—pa,(6*) (1 —pa,(6%)%’

LPC(6*) =
donde p4,(6*) estd dado por la ecuacién (4.1), esto es,

pa, = DA (%) = Pp[(3,Y;) € Acs] = Peu[€ < Y; < .

Ejemplos. Note que a partir de la definicién de p4,(6*), esta cantidad puede

expresarse en términos de la distribucién normal estandar:

P, (0%) = Po[Y; & [£,u]]
=1-=Pg.[Y; € [£,u]]
=1— Pp«[Y; € [0 — 270,60 + 270]]

-6 Y- 6" 8o — 6*
&) - 0 ]

=1—Pe.[—2+ <24
To To To

450 o (o2
To To

Luego, si 6* = 6y + cTp, entonces

P (6 =1 [q) (2+00—9*> _@(_2+90—9*)]

70 7o

=1-[®2—-¢)—®(-2-0¢)] .

=[1-®(2-¢c)]+®(-2-c¢)
=®(c—2)+P(-2—-¢)

Por ejemplo, si 6* = 6 + 79, entonces p4,(0*) = ®(—1) + ®(-3) = 0.15866 +
0.00270 = .16136. Luego,

1 1
= = 2.614241.
LPC(8 +m0) = 775136 + @ = 161362~ >°
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Similarmente, si 6* = 6y + 279, entonces p4,(8*) = ®(0) + ®(—4) ~ 0.50000, de
manera que
1 1 ~

PC(6y + 2719) ~ : =
LPC(6o +270) ~ T—05000 T (1= 0.5000)2

El argumento que condujo a la determinacién de la longitud promedio de
una corrida para la regla RP,, puede generalizarse a cualquier regla que estipule
la revisiéon del proceso cuando un cierto numero m de medias consecutivas se
ubican en una regiéon determinada W*, cuya forma explicita depende de la regla
de paro especifica que se considere. La zona W* se conoce como la regién de
advertencia de la regla, mientras que A* = W*¢, el complemento de W*, es la zona
de aceptacién. En este caso, es necesrio considerar los estados Cy,C1,...,Cpn — 1,
donde C; representa que el nimero de medias que se ubican en W* desde que se
marco la dltima media en la zona de aceptacion. | La longitud esperada de una

corrida es LPC(6) = Ey[N|Cy], y usando la notacién
pas(0)=PelYie A*], v pw-(8) = PylY; € W],

el siguiente Teorema describe un sistema de ecuaciones que produce a LPC(6)

como parte de sus soluciones.

Teorema 4.2. Considere una regla de paro que especifica revisar el proceso pro-
ductivo cuando m medias consecutivas se ubican en una regién (de advertencia)
W*, y sea E[N|Ck] el valor esperado del nimero de inspecciones que se reliazaran
cuando se han acumulado k observaciones consecutivas en W* desde la tultima
marca trazada en la zona de aceptaciéon A* = W*°. En este caso, para cada

k=0,1,2,...,m — 1, se tiene que

E[N|Ck] = 14 pa=E¢[N|Co] + pw=+Eg[N|Cr11],
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donde Ey[N|Cp] = 0.

Este resultado puede establecerse siguiendo una ruta analoga a la seguida

para demostrar el Teorema 4.1.
Una Regla de Paro Combinada

El propédsito de esta seccién es ilustrar el procedimiento basado en espe-
ranzas condicionales para evaluar el indice de funcionamiento de una corrida para
una regla combinada. La norma de actuacién que se considerara combina las reglas

RP; y RP; descritas en la Seccién 2, las cuales son frecuentemente utilizadas:

RP;_5: El proceso no estd bajo control estadistico si se encuentra un punto fuera
de los limites de control tres sigma, o dos marcas consecutivas se ubican en la

franja de adevertencia.

Para determinar LPC(f), es conveniente introducir una notacién ade-
cuada. Primero observe que para la regla RP;_,, ‘la zona normal’ (o de aceptacién)

en el grafico de control esta determinada por
A*={(z,y) [ <y S ul, (5.1)
la zona de advertencia se denotara por
W*={(z,y)|L<y<¥ 0 u<y<U}, (5.2)
mientras que la zona de rechazo se define por
R*={(z,y)ly<Lo y>U} (5.3)

para las definiciones de los limites L, U, £ y u vea (2.1) y (2.5). Las probabilidades
de que la marca asociada a una media muestral pertenezca a una de estas zonas

estan dadas por

pa+(0) = Py[(3,Y:) € A = Pyl < Y; < ]
pw-(8) = P(i,Y:) e W*| = P[L<Yi <, 0 u<Y; <UJ (5.4)

pr-(8) = Py[(i,Yi) € R*] = PolYi < L, o Y; > U]



81

Teorema 5.1. Bajo la regla combinada RP;_2, la longitud esperada de una

corrida esta dada por

1+ pw-+(6)
1—pas(0)(1 +pw+(6))

LPC(6) =

Demostracion. Denote mediante C} al estado en el cual hay k¥ puntos de ad-
vertencia acumulados en forma consecutiva después de la dltima ocasion en que
se registra una marca en la zona de aceptaciéon. Entonces, usando un argumento
de esperanza condicional similar al empleado en la Seccién 4, se obtiene que al

empezar en el estado Cy

Eo[N|Co] = 1 % pre(8) + (1 + Eo[N|Cal)pa« (8) + (1 + Eo[NIC1])pw-(8).
Similarmente, iniciando en el estado C}

Eg[N|C1] =1 X pre(8) + (1 + E4[N|Co])pa-(6) + (1 + Eg[N|C2])pw-(6).

Observando que p«(8) + pw=+(6) + pr+(0) = 1 (lo cual se desprende de (5.4)), y
que Ey[N|C2] = 0, pues la regla estipula que al tener dos puntos acumulados en

W* el proceso se revise, las dos ultimas igualdades desplegadas implican
Eg[N|Col[1 — pa-(0)] = 1 + pw+(6) E4[N|Chl,

Eg[N|C1] =14 pa(0)Es[N|Col,

y reemplazando la expresién para Eg[N|Ci] en la primera de estas ecuaciones, se

obtiene
Eg[N|Co][1 — pax(8)] = 1+ pw=(6) + pw=(0)p.a= (0) Ep[N|Co],

de manera que

1+ pw-(6) _ 1+ pw-(6)
—pas(8) —pas(O)pw+(8) 1 —pa(6)(1+ pw+(0))

Ey[N|Co] = 1
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y la conclusién se obtiene observando que LPC(8) = Ey[N|C)]. m]
La Regla RP,_,,

En esta seccién se determina la longitud promedio de una corrida para
una regla de paro que generaliza a RP;_,. Dicha norma para tomar decisiones es

la regla RP;_,,, descrita a continuacion.

RP;_.: El proceso se declara fuera de control estadistico si se encuentra un punto

en la zona de rechazo o m puntos consecutivos en regiéon de adevertencia.

Note que las zona de rechazo y de advertencia a las que se refiere esta regla
estan dadas por (5.3) y (5.2), respectivamente, y que A* en (5.1) es la zona de
aceptacion, la cual es la regién donde se considera como ‘normal’ que se ubiquen las
medias muestrales observadas. Como en las secciones precedentes, sea C el estado
en el cual hay k puntos acumulados consecutivamente en la zona de advertencia, y
observe que mediante un argumento de esperanza condicional similar al utilizado

en las seciones precedentes se obtiene que para k =1,2,...,m — 1,

Eo[N|Cx] = 1 x pre(6) + (1 + Es[N|Co])pa- (8) + (1 4+ Eo[N|Cisapw- (8). (6.1)

Note que en el caso presente

E4[N|Cm] =0,

pues la regla emite la sefal de revisién cuando se tienen m puntos consecutivos en

la zona de advertencia. Observe, ademas, que debido a (5.4),
pa+(6) + pw-(6) + pr+(6) = 1.

En el siguiente teorema se determina E4[N|C] para todo k =1,2,...,m — 1.

Teorema 6.1. Bajo la regla RP;_,, las siguientes conclusiones (i) y (ii) son

validas.
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(7) La longitud promedio de una corrida esta dada por

_ _ 1 —pw-(6)™
LPCE) = BN G = 1 O = o O+ rae OO O

Mas aun,
(i7) Para k =1,2,...,m — 1

1—pw-(6)™*
1 —pas(6) — pw=(8) + pa=(O)pw- ()™

Eg[N|Ci] = (6.3)

Antes de demostrar este resultado, es interesante verificar si, para m = 2,
el valor de LPC(6) en (6.2) coincide con el obtenido en el Teorema 5.1 para la
regla RP;_,. Para m = 2, el Teorema 6.1(z) implica

LPC(6) = Es[N|Cy)
_ 1 — pw-+(6)?
1 —pa«(8) — pw=(8) + pa-(0)pw-(6)*
1 —pw-(6)?
(1 —pw+(9)) — pa-(8)(1 — pw~(6)?)
_ (1 —pw+(0)(1 +pw+())
(1 = pw+(6)) — pa=(0)(1 — pw=(6))(1 + pw=(F))
_ (1 —pw+(8)(1 +pw-(9))
(1 —pw=(0))[1 — pa=(8)(L + pw=(9))]

y cancelando el factor comun (1 — pyy«(8)) en este cociente, se llega a la expresion

14 pw-(0)

LPC(®) = 1 —pa(6)(1 + pw=(6))

la cual coincide con la obtenida en el Teorema 5.1.

Demostracién del Teorema 6.1. Como punto de partida, observe que debido

a la igualdad pgr+(0) + pa+(0) + pw+(0) = 1, la ecuacidén (6.1) es equivalente a

EB[Nlck] =1+ EO[N|CO]pA*(9) + EO[NICk-f-l]pW‘(o)a k= 0, 1’27 ceey M — 1a
(6.4)
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relacién que en forma desarrollada se expresa como
Eo[NICo] = 1+ pa-(8)Es[N|Co) + pw-(8) Eo[N|C1]
Eg[N|C1] =1+ pa-(6)Es[N|Co] + pw=(8)Es[N|Co]

E[N|Cs] = 1+ pa+(6)Es[N|Co] + pw+(6)Eg[N|C3] (6.5)

Ey[N|Crm-1]] =1+ pa-(6)Ee[N|Co] + pw+(6)Eg[N|Crm]

Para demostrar la parte (), el primer paso es observar que a partir de (6.4) se

desprende que

Eg[N|Ck] — E¢[N|Ck-1] = pw~(8)[E6[N|Cr+1] — Eg[N|Ck]], k=1,2,...,m—1,

(6.6)
relaciones que equivalen a
E3[N|C1] — Eg[N|Co] = pw=(0)[Eg[N|C2] — Ey[N|C1]]
E[N|C2] — Eg[N|C1] = pw=(8)[E5[N|Cs] — Eg[N|Ch]]
Eg[N|C3] — Eg[N|Ca] = pw+(8)[Ee[N|Cy] — Eg[N|Cs]]
E&[N|Cm—1] - EO[NICm—2] = pW‘(G)[EG[NlCm] - EQ[Nlcm—l]]
A partir de estas ecuaciones se concluye que para £k =0,1,2,...,m — 1,
Eg[N|C] — E4[N|Ci-1] = pw=(8)™*[E4[N|Crm] — E4[N|Crrr—1]],
y dado que E4[N|C,,] = 0 se obtiene
Eg[N|Ck] — Eo[N|Ci-1] = —pw(8)™*Eg[N|Crr—1]- (6.7)
Luego,
> [Es[N|Cx] — Eg[N|Cr—1]] = =) pw+(6)" " E4[N|Crn—a].  (6.8)
k=1 k=1
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Note ahora que la suma en el lado izquierdo se escribe en forma desarrollada como
Eg[N|C1] — E¢[N|Co] + Eg[N|Ca] — Eg[N|C1] + -+ + Eg[N|Cr] — Eg[N|Cr—i],

expresion en la que se cancelan todos los términos, excepto el primero y el tltimo, lo
cual produce una simplificacién importante, reduciéndose a la siguiente diferencia:
E¢[N|C] — E¢[N|Co]. Por lo tanto, (6.8) equivale a
m
Eg[N|Cum] — Eg[N|Co] = —Eg[N|Crma]d_pw-(6)™* (6.9)
k=1
La sumatoria en el lado derecho de esta igualdad contiene términos que decre-

cen geométricamente, y a continuacién se presenta el argumento cldsico para su

evaluacién (larson y Hostetler, 1982): Defina

Sm =Y pw ()™ = pye (6)° + pw+(0)' + - + pw- ()™ 1.
k=1

Multiplicando ambos lados de esta relacién por pyy«(6) se obtiene
pw+(8)Sm = pw=(6)' + pw=(6)* + ... + pw= ()™,

y tomando la diferencia de los correspondientes lados de estas dos ltimas igual-

dades, se desprende que
(1= pw+(6))Sn = pw+(8)" — pw=(6)™ =1 — pw-(O)™,

de donde S,, puede despejarse para obtener

_1-pw-(O)"
" 1—pwe(9)
Sustituyendo este resultado en (6.9), y recordando que Ey[N|C,,] = 0, se arriba a

la siguiente expresion:

Eo[N|Co] = Eo[N|Coni] [M] .

1 — pw-(0)
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Relacionando esta igualdad con la tltima ecuacién de (6.5) se llega a una ecuacién

que sélo contiene una esperanza condicional:

Bu{NICnoi] = 1+ pe(0) | EalIComs] (22000 )]

de donde Ey[N|Cp,—1] puede despejarse por medio de los siguientes pasos: Primero

se transpone el término en el lado derecho para obtener

y entonces

1 — pw+(6)
— pw+(6) — pa-(0)(1 — pw~(6)™)

Eo[N|Crn-1] = (6.10)

Ahora combine esta igualdad con la tltima ecuacién en (6.5) y recuerde que

Eg[N|Crm] =0
para concluir que
Ey[N|Cp—1] -1
Eg[N|Co] = pa-(0)
1 — pw~(6) _q
_ 1—pw+(8) — pa-(6)(1 — pw=(6)™)
pa-(9)
1—pw-(6) — 1+ pw-(6) + pa-(6)(1 — pw-(6)™)
_ 1 — pw+(8) — pa-(8)(1 — pw+(6)™)
pa=(9)
_ pa-(6)(1 — pw+(6)™)
pa(8)(1 — pw+(8) — pa=(8)(1 — pw+(6)™))’
y entonces

LPC(6) = Eg¢[N|Co]
_ pa=(0)(1 — pw-(6)™)
-~ pas(6)(1 — pw+(8) — pa- (6)(1 — pw+(6)™))
_ 1 —pw=(6)™
1 — pw+(0) — pa=(8)(1 — pw=(6)™)
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donde la tdltima igualdad se obtuvo cancelando el fator comin p 4+ (). Este argu-

mento establece la parte (7).

(17) Para abordar la demostracién de esta segunda parte, considere las igualdades
presentadas en (6.6) y (6.7) las que por conveniencia se reproducen a continuacién:
Para k =0,1,2,...,m —1,
Eg[N|Ck] — Eg[N|Cr-1] = pw-(0)[E¢[N|Ci41] — E¢[N|Ck]],
Eo[N|Ck] — Fo[N|Ce—1] = —pw-(8)™* EolN|Crm_1].
A partir de estas ecuaciones se obtiene
—pw+ (8)"* Eg[N|Crm—1] = pw+(6)[Eo[N|Ci+1] — Eo[N|Ci]],

y recurriendo a la solucién encontrada en (6.10), es decir,
1 — pw-(6)
— pw=(6) — pa+(6)(1 — pw=(6)™)’

se desprende, después de una sustitucidn, la siguiente igualdad:

E4[N|Cpm-1] = 1

—pyye (e)m—k ( = Pw+ (9) )
1 — pw+(8) — pa~(0) + pa-(8)pw-(6)™
(6.11)
= pw+(0)[Eg[N|Cr41] — E[N|Cr]].
Ahora despeje Eg[N|Cg+1] de la ecuacion (6.4) para llegar a
Ey[N|Cir] =1 —pa(0)Ey[N|C
Ep[N|Cras] = o[V |Ci] pa-(0)Eq[N| o],
pw~(0)
igualdad que combinada con (6.11) implica
- 1 —pw-(6) )
_ (6™ k(
P O T e (8) = p (8) + Pt B (O™
E¢[N|Cr] — 1 —pa«(0)Ey4|N|C,
pw~(9)

= Eg[N|Ci] =1 — pa+(0)Eg[N|Co] — pw=(6) E¢[N|Ck]

= Eg[N|Ci][L — pw=(0)] = 1 — pa=(8)Eq[N|Co].
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A continuacién sustituya en esta igualdad el valor para Eg[N|Cjy] que se determiné
en la parte (z), para llegar a

_ 1 — pw-(6)
il (1 ~pwe(8) —pa-(9) + PA*(G)pw*(f))"‘)

= Eg[N|Ci][1 — pw- ()]

i 1 —pw-(8)™
1—pa-(6) (1 — pw-(0) — pa=(6) +PA*(9)PW‘(9)m) ’

y después de una transposicién se sigue que

ok 1 — pw-+(6) |
—pw-(9) (1 — pw+(8) — pa~(6) + pA*(G)PW‘(G)m>

+1+pA.(e)<1 1= pw- ()" )

— pw=(8) — pa=(8) + pa-(6)pw-(6)™

= Eg[N|Ci][1 — pw-(9)].
Reduciendo términos se obtiene

Ey[N|Ce][1 — pw=(6)]

_ —pw=(0)™*(1 — pw-(6))
1 — pw+(0) — pax(60) + pa=(6)pw-(6)™

N 1 — pw+(8) — pa«(0) + pa~(0)pw+(6)™ + pa+(6) — p.a=(0)pw+(6)™
1 — pw+(8) — pa=(8) + pas(8)pw+(6)™

_ (1 —pw-(8)1 —pw- ()™ "]
1 — pw=(0) — pa=(6) + pa-(O)pw- ()™’

y después de dividir ambos lados de esta igualdad por [1 — py+(6)] se concluye que

parak=1,2,...,m—1

B 1 —pw-(6)™*
BN IO = 8 =2 0 + e O O
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lo cual demuestra la parte (i¢) y finaliza la demostracién del Teorema 6.1. a

Conclusiéon

En este capitulo se han estudiado estrategias, denominadas reglas o normas
de paro, que el analista puede utilizar para decidir el momento en el que se revisard
el proceso productivo. Dichas normas emplean la informacién contenida en el
grafico de control, y se presto especial atencién al problema de determinar el indice
de funcionamiento conocido como longitud promedio de una corrida (LPC). De
acuerdo a esta medida, la bondad de una regla de paro se juzga por el valor
esperado del ntimero de inspecciones que se realizaran antes de detectar que un
cambio en el pardmetro de interés ha ocurrido. A pesar de que la definicién original
del indice LPC involucra la distribucién de probabilidad de la longitud N de
una corrida, se aplicd un método indirecto, basado en argumetos de esperanza
condicional, que permitié determinar el indicador LPC sin conocer la distribucién
de N. La idea detras del método utilizado en las Secciones 3-6, la cual ha sido
extensivamente aplicada en el area de programacion dindmica (Sennott, 1998),
consiste en determinar la situacién que enfrentard el observador en la siguiente

inspeccién, dependiendo de los resultados observados para la muestra actual.



ENFOQUE MATRICIAL

En este capitulo se complementa y extiende la discusién sobre la regla
combinada RP;_,, considerada anteriormente. El objetivo es mostrar que el sis-
tema de ecuaciones lineales que determina la longitud esperada de una corrida
tiene solucién tnica, y poner de relieve que dicho sistema determina el indice de

funcionamiento de normas de paro mas generales.
Introduccion

En este capitulo se estudia un sistema auxiliar de ecuaciones lineales, a
través del cual puede determinarse la longitud promedio de una corrida para una
norma de paro general, la cual incluye a aquéllas que han sido consideradas pre-
viamente. En el desarrollo subsecuente, se utilizara la siguiente convencién sobre
vectores y matrices n—dimensionales. Dada una matriz A, xn, sus filas y columnas

se numeran empezando desde cero. Por ejemplo, si

1 2 3
Azxz3= 1[4 5 6],
7 8 9
3
entonces la fila cero es [1,2,3] y la columna dos es | 6 |. Similarmente, las com-
9
ponentes de un vector de dimensién n se numeran desde cero, de manera que
Yo
Y1
Y = | Y2 | es un vector n—dimensional tipico.

Yn—1
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La exposicion se ha organizado de la siguiente manera: En la Seccién
2 se estudia un sistema de ecuaciones lineales con una estructura especial, y se
demuestra que su solucién es tnica calculando el determinante de la matriz del
sistema. En la Seccién 3 se visualiza este resultado desde la perspectiva del control
estadistico de calidad, utilizandolo para determinar, de nueva cuenta, la longitud
esperada de una corrida para la regla RP;_,,, pero ahora en base al resultado
algebraico establecido. Aplicando el mismo procedimiento, en la Seccién 4 se
encuentra el indice de funcionamiento para una regla de paro unilateral, mientras
que en la Secciéon 5 se describe una norma combinada general, para la cual se
encuentra la formula que determina la longitud promedio de una corrida, unificando
los diversos resultados que en esta direccion se han obtenidos en el desarrollo de

este trabajo. Finalmente, el capitulo concluye con algunos comentarios breves en

la Seccion 5.
Analisis Algebraico

En esta seccién se estudia un sistema auxiliar de ecuaciones. El andlisis
que se realiza permite obtener otra demostracién alternativa del Teorema 4.6.1, y
posteriormente sera utilizado para estudiar reglas de paro unilaterales. El punto de
partida es el siguiente resultado clasico (Hoffman, 1982; Grossman, 1985; Harville,

1997).

Lema 2.1 [Regla de Cramer|. Sean A una matriz de n X n sobre el cuerpo F y
Yo

Y
Y = Y2

Yn—1

un vector arbitrario en F". Considere el sistema de ecuaciones

AX =Y, (2.1)
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donde X' = [zg, 1,22, "+, ZTn—1] €s €l vector ‘incégnita’ en F™. En este caso,
(a) El sistema (2.1) tiene solucién tnica si y sélo si det A # 0.
Mais aun,
(b) Cuando det A # 0, la unica solucién de (2.1) esta dada por

o = detBj
77 detA’

j=0,1,2,...,n—1, (2.2)

donde B; es la matriz de orden n X n que se obtiene a partir de A remplazando

su columna j por Y. O

En el resto de esta seccién se considerara un caso especial del sistema (2.1),

en el cual la matriz A, x, estad dada por

[l1—a —-b 0 O -0 07
—a 1 -6 0 0 O
—a 0 1 =b 0 0
A,ypn=A=| —a 0 0 1 0 0 (2.3)
—a o o0 -~ 1 -b
L—a O O 0. --- 0 1]
y el vector Y tiene todas sus componentes iguales a uno, i.e,
[1
1
Y=1=|1]. (2.4)
1

El resultado principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 2.1. (:) Para la matriz A, «, definida en (2.4) se tiene que
1—na sib=1

detA= l—b—a(l—b")
1-5b

sib#1.

(17) Si a y b son dos niimeros positivos que satisfacen a+b < 1, entonces det A # 0.

Mads atn, en este caso
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(727) La 1nica solucién al sistema AX = 1 es el vector X cuyas componentes son

I
T 1—-b—a(l-b")’

Ty k=0,1,2,...,n—1.

Demostracién. (i) Para calcular el determinante de la matriz A, xn se utilizara
el desarrollo a través de la ultima fila; esta es una eleccién conveniente, entre otras
razones, debido a que sdlo dos elementos en dicha fila son no nulos, a saber, el
primero (con valor —a), y el dltimo (cuyo valor es 1). Realizando la expansién,
el coeficiente de —a es (—1)™t! multiplicado por el determinante de la matriz que
se obtiene eliminando la primera columna y ultima fila de A, mientras que el
coeficiente de 1 es el determinante de la matriz que resulta al eliminar la 1ltima

fila y la dltima columna de A multiplicado por (—1)"*" = 1:

r—b 0 O 0 0 7
1 -6 0 0 0
0 1 -=b 0 0
det Apxn = (—1)"+1(-—a) x det .
-0 0 O -b 0
-0 0 O 1 —=b]
[1—a —-b 0 0 017
—a 1 =b 0 O
—a 0 1 0 0
+ (1) x det . : .
—a 0 0 1 -b
| —a 0 0 1 ]

Las dos matrices cuyo determinante aparece en el lado derecho de esta igualdad
son de orden n — 1 x n — 1. La primera es triangular superior con sus elementos
diagonales iguales a —b, por lo que su determinante es (—b)"~!, mientras que
la segunda matriz es no es otra cosa que la versién de A en (2.3) con orden

n—1xn—1. Luego,

det Anxn = (—1)™1(=a) x (=5)"1 + (1) X det An_1xn_1 .
= —ab™ ! 4 det A(—1)x(n-1)-
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Esta ecuacién permite expresar el determinante de una matriz A en términos de
otra matriz del mismo tipo, pero de orden menor; una férmula de esta clase se
denomina recursiva. Aplicando (2.5), pero ahora empezando con una matriz de
orden (n—1)x(n—1) se obtiene que det A (n_1)x(n-1) = —ab™ 2 +det A (n—2)x(n—2)>

y reemplazando esta expresién en (2.5) se obtiene
det Apxn = —ab™ ! — ab™ 2% 4 det A(n—2)x(n-2)-

El mismo procedimiento se puede aplicar repetidamente para llegar a expresar
det A, xn en términos de un determinante que pueda ser facilmente calculable,
digamos, hasta llegar a la expresién que involucra det Azx2. Haciendo esta tarea

se obtiene

det A xp = —ab® ! —ab™ 2 — ... — ab® + det Agxo.

Observe ahora que det Ayxs = det [1 —a _1b] = 1 — a — ab, igualdad que al

—a
combinarse con la anterior ecuacién implica

det A, un = —ab® ! —ab™ 2 — ... — ab® + [1 —a— ab]
(2.6)
=1—a" 140" 24+ B2+ b+ 1]

A continuacién, note que, para b = 1, la suma entre corchetes es [b"~! + b" 7% +
o2 +b+1=[14+14--+14 1] =n, de manera que

det Apxn =1 —na, sib=1.
mientras que para b # 1, se aplica la férmula para la adicion de términos que

cambian geométricamente, obteniendo

1-0"
Bt bR bl = s B

y entonces (2.6) implica que

1-b™  1—b—a(l—b")
1-b -5

det Axn=1—a sib# 1.
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estableciendo la conclusion deseada.

(it) Suponga que a y b son dos numeros positivos con a + b < 1. En este caso

necesariamente se tiene que b < 1, y entonces la parte (z) implica que

1—b™  1—b—a(l—b")

det Ay, =1 — _
Bax 1% 1-b

Note ahora que a > a(l — b") y entonces 1 > b+ a > b+ a(1 — "), de donde se
desprende que 1 — b — a(1 — b™) > 0, de manera que el numerador en el cociente

para det A,x, es no nulo, de donde se desprende que det A, x, # 0.

(727) El hecho de que el vector X determinado por

Tp = 1 - k=0,1,2 n—1
Tl ob—a—bry T T

sea solucién de AX = 1 puede verificarse directamente, esto es, sustituyendo los
valores postulados de las componentes de X en las ecuaciones del sistema AX = 1.
Otra opcidn, es calcular el determinante de la matriz B; y aplicar la regla de

Cramer. O

En la siguiente seccién, el Teorema 2.1 se utilizara para estudiar, de nueva

cuenta, la norma combinada RP;_,, introducida en en el capitulo precedente.
La Regla de Paro RP,_,, desde otra perspectiva

El Teorema 2.1 permite determinar la longitud promedio de una corrida
para para la norma de paro RP;_,, introducida en el Capitulo 4. Recuerde que,
dado que se tienen k puntos consecutivos observados en la zona de advertencia,
el valor esperado del nimero de inspecciones que se realizaran antes de emitir la
sefal de alerta es E4[N|Ck], y que Ey[N|Cy] no es otra cosa que LPC(6). Ademas,
E[N|Cy,] =0, pues al acumular m puntos consecutivos en la zona de advertencia

se emite la sefial de revisién. En la Seccién 4.6 se demostrd que dichas esperanzas
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condicionales satisfacen el sistema de ecuaciones lineales en la relacién (4.6.5),

igualdades que en notacién matricial se representan como

(1 —pa(8) —pw-(6) 0 o 0] Eg[N|C)] 1
—pa=(6) 1 —pw+(6) ... O Eg[N|Cy] 1
—pa-(6) 0 1 e || BeNIG] | = 1] (30)
| —pa-(6) 0 0 ... 1] LE6N|Cn] 1
Para este sistema, se tiene que
pac®) 1 pwe(6) . 0 I
A= | —pa(9) 0 1 e, Y=|1], (3.2)
: : 5 oo 1
| —PpA+ (6) 0 0 —
mientras que el vector de incognitas es
E[N|Co]
Ey[N|Cy]
X = | Eo[NICs] |, (3.3)
E¢[N|Cn-1]

Luego, el vector de esperanzas condicionales satisface el sistema AX = 1, donde la
matriz A, de orden m X m, estd dada en (3.1). Una comparacién directa muestra

que esta matriz coincide con aquélla en (2.3), donde los pardametros a y b son

a = pA+ (6),

b= pw-(6)

y. ademds, n = m. Observe ahora que en el contexto de la norma RP;_n,, las
probabilidades p4+(6) y pw~(6) estdn dadas por (4.5.4), y entonces son claramente

positivas y satisfacen

pA- +pw+ <1,
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de manera que las condiciones del Teorema 2.1(z¢) se verifican, implicando que el
sistema (3.1) tiene la tnica solucién determinada por
Ey[N|Ck] = z¢
B 1— bm—k
T 1—-b—a(l1-0b")
1 —pw- ()™ * ,
1= pw+(6) — pas(0)a(1 — pw- ()™)’

en particular, la longitud promedio de una corrida es

B ~ 1—pw- ()™
LPC(6) = E[N|Co] = 7 o (8) — pA.yE)G)a(l —pw(0)™)

Note que estas conclusiones son las mismas que las contenidas en el Teorema
4.6.1, pero ahora se han deducido a partir de el resultado algebraico presentado
en el Teorema 2.1. En las siguientes secciones se obtendran otras aplicaciones a

problemas que no no han sido considerados hasta ahora.
Una Regla de Paro Unilateral

En el Capitulo 4 se mencioné que una norma de paro puede ser unilateral.
En ese caso, el analista estd interesado en detectar desviaciones del parametro
de interés hacia un solo lado del valor original. Por ejemplo, suponga que se
estd interesado en percibir incrementos del parametro, esto es, para el fabricante
es importante darse cuenta que el valor actual del parametro 6 es mayor que el
valor original 6y, pero no se preocupa cuando 8 < 8y,. Un caso practico en el que
esta situacion podria presentarse, es cuando el rasgo de interés es la cantidad de
contaminantes que un articulo final contiene. En este caso, 6 es el valor esperado
del nivel de contaminantes de los articulos que salen al mercado, y un aumento
en 0 significaria exponer al consumidor a niveles de contaminacién mayores, con
implicaciones negativas para su salud, y podria acarrear dificultades al fabricante
ante las autoridades sanitarias. Una manera de reflejar este hecho en un sistema

de inspeccién de los productos finales, es no peocuparse ante valores observados de
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la media muestral que sean menores o iguales a 6, poner atencién especial cuando
una media supere a 6y por alguna cantidad ‘moderada’, y declarar que el valor
de # ha aumentado cuando la media muestral supere a 6, por alguna cantidad

‘importante’. La siguiente norma de paro esta acorde con esta idea intuitiva.

Regla de Paro RPIL_m: Declarar que el valor de # ha aumentado, y por lo tanto
revisar el proceso, cuando una media observada sea mayor a U = 6y + 379, o bien

cuando m medias consecutivas se ubiquen entre u = 6y + 279 y U.

Esta norma de actuacion puede expresarse en términos de franjas de

aceptacién, advertencia o rechazo. Primero defina las regiones

A" ={(z,y) |y < b0+ 270} = {(z,y) |y S u}, (4.1)

W* ={(z,y) 60 + 270 <y < b + 370} = {(z,y) [u <y < U},  (42)

R* ={(z,y) |y > 60 + 310} = {(,y) ly > U}; (4.3)

para las definiciones de los limites U y u vea (4.2.1) y (4.2.5). Las probabilidades
de que la marca asociada a una media muestral pertenezca a una de estas zonas
estan dadas por
pa+(0) = Py[(i,Y:) € A*] = Py[Y; < u]
pw=(8) = Pg[(4,Y:) € W*]| = Pylu < Y; < U] (4.4)
pr+(8) = Py[(1,Y:) € R*] = Py[Yi > U]
Con esta notacién, la regla de paro RPT_, puede describirse de la siguiente mane-
ra: Declarar que el valor de 8 se incrementé cuando en el grafico de control aparece
una marca en R*, o bien cuando se observen m punto consecutivos en W*.
El siguiente objetivo es determinar la longitud promedio de una corrida

para RP{__ | y para calcular LPC(f) en este contexto, se utilizara el enfoque
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de programacién dindmica aplicado con éxito en el Capitulo 4. Sea Cj el estado
en el cual hay k puntos acumulados consecutivaménte en la zona de advertencia.
Para determinar Eg[N|Cy], suponga que el observador se encuentra ante el estado
Ck v que va a realizar la siguiente inspeccién. Hay tres posibilidades que pueden

presentarse:

(a) La media calculada Y es menor o igual a u. En este caso, se marcara un punto
en A* (vea (4.1)), el valor de N se incrementa en uno, y en la siguiente inspeccién

se estara ante el estado Cy. Luego,

Eg[N|Cy,Y € A*] = 1 + EB[N|Cy).

(b) La media calculada Y se ubica entre u y U. En este situacién, se marcara un
punto en W* (por (4.2)), el valor de N se incrementard en por unidad, y en la

siguiente inspeccién se estard ante el estado C41. Por lo tanto,

E¢[N|Ck,Y € W*] =1 + E[N|Cr1]-

(¢) La media calculada Y se mayor que U. En este caso, se marcard un punto
en R* (vea (4.3)) declarando que el valor de 8 se ha incrementado, revisando el
proceso productivo, y corrigiendo la alteraciéon. El valor de N se incrementard en

una unidad y la corrida de datos finalizara. Luego,

EO[N|Ck)Y € R*] = 1)

Las ecuaciones en (a)—(c) y el Teorema de la esperanza condicional impli-

can que
Eg[N|Ck] = E4[N|Ck,Y € A*|Py[Y € A*]
+ E4[N|Ck,Y € W*|Py[Y € W*] + Eg[N|Ci,Y € R*|P5[Y € R*]
= (1+ Eo[N|Co])pa- (6) + (1 + Eo[N|Ci1)pw- (6) + (1)pr-(6)

=14 E4[N|Colpa~(0) + E¢[N|Ck+1]pw+ (9)
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donde la dltima igualdad utilizé que pr+(8) + pw+(0) + pa+(8) = 1. Desde luego,
Eg[N|Cm] =0, (4.5)

pues la regla emite la sefial de revisiéon cuando se tienen m puntos consecutivos
en la zona de advertencia. Esta discusion puede resumirse estableciendo que para
k=0,1,2,...m—1 las esperanzas condicionales Ey[N|C}] satisfacen el sistema de

ecuaciones
Ey[N|Ci] = 1+ Eg[N|Co]pa+(0) + Eg[N|Ci+1]pw=(6), (4.6)
el cual ahora debe ser familiar. Definiendo
a=pa(0), b=pw+(8), v zx=Ee[N|Ck], k£=0,1,2...,m—1, (4.7)
la igualdades (4.6) equivalen a
—azo+ kg —brpy1 =1, k=0,1,2...,m—1,

donde z,, = E¢[N|Cp] = 0, o empleando notacién matricial,

[1—a —=b 0 0O --- 0 07 1
—a 1 =6 0 -+ 0 0]|T = 1
—a 0 1 -=b 0 0 z1 1
—a 0 0 1 0 O Ty =111
—a 0 0 0 --- 1 =b|lzma 1

| —a o o o --- 0 1/ ST

el cual es el sistema AX = 1 estudiado en la Seccién 2. Observando que a+b<'1
y que tanto a como b son positivos, se concluye, a partir del Teorema 2.1, que la

unica solucion de estas ecuaciones estd determinada por

S T
T 1T —a(l ™)
le.,
_ . m—k
E[N|Cy] = 1= pw-(6) k=0,1,2,...,m—1. (4.8)

1 — pw«(8) — pa=(8)(1 — pw=(6)™)’
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Esta discusion establece el siguiente resultado.

+

1—m> la longitud promedio de una corrida es

Teorema 4.1. Para la regla RP

1—pw- ()™
1 —pw=+(8) — pa-(6)(1 — pw=(8)™)’

donde p4+(6) y pw+(8) son como en (4.4).

LPC(8) = Es[N|Cy] =

Mas generalmente, dado que se tienen k puntos acumulados en la franja de adver-
tencia, el numero esperado de inspecciones hasta que se emita la sefial de revision,

es Eg[N|Ck] dado en (4.8).

Observacion 4.1. Es importante notar que las formulas en los Teoremas 4.1 y
4.6.1 son formalemtente las mismas. Sin embargo, las probabilidades p4+(6) y
pw~(8) son diferentes en ambos resultados. Por ejemplo, de acuerdo al Teorema

4.2,

(a) Para a la regla unilateral RP}_, | se tiene que (vea (4.1)~(4.4))
pa~(8) = Py[Y < 6o + 270),
pw=(8) = Pylbo + 279 <Y < 6y + 379],
mientras que, |
(b) Para a la regla bilateral RP;_,, en el Teorema 4.6.1,
pa+(0) = Pylfo — 210 <Y < 6o + 270],

= Po[Y S 00 + 2T0] = Pg[Y < 90 - 27’0]
pwt(G) = P9[90 - 37‘0 S Y < 90 &S 27'0] -+ P9[90 + 2T0 < Y S 90 + 37’0].

Una Norma Combinada General

La idea detrds de la regla unilateral descrita en la seccion precedente puede
extenderse, y formular una regla generalizada que incluye a las que se han conside-

rado hasta ahora. Se supone que el plano coordenado en el que se traza el grafico de
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control se divide en tres regiones disjuntas, denominadas de aceptacién, advertencia
y rechazo, y las cuales se denotan mediante A, W y R respectivamente. Considera

ahora la siguiente regla.

RP{_, : Se declara que el pardmetro 6 ya no coincide con su valor inicial cuando
una marca se ubique en la zona R, o cuando m puntos consecutivos se localicen

en la region W.

Ejemplos y Discusién. A continuacién se verd como esta regla engloba las

normas que se han discutido previamente.

(a) Suponga que
A={(z,y) |60 — 310 <y < b + 370}
R={(z,y)|y<bp—3m0 o y>6b+3m}
W=10

En este caso, la regla RP{_  se reduce a la norma basica RP1, la cual prescribe

declarar que 6 se ha aterado cuando una marca en el grafico se localice en la zona

de rechazo.

(b) Considere ahora las siguientes especificaciones:

A={(z,y) |00 — 270 <y < b + 270}
R={(z,y)|ly<6—30 o y>6b+3m}
W={(:r,y)|90—37'o§y<90—27'0 o 90—37’0_>_y>00—27‘0}

g

1—m Se reduce a la norma de paro

Para esta eleccion de las regiones, la regla RP

RP,_,, estudiada en el Capitulo 4.

(¢) Suponga que
A={(z,y) |y < 6o +2m0}

R ={(z,y)|y > 6o+ 370}

W = {(z,y) |60 + 270 <y <8y + 37}
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Con estas especificaciones, la norma RP?__ es la regla de paro unilateral RP}_
1-m g P 1-m

estudiada en la seccién precedente.

(d) Ahora defina
A={(z,9)|y 2 b0 — 270}

R ={(z,y)|y < 6o — 310}

W= {(z,y)|00 —310 <y < 6y — 270}
La regla de paro que se obtiene con estas prescripciones, no ha sido considerada
hasta ahora, pero es analoga a la norma RP}_ | sélo que ahora de lo que se trata
es de detectar disminuciones en el pardmetro de interés, en vez de incrementos.

Esta norma de paro se denota por RP|_,,. a

A partir de la discusién precedente, es claro que la regla RP{_, representa
una manera de englobar diversas normas de paro de uso comun, por lo cual es
interesante determinar la correspondiente longitud esperada de una corrida. Con
esta finalidad, se supone que el rasgo de interés tiene valor esperado 6, de manera
que una media muestral tiene distribucién N (9, 7'02), y se define |

pA(6) = Po[(1,Y) € A

pw(6) = Po[(i,¥i) € W] (5.1)

pr(6) = By[(s,Y:) € R].
Como antes sea C} el estado en el cual se tienen k- de observaciones consecutivas
acumuladas en la zona de advertencia W, Utilizando la idea de tomar esperanza
condicional dado que se esta ante el estado C, se obtiene, como antes, que para

cada k =0,1,2,...,m—1
Eg[N|Ci] = 1+ Eg[N|Colpa(0) + E¢[N|Cr+1]pw(0).

igualdades que en notacién matricial se expresan como

(1-pa(6) —pw(8) 0 ... 0] E,N|C] 1
—pa(6) L —pw(®) - O] | EgN|Cy] 1
—pa(®) 0 1 e | BINIG] =

| pa6) 0 o illEwie._g) L
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Aplicando ahora el Teorema 2.1, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.1. Para la regla RPY__ se tiene que

1— pw(g)m—k

Eg[N|Cx] = 1 —pw — paA(8)(1 — pw(6)")’

k=0,1,....,m—1,

donde p4(6) y pw(8) son como en (5.1). En particular,

1-—- pw(e)m
—pw — pa(8)(1 —pw(6)™)

LPG(6§) = Es[N|Ch] = ;

Este teorema unifica todos los resultados obtenidos previamente sobre la

longitud esperada de una corrida.
Conclusion

En este capitulo, se ha estudiado la determinacion de la longitud esperada
de una corrida desde una perspectiva algebraica. El andlisis realizado mostré que
el sistema AX = 1, considerado en la Sedcién 2, desempefia un importante papel
en el estudio de reglas de decisién obtenidas a través de un gréafico de control,
pues permite unificar resultados referentes al indice de funcionamiento de diversas

normas de paro.



EPILOGO

En este trabajo se ha realizado un estudio estadistico alrededor de la idea
de grafico de control de calidad, el cual abarcé, tanto aspecto tedricos basicos,
como problemas intimamente relacionados con su implementacién practica.

En el Capitulo 1 se discutié brevemente sobre la relacién entre la esta-
bilidad de un proceso productivo y el aseguramiento de calidad de los articulos
fabricados, poniendo de relieve la importancia de mantener el estado de control
estadistico del proceso de fabricacién. En este punto, un gréafico de control surge
como un instrumento para mantener vigilancia permanente sobre el sistema pro-
ductivo, y esta idea se introdujo formalmente en el Capitulo 2, en donde, bajo
la condicién de unimodalidad en la distribucion de las medias muestrales, se ca-
racterizaron los limites de control que producen zonas de aceptacién de anchura
minima con un nivel de inclusién determinado, y se demostré que dichos limites
también minimizan la probabilidad de que la hipdtesis de estabilidad del proceso
sea rechazada. Otro resultado relevante contenido en esta parte del trabajo, es
la generalizacién que se obtuvo del Teorema de Camp—Meidel sobre desviaciones
de una variable aleatoria respecto a su media, permitiendo obtener una cota no
paramétrica para la probabilidad de un rechazo incorrecto del supuesto de que el
proceso se encuentra en el regimen de control estadistico.

En el Capitulo 3 se trato el problema de estimar los limites de control de
manera Optima a través de muestras piloto, problema que es de gran importancia
en las aplicaciones. En esta direccion, se estudiaron las consecuencias que, sobre

la probabilidad de rechazar la hipdtesis de control estadistico, tiene el empleo de
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estimaciones de los limites de control en logar de los limites reales, los cuales no
son conocidos, al menos exactamente.

Por otro lado, en los Capitulos 4 y 5 se estudiaron las denominadas reglas
o normas de paro, las cuales son el vehiculo para trasladar la informacién contenida
en un grafico de control hacia decisiones concretas, i.e., revisar el proceso en busca
de causas que producen la alteracién del valor promedio del rasgo de interés. La
contribucién mas importante sobre este tema, es la formulacion de un resultado
general, el cual permite determinar el nimero promedio de inspecciones que una
norma de paro combinada requiere para detectar una alteracién en el valor medio

del rasgo relevante.
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Apéndice A

El propésito de este apéndice es establecer los hechos referentes a la dis-

tribuciéon de Cauchy que fueron utilizados en el Ejemplo 2 de la Seccién 4.

Teorema A.1 Suponga que X, X,,..., X, son variables aleatorias independientes

con densidad comun
1 T

fx(z) T2+ (z—0) (A1)

Entonces, la media muestral

X1+ Xo+---+ X

n

Y =

también tiene la densidad (A.1).

Este resultado es interesante porque muestra explicitamente que la dis-
persién de la media muestral alrededor de su ‘centro’ (mediana), no tiene que ser
menor que la correspondiente dispersién de las observaciones individuales X;; la
causa de este fendmeno es, desde luego, que la distribucién de Cauchy en (A.1) no
tiene varianza finita. En general, los argumentos que conducen a la demostraciéon
del Teorema A.l son bastante técnicos. Sin embargo los argumentos se simplif-
ican utilizando el siguiente resultado preliminar: la funcién caracteristica de las

observaciones individuales X estd dada por
E[e'*Xx] =e"l¥l seR. (A.2)
Esta igualdad se obtiene, por ejemplo, en Ash (1975).

Demostracién del Teorema A.1l. Se verificard que la funcién caracteristica de
la media muestral ¥ estd dada por el lado derecho de (A.2). Con esto en mente,

note que para cada s € IR

E[eY] = E 'eis[X1+X2+...X,,)/n]]

;eile/neiaXz/n . eisX,,/n]
. :eisxl/n] E [eist/n] . E [eisX,,/n}
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donde la tercera igualdad se debe a la independencia de las variables X. Utilizando

ahora la igualdad (A.2) con s/n en lugar de s, se desprende que

E [ei3Y] —E [ei(S/n)X1] E [ei(s/'n)Xz] " E [ei(s/")X"J

— o=lsl/ng=rlsl/n .. o=7lsl/n

_ [e—rls|/n] "

—7ls|

Por lo tanto, la funcién caracteristica de Y coincide con la funcién caracteristica
de las observaciones individuales X, y como éstas tienen la densidad de Cauchy
en (A.1), se desprende que la densidad de Y tambiés la densidad de Cauchy en la

ecuacién (A.1). ]
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