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Dado el conjunto de los primeros N enteros positivos, este trabajo trata
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v



importancia en la aplicacién de métodos no paramétricos basados en los denomi-
nados estadisticos U, y el anélisis de la bondad con que una distribucion asintética
aproxima a la distribucién actual de un estadistico de rango lineal. Para abordar
los problemas de enumeracién, se desarrolla una teoria general que establece la
equivalencia entre el listado de un conjunto y la definicién de una relacién de or-
den total en en el mismo, resultado que permite formular un algoritmo general de
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Given a set consisting of the first N positive integers, this work concerns

the problem of listing all its permutations or subsets of a given size . The motiva-

ton behind this work stems from the theory of nonparametric statistics, specially
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from ;che application of U-statistics as unbiased estimators, and the use of linear
rank statistics in hypothesis testing. The listing problems are approached via a
general theory that establishes the equivalence between producing a list a set A,
and the introduction of a complete (total) order in \A. This result is used to formu-
late a general listing procedure which, after identifying subsets and permutations
with vectors in a Euclidean space endowed with the lexicographical order, renders
an algorithm to solve the listing problems. The computational implementation of

the results is illustrated.
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Capitulo 1
El Plan de Trabajo

El propésito de este capitulo es describir el contenido de esta tesis, plantear
los objetivos que se pretenden alcanzar, y la manera en que se ha organizado la

presentacion del trabajo desarrollado.
Introduccion

Este trabajo trata sobre un problema de gran importancia para la apli-
cacion de técnicas estadisticas en un entorno no paramétrico, a saber, la generacién
de una lista de todas las permutaciones y de todos los subconjuntos de tamaiio r de
una poblacion finita de ndmeros enteros. La relevancia de esta problema proviene
de su estrecha relacion con dos cuestiones fundamentales: (i) La evaluacién de
estadisticos del denominado tipo U, los cuales son utilizados para construir esti-
madores insesgados que tiene propiedades de optimalidad, y (éz) la determinacién
de la distribucidén exacta de estadisticos de rango lineal para tamafios ‘pequefios’
de muestra; aunque en los Capitulos 2 y 5 se harad una presentacién breve sobre
esta 1deas, una exposicion detallada puede encontrarse en Randles y Wolfe (1981),
o Meddis(1984).

Para clarificar la importancia de los problemas que se considerardn a con-
tinuacidn, es conveniente describir, asi sea brevemente, la forma que un estadistico
de tipo U adopta, y las dificultades que se enfrentan en las aplicaciones para eva-
luarlo: Cada estadistico de tipo U tiene asociada una funcién h(zy,zs,...,z,) de
r variables. Cuando se observa una muestra de tamano n > r, la determinacién
del estiadistico requiere los siguientes pasos: (i) Para cada sucesion (s1, sa,. .., $;),

con 1< 53 <s3<-+ <8, <n, caleule h( X, , Xs,,...,Xs, ), v (i7) el estadistico
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U asociado a k se obtiene promediando todas las cantidades encontradas en el paso

anterior. ’ .

Como ya se ha mencionado, los estadisticos que se obtienen de esta forma
tienen propiedades de optimalidad como estimadores puntuales, aspecto que serd
aborda con cierta profundidad en el Capitulo 2. Por otro lado, es claro que la utili-
dad practica de un estimador depende de que se pueda calcular el valor que asume
para cada conjunto de datos disponibles, y a primera vista puede parecer que, en
una situacion, concreta, este aspecto no debe significar un problema sustancial. Sin
embargo, un momento de reflexién sobre el procedimiento delineado para construir
estadisticos de tipo U, muestra un aspecto que puede pasar desapercibido, y que
constituye un obstaculo para su evaluacién, a saber, deben encontrarse todas las
sucesiones (s1,$2,...,5,) de enteros que satisfacen 1 < 51 < 83 < -~ < s, < n,
las cuales se conocen como permutaciones de tamario r de n objetos, y tienen la
siguiente peculiaridad: forman un conjunto ‘enorme’ aiin para tamanos de mues-
tra relativamente ‘pequefios’ (Even,1973, Liu,1978). Por ejemplo, para n = 50 y
r = 2, hay 2450 permutaciones de tamano dos, las cuales deben listarse si acaso
se desea determinar el valor asumido por el estadistico U correspondiente a una
funcién de r = 2 variables. Més atin, en el caso que se discute, la varianza del es-
tadistico U debe estimarse para construir intervalos de confianza correspondientes
al parametro bajo consideracién, y esta tltima requiere calcular un estadistico U
cuya funcién h depende de cuatro (= 2r) variables, de manera que para estimar
dicha varianza se requiere encontrar todas las permutaciones de tamano cuatro
de los primeros 50 enteros positivos; el aspecto notable es que hay 5527200 de
tales permutaciones. Desde un punto de vista general, hay un caso en el cual
puede evitarse la tarea de calcular todas la permutaciones de tamano r de los
primeros n enteros positivos; esta es la situaciéon que ocurre cuando la funcién
h(zq,z2,...,2,) de la cual se obtiene un estadistico U es simétrica (Randles y

Wolfe (1981)). En este caso, en vez de determinar permutaciones de tamafio r



3

para calcular el estadistico, se requiere encontrar todos los subconjuntos de r ele-
mentos de {1,2,...,n}; si n =50 y r = 2 deben determinarse explicitamente 1225
subconjuntos de tamafio dos para evaluar el U estadistico, y 230300 subconjuntos
de tamafo cuatro para estimar su varianza; esta ultima cifra, aunque menor que
los més de cinco millones y medio de permutaciones de tamafio cuatro, continua
siendo una cifra ‘impresionante’.

El enorme ntmero de permutaciones o subconjuntos que deben encontrarse
para evaluar un U-estadistico, pone de manifiesto la necesidad de disponer de de

un método para generar permutaciones o subconjuntos de una manera ‘ordenada’,

esto es, sin omisiones, ni repeticiones.
Objetivos

Como se sefialé en la seccién precente, el problema de generar una lista
completa de permutaciones o de subconjuntos de tamamfio r de una poblacién
finita, tiene enorme importancia en la implementacién practica de métodos no
paramétricos basados en estadisticos de tipo U, lo cual proporciona una fuerte
motivacién para estudiar el problema de enumerar todas las permutaciones y sub-
conjuntos de tamafio determinado que pueden extraerse de una poblacién finita.
Una forma de generar las permutaciones ha sido propuesta en Johnson (1963),
donde se utiliza la idea de transponer elementos adyacentes para generar todas
las permutaciones de tamafio n de la poblacién {1,2,...,n}. En esta tesis, la
intencién es desarrollar una teoria general de listado de conjuntos finitos, y enmar-
car la generacién de permutaciones y subconjuntos dentro de ese contexto; ademas
del interés propio de este enfoque, las consideraciones anteriores muestran que los
resultados que se obtengan tienen repercusiones importantes en la implementacion
de métodos no paramétricos en casos concretos.

Los objetivos que esta tesis se plantea son los siguientes:

e Establecer la equivalencia entre el problema de enumerar un conjunto finito, y



la formulacién de un orden completo en el conjunto.
Este propésito es el primer paso hacia la elaboracién de una teoria general
de listado de conjuntos. La siguiente etapa es utilizar una ordenacién completa

como vehiculo para generar de una lista.

e Formular un algoritmo general de listado de un conjunto finito en términos de
un orden completo.

Después de introducir el orden lexicografico en IR", y de identificar per-
mutaciones y subconjuntos con tipos especiales de vectores, se buscard utilizar

dicho orden para alcanzar el propdsito fundamental de este trabajo:

e Disefiar un procedimiento para listar todas las permutaciones o subconjuntos de

tamafio r de una poblacion finita.
La Organizacion

Para alcanzar los objetivos propuestos, el trabajo subsecuente se ha orga-
nizado de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se intoducen las nociones de fun-
ciones estimables y de estadisticos del tipo U, estableciendo la optimalidad de éstos
Gltimos como estimadores puntuales, y analizando de manera cuidadosa le cons-
truccién de intervalos de confianza para funciones estimables; la argumentacion
muestra la relevancia que los problemas de enumeracién de permutaciones y sub-
conjuntos tiene en las aplicaciones.

En el Capitulo 3 se considera el problema general de listado desde un
punto de vista abstracto, estableciendo la equivalencia entre la introduccién de
un orden total y la enumeracién de los elementos de un conjunto. El resultado
teérico fundamental, es la formulacién de un algoritmo general de listado de un
conjunto finito en términos de un orden total. Posteriormente, en el Capitulo
4 se estudia el problema de construir una lista de todas las permutaciones del
conjunto P = {1,2,...,N}; el principal resultado se establece como un algoritmo

que implementa, para la familia de las permutaciones lexicograficamente ordenada,
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el procedimiento general obtenido en el Capitulo 3. Siguiendo un enfoque similar,
en el Capitulo 5 se formula un algoritmo que genera todos los subconjuntos de
tamano r de la poblacién P. Para cada algoritmo, la exposicién incluye una
codificacion en lenguaje de alto nivel.

Finalmente, la exposicién concluye en el Capitulo 5 con algunos comen-

tarios breves.



Capitulo 2
Estimaciéon No Paramétrica

Este capitulo trata sobre la construccién de estimadores insesgados en
un contexto no paramétrico. Se introducen las ideas de funcién estimable y de
estadistico U, enfatizando la importancia que ésta dltima nocién tiene en la for-
mulacién de intervalos de confianza y de pruebas de hipétesis. La presentacién
pone en relieve la importancia que la enumeracién de una familia de subconjuntos

tiene para la implementacién de métodos no paramétricos de inferencia
Introduccion

El propédsito de este capitulo es presentar el entorno estadistico que da
origen a los problemas que son el tema de este trabajo, a saber, la enumeracién
de familias de subconjuntos y permutaciones. La exposicién gira alrededor de la
idea de estadisticos U, los cuales se emplean como estimadores en un contexto no
paramétrico (Lehmann (1975), Randles y Wolfe (1981), Hollander y Wolfe (1981)).
La exposicién destaca la importancia de ese tipo de estadisticos, y enfatiza las difi-
cultades que surgen al implementar métodos de inferencia basados en los mismos,
las cuales provienen de la enorme carga computacional que se requiere en una
implementacion practica.

El material ha sido organizado de la siguiente manera: En la Seccién
2 se describe, a grandes rasgos, el contexto de trabajo bésico en un marco no
paramétrico, mientras que la Seccion 3 se refiere a la idea de funcién estimable,
nocién que generaliza un concepto ampliamente utilizado en el estudio de modelos
lineales. Posteriormente, los estadisticos U se introducen en la Seccién 4 como un

medio de construir estimadores que ‘utilizan toda la informacién en la muestra’;
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se establece la optimalidad de dichos estimadores, en el sentido de que tienen
varianza uniformemente minima dentro de la clase de estimadores insesgados, y
se analiza la teorfa asintdtica que permite establecer intervalos de confianza para
una funcién estimable en términos de estadisticos U. En la Seccién 5 se discute
la determinacién de dicho intervalo de confianza, prestando especial atencién a la
enorme cantidad de permutaciones o subconjuntos que deben determinarse, hecho
que proporciona la motivacién para disefiar un método que permita generarlos de
manera organizada. Finalmente, la exposicién concluye en la Seccién 6 delineando

la estrategia que se seguira en los siguientes capitulos.

El Contexto

Un punto de partida comin en un problema estadistico es una serie de ob-
servaciones X, Xy,...,X,, las cuales, bajo ‘la hipétesis nula’, son independientes
e idénticamente distribuidas. El rasgo caracteristico en el enfoque no paramétrico,
es que los supuestos sobre la distribucién comin de las variables X; son bastante
débiles, en el sentido de no se asume forma especifica alguna para la funcién de dis-
tribucién—denotada por F—de la cual provienen las observaciones. Para clarificar
esta idea, suponga que X, X,,..., X,, son los tiempos de vida 1til de n articulos.
En un contexto no paramétrico, se podria suponer, por ejemplo, que la funcién de
distribucién F' es continua, y que esta cocentrada en el intervalo (0, o), mientras
que en el enfoque paramétrico usual, tal vez podria considerarse adecuado suponer
que la distribucién comtn de las observaciones es exponencial con pafémetro A >0,
la cual corresponde a la funcién de distribucién F,\(a:) = (1 — e ) g,00)(2), ¥
el problema de inferencia en este caso se reduce a estimar, construir intervalos de
confianza, o probar hipdtesis acerca de .

Para introducir las ideas de este capitulo, se supondra que

X1,X9,...,X, es una muestra de la funcién de distribucién F, (2.1)
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donde F' € F, y F es una familia ‘amplia’ de funciones de distribucién, cuyos

miembros no siguen una forma especifica determinada. Note que (2.1) equivale a
P[Xl S 5171,X2 _<_ T2y ,Xn S .l?n] = F(wl)F(wg) F(.Clln), F € f,
y a partir de esta igualdad se desprende que si r < n,

(X1, Xy X)) £ (Xay, Xy, X)), (2.2)

: . , d
slempre que s1, S2, . .., S sean enteros diferentes entre 1 y n, donde el simbolo ¢ =’

significa que los vectores involucrados poseen la misma distribucién.
Funciones Estimables

En esta seccién se introduce la nocién de funcién estimable en el contexto
de estadistica no paramétrica, la cual es una generalizacion del concepto de funcidn
lineal estimable que desempenia un papel central en el anélisis de datos cuando
éstos se suponen generados de acuerdo a un modelo lineal (Graybill, 1985, Searle,
1979). Por ejemplo, bajo la hipétesis de normalidad, en el estudio de experimentos
disefiados, los instrumentos para comparar las consecuencias de utilizar cada uno
de los tratamientos involucrados son los contrastes entre efectos principales, los
cuales son funciones lineales y estimables de los parametros del modelo (Fisher y
McDonald, 1978). De hecho, la teoria de los modelos lineales es, en gran parte, el
analisis de las funciones lineales estimables, y de las propiedades que poseen sus
estimadores y los métodos de inferencia asociados a los mismos. La idea de funcién
estimable en un contexto no paramétrico, la cual se introduce a continuacién, es

una extension importante de la nocién familiar en el analisis de experimentos.

Definicién 3.1. [Randles y Wolfe (1981).] Sea F una familia de distribuciones.
Una funcién v: F — IR es estimable respecto a F, si existe una funcién h: R" — R
con la siguiente propiedad: Si Xj,Xs,...,X, es una muestra de la distribucion
F € F, entonces

Ep[h(X1,Xs, ..., X;)] = y(F). (3.1))
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Asi, una funcién es estimable respecto a F, siempre y cuando pueda ex-
presarse como el valor esperado de alguna funcién de r variables aleatorias que
constituyen una muestra de F' € F. El minimo de los nimeros r para los cuales es
posible encontrar una funcién 2(-) tal que (3.1) se satisfaga es el grado de 4(-), y
la funcién k(-) en (3.1) es un nicleo de 4. A continuacién se ilustra esta idea en al-
gunos casos particulares: un ejemplo interesante desde el punto de vista econémico

se presenta en el Capitulo 5.

Ejemplos 3.1. (a) Sea y(F) el valor esperado de la distribucién F. En este caso,
v(-) = Ep[Xy]

de manera que la funcién ‘esperanza de la distribucién’ es estimable sin impor-
tar cual sea la familia F, siempre que ésta consista de distribuciones con primer

momento finito. Note que el nicleo de 4(-) es h(z) = z, la funcién identidad en

R.

(b) Suponga que y(F) es la varianza de la distribucion F, esto es,
Y(F) = Ep[X{] - (Er[X1])".

A continuacién se verd esta funcién es estimable. Para comprobar esta carac-
teristica, considere una muestra de tamafio dos de la distribucion F' € F. En este

caso, Ep[X1] = Ep[X,], pues X; y X, tienen la misma distribucién, y entonces
(EF[XI])2 = EF[Xl]EF[Xz] = EF[X1X2],

pues la esperanza de un producto de variables aleatorias independientes es el pro-
ducto de las esperanzas (Mood et al., 1985, Dudewicz y Mishra, 1988). Por lo

tanto,

v(F) = Ep[X}] — Er[X1X2] = Er[X] — X1 Xo],

y entonces v(F') se expresa como el valor esperado de la funcién h(Xy, X;) = X7 —

X1Xo, esto es, y(F) es estimable con respecto a la familia F, cuando ésta consiste
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de distribuciones con segundo momento finito; el niicleo de y(F) es h(z1, ;) =
x} — 212, y el grado de v(F) en el caso presente es dos, siempre que la familia de
distribuciones F sea ‘lo suficientemente amplia’; para detalles sobre este aspecto,

vea Randles y Wolfe (1981).

(c) Defina v(F') mediante
YF) = Er[Yn) — Y1),

donde Y,y y Y1) son el maximo y el minimo, respectivamente, de una sucesién de
variables aleatorias X;, Xy,..., X, obtenida de la distribucién F € F. A partir
de la expresion que define a v(F), es claro que () es estimable, y que el ntcleo
cerrespondiente es h( Xy, Xo,..., X)) =¥, — Y(1). Esta funcién v(F') es el rango
esperado de una mustra de tamano n, y es importante en procedimientos aplicados

en el drea de control estadistico de calidad (Saucedo, 1999). O

Una razon fundamental por la cual las funciones estimables son impor-

tantes desde el punto de vista no paramétrico, es que admiten estimadores inses-
9

gados de varianza uniformemente minima, aspecto que se analiza en la siguiente

seccion.
Estadisticos U

El problema de encontrar ‘buenos’ estimadores para una funcién estimable
ha sido extensivamente estudiado en la literatura, y el andlisis sobre este tema se
remonta, por lo menos, a Hoeffding (1948). Antes de abordar esta cuestién desde

un punto de vista formal, se discutird de manera intuitiva el enfoque que se emplea.

Discusién. Suponga que v(F') es una funcién estimable, por ejemplo, de grado
dos. De acuerdo a la Definicién 3.1, esto significa que para toda funcién de dis-
tribucién F' en F, se tiene que ¥(F') = Ep[h(X;,X3)], donde A(-,-) es el niicleo de

7(:). El problema que se enfrenta cuando se dispone de una muestra de tamafio n,
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es construir un estimador de (F') que utilice ‘toda la informacién’ contenida en la
muestra. Para propositos de ilustracién, suponga que se dispone de una muestra
de tamafno n = 3 proveniente de la distribucién F € F. En este caso, como se
observé en la Seccién 2, se tiene que cada pareja (X;, X;) con ¢ # j tiene la misma

distribucién que (X5, X5), de manera que
V(F) = Ep[h(X1,Xs)] = Er[h(X;, X;)], 1<i#j<3. (4.1)

Esto significa que, ademds de n(X7,X5), la muestra permite construir otros esti-
madores insesgados de y(F'). Por ejemplo, h(X3, X1) y h(X3, X2), son estimadores
insesgados de y(F'). En el caso presente, la muestra de tamafio tres permite con-
struir seis estimadores insesgados de y(F'), los cuales son
h(XlaXQ)a h(X2>X1)a h(XlaX?’)v h(X3>X1)
h(.YQ,Xg), h(Xg,Xz).
Una manera de construir un estimador insesgado de v(F') que involucre a todas las
observaciones X1, X5, ..., X, de manera simultdnea, es promediar los estimadores
insesgados anteriores, los cuales utilizan s6lo dos observaciones a la vez. Al pro-

ceder de esta forma, se obtiene

h( X1, X2) +h(Xo, X1 ) + h( X1, X3) + h(X3, X1) 4 h( X2, X3) + h(X3, Xs)

=2)
N

)

o en notacién mas compacta,

Es conveniente resumir la ruta seguida para obtener el lado derecho de esta igual-

dad:

Inicialmente, se cuenta con una muestra de tamano n = 3: X, X3, X3
Se obtienen todas las parejas (7,j), con 1 <7 # j < 3;

Después se calcula h(X;, X;) para cada pareja (7,j) encontrada anteriormente.
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Finalmente, se determina el promedio de las cantidades calculadas en la etapa
precedente.

Esta construccion se generaliza a continuacién.

Definicién 4.1. Sea h(z1,2,...,2,) una funcién de r variables, y suponga que
X1, Xa,..., X, esunasucesion de n variables aleatorias. En este caso, el estadistico

de tipo U asociado a la funcién h, se define mediante
1
Up =Un(X1, Xe,...,Xp) = o > h(Xgy, Xy, X, ), (4.2)
s

donde la suma se extiende sobre la clase de todas las sucesiones S = (s1,52,...,5,)

de enteros que satisfacen s; # s; s1¢# j,y 1 < s; < n para todo ¢

Expresada en terminologia mas comin, la sumatoria en (4.2) se extiende
sobre todas las permutaciones de tamafio r del conjunto {1,2,...,n}, cuyo niimero

es
(n)y=nn—1)-(n—r+1); (4.3)
vea, por ejemplo, Dudewicz y Mishra (1988).

Observacién 4.1. El proceso de obtener el estadistico de tipo U correspondiente

a la funcién % y a la sucesiéon X1, Xo, ..., X,, puede expresarse como sigue:
(2) Obtenga las permutaciones de tamafio r del conjunto {1,2,...,n},

(i7) Para cada una de las permutaciones S = (si,$2,...,5,) determinadas en el

paso anterior, calcule h(X;,,X,,,...,X;.), ¥

(i) La evaluacién de Uy, se efectiia promediando las cantidades encontradas en el

paso previo.

La importancia de los estadisticos de tipo U se debe al siguiente resultado

general.
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Teorema 4.1. [Hoeffding (1948), Randles y Wolfe (1981).] Suponga que Y(F) es
una funcién estimable cuando F' varia en la familia F, y sea h(z1,22,...,2,) un

nucleo para 7(-), esto es,
Y(F) = Ep[h(X1,Xo,..., X)), FeF.

En este caso,
(1) El estadistico Up(X;, Xs,...,X,) es un estimador insesgado de y(F).
Mas aun,

(22) Si la variable h(X;, X5,..., X,) tiene segundo momento finito, y la familia F
contiene a todas las distribuciones continuas, entonces Uy, es el estimador insesgado

de v(F') con varianza uniformemente minima.

Demostracién. (i) Como se mencioné en la Seccién 2, cuando la sucesién de
numeros enteros sy, g, ..., s, forman una permutacién de tamafio r del conjunto
{1,2,...,n}, los vectores (X1, Xs,...,X;) ¥ (Xs;,Xs,,--.,Xs,) tienen la misma
distribucién, y por lo tanto, h(X;, X5, ..., X;) y A(X,,, Xs,,. .., X, ) son variables

aleatorias idénticamente distribuidas. Por lo tanto, para cada F € F,
Y(F) = Ep[h(X,,.Xs,,..., Xs,)] = Er[M(X1, Xo, ..., X, )],

de donde se desprende que

Ep(Uy] = Ep 1 Zh(xsl,xw...,xsr)
(n)r S
1
- (77),EF zs:h(Xslast,-..,Xsr)]
1

OF
1
o Zsjv(F)-

> Ep[h(Xsy, Xegr- o, X))
S
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En la Gltima sumatoria, el indice S varia sobre la clase de todas las permutaciones

de tamatio r del conjunto {1,2....,n}, cuyo nimero es (n),. Por lo tanto,

BelU] = fo (1 (F)] = (B,

lo cual significa que U, es un estimador insesgado de y(F').

(71) Se dard un bosquejo del argumento que conduce al resultado. Primero, ob-
serve que Up = Up(X;, Xs,...,X,) no se altera si se intercambia el orden en que

aparecen las variables X;, lo cual implica que

Un esfuncion de Y = (Y(3),Y(9),-.-,Y(w)),

donde Y denota la vector de los estadisticos de orden correspondientes a la mues-
tra X1, X5,...,X,. Ademas, debido a que F contienen a todas las distribuciones
continuas, Y es un estadistico suficiente y completo respecto a F (Lehmann,
1971). Por lo tanto, U}, es un estimador insesgado de y(F'), el cual es una funcién
del estadistico suficiente y completo Y, y en estas circunstancias, el teorema de
Lehmann—Scheffée implica que U), tiene varianza uniformemente minima dentro de
la clase de estimadores insesgados de y(F) (Lehmann (1971). Mood et al., 1985).

a

Es claro que la distribucién exacta de un estadistico U es dificil de de-
terminar, fundamentalmente, debida a que en un contexto no paramétrico las dis-
tribuciones que pueden pertenecer a F poseen caracteristicas sumamente diversas.
Por esta razén, los problemas de prueba de hipétesis y de construccién de inter-
valos de confianza para una funcién estimable, se abordan por medio del siguiente

resultado asintético.

Teorema 4.2. [Hoeffding (1948), SerfHling (1980), Randles y Wolfe (1981).] Sea

X;,Xs,...,X, una muestra de una distribucién perteneciente a la familia F, y
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suponga que () es una funcién estimable de grado r con ntcleo h(zy,z2,. .., z,).

Defina ( = ((F') mediante
C(F) = EF[h(_X174Y27 e 7Xr)h(X17XT’+1)' .o ,Xgr_]_)] —_ '72. (44)

Con esta notacién, la distribucién limite de /n(Up — ) conforme n crece a oo es

normal con media nula y varianza r2(, esto es,

V(U = 7) = N (0,72¢).

Una demostracién de este resultado, la cual se obtiene a través de argu-
mentos de aproximacién de U}, por medio de sumas de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, puede encontrarse en Randles y Wolfe (1981).
La aplicacién de este resultado para establecer intervalos de confianza para + re-
quiere estimar { definida en (4.4), y el aspecto relevante es que { es una funcién
estimable. Para verificar esta afirmacion, note que

Y(F)? = Ep[h(X1,..., X,))?

= Ep[h(X1,..., X)) Er[h(Xrt+1,..., Xar)]

= Ep[MX1,..., X )h(Xpp1, ..., Xop)];
para obtener la primera igualdad se utilizé que (Xq,...,X;) vy (Xr41,...,X2r)
tienen la misma distribucién y son independientes, por lo tanto h(X1,...,.X0) y
h(Xr41,...,X2r) también tienen estas propiedades, mientras que la tercera igual-
dad utilizé la independencia de h(X;,...,X,) ¥y (Xr41,...,X2,) para concluir
que el producto de sus esperanzas es la esperanza de su producto. Combinando
esta igualdad con (4.4) se obtiene

C(F) = Er[h(X1,Xa,..., Xp)( X1, Xr41,.. ., Xor_1)]

— Ep[h(Xy,..., X )(Xpgr1,. .., Xop)]
y por lo tanto,
C(F)
- EF[h(Xl, e ,Xr)h(AXl,XT_}_l,. . -,XZT—I) - h(Xl, PN 7-XT)h(XT+17 e ,er)]

= EF[H(Xla s 7XT7X’I’+17‘ .- 7X2r—1aX2r)]
(4.5)
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Esta dltima igualdad muestra que ((F') es una funcién estimable, pues se expresa
como el valor esperado de una funcién H(Xy, X,, ..., Xy, ). Por lo tanto, ¢ puede

estimarse mediante el estadistico de tipo U asociado a H:

1

C - (77’)21”

Y H(X,,, Xy, Xe,,) = Un. (4.6)
S

Utilizando este estimador. el Teorema 4.2 implica el siguiente corolario.
Corolario 4.1. Dado « € (0,1), sea Za/2 €l percentil superior de orden a de la
distribucién normal estandar. Con esta notacién el intervalo aleatorio

[&—SQ/ZT;_HC: ;}\/+Za/2%€:| (47)

es un intervalo de confianza para y(F') con nivel asintético 1 — a, esto es, para todo

FeF,
1' P -y o . CA > CA —
nl—l;rc}o F |7 € T Zay2? ﬁ, "}/+Za/27' —*\/—_7;* =1-—a.

Cémputo de un Estadistico U

El resultado establecido en el Corolario 4.1 es extremadamente impor-
tante. En efecto, sin suponer forma especifica alguna para la distribucién de la
que provienen los datos, la formula (4.7) permite construir un intervalo de confi-
anza para vy = y(F'), el cual, si se desea o se requiere, puede utilizarse para probar
hipétesis sobre 4. Sin embargo, hay un aspecto que puede pasar, en principio,
desapercibido en la expresién (4.7), y sobre el cual se discutird a continuacién:
La carga computacional para evaluar el intervalo de confianza (4.7) es, en general,
enorme, aun en el caso de que el tamafio de la muestra sea relativamente ‘pequetio’.

La discusién inicia observando que, para encontrar el intervalo de confianza
(4.7), es necesario calcular dos estadisticos de tipo U, a saber, Uy, y Uy, los cuales

son los estimadores de v y (, respectivamente (vea (4.2) y (4.6)), y como punto
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de partida, suponiendo, por ejemplo, que se tienen n = 100 datos que constituyen
los valores observados de una muestra de 100 variables aleatorias obtenidas de una
distribucién F' € F. En este caso, si v(F') es una funcién estimable de grado dos, el
computo de Uy requiere evaluar h(Xs,, Xs,) para cada una de las permutaciones
(s1,82) de tamafo dos del conjunto {1,2,3,...,100}. Asi, para lograr calcular

estas cantidades, se requicre, ante todo, generar
(100); = 100(99) = 9900 permutaciones de tamafio dos.

Por otro lado, ¢ es una funcién estimable de grado 2r = 4, y su evaluacién requiere

encontrar, explicitamente,
(100)4 = 100(99)(98)(97) = 94109400 permutaciones de tamafo cuatro.

Al reflexionar sobre estas cifras, se pone en evidencia la enorme importancia de
disponer de un procedimiento que permita generar todas las permutaciones de
tamano r de un conjunto de enteros. La generacion debe ser ‘ordenada’; en el
sentido de que cada permutacién debe ser generada una sdla vez, sin posibilidad
de incurrir en ‘repeticiones accidentales’.

Existe una manera de ‘disminuir’, en cierto sentido, la carga computa-
cional que significa la evaluacion de los estadisticos de tipo U involucrados en la
construccion del intervalo de confianza (4.7), la cual involucra utilizar un nicleo

adecuado en (4.1).

Definicién 5.1. Sea v = 7(F') una funcién estimable de grado r. Un nicleo
e s s sface las siguient di
simétrico para v, es una funcién h*(z1, zs, ..., &, ) que satisface las siguientes condi

ciones:

")/(F)-—_EF[]?*(Xl, ,2,,..,Xr)], FEf,

y para toda permutacién ay,as,...,a, de {1,2,...,7},

R*(x1,22, .., 2r) = K (Tay, Tags -« - Ta, )- (5.1)
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Dado un nicleo arbitrario h para 7, siempre puede construirse un nticleo

simétrico h* a través de la siguiente férmula:

h*(a:l,xg,...,a:r):;—! Z hMxa,sTays-- - 2a,). (5.2)
’ A1,02,y...,0p

Cuando A*(-) es un niucleo simétrico, su valor no se altera si se cambia el orden
de las variables x1,%3,...,%, en las que se evaltia a h*. Luego, al construir el
estadistico U asociado a h*, se reducen algunos términos, lo que conduce a una

sumatoria con menos sumandos:

n
{s1,52...,8, }
r

Upe = ﬁ S R (e, e Ta), (5.3)
donde la suma es sobre todos los subconjuntos de tamafio r cuyos elementos
pertenecen a la ‘poblacion’ {1,2,...,n}; note que sin importar ctial es el nicleo
de v que se utilice, se obtendrd siempre el mismo estimador, a saber, el estimador
insesgado de varianza uniformemente minima para . Utilizando (5.3), la deter-
minacién del estadistico de tipo U que estima a 7, requiere de determinar cada
subconjunto {s1,$2,...,3,} de tamaiio r de {1,2,...,n}, y posteriormente evaluar
cada término h*(zs, , 2,,...., s, ). Por ejemplo, en el caso discutido anteriormente,
en el que v tiene grado dos y se dispone de 100 observaciones, el calculo del es-

timador 4 por medio de un estadistico U asociado a un ntcleo simétrico requiere

encontrar

1
( (2)0> = 4950 subconjuntos de tamafio dos,

mientras que el computo del estimador ( por medio de un niticleo simétrico implica

la determinacion de
100 . .
4 )= 3921225 subconjuntos de tamafo cuatro.

Estas cifras continuan siendo enormes, y ponen en evidencia la importancia de
listar (enumerar) los conjuntos de r elementos cuyas componentes pertenecen a

{1,2,...,n}.
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Conclusién

La discusién que se ha llevado a cabo en este capitulo, muestra la impor-
tancia que el problema de listar (enumerar) familias de permutaciones o subcon-
juntos tiene para la aplicacién efectiva de métodos estadisticos no paramétricos, y
proporcionan la motivacién para emprender el desarrollo de este trabajo.

El trayecto que se seguird a partir de ahora puede describirse, a grandes

rasgos, como sigue:

e Primero se analizard la relacién entre los problemas de listar y ordenar un con-
junto, trabajo que permitiréd identificar el aspecto esencial de los problemas de

enumeracion que son el objeto de estudio de esta tesis;

e Utilizando la teorfa desarrollada se disefiara un procedimiento para enumerar

todas las permutaciones de tamafio N de la poblacién
{1,2,...,N}, (6.1)

y

¢ La experiencia acumulada permitird construir un algoritmo para listar todos los
subconjuntos de tamafio 7 < N de la poblacién (6.1)

Suponga ahora que se desea enumerar todas las permutaciones de tamafio
r < N del conjunto {1,2,..., N}. Esto se puede lograr combinando los dos proce-

dimientos descritos anteriormente de manera iterativa:
Se genera un subconjunto S de tamafio r

Se generan todas la permutaciones de tamafio r de S , €l cual tiene

r elementos.

Al repetir este proceso para cada subconjunto S de la poblacién (6.1), se obtienen

todas las permutaciones de tamano r de la poblacién {1,2,..., N}.



Capitulo 3
Teoria General Sobre Listado de un Conjunto

El objetivo de este capitulo es presentar un enfoque general al problema
de producir una lista de todos los miembros de un conjunto. La intencién princi-
pal de la exposicién es mostrar la equivalencia entre el problema de enumeracién
considerado, y la construccién de una relacién de orden en el conjunto de interés.
A partir de este resultado se formula un algoritmo general de listado, el cual se
aplicar4 en el siguiente capitulo a los problemas de enumeraciéon de permutaciones
y familias de subconjuntos, los cuales son de gran importancia para el célculo de

estimadores construidos utilizando métodos no paramétricos.
Introduccién

En este capitulo se analiza el siguiente problema general de enumeracién
o listado: Dado un conjunto finito A, producir una lista en la que cada elemento
de A aparezca sélo una vez.

A primera vista, este parece ser un problema simple; después de todo,
una manera de especificar un conjunto es precisamente proporcionando una lista
de todos sus elementos. Por ejemplo, al escribir A = {3,6,9,12,15}, se estédn
enumerando los miembros de A. Sin embargo, existe otra forma de determinalj
un conjunto, la cual se denomina método de comprensién o regla, de acuerdo a
la cual los elementos del conjunto se distinguen mediante una propiedad que los
caracteriza; vea por ejemplo, Suppes (1971), o Dolciani et al., (1986). Por ejemplo,
si B es el conjunto de todos los enteros positivos menores a 17 que son multiplos
de tres, se puede establecer con toda seguridad que (¢) 2 ¢ B, pues a pesar de que

dos es un entero positivo y menor a 17, dos no es un multiplo de tres, (27) 21 ¢ B,
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pues aunque 21 si es un entero positivo multiplo de tres, 21 no es menor a 17, y
(¢) 9 € B, pues nueve es un entero positivo que es tanto multiplo de tres como
menor a 17. El aspecto fundamental en esta discusién es que la propiedad que
se estipula para los miembros de B permite decidir, sin ambigiiedad alguna, si un

objeto determinado pertenece o no a dicho conjunto.

Atn cuando originalmente se especifique un conjunto mediante una carac-
terizacion de sus miembros, frecuentemente es necesario disponer de una lista de
sus elementos, esto es, debe utilizarse la propiedad que distingue a los objetos que
constituyen B para producir una lista de todos sus miembros—equivalentemente,
para enumerar todos los elementos de B. En el caso especificado en el pérrafo
precedente, no es dificil mostrar que B = {3,6,9, 12,15}, es decir B coincide con
A, de manera que en estas circunstancias es sencillo pasar de la caracterizacién del
conjunto B por el método de comprensién, a la descripcién de B mediante el lis-
tado o enumeracién de sus miembros. Sin embargo, en general la situacién es més
compleja. Considere, por ejemplo, el conjunto C que consiste de todos los digitos
(enteros entre cero y nueve, inclusive), que aparecen por lo menos cuatro ocasiones
dentro de las primeras veinte cifras de la parte fraccionaria en la expansién deci-
mal del nimero 7. En este caso, C consta de a lo mas cinco miembros; producir
una lista de C, sin embargo, requiere de que se tenga la expansién de = hasta 20
cifras significativa, y es necesario disponer de algoritmos especiales para este fin.
Este ejemplo muestra que, a pesar de que se sepa que un conjunto tiene pocos
miembros—a lo mas cinco en el caso de C—generar una lista de sus elementos no
es, en todos los casos, un problema simple; mas bien, con frecuencia reclama un
analisis esmerado y, tal vez, complejo. En el caso del conjunto C, puede mostrarse

que consiste de un tnico elemento, a saber, cinco (Papadopoulus (1997)).

El propédsito general de este capitulo es diseriar un procedimiento para
enumerar los miembros de un conjunto finito arbitrario, y para alcanzar este ob-

Jetivo, la exposicién ha sido organizada de la siguiente manera: En la Seccién 2
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se discute la relevancia del problema de listado en el campo de la estadistica no
paramétrica, tratando de ubicar el problema general abordado desde una éptica
que muestre su relevancia. Posteriormente, en la Secién 3 se discute la relacién
entre el problema general de listado, y la construccién de un orden total en el
conjunto de interés, y se introducen las nociones de elemento méximo y minimo en
un conjunto ordenado. La Seccién 4 trata sobre la idea de sucesor de un elemento,
la cual es una nocién central para formular, en la Seccién 5, el resultado principal
de este capitulo, a saber, el algoritmo general de listado. Después de establecer
este procedimiento, en la Seccién 6 se introduce una relacién de orden total entre
vectores de IR?, a saber, el denominado orden lexicografico (Munkres, 1975), y la

exposicion concluye con algunos comentarios breves en la Seccién 7.
El Angulo Estadistico

Antes de emprender la tarea de disenar un metodo para enumerar los
miembros de un conjunto finito arbitrario, es conveniente enfatizar, una vez mas,
la razén por la cual este problema es de gran importancia en el analisis estadistico.
El punto de partida, es la observacién de que enumerar (listar) los elementos de

un conjunto finito puede ser un problema complejo por dos razones:

(z) Es dificil determinar explicitamente los elementos del conjunto; por ejemplo,

este es el caso para el conjunto C considerado en la Seccién 1.
(2¢) El conjunto de interés tiene un numero grande de elementos.

En el andlisis estadistico, particularmente al emplear métodos de estimacion no
paramétrica, la dificultad para enumerar los miembros de un conjunto de interés
se origina, frecuentemente, por la segunda de las causas mencionadas. Por ejemplo,
considere las siguientes tres clases de objetos construidos a partir de una poblacion
P que consta de IV objetos, los cuales, sin pérdida de generalidad alguna, se supone

que son los primeros N enteros positivos, i.e.,

P=1{1,2,...,N}. (2.1)
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e La clase P(N,N), la cual consiste de todas las permutaciones de tamafio N de

la poblacién P:

PN, N) = {(ar,az,...,an)|a; € P, i =1,2,...,n, a;#aj, 1<i#j <N
(2.2)
e P(r,N), la familia de todas las permutaciones de tamafio r de la poblacién P,

donde r < N, esto es,

P(r,N)={(a1,as,...,a,)]|a; €P, 1=1,2,...,7, a;F#a;, 1<i#j<r}
(2.3)
y, finalmente,
e Dado un nimero r < N, sea S(r,N), la clase de todos los subconjuntos de

tamartio r de la poblacion P:
S(r,N)={S|S CP, yS consiste de r miembros}. (2.4)

Cada una de estas clases es de gran importancia; las dos ultimas tienen
que ver directamente con la evaluacién de estimadores del tipo U considerados
en el capitulo anterior, mientras que la familia P(N, N) es de importancia al re-
alizar experimentos de simulacién computacional, por ejemplo, para comparar la
distribucién exacta de un estadistico ‘de distribucién libre’, con su distribucién
asintotica (Meddis, 1984). En los tres casos precedentes, la dificultad para listar
los miembros de cada clase proviene de que €l numero de sus mimbros crece muy
rapidamente a medida que se incrementa el tamafio de la poblacién. Por ejemplo,
aunque para N = 4 y r = 2, §(r, N) = §(2,4) tiene seis miembros que podrian
enumerarse directamente, cuando N = 50 y r = 2, §(2,50) consta de 1225 miem-
bros. La motivacién detrds de este capitulo es desarrollar un método que permita
listar conjuntos con un nimero grande de elementos, particularmente, los tres
recienﬁemente mencionados. Sin embargo, para alcanzar este proposito, es conve-

niente analizar el problema de listado desde una perspectiva general (abstracta)
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que permita descubrir los aspectos esenciales del problema de enumeracién, para

posteriormente aplicar los resultados a los casos relevantes en el anélisis estadistico.
Relaciones de Orden

La observacién clave para abordar el problema de listar un conjunto finito
A, es que cuando se produce una lista de sus miembros, de inmediato se induce un
4 9 3 : : 4 )
orden’ en el conjunto, donde los elementos que se escriben primero son ‘menores

que aquellos que aparecen después. Para aclarar esta idea, considere el conjunto
A= {4, %, 0,!}. (3.1)

Suponga ahora que se pide producir una lista de los miembros de A. Ante este

requerimiento, se podria responder con
L A, %, 0 (3.2)

En este caso, si se convienen en que un elemento es menor que cualquiera de los
que estan a su derecha en la lista, se tendria que
‘v ‘v ) ‘I’ es menor que ‘0’

es menor que ‘A’ es menor que

y
(3.3)

‘A’ es menor que ‘*’, ‘A’ es menor que ‘0’, y  “*’ es menor que ‘0’

Esta ‘relacién de orden’ fue inducida por el listado (3.2), y es claro que al formar
otra lista de los miembros de A, la relacién de orden se alterard. Por ejemplo, si

en vez de (3.2) se enumeran los miembros de A como
AL %0

entonces la primera afirmacién en (3.3) debe cambiarse a ‘A’ es menor que ‘I’. La
discusién puede extenderse a cualquier conjunto, en el sentido de que al disponer
de una lista de sus miembros, puede definirse una relaciéon de orden. El propdsito

de esta seccién es establecer la proposicién inversa: Si se dispone de una relacién de
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orden adecuada en un conjunto finito .4, entonces, dicha relacién puede utilizarse
para generar un listado de A, resultado se demostrara posteriormente en el Teorema
3.1. Por el momento, es oportuno definir, de manera precisa, cual es la idea de

relacién de orden que se utilizara.

Definicién 3.1. [Munkres (1975), Suppes (1971).] Sea A un conjunto finito,
y considere una relacién, denotada mediante ‘<’ definida en el conjunto. Esta

relacion es un orden completo en A si satisface los siguientes requerimientos:

(¢) [Transitividad.] Para a,b.c € A,

a<b y b<c¢c =a<ec

i2) [Completez.] Para todos los miembros a,b € A, se tiene que exactamente una
% ) q

de las siguientes alternativas es valida.
a<b, a=5b, b<a.

En esta definicién, la condicién (7) es bastante natural desde un punto de
vista intuitivo, mientras que el requerimiento (¢¢) impone la condicién de que dos
elementos distintos de A sean comparables, i.e., si a # b, debe tenerse que a < b,
o bien b < a. Es costumbre leer la expresién a < b como ‘a precede a b’, en lugar
de ‘a es menor a b’; el propdsito es no confundir la relacién de orden recientemente
introducida, con el orden usual en los niimeros reales cuando 4 C IR. Por otro
lado, el hecho de que @ preceda a b, esto es, a < b, también se escribe como b > a,
esto es,

a<b << b>a. (3.4)

La expresion b > a se lee como ‘b sucede a a’ , o ‘b es posterior a a’; similarmente

‘a < b’ con frecuencia se expresa verbalmente como ‘a es anterior a b’.

Ejemplo 3.1. Sea A = A = {4, %, 0,!}, el conjunto considerado al inicio de

esta seccion. La relacién (3.3) puede expresarse, con la notacién recientemente
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introducida, como
<A, < 1<0, A< A<0, y *=<0. (3.5)

Con esta definiciéon de la relacién de precedencia, no es dificil verificar quellas
propiedades de transitividad y completez se satisfacen. Por lo tanto (3.5) determina

un orden completo en A. _ O

Dado un conjunto finito A dotado con un orden completo ¢ <', existen dos

elementos especiales, a saber, el elemento minimo y el miembro méximo.

Definicién 3.2. Sea A un conjunto finito dotado con un orden completo ¢ <'. En
este caso,

(1) m € A es un elemento minimo si para todo a € A con a # m, se tiene que
m < a.

Similarmente,

(17) M € A es un elemento méximo si siempre que a € A sea tal que a # M,

entonces a < M.

’ es un minimo del conjunto A. En efecto,

Ejemplo 3.2. En el Ejemplo 3.1, !
sia € A es tal que a #!, entonces a es alguno de los miembros A, *, 0 0, y en
este caso, las primeras tres ‘desigualdades’ en (3.5) implican que ! < a. Por otro
lado, 0 es un méximo de A, pues si a € A es diferente de 0, entonces a es alguno

de los miembros, !, A, o *, y en este caso, las dos ultimas ‘desigualdades en (3.5)

conjuntamente con la tercera, muestran que a < 0. o

El siguiente resultado muestra que cualquier conjunto finito con un orden

completo posee exactamente un elemento minimo y un méximo.

Teorema 3.1. Sea A un conjunto finito y no vacio dotado con un orden completo.

En este caso,

(1) A posee un elemento mninimo, Més atn,

(11) A tiene exactamente un elemento minimo.
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Similarmente,
(717) A posee un elemento Maximo, y

(1v) El elemento méaximo de A es unico.

Demostracién. (i) El argumento es por induccién en el nimero de elementos
de A, el cual se denota por n. Primero observe que si A tiene n = 1 elementos,
entonces la afirmacién es clara. Suponga que si un conjunto dotado con un orden
completo tiene k miembros, entonces tiene un elemento minimo, y sea A un con-
junto de n = k + 1 elementos. En estas circunstancia, se verificara que A posee un
elemento minimo. Con esta finalidad, seleccione un elemento cualquiera, a* € A,

y defina conjunto A mediante
A=A\ {a*}. (3.6)

En este caso, A es un conjunto con k elementos, y por lo tanto tiene un miembro

minimo, por la hipétesis de induccién. Sea m € A un miembro minimo de A4, i.e.,
acAd vy azm=m<a. (3.7)

Para demostrar que el conjunto original tiene un minimo, primero observe que m €
.zzlv, y por lo tanto m # a* (vea (3.6)). Utilizando que dos elementos distintos de
A son comparables, por la Definicién 3.1, esto implica que alguna de las siguientes
dos alternativas ocurre:

a*<m, o m<a"

Caso 1: a* < m. En esta situacién, se verificara que a* es un elemento minimo
de A, i.e.,

*

a*<a, sia€ Aya#a’. (3.8)

En efecto, si a € A es diferente de a*, entonces a € A (vea (3.6)). Por lo tanto,
a = m, o bien m < a; bajo la primera alternativa se tiene que a* < a, pues se

supone que a* < m y m = a, mientras que si la segunda posibilidad ocurre, se
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obtiene que a* < m y m < a, de tal forma que usando la transitividad de la
relacién de orden, se obtiene a* < a. Este argumento muestra que la implicacién

(3.8) es valida, y por lo tanto, a* es un elemento minimo de A.

Caso 2: m < a*. En estas circunstancias, m es un miembro minimo de A. En
efecto, seleccione a € A tal que a # m y observe que existen dos alternativas
posibles:

(a) a = a*, circunstancia en la que se tiene
m < a, (3.9)

pues a=a*,y

(b) si a # a*, entonces a € A (vea (3.6)), y como M es un minimo de A, se tiene
que (3.9) también ocurre cuando a # m.

En resumen: Suponiendo que un conjunto con k¥ miembros siempre tiene un ele-
mento minimo, se ha mostrado que cualquier conjunto con k+1 elementos también
posee un minimo, completando el argumento que establece la parte (i) por el

método de induccion.

(22) Suponiendo que m y m; son dos elementos minimos de A, se demostrard que

m = m;. Primero, observe que

acd y aZm=— m< a, | (3.10)
(vea la Definicién 3.2), y similarmente,

ac A y a#m = my <a, (3.11)

Suponga ahora que m # m;. En este caso, apartir de (3.10) con a = m; se
desprende que

m < 1y

Jnientras que utilizando (3.11) con a = m, se obtiene que

m; < m.
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Sin embargo, las dos ltimas ‘desigualdades desplegadas ocurren de forma si-
multanea, contradiciendo la condicién de completez en la Definicién 3.1. Esta
contradiccién muestra que el supuesto del cual se origina, i.e., m # my, es falso,
de manera que m = m;, completando la demostracién de la parte (:¢). El resto
del teorema puede demostrarse mediante argumentos analogos a los utilizados para

establecer las partes (7) y (72). O
El Sucesor de un Elemento

En esta seccién se presenta una importante idea para la formulacién de
un algoritmo general de listado de los miembros de un conjunto. En forma simple,
esta nocioén es la de ‘elemento siguiente’, o ‘sucesor inmediato’ a un miembro de

un conjunto ordenado.

Definicién 4.1. Sea A un conjunto finito dotado de un orden completo. Dado

ac A, seab € A un elemento que satisface las siguientes condiciones:

a<b, (4.1)

Si ¢ € A satisface a < ¢, entonces b < c. (4.2)

En este caso, b se denomina un sucesor de a; note que en (4.2), a < b es una

forma abreviada de la expresion a <b o a=b:

a<b < a<b o a=hb.

Para entender esta idea. suponga que los elementos de A se colocan en un
linea horizontal, de manera que si x,y € A son tales que x < y, entonces X se
encuentra a la izquierda de y. Suponga ahora que se recorren los miembros de A
de izquierda a derecha; en este caso, un sucesor de a es un elemento b € A que

se ubica a la derecha de A con la propiedad de que al moverse de a hacia b no
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se encontrara elemento alguno de A ‘en el camino’. El siguiente teorema muestra
que, con la excepcion del maximo, todos los miembros de A tienen un sucesor, y

que éste es Unico.

Teorema 4.1. Sea 4 un conjunto finito dotado con un orden completo, y suponga
que a € A es diferente del méximo elemento de .A. En este caso, a posee un sucesor,

el cual es tnico.

Demostracién. Considere el conjunto

S(a) ={ce Ala < c}, (4.1)

esto es, §(a) contiene a todos los miembros de A que suceden al elemento a. Debido
a que a # M, se tiene que a < M, de tal forma que M € §(a). Por lo tanto, S(a)
es un conjunto no vacio, el cual posee un tnico elemento minimo, por el Teorema

3.1, el cual se denotard mediante b. Puesto que b € §(a), se tiene que
a < b;

vea (4.1). Ahora considere un elemento arbitrario ¢ € A tal que a < ¢. En este
caso, se tiene que ¢ € S(a), de manera que b < c, pues b es el minimo de los
elementos de S(a). Esta discusion puede resumirse como sigue: Se ha demostrado
que a < b, y que b < ¢ para todo ¢ que satisface a < c¢. Por lo tanto, b es un
sucesor de a. Para concluir, suponga que b y by son dos sucesores de a. En este
caso,

a<b y a<c=b=Xc. (4.2)

Similarmente,

a<b, y a<c=b;<c (4.3)

Usando la implicacion en (4.2) con ¢ = by, se desprende que

bjbla
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mientras que a partir de la implicacién en (4.3) con ¢ = b, se obtiene
bl _j b7

y por lo tanto, si b # by, la dos Ultimas relaciones despelegadas implican que
b < b; ¥y by < b ocurren simultdneamente, lo cual se opone a la propiedad de
completez en la Definicién de orden total. Por lo tanto, b = by, estableciendo la

unicidad del sucesor de A. 0

Definicién 4.1. Suponga que A es un conjunto finito que consiste de mas de un

elemento. Defina la funcién

Suc: A\ {M} — A

mediante

Suc(a) = sucesor de a, a€ A\ {M}.

Ejemplo 4.1 Considere el conjunto A introducido en el Ejemplo 3.1, esto es,

A=A={A, %, 0,1}, en el cual la relacién de orden completo estd dada por

P< A, <% 1<0, A<x%x, A<0, y x<0. (4.4)

Como se menciond anteriormente, M = 0 es el maximo de A. El sucesor de cada

elemento de A diferente de 0 estd dado, de acuerdo a (4.4), por
Suc(!) = A, Suc(A) =%, Suc(x)=0. (4.5)

O
Como consecuencia del Teorema 4.1 y de la definicién de la funcién Suc,

se desprende el siguiente Corolario.

Corolario 4.1. Dado un conjunto finito con mas de un elemento, la funcién Suc

es uno a uno. Més ain, Suc es una biyeccién entre A\ {M} y A\ {m}.
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Demostracién. Primero se verificard que Suc es un funcién uno a uno, esto es,

que la siguiente afirmacién es vélida:
Suc(a) = Suc(a) = a = a. (4.6)

Para verificar esta afirmacién se utilizara el método de contradiccién. Con este fin,

denote mediante b al valor comtn de Suc(a) y Suc(a), esto es,
b = Suc(a) = Suc(a),

y suponga que a # a. En este caso, alguna de las dos alternativas ocurre:

a<a, o a<a,

y sin pérdida de generalidad alguna, se supondra que la primera de estas posibli-

dades es valida. En este caso, se tiene que
a<a~<Suc(a)=b,

donde la segunda relacion de precedencia se debe a la definicion de sucesor de a.
Sin embargo, b es también el sucesor de a, de manera que la anterior relacién
desplegada implica que

a < a < Suc(a) =Db,

y entonces a sucede a a, pero es anterior a Suc(a) = b, lo cual se opone al hecho
de que b es el sucesor de a. Esto muestra que el supuesto a # a conduce a una
contradiccién, y por lo tanto la implicacion (4.6) es valida. Para concluir, recuerde
que el dominio de la funcién Suc es A\ {M}. Ademas, m, el elemento minimo de
A no puede ser el sucesor de ningin miembro de A pues, por la Definicién 3.2(z),
m no sucede a ningin elemento de A. Por lo tanto, Suc toma valores en A\ {m},

es decir,

Suc transforma cada miembro de A\ {M} en un elemento de A\ {m};
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Puesto que ambos conjuntos en este enunciado tienen el mismo niimero de ele-
mentos y la funcién Suc es uno a uno, se desprende que Suc transforma A4\ {M}

sobre A\ {m}, esto es, Suc es una biyeccién entre ambos conjuntos. O

Ejemplo 4.2 De nueva cuenta, sea A = A = {A, *, 0,!} dotado con el orden
descrito en (4.4). Como ya se ha determinado con anterioridad, en este caso, m =!
es el elemento minimo de A, mientras que M = 0 es el miembro méximo. En este
caso,

AN{IM}={4, « 1}, v A\{m}={4, « 0}.

Note que de acuerdo a (4.5),

Suc(l)= A
Suc(4) = %
Suc(x*) =0,

de manera que Suc establece una biyeccién entre {A, *, !} y {A, *, 0}, en con-

cordancia con el Corolario 4.1. . 0
El Procedimiento General

Después de la teoria desarrollada en las secciones precedentes, ha llegado
el momento de presentar el resultado central de este capitulo, a saber, un proce-
dimiento que permite enumerar, o listar todos los elementos de un conjunto finito
una séla vez. La premisa fundamental es que se ha definido un orden completo en
el conjunto de interés, y la idea detras del algoritmo es la siguiente: Inicie la lista
con el elemento minimo del conjunto, y vaya agregando el sucesor del elemento que
se ha anotado mds recientemente, deteniendo el procedimiento cuando el ultimo
elemento incorporado no tenga sucesor, lo cual puede ocurrir sélo cuando dicho

término es el maximo de los miembros del conjunto (vea el Teorema (4.1)).
Algoritmo General de Listado.

Datos: (z) Un conjunto finito A con dos o més elementos, dotado con un orden

completo.
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(it) Se conoce el elemento minimo de A, denotado por m, asi como la
funcion Suc, esto es, se puede determinar el sucesor de cualquier elemento
que no sea el méximo, y ademés se puede detectar si un elemento dado

no tiene sucesor, de tal forma que dicho elemento es el maximo de A
Fase 1: [Inicializacién.] Defina & = 1, a; = m, el elemento minimo de A
Fase 2: [Fase de Prueba.] Suponga que se tiene la lista (posiblemente) parcial de
elementos de A:
ai,as,...,a.
(a) Si aj tiene sucesor. vaya a la Fase 3.
(b) Si a;, no tiene sucesor, vaya a la Fase 4.
Fase 3: [Fase de Iteracién.] («) Incremente k en una unidad y defina a4 como
el sucesor de ay, esto es,

ke k41, ar+1 = Suc(ag).

(b) Retorne a la Fase 2.

Fase 4: [Fin del Algoritmo.] La lista completa de los miembros de A es
ai,az,...,ag.

O

Antes de demostrar la validez del algoritmo general de listado, se ilustrara
su aplicacién en el caso que ha sido utilizado anteriormente para ilustrar las ideas

introducidas en este capitulo

Ejemplo 5.1. Como antes, sea A = {A, *, 0,!}, dotado con la relacién de orden
(4.4). Como se verificé en el Ejemplo 3.2, el elemento minimo de A es m =!y
la funcién Suc estd determinada en (4.5); vea el Ejemplo 4,5. La aplicacién del

algoritmo de listado es como sigue:
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Fase 1: k=1, a; = |, pues el elemento minimo de A es ‘!

Fase 2: En este momento se tiene la lista parcial

Puesto que a; = ! tiene sucesor, la ruta es hacia la Fase 3.

Fase 3: (a) Se incrementa k en 1y se define a; = Suc(!) = A. Después de hacer

estos cambios, se tiene
k=2, v a;=1! a,=A.

Fase 2: En este momento k£ = 2 y la lista parcial es

L A

?

Puesto que a; = A tiene sucesor, la ruta es hacia la Fase 3.

Fase 3: (a) Se incrementa & en 1y se define ag = Suc(A) = *. Después de hacer

estos cambios, la situacion se resume en

k=3, y 31:!, aQ:A, ag = *.

’

(b) Se Retorna a la Fase 2.

Fase 2: Ahora el mas reciente de los elementos incorporados a la lista es az = *.

Puesto que a3 tiene sucesor, la ruta es hacia la Fase 3.

Fase 3: (a) Se incrementa k = 3 en 1y se define a, = Suc(*) = 0. Después de

hacer estos cambios, la situacién se resume en
ATZLL ¥ alzl,aQ———A, ag = *, 8.4:0.

(b) Se Retorna a la Fase 2.

Fase 2: El dltimo elemento agregado a la lista es a4 = 0 y no tiene sucesor. Por

lo tanto, la ruta es hacia la Fase 4.
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Fase 4: El Algoritmo concluye: A tiene k = 4 elementos, y lalista de los elementos

de A generada por el algoritmoes !, A, *, 0. O

Teorema 5.1. Dado un conjunto finito A dotado con un orden completo, el

algoritmo general de listado produce una enumeracién de todos sus elementos.

Demostracién. El argumento es por induccién en el nimero de elementos de A.

Se demostrara que

si A tiene m elementos, entonces el algoritmo termina

(5.1)

después de m visitas a la Fase 2.

Esta afirmacién es claramente vélida para m = 2. Suponga que (5.1) ocurre cuando
un conjunto A dotado con un orden completo tiene m = n > 2 elementos, y sea A
un conjunto con 7 + 1 miembros, entre los cuales se ha construido un orden total.

Si M es el méximo de A defina el nuevo conjunto
A=A\ {M},

el cual tiene n miembros (uno menos que el nimero de elementos de A). Por
lo tanto, aplicando el algoritmo al conjunto A la hipétesis de induccién implica
que, después de n visitas a la etapa 2, se habra completado una lista de todos los
miembros de A. De hecho, en la visita ntimero n, se encontrard que a, no tiene
sucesor en A, y la bifurcacién serd a la Fase 4. Sin embargo, esto ultimo ocurre
si el interés se centra en A. Si lo que se busca es listar los miembros del conjunto
original A, se detectard que a,, si tiene sucesor (el cual es M) y la bifurcacién
serd hacia el Fase 3, en el cual se pasard de k = nak =n+1y se definira
a,+1 = Suc(a,) = M. Después de este paso, se retornard a la Fase 2 haciendo la
visita n + 1, en la cual se detectard que M no tiene sucesor, y el flujo se dirigira
hacia la Fase 4, finalizando la lista de los miembros del conjunto original con n+1
pasos por la Fase 2. Este argumento verifica que (5.1) es vdlido con m =n+1,y

concluye el argumento de induccion. O
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El Orden Lexicografico

Cuando un conjunto finito A esté dotado con un orden total (completo), el
algoritmo propuesto en la seccién anterior produce una lista de todos los miembros.
De hecho, combinando el Teorema 5.1 con los comentarios plasmados en la Seccién
2, es claro que los problemas de generar una lista de los miembros de un conjunto
finito y de definir una relacién de orden total entre sus miembros, son problemas
equivalentes.

En las aplicaciones, la utilizacién del Teorema 5.1 para generar listados,
depende de que se tenga a la mano una relacién de orden completa. Los ejemplos
presentados hasta ahora han tenido una finalidad ilustrativa, y han dejado a un
lado la consideracién de los conjuntos més complejos—la clase de permutaciones y
la familia de subconjuntos—que son de interés primordial. Para dichos conjuntos,
el problema de generar una lista de sus miembros tiene gran importancia en la
estadistica no paramétrica; sin embargo, dichos conjuntos se ubican dentro de IR?
para algin entero p > 2, y es necesario introducir una relacién de orden en este

espacio multidimensional.

Definicién 6.1. La relacién de orden lexicografico en IR? esté determinada de la
siguiente manera: Si a = (a1, az,... ,ap) ¥y b = (b1,b2,...,bp) son dos miembros
arbitrarios de IR?, entonces

a<b siy sélosiexiste un entero k < p tal que

a; = b; paral <i <k, y ar<b.

Verbalmente, esta relacién puede describirse como sigue: Para comparar
dos miembros a,b € IR?, recorra a y b de izquierda a derecha simultaneamente,
hasta encontrar la primera posicién en que las componentes correspondientes de a
y b difieran. En este caso, se declara que a < b si en dicha posicién la componente
de b es mayor que la de a, mientras que b < a en otro caso; por supuesto, si todas

las componente de a y de b coinciden, se tiene que a = b. Por ejemplo, considere
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el caso p =5 y sean
a=(5,5,4,7,10), b =(5,5,4,10,11).

En este caso, al recorrer a'y b de izquierda a derecha, se observa que difieren en la
posicién ntimero k = 4, v que la cuarta componente de b es 10, la cual es mayor

a ka cuarta componente de a (la cual es 7):
a; =0b;, 1<1<4, ay < by.

De acuerdo a la Definicién 6.1, se desprende que a < b. El siguiente teorema
establece que la relacién introducida en la Definicién 6.1 es, efectivamente, una

relacién de orden total.

Teorema 6.1. La ordenacién lexicografica en R? es completa (total) en el sentido

de la Definicién 3.1.

Demostracién. Se verificard que el orden lexicografico tiene las propiedades de
transitividad y completez:

() [Transitividad.] Suponga que a, b, c € IR? son tales que
a<b, y b<c (6.1)
En este caso, existen enteros ky y ko entre 1 y p tales que

a; = b;, 1< <k, ap, <bg,, vy bi=c, 1<k, b, < cg,-
(6.2)
Considere ahora los siguientes casos:
(a) k = ky = ko. En estas circunstancias, (6.2) implica que a; = ¢; siempre que
1 < i < k, mientras que ap = ap, < by, = by, < ¢k, = ¢, esto es, en la primera
posicién para la cual las componentes de a y ¢ difieren, la componente ¢ es mayor.
Por lo tanto,

a<c.
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(b) k1 < ko. En este caso, defina k = ky. Utilizando (6.2), se tiene que
a; =b;, 1<i<k, vy oap < bg.

Ademsés, debido a que k < ko, se tiene que b; = ¢;, 1 < i <k, Por lo tanto, la

ultima relacién desplegada implica que
a; = Cy, 1S7<k7 Yy ar < cCk,

de tal forma que a < c.
(c) k1 > ka. En este caso, defina k = k2. De nueva cuenta, utilizando (6.2), se

obtiene, puesto que k1 > k = ks, que
a;=0b;, 1<:1<k

mientras que

by =c¢;, 1<1<k, by < ck.

Por lo tanto, a partir de estas relaciones desplegadas se obtiene
a; =b;, 1<i<k, ar = b < cg,

de tal forma que, a < c. Este argumento ha mostrado que, en cualquier circun-

stancia, se tiene que a < c siempre que (6.1) sea vélida, esto es,
a<b, y b<c=a<c,

estableciendo la propiedad de transitividad.

(i1) [Completez.] Dados dos vectores a, b € IR?, debe demostrarse que exactamente

una de las siguientes alternativas ocurre:

a<b, a=b, o b<a (6.3)
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Suponga que a # b. En este caso, a y b difieren en alguna componente; defina
k como el primer entero en el que las componente correspondientes de a y b son

distintas, esto es,

a;=1b;, 1<i<k, ag % br.

Si ap < by, la Definiciéon 6.1 implica que a < b, mientras que s1 ax > by, entonces
b < a. Por lo tanto, se ha mostrado que si a # b, entonces exactamente una de
las otras dos relaciones en (6.3) ocurre; esto establece que el orden lexicogréfico es

completo, y concluye la demostracién del teorema. g
Conclusién

En este capitulo se ha estudiado el problema general de listado (enu-
meracién) para un conjunto finito \A. La presentacion puso de manifiesto la e-
quivalencia entre este problema y la construccién de una relacién de orden total
entre los miembros de A, y se formuldé un algoritmo general de listado, el cual
permite enumerar todos los miembros de un conjunto finito arbitrario, tan pronto
como se haya definido una relacién de orden total entre sus miembros. Sin em-
bargo, debe sefialarse que la aplicacién efectiva de dicho procedimiento depende

de las siguientes condiciones

(1) Construir un orden total en el conjunto de interés;
(1¢) Determinar el elemento minimo del conjunto;

(27¢) Especificar completamente la funcién Suc, la cual transforma a un miembro

de A que no sea el maximo, en su sucesor.

El puﬁto (7) fue considerado en la Seccién 6, donde se introdujo el orden
lexicografco en IR?, v se demostré que es un orden total, de manera que un conjunto
contenido en IR?, siempre puede considerarse dotado del orden lexicografico. Sin
embargo, los aspectos (it) y (i7¢) son especificos del conjunto A bajo consideracion,

esto es, la dificultad de determinar el minimo de A y la funcién Suc dependen de las
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caracteristicas de cada conjunto contenido en IR?, e implican un andlisis detallado
cuya complejidad depende del caso especifico analizado. En los siguientes capitulos
se utilizard la teoria desarrollada para establecer algoritmos que permiten enumerar
familias de permutaciones y clases de subconjuntos, problemas que, como ya se
ha comentado, son de gran interés en la aplicacién de métodos estadisticos no

paramétricos.



Capitulo 4
Permutaciones de Longitud Maxima

Este capitulo trata sobre el problema de listar todas las permutaciones
de una poblacién finita para la cual se dispone de una enumeracién. El punto
de partida para abordar este problema es identificar a la poblacién de interés con
los primeros N enteros positivos, de manera que la clase de permutaciones esta
contenida en IR”, espacio en el cual el orden lexicografico es total. Utilizando este
hecho, el problema se analiza a través del procedimiento general de listado que se
formulé en el capitulo anterior, arribando, finalmente, a un algoritmo de listado
con estructura simple. La exposicién enfatiza la relevancia que el problema de

generar la familia de permutaciones tiene en el andlisis estadistico
Introduccién

Sea P un conjunto finito dado, para el cual se dispone de una manera
de enumerar sus miembros, de tal forma que, sin pérdida de generalidad, puede
suponerse que

P={1,2,...,N—1,N}, (1.1)
donde N es un entero positivo. El desarrollo subsecuente supone que N > 2, pues
una poblacién con un sélo elemento no tiene interés en el problema que se estudiara.
Dada la poblacién P en (1.1), el correspondiente conjunto de permutaciones. de

tamafio (maximo) N se denota mediante P(N, N), y se define a través de

P(N,N)={a=(a1,as,...,an), a; € P, para todo i, a; # a;, cuando 7 # j.}
(1.2)
Verbalmente, los miembros de P(N, N) son arreglos que se obtienen colocando los

elementos de la poblacién uno tras otro, sin repeticiones y en el orden que se desee.
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Desde luego, P(N,N) tiene N! miembros, pero contar los elementos de un con-
junto es un problema muy distinto a generarlos todos mediante un procedimiento
sisteméatico, problema que es precisamente el tema de este capitulo. La idea fun-
damental para el andlisis, es la observacién de que P(N, N) consiste de vectores de
dimensién N, esto es, P(N,N) C IRY, y que éste dltimo espacio estd dotado con
un orden total, a saber, el orden lexicografico. Por lo tanto, es posible utilizar la
teoria general desarrollada en el Capitulo 3 para generar un método de listado de
todos los miembros de P(N,N). Para alcanzar este objetivo, hay dos problemas
fundamentales que deben abordarse: (:) La determinacién del elemento minimo de
P(N,N), y (it) Disefiar un algoritmo que permita obtener el sucesor de cualquier
miembro de P(N, N) que no sea el elemento maximo, aspectos a los que se dedica
la mayor parte del esfuerzo desplegado en este capitulo. Por otro lado, existe,
por lo menos, otra forma de obtener una lista de todas las permutaciones; vea
por ejemplo, Even (1973), o Hall (1971), donde se describe un algoritmo basado
en transposiciones de elementos adyacentes, el cual fue propuentos por Johnson
(1963). Sin embargo, el enfoque seguido en esta tesis, tiene el rasgo distintivo
de seguir una ruta bien delineada dentro de una teoria general, que puede uti-
lizarse para listar cualquier conjunto totalmente ordenado, a condicién de que se
entienda suficientemente el orden definido, en el sentido de que pueda determinarse

el elemento minimo del conjunto asi como la funcién sucesor.

La exposicién ha sido organizada de la siguiente manera: En la Secciéon
2 se ubica al problema de listar las permutaciones de una poblaciéon dentro de un
contexto estadistico, enfatizando el papel que P(N, N) desempena dentro de los
métodos no paramétricos, mientras que en la Seccién 3 se determina el elemento
minimo de P(N,N), iniciando el trayecto hacia la generacién de todas las per-
mutaciones de la poblacién P. En la Seccién 4 se introduce la idea de indice de
ruptura de una pareja de permutaciones, nocién que desempefia un importante

papel en la caracterizacién del sucesor de un miembro de P(N, N) presentada en
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la Seccién 5. En la Seccién 6 se utilizan los resultados establecidos para formular
un algoritmo que permite listar todos los miembros de P(N, N), el cual puede co-
dificarse de manera simple, y dicho procedimiento se implementa en la Seccién 7.
Después de establecer el resultado principal, la presentacién conluye en la Seccién

8 con algunos comentarios breves.
La Perspectiva Estadistica

Una razén fundamental para considerar el problema de listar la clase
P(N,N), es su ocurrencia constante en el drea de estadistica no paramétrica,

area en la que el siguiente resultado desempefia un papel central.

Lema 2.1. [Randles y Wolfe (1981), Meddis (1984).] Sean X;,Xs,,..., Xy son
variables aleatorias independicntes con una densidad comin, y denote mediante
R; al rango de X; cuando los datos muestrales se colocan en orden ascendente.
En este caso, el vector R = (Ri, Ra,...,RpN) tiene distribucién uniforme en el
conjunto P(N, N), esto es, para cada r = (ry,72,...,7N) € RY

1

P[R:I']:P[Rl :Tl,RQZTz,...,RN:TN]:—NT.

Este resultado es fundamental para construir, por ejemplo, métodos no
paramétricos para probar hipétesis. Por ejemplo, considere un estadistico de la

forma
N

S=> a(i)e(R;),

=1

donde a(-) y ¢(-) son dos funciones dadas. En este caso, S se denomina estadistico
de rango lineal, y por el Lema 2.1, su distribucién no depende cual es la densidad
comun de las variables X;; esto significa que S posee la propiedad de ser de dis-
tribucion libre. Sin embargo, cn general la determinacién de la distribucién exacta

de S no es una tarea simple, razén por la cual se ha estudiado la distribucién limite

de S. Los resultados en esta direcccién adoptan la siguiente forma (Meddis, 1984):



45

Si S* es una estandarizacion de S, entonces la distribuciéon de S* se aproxima a

una distribucidn fija D conforine N aumentas:
5* 2. D conforme N — 00; (2.1)

esta distribucion limite D es normal, pero esta caracteristica no desempenia papel
alguno en esta discusién. La inplicacién practica de (2.1), es que si el tamario de
la poblacién—i.e., N—es ‘grande’, entonces una probabilidad que involucra a S
puede aproximarse mediante la distribucion D, hecho que inmediatamente conduce
a dos preguntas: (¢) ;Qué tan buena es la aproximacién si N es ‘pequeiio’? (iz)
. Cudl es la bondad de la aproximacion de la distribucion de S mediante D? Para
responder estas preguntas, es necesario conocer la distribucién exacta de S, y una
manera de determinarla, es calculando el valor que S asume en cada permutacion
de P(N, N), lo cual requiere, cn primera instancia, producir una lista de todos los
miembros de esa familia. Por lo tanto,

Generar una lista de las permutaciones de la poblacién P, es un

ingrediente basico para analizar el problema de la bondad con que

D aproxima a la distribucién de S™*.

Estas consideraciones ponen de manifiesto que el problema de generar una lista
de la familia P(N, N), ademas de ser un problema interesante en si mismo, tiene
repercusiones en el analisis de cuestiones fundamentales en la disciplina estadistica,
lo cual proporciona una fuerte motivacién para el trabajo que se desarrolla en este

capitulo.
Las Permutaciones Minima y Maxima

Esta seccién es el punto de partida en la ruta hacia la generaciéon de un
listado de todas las permutaciones de la poblacién P. De acuerdo al procedimiento
delineado en la Seccién 5 del Capitulo 3, el primer paso en esta direccién es deter-

minar el elemento minimo de P(N, N), tarea que se realiza a continuacion.
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Proposicién 3.1. (7) El elemento minimo de P(N, N) dotado con el orden lexi-

cografico es

m=(1,2,3,...,N).
Similaremente,
(27) El elemento maximo de P(N, N) is
M=(N,N—-1,N-2,...,1).
Demostracién. (i) Dado un elemento a € P(N, N) se verificard que

a¥m=>m=< a.

Para comprobar esta afirmacién, suponga que a = (a1, as, . ..,ay) es diferente de
m, de manera que a; # m, = s para algin entero s. Sea k la primera posicién en

que difieren las componente de a y m. esto es,
a; =m; =1 sli <k, mientras que aj # my = k. (3.1)

Puesto que la inclusién ax € {1,2,3,...,N}\{a1,0as,...,ar_1} siempre es valida,

usando que aj # my = k se desprende que
ar €{1,2,3,...,N}\ ({a1,a2,...,ap—1} U {my})
={1,2,3,...,N}\ ({m1,m2,...,me_1 } U {m})
={1,2,3,...,N}\ ({1,2,...,k — 1} U {k})
={k+1,...,N}
y entonces ar > k = my; por lo tanto, m < a.

(22) Se mostrard que para todo a € P(N, N)
a#M=— a<M.
Para verificar esta implicacién, note que cuando a # M existe un entero k tal que

a; =M; parai<k,y ar# M. (5.2)
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Recordando que la inclusién ax € {1.2,3,...,N}\ {a1,as,... ,ak—1} siempre es

vélida, (5.2) implica que

ar €{1,2,3,..., N}\ ({a1, as, .. ., ax—1} U {My})
€{1,2,3,..., N}\ ({My1, My, ..., My_y} U {My})
={1,2,3,.. ., N}\({N,N = 1,... . N —k+ 2} U{N — k 4+ 1})
={1,2,...,N -k}

y entonces ax < N —k+1 = M; puesto que a; = M; para 1 < i < k, se desprende

que a < M. O

El Indice de Ruptura

El siguiente paso para implementar el algoritmo de listado de la clase
P(N,N), es determinar el sucesor de cada permutacién deferente de M. El analisis
para lograr este objetivo es més elaborado, y se hara en varias etapas. Primero, es
conveniente introducir una idea simple que desempefia un papel importante para

caracterizar al sucesor de una permutacion.

Definicién 4.1. Si a y b son dos miembros diferentes de la clase P(N, N), el
indice de ruptura asociado a la pareja (a, b), es el primer entero para el cual las
componentes correspondientes de a y b difieren, esto es, el indice de ruptura es el

entero £ que satisface

ai:bi, 1§i<k, ak;ébk

Para ejemplificar esta nocion, suponga que N = 4. En este caso, si a =
(3,2,1,4) y b = (3,2,4,1), el indice de ruptura correspondiente a este par de
permutaciones es is k = 3; en efecto, ¢y = by =3y az = by =2, peroaz = 1 # 4 =
b3, de donde se desprende que la primera coordenada en que difieren a y b es la

tercera. El objetivo especifico de esta seccién es determinar condiciones bajo las
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cuales puede encontrarse una permutacién b que suceda a a, y tal que el indice de
ruptura de la pareja (a, b) sea k. El primer paso hacia esta meta es la siguiente

observacion.

Proposicién 4.1. Siay b son dos permutaciones diferentes en P(N,N), entonces,

el indice de ruptura de a y b es menor que N.

Demostracion. Sean a,b € P(N,N) dos permutaciones distintas. En este caso,

puesto que {a;,ay,...,an} es el conjunto {1,2,..., N}, se tiene que

{an} ={1,2,...,N}\{a1,as,...,an_1}.

Similarmente,

{bn}y = {1,2,...,N}\ {bs,bs, ..., by_1}.

Por lo tanto a; = b;, :=1,2,3,...,N — 1 implica que {ay} = {bn}, y entonces
any = bn. Este argumento muestra que el primer indice en el cual dos permuta-
ciones difieren no puede ser N, ie., el indice de ruptura de dos permutaciones

distintas es, invariablemente, menor que N. O

El siguiente paso para determinar el sucesor de un miembro de P(N, N)\
{M3}, es estudiar las permutaciones que suceden a cierta permutacién fija a, y
cuyo indice de ruptura con a es un entero determinado. Con esta finalidad, es

conveniente introducir la siguiente notacién.

Definicién 4.2. Sea a € P(N, N) una permutacién fija, la cual se supone diferente
de M. Para cada entero positivo & < N, la clase Cx(a) consiste de todas las

permutaciones b que satisfacen

a<b yelindice de ruptura de ay b es k.

La siguiente proposicién establece condiciones necesarias y suficientes para

que una clase Cr(a) sea no vacia.
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Proposicién 4.2. Para un entero & < N y una permutacién a € P(N,N), las

siguientes afirmaciones (@) y (b) son equivalente:
(a) La clase Ci(a) es no vacia;

(b) Para algtin entero s que satisface k < s < N, se tiene que

as > ag.

En palabras, la Proposicién 4.2 establece que la clase Ci(a) es no vacia
s6lo cuando al recorrer la permutacion a de izquierda a derecha, se encuentra una

una componente mayor que aj, después de la k—ésima posicién.

Demostracién. (a) = (b). Suponga que Ci(a) es diferente del conjunto vacio, y
seleccione b € Cy(a). Por la definicién de Cy(a) se tiene que a < b y la primera

componente en que a y b difieren es la k—ésima, es decir,
a;="b;,, 1<k, y ar<b (4.1)

En este caso,
b €{1,2,...,N}\ {b1,b2,..., b1}

={1,2,...,N}\ {a1,a2,...,a8-1}
= {ar, Gg41,---,an}
y usando que by > ay, se desprende que
b € {art1,---,an},
asi que by = a, para algtin entero s > k. Entonces, (4.1) implica que as > aj para
cierto entero s > k.
(b) = (a). Suponga que as > aj para algin entero s € {k + 1,..., N}, y defina

b € P(N,N) como sigue:

b = (al,ag,...,ak_l,as,ak+1,...,as_l,ak,a3+1,...,aN),
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i.e, b se obtiene a partir de a intercambiando los elementos s y k. Por lo tanto,
bi=a; 1<k, byp=a,>a,

lo cual siginfica que b > a, y que el indice de ruptura de a y b es k, esto es,

b € C’k(a). O
Caracterizacion del Sucesor

En esta seccién se combinan las Proposiciones 4.1 y 4.2 para obtener una
caracterizacion del sucesor de una permutacién a € P(N,N) cuando a # M. El
resultado principal se presenta en el Teorema 5.1 establecido més adelante, el cual

requiere el siguiente resultado preliminar.

Lema 5.1. Sean b y d dos permutaciones tales que b>ayd>a. Sid ¢ Cr,(a)
y b € Cx(a) donde k; > k, entonces

bs>d

Verbalmente, este lema establece que si dos sucesiones b y ¢ suceden a
una permutacién a, entonces la menor de b y ¢ es la permutacién cuyo indice de

ruptura con a es mayor.

Demostracion del Lema 5.1. Sean b y ¢ dos perxﬁutaciones, donde b € Ci(a)

yd el (a)y k < ki. En este caso,

bi = a;, 1 < k, a < bk,

di = a;, 1< kl, ag, < dk1~

Puesto que k£ < ky, se sigue que

bi=di, i<k, bp>dy,
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de manera que b > d. O

Teorema 5.1. [El sucesor de una permutacién.] Sea a € P(N,N)\ {M} una

permutacién arbitraria, y defina el entero £* y la permutaciéon a* mediante

K =max{k|1<k <N, y Ci(a)0}, (5.1)

a* = minCi«(a). (5.2)

En este caso, a* es el sucesor de a, esto es,

a<a*, y [a<b=a*<b].

Demostraciéon. Primero observe que a* € Cg+(a) implica que a < a*, pues
Ci~(a) comsiste sélo de permutaciones que suceden a a. Sea b € P(N,N) una
permutacién tal que a < b. En este caso, b € Cr(a) para algin entero k. En
particular, Cy(a) # 0, y entonces k < k* (vea (5.1)). Considere ahora los dos

siguientes casos exhaustivos:

Caso 1: k < k*.

En esta situacién usando que a* € Cy+(a), el Lema 5.1 implica que a* < b.

Caso 2: k = k™.
En estas circunstancias, b € Cg«(a), y entonces a* < b, puesto que a* es el
elemento minimo de Ci«(a); vea (5.2).

En resumen, se ha mostrado que a < a*, y que a* < b siempre que a < b.

Por lo tanto, a* es el sucesor de a. O
Caélculo del Sucesor de una Permutacion

El uso efectivo de la caracterizacién establecida en el Teorema 5.1 para el

sucesor de una permutacién determinada en P(N,N) \ {M}, requiere un método
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‘practico’ para determinar k* en (5.1), asi como a*, el elemento minimo de la clase
Cx+(a) (vea (5.2)), problemas que se consideran en esta seccién. Primero se aborda

la determinacién de k*.

Proposicién 6.1. Sea a # P(N, N) una permutacién dada. El siguiente procedi-
miento permite determinar si a = M o si a < M, y en este dltimo caso, se obtiene

el valor de k* en (5.1).

Datos: Una permutacién a de la poblacién P = {1,2,..., N}.

Inicio: Defina K = N — 1.

[Bloque Iterativo]

Repetir Mientras K > 1

Siag > ax41 Entonces Disminuya K en una Unidad

Si ax < ax41 Entonces Salga del Ciclo

Fin del Ciclo Repetir

Fin del Procedimiento:
Si K =0 entonces a =M

51 K > 0 entoncesa < M y k* = K.

Demostracién. Suponga que al concluir el procedimiento se tiene que K = 0.
La tnica forma en que esto puede ocurrir es que en los diversos pasos por el ciclo
del algoritmo se disminuya K en una unidad, lo cual sélo acontece si las siguientes

desigualdades ocurren:

aN_1 > ay, an—2 > GN—1, -+ a3 > as, ap > dg. (6.1)
K=N-1 K=N-2 K=2 K=1

En el extremo izquierdo de esta relacién aparece la desigualdad ay_; > ay la cual

se verifica al entrar al ciclo por primera vez, cuando ' = N — 1. Esto conduce a
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disminuir K en una unidad, para producir K = N — 2 de manera que al volver a
entrar al ciclo se verifica que ay_, > ay—_1, ¥ en consecuencia se disminuye K en
una unidad obteniendo I{ = N — 3. Este proceso continua hasta que se verifica
la desigualdad a; > a2 cuando K = 1, disminuyendo de nueva cuenta el valor de
K, el cual alcanza en ese momento el valor K = 0. Al intentar entrar otra vez al
ciclo se encuentra que la condicién de entrada—la cual es K > 1—no se satisface,
por lo que el flujo brinca el ciclo y llega al final del procedimiento. En resumen, la
discusién muestra que si K = 0, todas las desigualdades en (6.1) ocurren, lo cual
significa que
ay >ag >ag > -+ > aAN—-2 > AN—1 > AN.

Como la 1nica forma de colocar los elementos de P en orden decreciente es en el
orden N,N—1,N-2,...,3,2,1, se concluye que a = M es el méximo del conjunto
P. Para concluir, suponga que el valor de K al final del procedimiento es positivo.
Esto significa que la salida del ciclo no se origina en que la condicién de entrada
se viole, sino en el hecho de que la desigualdad ax > ax 1 no se satisface. Puesto
que ax # ag 1, se tiene que

ag < AK+41.
Ademads, si la salida del ciclo ocurre para este valor de K significa que las desigual-
dades
aN—1>aN, an-2 >an—1, QK41 > AK+2
se verificaron, de manera que
A < Q41 > Qgyz >+ > aAn—g > AN—1 > ap, (6.2)

lo cual muestra que K es la posicién maxima para la cual puede encontrarse una
componente mayor a su derecha. Por lo tanto, si K > 0, entonces K = k*,

completando la demostraciéon de la proposicién. O
Ejemplo 6.1. Considere €l caso N = 6, y sea

a=(3,1,4,6,5,2).
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El procedimiento de la Proposicién 6.1 funciona como sigue aplicado a esta per-

mutacion:
Inicialmente, K =5 (= N — 1).

Al intentar entrar al ciclo se prueba la condicién K > 1, la cual se satisface y se
produce la entrada al ciclo.

Dentro del ciclo se comparan ax =as =5y GK4+1 = ag = 2.

Como a5 > ag se disminuye I en 1 (ahora K = 4)

Se va a la entrada del ciclo.

Al inentar entrar al ciclo, se comprueba si la condicién K > 1 es valida; como
K =4 se entra al ciclo

Dentro del ciclo se comparan ax = a4 =6y axsq = as = 5.

Como a4 > a5 se disminuye K en 1 (ahora K = 3)

Se va a la entrada del ciclo.

Al inentar entrar al ciclo, se comprueba la condicién K > 1; como K = 3 se entra
al cilco
Dentro del ciclo se comparan ax = a3 =4y GK+1 = dq = 6.

Como a3 < a4 se sale del ciclo.

Se arriba al final del procedimiento.

Como K = 3 es positivo, se concluye que k* = 3.

Desde luego, esta conclusién es clara a partir de la forma establecida para la
permutacion a, pero lo que se pretende es ilustrar el algoritmo contenido en la

Proposicion 6.1. a

Observacién 4.1. El procedimiento descrito en la Proposicién 6.1 puede codifi-
carse facilmente en un lenguaje de programacién. A continuacién se presenta una

posibilidad en Q)Basic:

K=N-1
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DO WHILE (K >=1)

IF (a(K)> a(K +1)) THEN

K=K-1
ELSE

EXIT DO
END IF

LOOP

Suponga ahora que a # M es una permutacién dada, y que el correpon-
diente indice k* ha sido determinado. En el siguiente teorema se presenta un

procedimiento computacional que genera elemento minimo de Cy+(a).

Teorema 6.1 Sea a # M una permutacién determinada, y sea k* como en (5.1).

La permutacién minima de Cg-(a) se obtiene a través del siguiente procedimiento:
(a) Determine el entero j dado por j = max{i|k* +1<i <N, a; > ag+}.

(b) Intercambie a; and az« en la permutacién a para obtener
*
b= (ai,as,...,ap_1,0j,akx41,...,05_1,a},aj11,...,aN)

En este caso, los tltimos IV —£* miembros de b se encuentran en orden descendente,

esto es,

Aprg1 > Qprgo > 00 > Qj—1 > Qgx > Qjyp1 >+ > AN—] > AN. (63)

(¢) Ordene los tltimos N — k* elementos de b en orden ascendente para obtener
*
a = (Cl], A2y Qfx 1,05, AN, AN—~1,5- - -, Aj41,0k*%,05—1,... ,ak*+2,ak*+1).

Entonces, a* es el minimo de los miembros de Ci+(a), y por lo tanto, a* = Suc(a).
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Demostracién. Primero, se verificard que (6.3) occurre. Observe que (6.2) con

K = k* implica que
Apx < Agx41 > Qx4 > -+ > an—1 > ap,
y s1 el entero j es como en la parte (a) del procedimiento, entonces
Q41 > Aprga > =0 >> Aj—1 > aj > Qgx > Q41 > - > AN-1 > QN,

pues j es el mayor entero dentro del conjunto {k* + 1, k* + 2, ... ,N'} para el cual
aj > ag«, estableciendo (6.3). Ahora suponga que ¢ es una permutacién arbitraria

en Cy+(a). En este caso, k* es el indice de ruptura ¢ y a, y entonces
a; = ¢; para cada i < k*, (6.4)

mientras que cg« > ap«. Puesto que
Crx € {1,2,,N} \ {cl,c2,...,ck**1}

={L,2,...,N}\ {alaa2a---;ak*—1}

= {ap, agey1, Qo 42, - -, N},
la desigualdad ¢« > ag~ implica que cgx € {ag+41,ag+49,...,ayx}. Notando que
a partir de (6.3) se obtiene

Ap*r41 > Qfrg2 > -0 > Q-1 > Aj > Q> > Qaj41 > -+ > ap,
se arriba a la conclusién de que
Ck* 2 aj;

observe que es posible que j = k* + 1. Suponga ahora que ¢ # a y considere las

siguientes dos posibilidades:
Caso 1: ¢+ > qj.

Bajo esta condicién, (6.4) y la definicién de a* implican que ¢ > a*.
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Caso 2: ¢+ = aj.

En este contexto, el indice de ruptura de ¢ y a*, denotado por s, es mayor que k*,

y entonces
aif =¢; para 1=12,...,s—1, y ¢ #at (6.5)
Consecuentemente,
cs €{1,2,...,N}\ {c1,¢2,...,c5-1}

=1{1,2,...,N}\ {a},a3,...,a5_4}

= {ag, a:—{-l? a:+2, can}
y usando que ¢ # aj, se desprende que ¢, € {a},;,a%,,,...,a%}, asi que

Cs 2 a:+1

Finalmente, recordando que las componentes de a* crecen a partir del elemento

(k* +1),y que s > k* + 1, la anterior desigualdad desplegada implica que
cs > aj,

relacién que al combinarse con (6.5) implica que ¢ = a*

En resumen; se tiene que a* € Cg«(a), y se ha mostrado que cada per-
mutacién ¢ € Ci«(a) \ {a*} satisface que ¢ = a*, de donde se obtiene que a* es el
elemento minimo Cg+(a). Por lo tanto, la permutacién a* es el sucesor de a, por

el Teorema 5.1. 0

Ejemplo 6.2. Considere el caso N = 6, y sea la permutacién a como en el Ejemplo

6.1, esto es

a= (3’ 1’47 67 5’ 2)7

para la cual ya se ha determinado que k* = 3. El procedimiento establecido en el

Teorema 5.1 para determinar el sucesor de a* es como sigue:

a) Determinar el mayor entero j dentro del conjunto {k* +1,..., N} para el cual
]

aj > Q.
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Para encontrar j, note que en el caso presente k* = 3 y N = 6, de manera

que j debe buscarse dentro del conjunto {4, 5,6, }.

Se prueba con j = 6. Como ag = 2y ap = az = 4, se tiene que a; = ag = 2

no es mayor que ap+ = ag = 4. Por lo tanto, j < 6.

Se prueba con j = 5. Debido a que as = 5y ap = a3 = 4, se tiene que

aj = as = 5 si es mayor que aj+ = az = 4. Por lo tanto, j = 5.

(b) Intercambiar a; y aj- para obtener la permutacién b:

a=(3,1, 4 ,6, 5 ,2)
~ N~
k*=3  j=5

b=(3,1,_5 ,6, 4 ,2).
~

Note que las componentes de la nueva permutacién b se encuentran en orden

descendente, como se anticipé en el Teorema 6.1.

(¢) En la permutacién b las dltimas N — k* = 6 — 3 = 3 componentes se rearreglan

para colocarlas en orden ascendente, obyeniendo la permutacién a*:

b=(3,1,56, 4 ,2)
N e’

a* =(3,1,5,2, 4 ,6).
——

Por lo tanto, Suc(a) = a* = (3,1,5,2,4,6). O

Observacién 6.1. El procedimiento establecido en el Teorema 6.1 puede ser
facilmente codificado en algtn lenguaje de alto nivel. Como en la Observacién 5.1,
a continuaciéon se muestra una alternativa en QQBasic, donde K denota al entero

k*:
(a) Dado N, para determinar j es suficiente el siguiente cédigo:

J=N
DO WHILE (a(J) < a(K))
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J=J-1
LOOP

Al final de este cilco, el valor de J serd el mayor entero tal que a(J) > a(K).
(a) El intercambio de a(J) y a(K) se logra con
SWAP a(J), a(K)

(c) Debido a que al arribar a esta etapa las componentes del vector a son descen-
dentes a partir de la entrada k* + 1 = K + 1, colocar éstas en orden ascendente se

logra mediante el siguiente cédigo:

I=K+1: F=N
DO WHILE (F > I)
SWAP (1), a(F)
I=I+1: F=F-1
LOOP

Implementacién del Algoritmo

Después de determinar el miembro minimo de la clase P(N,N), y de en-
contrar un procedimiento para construir el sucesor de una permutacién dada, es
posible enunciar un algoritmo para listar la familia completa de todas las per-
mutaciones de la poblacién P. Desde luego, dicho algoritmo es un caso particular
de aquél establecido en la Seccién 5 del Capitulo 3 para enumerar un conjunto

arbitrario. El enunciado preciso en el caso presente es como sigue:
Fase 1: Defina K =1y a; =(1,2,3,...,N).
Fase 2: Determine si aj tiene un sucesor.

Fase 3: (a) Si a; tiene un sucesor, encuentre b = Suc(a). Incremente K en una

unidad y defina ax = b.
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(b) Si aj no tiene sucesor vaya a la Fase 4.

Fase 4: Se ha concluido la enumeracién de todos los miembros de la familia
P(N,N); la lista completa es a;,as,...,ax, de manera que K es el

ndimero de miembros de P(N, N).

La Codificacién. El algoritmo precedente puede ser ficilmente codificado
en algin lenguaje de programacén. Desde luego, las peculiaridades de la imple-
mentacién dependerdn de la plataforma que se utilice, y a continuacién se muestra

una forma de hacerlo en el lenguaje QBasic:

"Programa: Listado de la Familia de Permutaciones P(N,N)

DECLARE FUNCTION Kstar% (a() AS INTEGER)
DECLARE SUB Sucesor (K AS INTEGER, a() AS INTEGER)
DECLARE SUB Imprimir (a() AS INTEGER)

OPTION BASE 1
DIM N AS INTEGER, I AS INTEGER, K AS INTEGER

COLOR 7, 1
CLS
73Kk ok koK sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk okosk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ksk sk sk sk skok ok

PRINT ”Generacion de las permutaciones de los primeros N enteros positivos.”

DO
INPUT ”Introduzca el valor de N (entero mayor o igual a 2): N =7, N
LOOP WHILE ((N < 1) OR (N <> INT(N)))

DIM a(N) AS INTEGER

FORI=1TON
a(l) =1
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NEXT
K=N
DO WHILE (K <> 0)

CALL Imprimir(a())

K = Kstar(a())

IF (K > 0) THEN CALL Sucesor(K, a())
LOOP

END
7 skt sokskokok ok Rk K kR ok Rk sk kb ks skok sk ko ok sk ok o
SUB Imprimir (a() AS INTEGER)

STATIC Count AS LONG
DIM I AS INTEGER, U AS INTEGER

U = UBOUND(a)

Count = Count + 1
PRINT Count; ”. (7;

FORI=1TOU
PRINT a(I);
NEXT

PRINT ”)”

END SUB
FUNCTION Kstar% (a() AS INTEGER)
DIM U AS INTEGER, K AS INTEGER

U = UBOUND(a)
K=U-1
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DO WHILE (K >=1)
IF (a(K) > a(K 4+ 1)) THEN
K=K-1
ELSE
EXIT DO
END IF
LOOP
Kstar = K
END FUNCTION

SUB Sucesor (K AS INTEGER, a() AS INTEGER)

DIM I AS INTEGER, J AS INTEGER, F AS INTEGER

U = UBOUND(a)

J=U

DO WHILE (a(J) <a(K))
J=J-1

LOOP

SWAP a(J), a(K)
I=K+1: F=U

DO WHILE (F > I)
SWAP a(I), a(F)

I=1+4+1
F=F-1
LOOP
END SUB

Comentarios. El programa precedente ha sido construido siguiendo las ideas

expuestas en las Observaciones 6.1 y 6.2. En las primeras tres lineas se declara la
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funcién denominada ”Kstar”, la cual acepta una permutacién como parametro, y
devuelve el valor de k* (vea (5.1); la funcién retorna el valor cero si la permutacién
que se le pasa es la maxima. El procedimiento denominado ”Sucesor” acepta un
entero y una permutacién como parametros. Cuando el entero es el valor k* que
corresponde a la permutacién, el subprograma genera el sucesor de la permutacion
que se le transmitid, colocando al sucesor en la misma ubicacién en memoria que

la permutacién original.

Después de las declaraciones, aparece la sentencia ‘OPTION BASE 1, la
cual indica que las componentes de un vector (una permutacién en el caso presente)
se numeran empezando desde el nimero 1, y posteriormente, la sentencia ”DIM?”
reserva espacio de memoria para N, el tamafio de la poblacién, para K, variable
que contendra el valor del indice k* para la permutacién considerada, y para el
contador I que se usa posteriormente en un ciclo ‘FOR’. Las sentencias COLOR
7,1 y CLS, establecen que la salida se lleve a cabo en pantalla con fondo azul y
letras blancas, y a limpiar la pantalla, respectivamente. El cuerpo principal del
programa se ubica entre las lineas de asteriscos. La sentencia PRINT genera un
mensaje breve que describe lo que el programa realiza, y a continuacién se pide el
tamafio de la poblacion; esto sc hace dentro de un ciclo ”’DO WHILE”, hasta que
el usuario introduce un tamaifio vélido para la poblacién, el cual debe ser entero y
mayor o igual a dos. A continuacidén se reserva espacio de memoria para un vector
de tamafio N, el cual contendrd a la permutacién que se analice en cada paso del
programa; es ese momento, el vector "a” contiene cero en sus N componentes, y
por esta razon se incializa en el siguiente ciclo FOR, después del cual ”a” es e
vector (1,2,...,N). A partir de ese momento, se imprime la permutacién actual,
se evalta el correspondiente entero k* usando la funcién ”Kstar”, y entonces se
calcula el sucesor correspondiente a través del subprograma ”Sucesor”. Todo esto
se hace una y otra vez en el programa por medio de un ciclo DO WHILE, esto es, la

condicién de entrada al ciclo se ubica al inicio del ciclo. Dicha condicién es que K—
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el valor calculado de k* para la pentltima de las permutaciones consideradas—sea
no nulo, pues el valor cero de I\ indica que se ha generado la permutacién méxima.
Note que debido a que la entrada al ciclo implica una prueba, el valor de K se

inicializa antes de entrar al ciclo por primera vez.

Una muestra de la Salida del Programa. Cuando el programa de listado se
ejecuta con N = 4 se obtiene la siguiente lista del conjunto P(4,4), el cual con-
siste de todas las permutaciones de tamafio cuatro de la poblacién P = {1, 2, 3,4}.
Note que el orden en que se generan las permutaciones se indica por un ntimero
en negritas a la izquierda de cada miembro de P(4,4). Desde luego, el programa
escribe la permutacién (1,2,3.4) en primer lugar y (4,3,2,1) al final, pues es-
tas permutaciones son la minima y la maxima respectivamente. Es instructivo
ver como se genera una permutacién determinada a partir de la precedente. Por

ejemplo, considere la generacion de la permutacién ndmero 17 a partir de la 16.

1 (1,2,3,4) 2 (1,2,4,3) 3 (1,3,2,4)
4 (1,3,4,2) 5 (1,4,2,3) 6 (1,4,3,2)
7 0(2,1,3,4) 8 (2,1,4,3) 9 (2,3,1,4)
10 (2,3,4,1) 11 (2,4,1,3) 12 (2,4,3,1)
13 (3,1,2,4) 14 (3,1,4,2) 15 (3,2,1,4)
16 (3,2,4,1) 17 (3,4,1,2) 18 (3,4,2,1)
19 (4,1,2,3) 20 (4,1,3,2) 21 (4,2,1,3)
22 (4,2,3,1) 23 (4,3,1,2) 24 (4,3,2,1)

La permutacién generada con ¢l nimero 16 es
a=(3,2,4,1),

y después de escribirla, se llama a la funcién "Kstar” con el ‘parametro’ a. Dentro
de "Kstar” se determina el valor del indice k* para a, obteniendo k£* = 2. Luego,
se llama a la funcién ”Sucesor”, con los pardametros K = k* = 2 y a. Dentro de
este subprograma se analiza a ‘de derecha a izquierda’, buscando el primer indice
J para el cual a; > ap+ = ap = 2. Este entero resulta ser 7 = 3, provocando que se

intercambien las componentes £* y j de a, generando la permutacién

b =(3,4,2,1).
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A continuacién, se invierte el orden en que aparecen todos los mimbros de b a

partir de la entrada k* 4+ 1 = 3. Esto provoca que se genere la sucesién
a® = (3,4,1,2),

la cual ocupa la misma ubicacién que originalmente tenia a; por supuesto, a* es el

sucesor de a y se imprime en cl siguiente ciclo. O
Conclusién

En este capitulo se ha construido un algoritmo para producir una lista de
todas las permutaciones de la poblacién P que consta de los primeros N enteros
positivos. El algoritmo presentado en la Seccién 7 es una implementacién especial
del procedimiento general de listado de un conjunto formulado en el Capitulo 3, y
fue obtenido después de analizar la construccién del sucesor de una permutacién
cuando la clase P(N,N) se considera ordenada a través del orden lexicografico.
Aunque el estudio realizado en las Secciones 3-6 fue, en ocasiones, complejo, el
algoritmo que se generd tiene una estructura simple que conduce a una codificacién

sencilla.



Capitulo 5
Generacion de Subconjuntos

Este capitulo persigue el siguiente propésito: Formular un algoritmo para
generar una lista de todos los subconjuntos de un tamafio determinado que pueden
extrarse de una poblacién. Para alcanzar este objetivo, primero se identifica a los
subconjuntos con un tipo especial de vectores en R, y el algoritmo de generacién se
obtiene analizando a la familia de subconjuntos como una clase lexicograficamente
ordenada. El analisis se basa cu el procedimento general de listado establecido en

el Capitulo 3.
Introduccién

Sea P = {1,2,...,N} el conjunto de los primeros N enteros positivos,
donde se supone que N > 2. Para esta poblacién, la familia S(r, N) se define por

medio de la igualdad
S(r,N)={S|SCP, yS tiene r elementos},

esto es, los miembros de S(r, \') son subconjuntos de tamafo r de la poblacién P;
naturalmente, en esta expresion el entero r se ubica entre 1 y N. El nimero de
miembros de S(r, N), a los que con frecuencia se les refiere como ‘combinaciones

de N en r’, o mediante alguna cxpresién similar, esta dado por

N N
(1) - rl (N —r)V’

expresién que se obtiene a partir de principios fundamentales de conteo; vea, por
ejemplo, Dudewicz y Mishra (1988), Liu (1978), Hall(1971). Sin embargo, determi-

nar el nimero de miembros de una familia es un problema muy distinto a generar
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todos los elementos de una forina sistemética, problema que, para la clase S(r, N),

constituye el tema de este capitulo.

Para generar una lista completa de los miembros de S(r, N), se seguir la
estrategia sugerida por la teoria general expuesta en el Capitulo 3, la cual culminé
estableciendo un algoritmo general de listado. Para avanzar en esta direccién,
es necesario disponer de un orden total en la clase S(r,N), y debido a que el
unico resultado general que sc tiene sobre existencia de érdenes totales se refiere
a la ordenacién lexicogrifica de los espacios IR?, es conveniente observar que cada
subconjunto de tamario r de la poblacién P puede identificarse naturalmente con
un vector r—dimensional. Dicha identificacién se obtiene de la siguiente manera:
Con un subconjunto S = {s1,%....,5,} asocie el vector que se obtiene colocando
los miembros de S en orden ascendente. Por ejemplo, si S = {7,2,9}, entonces el
vector de IR® que corresponde a S es (2,7,9). Debido a que un subconjunto no
se altera cuando sus mimbros sc encierran entre llaves de manera distinta, —por
ejemplo, {7,2,9} = {9,2,7} = {2,7,9}—esta correspondencia entre subcojuntos
y vectores es biunivoca, y se cinpleard consistentemente en el resto del capitulo,
de manera que se pensard en la clase S(r, N) como un conjunto de vectores de

-

dimensién r con componentes cnteras, las cuales se incrementan al recorrer el

vector de izquierda a derecha. csto es, cuando crece el indice de las componentes.

La presentacién del material ha sido organizada de la siguiente manera:
En la Seccién 2 se destaca la importancia que en la implementacién prictica de
las técnicas estadisticas tiene la enumeracién de subconjuntos, mientras que en
la Seccién 3 se determinan los clementos minimo y maximo de la familia S(r, V)
respecto al orden lexicografico. La Seccién 4 trata sobre el indice de ruptura de
una pareja de conjuntos, y sobre el rol que esta idea desempefia en el problema
de comparar dos conjuntos posteriores a uno dado. En la Seccién 5 se caracteriza
al sucesor (inmediato) de un conjunto en términos del valor méximo de un indice

de ruptura y de la minimizacion de una familia de sucesores, mientras que en la
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Seccién 6 se establece un proccdimiento, cuyo rasgo fundamental es la sencillez,
para generar la lista de todos los miembros de S(r, N), y se ejemplifica su codifi-
cacién en una forma estructurada. Finalmente, la exposicién culmina en la Seccién

7 con algunos comentarios breves.
El Contexto Estadistico

Antes de iniciar el andlisis del problema fundamental de este capitulo, y
ahondar en sus aspectos sutiles. cs conveniente reforzar la motivacién para recorrer
el trayecto hasta el final. Como se mencioné en el Capitulo 2, el problema de ge-
neracién de subconjuntos de tamano dado, se encuentra ‘oculto’ tras la belleza de
la teoria asintética de las funciones estimables. El problema préctico de calcular,
explicitamente, el valor que un cstadistico de tipo U asume a partir de un conjunto
de datos muestrales, es de enorine trascendencia, e invariablemente requiere enu-
merar todos los subconjuntos de tamafio  de la poblacién P = {1,2,3,...,N},

donde N es el tamario de la mucestra, y r es el grado del estadistico.

Ejemplo 2.1. Considere el prohlema de obtener un indicador para las diferencias
existentes en el nivel de ingreso en una regién. Dados los ingresos X7, Xy, X3 de
tres personas seleccionadas al azar, un posible indicador se obtiene de la siguiente

manera:

(¢) Obtenga los estadisticos ¢ orden Y7,Y3,Y3 correspondientes a la muestra

X1,X9, X3;

(11) Calcule el cociente
;-1
(Y1 +Y3)/2°

el cual es la diferencia maxima e ingreso que se observa en la muestra, relativa al

h(X,. X5, Xs) =

ingreso medio observado.

(i¢7) Como indice de las diferencias de ingreso, se toma a

255 -]

/ — "V 4 _‘Y :E
v = Elh(X), X2, X3) [ Y, 1Y,
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En este caso, suponiendo que la distribucién comtin de las variables X; es
continua y tiene soporte en el conjunto (a,00) donde a > 0 es fijo y conocido, el

mejor estimador de «y es el estadistico de tipo U dado por

1
G = *ﬁ ;h(Xslast’Xsﬁ)’

(3

donde la sumatoria se extiende sobre todos los subconjuntos de tamafio 3 de
{1,2,...,N} (Meddis, 1984), Randles y Wolfe ,1981). Luego, un paso impre-
scindible para calcualr el valor asumido por G, es producir una lista de la familia
S§(8,N), para pasar cada uno e estos subconjutos {sy, s2,s3} a una rutina que
calcule el valor asumido por //{X, ,X,,,X,;). Este argumento muestra que el
problema de listar los miembros de una clase S(r, V) tiene gran relevancia en las
aplicaciones, y consituye, adem:is del enorme interés propio que tiene el problema,

la motivacién fundamental para el desarrollo del capitulo.
Los Subconjuntos Maximo y Minimo

En esta seccién se inicia el trayecto hacia la construccién de un algoritmo
para generar una lista de todos los miembros de la familia S(r, N), la cual consta
de todos los subconjuntos de tamano r de la poblacién P = {1,2,...,N}. Para
analizar este problema, se seguird una estrategia similar a la empleada para listar
todas las permutaciones de taiiafio N, esto es, el enfoque que se sigue no es otra
cosa que una implementacién dcl procedimiento general de listado enunciado en el
Capitulo 3.

Antes de continuar, es oportuno recordar la convencion establecida en la
Introduccién de este capitulo, de acuerdo a la cual los miembros de un subcon-
junto a € S(r, N) se listan en orden creciente, de manera que a se identifica, de
manera natural, con una permuitacion de tamafio r en la cual sus componentes se

incrementan al avanzar de izquicrda a derecha, esto es,

a=(aj,az,....4r), 1<a3<ay<---<ar <N. (3.1)
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Luego, §(r, N) es un subconjuuto de IR", espacio en el cual el orden lexicogréafico
es completo. De conformidad al procedimiento establecido en la Seccién 5 del
Capitulo 3, la primera condiciéi para generar una lista de los miembros de S(r, N)
es identificar su elemento minin:o. Para alcanzar este propésito, primero se estable-
cerd el siguiente resultado preli:ninar, el cual desempena un papel fundamental en

el desarrollo de esta capitulo.
Teorema 3.1. Para cada a € S(r, N), se tiene que
1<a; < N—r+2, 1=12,...,r. (3.2)

Demostracién. Debido a quc las componentes a; son enteros positivos que se

incrementan conforme crece el indice 7, se tiene que
ay Z 13 (33)

y ar — ax—1 = 1 siempre que & > 1, de tal forma que cuando 7 > 1,

a; —ay = (a; —a; 1)+ (ai—1 —ai—2) + -+ (ag — all

1 — 1 términos
>1414---41
i—1 t¢érninos

(i —1).

i

Por lo tanto, a; > a1 + (1 —1) > 14+ (¢ — 1) = ¢ cuando ¢ > 1, y combinando este

hecho con (3.3) se concluye que a; > ¢ para todo : = 1,2,...,r. Para establecer la

segunda desigualdad en (3.2), note que
ar < N, (3.4)

pues todos los miembros de a pertenecen a la poblacién P = {1,2,...,N}; vea

(3.1). Observe ahora que para cada entero positivo ¢ < r

ar —a; = (ap —ap )+ (tr—1 — ar—2) + -+ + (@ig1 — ail

r — ¢ términos

>1+14---+1
r—i térniinos

- (T ﬁi)v
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donde de nueva cuenta se ha utilizado que aj — ag—; > 1. Luego, a, —a; > r — ?,
lo cual equivale a

a; < ap — (r —1),

y combinando esta desigualdad con (3.4) se concluye que a; < N—(r—i) = N—r+44

para todo : = 1,2,...,r, estableciendo la segunda desigualdad en (3.2). O

Usando el teorema anterior, no es dificil determinar los elementos méximo

y minimo de la familia S(r, V).

Proposicién 3.1. Sila familia S(r, N) se ordena lexicograficamente, entonces las

siguientes afirmaciones (¢) y (vi) son véalidas.

(2) El elemento minimo m de S(r, V) se obtiene colocando los primero r enteros

positivos en orden ascendente:
m=(1,2,...,r=1,7).

Similaremente,
(¢2) El elemento méximo de la familia S(r, N) se genera colocando los r enteros

mayores en la poblacién P en orden creciente, es decir,
M=(N-r+1, N—r+2, ..., N-1, N).

Demostracién. (i) Para comprobar la afirmacién, es suficiente verificar que para

a € §(r,N) el siguiente enunciado es véalido:
aZm=— m< a.

Suponga que a = (a1,as,...,a,) es diferente de m, de manera que a; #* ms =3
para algin entero s. Ahora, sea k la primera posicién en que difieren las compo-

nentes de a y m, ie., k € {1,2,...,r} satisface

a;=m; =1 sit<k, y arFmp=k.
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Para concluir, note que a > k, por el Teorema 3.1, de manera que ay # my = k,
implica que ar > k = my. En resumen, en la primera posicién en que a y m
difieren, se tiene que la coordenada correspondiente de a es mayor que la de m, y

entonces m < a.

(¢¢) Para verificar que M es el méximo elemento de la familia S(r, N) se comprobaré
que

a# M= a~<M.

Con esta finalidad, suponga que a = (a;,as,...,a,) € S(r, N) es diferente de M y,
como en el argumento precedente, sea k la primera posicién en que las componentes

de a y M difieren. i.e., 1 < k < r satisface
a; = M; =1 sii <k, mientras que ay # My =N —r + k.

Observando que ay < N —r + I (vea (3.2)), a partir de la condicién az # My, =
N —r+k se obtiene que a; < My, mostrando que en la primera posicién en la que
a y M difieren, la componente de M es mayor que la de a. Por lo tanto, a < M

siempre que a # M. O

Sucesores e Indices de Ruptura

Para implementar el algoritmo general de listado en el caso de la familia
S(r, N), es necesario disefiar un procedimiento para determinar el sucesor de un
conjunto a € §(r,N)\ {M}. El primer paso hacia este objetivo se realiza en esta
seccion, y consiste en estudiar la primera posicién en que dos conjuntos distintos
en S(r, N) difieren. De manera similar al caso de permutaciones de rango maximo,

el indice de ruptura de una pareja (a,b) se define como el entero k que satisface
a; =b;, paral <i<k, y ar#bg;.

vea la Definicién 4.1 en el Capitulo 4. Observe, ademads, que para cualquier pareja

(a,b) de miembros distintos de S(r, N), el correspondiente indice de ruptura es
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un entero entre 1 y r, inclusive. Dado a € S§(r,N), el objetivo particular de esta
seccién es explorar la posibilidad de comparar dos sucesores de un conjunto a en
términos de su indice de ruptura. Para alcanzar este propdsito, es conveniente

introducir la siguiente notacién.

Definicién 4.1. Sea a € S(r, N) un subconjunto fijo y diferente de M. Para cada
entero positivo k¥ = 1,2,...,r, la clase Ry(a) consiste de todos los subconjuntos

b € §(r, N) que satisfacen

a~<b yelindice de ruptura de la pareja (a, b) es k.

Ejemplo 4.1. Considerc el caso N = 7y r = 3, y sea a = (3,4,6). Para este
subcopjunto, se tiene que las tres clases Ry(a), Ra(a), Rs(a) son diferentes del

vacio. En efecto,

(a) b= (4,6,7) es distinto de a, y la primera componente en que a y b difieren es
la nimero uno, y entonces el indice de ruptura de la pareja (a,b) es k = 1; més

aun, a; = 3 <4 = by, de tal froma que a < b, y entonces b € R(a) # 0.

(b) Sea b = (3,5,6), el cual es diferente de a. Puesto que a1 =b; =3 yay; =4 <
9 = by, se desprende que el inidce de ruptura de la pareja (a,b) es k = 2, y que

a < b. Luego, b € Ra(a) # 0.

(c) Defina b = (3,4,7). Este miembro de §(3,7) es distinto de a; de hecho, la
tnica componente en que a y b difieren es en la tercera (a3 = 6 < 7 = b3). Por lo
tanto, a < b y el indice de ruptura de la pareja (a,b) es tres, lo cual significa que

be R3(a) + 0. O

Ejemplo 4.2. Como antes, considere el caso N = 7 y r = 3, pero defina al

subconjunto a de manera ligeramente distinta:

a=(3,4,7).
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A continuacién se verificard que R3(a) = 0, es decir, a no admite un sucesor b tal
que el indice de ruptura con a sea tres. Para verificar esta afirmacién se utilizara

el método de contradiccién: Suponga que b € Rs(a). En este caso,

a—<b, (4.1)

Glzbl, CLQZZ]27 Yy a37¢4-b3,

pues el indice de ruptura de la pareja (a, b) es tres. Esta tltima relacién combinada
con (4.1) implica que a3 < by, la cual en el caso presente se reduce 7 < bs; sin
embargo, esto es una contradiccién, pues las componente de b deben ser enteros
menores o iguales a 7 (recuerde que N = 7). Por lo tanto el supuesto de que

Rs(a) # 0 no puede ser verdadero, y se concluye que Rs(a) = §. 0

El resultado principal de esta seccién es una versién del Lema 5.1 enuncia-
do en el Capitulo 4, y proporciona un criterio directo para comparar dos sucesores

de una conjunto a por medio de sus indices de ruptura cuando éstos son diferentes
Lema 4.1. Sean b y d dos subconjuntos tales que b = ay d = a. Si d € Ry, (a)

y b € Ri(a) donde k; > k, entonces

b>d

En otras palabras, este lema establece que si dos conjuntos b y d suceden a un
conjunto determinado a, entonces ‘el menor’ de b y d es el conjunto cuyo indice

de ruptura con a es mayor.

Demostracién del Lema 4.1. Sean b y d dos conjuntos, donde b € R(a) y
d € Ry, (a), y k < ky. En este caso,

ap =by, ay=0by - ap_1 = bp_1 ap < by

ar=dy, ay=dy - apy =dpy apy=dp -+ ag,—1 =dg, -1, ap, <dy,
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Puesto que k < &y, se sigue que
b; = dz', t < k, b > dk,

de manera que b > d. O

Ejemplo 4.3. Considere el caso N =7y r =3, y sea a = (3,4,6). Cada una de

los siguientes dos subconjuntos (4,6,7) y (3,5, 6) es un sucesor de a. En efecto,

® (4,6,7) y a = (3,4,6) difieren en la primera componente, y

a; =3 <4, de manera que a < (4,6,7),y (4,6,7) € Ri(a).

® (3,5,6) y a=(3,4,0) coinciden en la primera coordenada, pero
difieren en la segunda componente; debido a que ay = 4 < 5, se

concluye que a < (3,5,6) y (3,5,6) € Ra(a).

De acuerdo al Lema 4.1, se concluye, sin consideracién adicional alguna, que
(3,5,6) < (4,6,7),

pues entre dos sucesores de a con indice de ruptura distinto, el ‘menor’ de ellos es

aquél para el que el indice es mayor. O
Caracterizacién del Sucesor

El propésito de esta scceidén es obtener una caracterizacién del sucesor de

un conjunto a € S(r, N) cuando a # M. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 5.1. [El sucesor de un conjunto.] Sea a € S(r, N)\ {M} un conjunto

arbitrario, y defina el entero 1* y el conjunto a* mediante
B =max{k|1<k<r, y Ri(a)#0}, (5.1)

mientras que

a" = min R« (a). (5.2)
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En este caso, a* es el sucesor de a, esto es,

a=<a", yparatodob€8(r,N) [a<b=a*=<b].

Demostracién. Primero observe que a* € Ry«(a) implica que a < a*, pues
R+ (@) consiste sélo de conjuntos que suceden a a. Sea b € S(r, N) tal que a < b.
En este caso, b € Ry(a) para algin entero k. En particular, Ri(a) # 0, y entonces
k < k* (vea (5.1)). Considere ahora las siguientes dos alternativas, las cuales son

las inicas que pueden presentarse al comparar k y k*:

Caso 1: k < k*.
En esta situacion usando que a* € Ry«(a), el Lema 4.1 implica que a* < b;
recuerde que entre dos sucesores de a, ‘el menor’ es aquél cuyo indice de ruptura

con a es mayor.

Caso 2: k = k™.
En estas circunstancias, b € Ry« (a), v entonces a* < b, pues que a* es el elemento

minimo de R« (a); vea (5.2).

En resumen, se ha mostrado que a < a*, y que para todo conjunto b que sucede

a a, esto es, a < b, se tiene que a* < b. Por lo tanto, a* es el sucesor de a. O
Célculo del Sucesor de un Conjunto

El Teorema 5.1 caracteriza al sucesor de un subconjunto a € S(r, N). Sin
embargo, el uso efectivo de ese resultado para determinar explicitamente al sucesor
de un conjunto determinado en S(r, N) \ {M} requiere, ante todo, de un método
‘practico’ para determinar £* in (5.1), asi como a*, el elemento minimo de la clase
Ri+(a) (vea (5.2)), problemas que se abordan en esta seccién. Primero se analiza
la determinacién de k*, y se establece una condicién necesaria y suficiente para

que una clase Ri(a) sea no vacia; este resultado se establece a continuacién y es



77

sustancialmente maés sencillo que su contraparte para permutaciones presentada

en la Proposicién 4.2 del Capitulo 4.

Proposicién 6.1. Para un entero £ < N y un conjunto a € S(r, N), representado

mediante

a=(a;,az,....,a;), 1<a;<ay<-<apr< N,
las siguientes afirmaciones (a) y () son equivalentes:
(a) La clase Ri(a) es no vacia;
(b) ap < N —r + k.

Para interpretar este resultado, recuerde que siempre se tiene que la k-
ésima componente de a es menor o igual a N —r+k, esto es, a, < N —r+k, por el
Teorema 3.1. Usando este hecho, la Proposicién 6.1 puede expresarse verbalmente
como sigue: Una clase Ry(a) es no vacia, si y sélo si ap es menor que el maximo

valor que puede asumir.

Demostracién de la Proposicién 6.1 [(a) = (b)]. Suponga que la clase Ry (a)
es no vacia, y seleccione b € Ry(a). Por la definicién de Ri(a) se tiene que a < b

y la primera componente en que a y b difieren es la k—ésima, es decir,
a; ="0;, 1<k, and ap < b (6.1)

Usando ahora el Teorema 3.1 se sigue que by < N — r + k, de manera que esta
desigualdad, combinada con la desigualdad en el extremo derecho de (6.1), implica

que ay < by < N —r+ £k, y entonces ap, < N —r + k.

[(b) = (a)]. Suponga que a; < N —r + k. En estas circunstancias, defina el

subconjunto b = (b4, 02,...,b,) como sigue:

ag, 811S2<k’
b; =< 1+ ay, sit=k, (6.2)
b+ (i—k) sir>i>k.
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A continuacién se verificard que b es un miembro legitimo de S(r, N), esto es, que
las componente de b son crecientes y se ubican entre 1 y N (vea (3.1)). Debido
a que las componentes de a crecen y son positivas, la definicién de b implica
que sus componentes también tienen estas propiedades, asi que es suficiente con
verificar que b, < N. Para ver que esta desigualdad es vélida, note que la condicién

ar < N —r+k implica que bp=ar+1<< N —r+k de manera que
br=bi+(r—k)<N—r4k+(r—k) =N,

y por lo tanto b en (6.2) es un miembro de S(r,N). Por otro lado, note que (6.2)
implica que

bi=a;, sii<k, y bp=ar+1>ay,
y entonces el inidice de ruptura de la pareja (a,b)eskya < b, estoes, b € Rr(a).

Este argumento ha mostrado que ax < N —r +k = Ry(a) # 0, y concluye la

demostracién de la Proposicién 6.1. O

Ejemplo 6.1. En los Ejemplos 4.1 y 4.2, se consideraron casos en los que se deter-
miné directamente si algunas clases R (a) son no vacfas. Ahora se analizaran esos
ejemplos, pero utilizando la Proposicién 6.1. Considere el contexto determinado

por

(a) Suponga que a = (3,4,6). En esta situacién,
a3 =3<N-r+1=7-3+1=5. Luego, Ri(a)#0
az=4<N—-r+2=7-3+2=6. Porlotanto, Ry(a)#0
a3 =6<N-r+3=7-3+3=7. En consecuencia, R3(a) # 0.

Como es claro a partir de este argumento, la Proposicién 6.1 permite decidir, sin

esfuerzo sustancial, si una clase Ry (a) es no vacia. Compare con el enfoque que se

sigui6 en el Ejemplo 4.1.
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(b) Ahora suponga que a = (3,4, 7). En este caso,
az = 7 = N -7 + 3,

y la Proposicién 6.1 implica, de inmediato, que Rs(a) = 0; compare con el argu-

mento empleado en el Ejemplo 4.2. ad

A continuacién se presenta un procedimiento algoritmico que permite
generar el indice k* asociado a un conjunto a € S(r, N ); més aiin, no es necesario
decidir inicialmente si a = M, pues el procedimiento detecta si esta posibilidad
ocurre; observe la similitud con el procedimiento presentado en la Proposicién 6.1

del Capitulo 4 referente al andlisis de permutaciones.

Proposicién 6.2. Sea a € S(r, N) un conjunto dado. El siguiente procedimiento
permite determinar si a = M o si a < M, y en este tltimo caso, se obtiene el valor

de k* en (5.1).

Datos: Un subconjunto a de la poblacién P = {1,2,..., N} donde el ntimero de
elementos de a es 7, y a se escribe como en (3.1).
Inicio: Defina K = r.

[Bloque Iterativo]

Repetir Mientras K > 1

St ax = N —r + I Entonces Disminuya K en una Unidad

Siax < N —r+ K Entonces Salga del Ciclo

Fin del Ciclo Repetir

Fin del Procedimiento:
Si K =0 entonces a=M

Si K > 0 entonces a <M y k* = K.
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Demostracién. Suponga que al concluir el procedimiento se tiene que se tiene
K = 0. La tnica forma en que esto puede ocurrir es que en los diversos pasos por
el ciclo del algoritmo se disminuya K en una unidad, lo cual sélo acontece cuando

todas las siguientes igualdades ocurren:

Gr=N—-r+r=N a_;=N-r+(r—1)=N -1,

K=r -’—_:;_ »
' fe=r (6.3)
ay =N —r 42, ay=N—r+1
K—2 K1

donde debajo de cada igualdad se indica el valor que K asume dentro del ciclo
‘Repetir’ cuando la ecuacién se verifica. Después de comprobar que a; = N —r +1
el valor de K se disminuye en una unidad, obteniendo K = 0, y al intentar entrar al
ciclo la condicién K > 1 no se satisface, de tal forma que el flujo pasa a la siguiente
instruccién posterior al ciclo, en la cual se encuentra el final del procedimiento, y se
anuncia que K =0, y que a es M, el miembro méximo de S(r, N); las igualdades
(6.3) muestran que, efectivamente, este es el caso. Para concluir, suponga que el
valor de K al final del procedimiento es positivo. Esto significa que la salida del
ciclo no se origina en que la condicién de entrada se viole, sino en el hecho de
que la igualdad afr = N — r + K no se satisface; puesto que siempre se verifica
que ag < N —r + K (por el Teorema 3.1), se desprende que ax < N — r + K,
y entonces la Proposicién 6.1 implica que Ry (a) # §. Finalmente, observe que
en cada ejecucién del ciclo el valor de K disminuye en una unidad si la condicién
ar = N —r + K se verifica, y que la salida se produce cuando se detecta que
axg < N —r + K por primera vez. Esto significa que si al salir del ciclo se tiene

que K > 0, entonces
ar=N-r+r=N, a1 =N-r4+(r—-1)=N -1,
ag4+1 =N —r+ (K +1), ag <N —r+ K;

esta relacién muestra que para cada un entero s que satisfaga K < s < r, siempre

ocurre que a; = N — r + s, de manera que Rs(a) = @, por la Proposicién 6.1.
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Consecuentemente,

Rir(a)#0. v Re(a)=0, siK<s<r,

de manera que K = max{k|Ri(a) # 0}, y entonces K = k*; vea (5.1). ]

Ejemplo 6.2. Considere el caso N =9y r = 5. A continuacién se ejemplificara
el uso del procedimiento descrito en la Proposicién 6.2 para determinar el valor de
k* para el conjunto

a=(1,4,7,8,9).

Inicialmente, K =5 (= r).
[Bloque Iterativo]

Al intentar entrar al ciclo se prueba la condicién K > 1, la cual se satisface y se
produce la entrada al ciclo.
Dentro del ciclo se comparan agy =a5s =9y N—-r+K=9—-5+5=9
Como a5 = 9 se disminuye ' en 1 (ahora K = 4)

Se va a la entrada del ciclo.

Al intentar entrar al ciclo, se comprueba si la condicién K > 1 es vélida; como
K =4 se produce la entrada al ciclo.
Dentro del ciclo se comparan agxy =a4, =8y N —r+ K =9—-5+4+4 =8,
Como a4 = 8 se disminuye I{ en 1 (ahora K = 3)

Se va a la entrada del ciclo.

Al intentar entrar al ciclo, se comprueba si la condicién K > 1 es vélida; como
K = 3 se produce la entrada al ciclo.
Dentro del ciclo se comparan agx =a3 =Ty N —r+ K =9—-54+3=71.
Como a3 = 7 se disminuye I{ en 1 (ahora K = 2)

Se va a la entrada del ciclo.
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Al intentar entrar al ciclo, se comprueba si la condicién K > 1 es véalida; como
K =2 se produce la entrada al cilco.
Dentro del ciclo se comparan ayx = a, =4y N-r+K=9-5+2=6.

Como ag < 6 se produce la salida del ciclo.

Se arriba al final del procedimiento.

Como K = 2 es positivo, sc concluye que a < M y que el correspondiente valor de
k* en (5.1) estd dado pr k* = K = 2.

Por supuesto, esta conclusién es clara a partir de la forma establecida
para el conjunto a, pero lo que se pretende es ilustrar el algoritmo presentado en

la Proposicién 6.2. -

Observacién 6.1. El procedimiento descrito en la Proposicién 6.2 puede codifi-
carse facilmente en un lenguaje de programacién. Una posibilidad en QBasic se

presenta a continuacion:

K=R
DO WHILE (K >= 1)
IF (a(K) =N — R + ) THEN
K=K-1
ELSE
EXIT DO
END IF
LOOP

Suponga ahora que a # M es un conjunto determinado, y que el corres-
pondiente {ndice ¥ ha sido evaluado. En la siguiente proposicién se presenta un

procedimiento computacional que genera el elemento minimo de Ry« (a).

Proposicién 6.3. Sea a # M un miembro de S(r, N), y sea k* como en (5.1). El

elemento minimo de Ry-(a) se obtiene a través del siguiente procedimiento:
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(@) Inicie con el conjuntn a = (ay, as, . .. , Q).
(b) Construya el conjunto b como sigue:
bi = a; paratodoi < k*,
b = ap +1 (6.4)
bs =bpx + (s — k*) paratodo s > k*.
Entonces, b = min Ry« (a) y, consecuentemente, b = Suc(a).

Antes de demostrar la validez de la Proposicién 6.3, se ilustrara la cons-

truccién del sucesor de un conjunto determinado.

Ejemplo 6.3. Suponga que N =9y r = 9, y considere el conjunto
a= (1747 7a8>9)7

el cual fue objeto de estudio cn el Ejemplo 6.2, donde se determiné que el corres-
pondiente entero k* es k* = 2. El conjunto b en (6.4) se construye como sigue:

Para 1 < k* =2, b; = a;. Por lo tanto, b = a; = 1; en este momento

A continuacién la componente ntimero k* = 2 se determina mediante bp« = by =
as + 1 = 5; ahora
b= (17 57 s )

Para s > k* =2, b, = bgx + (s — k%), cde manera que b3 = by + (3 —2) =5+ 1 =6,
by=by+(4-2)=5+2=7,ybs =0, +(5—2)=5+3=28. Por lo tanto,

b=(1, 5, 6, 7, 8)
es el sucesor de a. O

Demostracion de la Proposicién 6.3. Primero observe que el conjunto b

especificado en (6.4) pertenece a Ry, pues la primera componente en la que a y
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b difieren es la nimero k* (i.e., €l indice de ruptura de la pareja (a,b) es k*) y
bgs = agx +1> ags, lo cual implica que a < b. A continuacién se mostrard que b
es el minimo de Rg+(a). Para verificar esta afirmacién, suponga que ¢ € Ry«(a),

y observe que en este caso
G=a pae i<k, y o>, (65)

La desigualdad en esta expresién implica que cz= > g  + 1, y la definicién de b

en (6.4) combinada con (6.5) implica que
c; = bi, Ppara 7 < k*, y Ck* 2 bk*(: Q= + 1) (66)

Debido a que las componentes de ¢ se incrementan conforme el indice aumenta,

para k* < s <r se tiene que

Ci — Cp» = ﬁcz' —ci—1)+ (Cim1 — Cig)+ -+ (ch*41 — ci+)

— /

¢ — k* términos
> 1414 +1
~————
¢ — k™ términos

= (71— k%)
y entonces

cizer (= k) 2 b+ (- k%) =b;, > k* (6.7)

Las relaciones (6.6) y (6.7) implican que si ¢ € Ri+(a) es diferente de b, entonces
(1) la primera componente c¢n la que b y ¢ difieren corresponde a un indice 1 > k*,y
(12) si ¢; # b;, entonces c; > b,. Porlo tanto, ¢ > b, probando que b = min R~ (a),

y por lo tanto b = a* = Suc(a); vea el Teorema 5.1. a

Observacién 6.2. El procedimiento establecido en el Teorema 6.1 puede ser
facilmente codificado en algin lenguaje de alto nivel. Como en la Observacién 6.1,
a continuacion se muestra una alternativa en QBasic, donde K denota al entero k*,
y R es el ndmero de elementos en el subconjunto a. El siguiente cédigo modifica

las componente de a a partir de K-ésima de acuerdo a (6.4).
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b=a(K)+1
FOR Count = K TO R
a(Count) = b 4 (Count - K)
NEXT

Implementacién del Algoritmo

Después de determinar el miembro minimo de la clase S (r,N), y de en-
contrar un procedimiento para construir el sucesor de un conjunto dado, es posible
enunciar un algoritmo para listar la familia completa de todos los subconjuntos de
tamafio r de la poblacién P. Por supuesto, dicho algoritmo es un caso particular
de aquél establecido en la Seccién 5 del Capitulo 3 para enumerar un conjunto

arbitrario. El enunciado preciso en el caso presente es como sigue:
Fase 1: Defina C =1y a; =(1,2,3,...,r).
Fase 2: Determine si ac tiene un sucesor.

Fase 3: (a) Si ac tiene un sucesor, encuentre b = Suc(ac). Incremente C en una
unidad y defina ap = b.

(b) Si ac no tiene sucesor vaya a la Fase 4.

Fase 4: Se ha concluido la enumeracién de todos los miembros de la familia
S(r, N); la lista completa es ay, ag, . .., ac, de manera que C es el nimero

de miembros de S(r. V).

La Codificacién.  El algoritmo precedente ha sido codificado en el lenguaje
QBasic, aunque puede implementarse facilmente en cualquier otro lenguaje. El

Cédigo, obtendido a partir de las Observaciones 6.1 y 6.2, es el siguiente:

’ Programa para generar los subconjunto de tanafio R de una poblacién con N

elementos.

DECLARE FUNCTION SKstar% (a() AS INTEGER)



86

DECLARE SUB SSucesor (K AS INTEGER, a() AS INTEGER)
DECLARE SUB Slmprimir (a() AS INTEGER)

OPTION BASE 1

DIM N AS INTEGER, R AS INTEGER, I AS INTEGER, K AS INTEGER

COLOR 7, 1
CLS

PRINT ”Generacién de los subconjunto de tamafio R de una poblacién con N

elementos”

DO

INPUT ”Introduzca ¢l valor de N (entero mayor o igual a 2): N =7 N
LOOP WHILE ((N <=1) OR (N <> INT(N)))
DO

INPUT "Introduzca el valor de R (entero mmenor igual a N): R =", R
LOOP WHILE ((R < 1) OR (R <> INT(R)) OR (R > N))

’ Kok sk skook ok sk skeosk skook skook sk sk sk ok Sk sk skok skok sk skook sk sk skook ok sk sk sk sk sk ok sk skeok sk skok sk

DIM a(R) AS INTEGER

FORI=1TOR
a(l) =1
NEXT

K=R
DO WHILE (K > 0)
CALL SImprimir(a())
K = SKstar(a())
IF (K > 0) THEN CALL SSucesor(K, a())
LOOP
END

) ek ok sk sk ook ko sk ok sk sk skosk sk ok skok sk skeok sk skeokeok sk ok sk sk ok ok sk ok skok kk sk ok



SUB SImprimir (a() AS INTEGER)

STATIC Count AS LONG
DIM I AS INTEGER, U AS INTEGER

U = UBOUND(a)
Count = Count + 1

PRINT Count; ”. (7;

FORI=1TOU

PRINT a(I);

IF (I < U) THEN PRINT ” ”:
NEXT

PRINT )"

END SUB

FUNCTION SKstar% (a() AS INTEGER)

DIM U AS INTEGER, K AS INTEGER
SHARED N AS INTEGER

R = UBOUND(a)
K=R

DO WHILE (K >= 1)
IF (a(K) = N — R + K) THEN
K=K-1
ELSE
EXIT DO
END IF
LOOP

SKstar% = K
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END FUNCTION

SUB SSucesor (K AS INTEGER, a() AS INTEGER)
DIM R AS INTEGER, Count AS INTEGER

R = UBOUND(a)
b= a(K) + 1
FOR Count = K TO R

a(Count) = b + (Count — K)
NEXT
END SUB

Comentarios. El programa precedente ha sido construido siguiendo las ideas
expuestas en las Observaciones 6.1 y 6.2. En las primeras tres lineas se declaran

los subprogramas y funciones que se usan en la estructura principal:

e La funcién denominada “SKstar”, la cual acepta un conjunto como pardmetro,
y devuelve el valor de k* correspondiente al conjunto transmitido (vea (5.1)); la

funcién retorna el valor cero si el conjunto sobre el que actia es el maximo.

e El procedimiento denominado “SSucesor” acepta un entero y un conjunto como
parametros. Cuando el entero es el valor k* que corresponde al conjunto, el sub-
programa genera el sucesor del conjunto transmitido , colocando al sucesor en ls

misma ubicacién en memoria que el conjunto que se le transfirié.

o El subprograma denominado “SImprimir” lleva a la pantalla el mas reciente de

los subconjuntos generados. -

Después de las declaraciones, aparece la sentencia ‘OPTION BASE 1’, la
cual indica que las componentes de un vector (un subconjunto en el caso presente)
se numeran empezando desde el nimero 1, y posteriormente, la sentencia ”"DIM”

reserva espacio de memoria para N, cl tamafio de la poblacién, para K, variable
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que contendra el valor del indice £* para el conjunto considerado, R el tamafio de
los subconjuntos, y para el contador I que se usa posteriormente en un ciclo ‘FOR’.
Las sentencias COLOR 7,1 y CLS, tienen la misma utilidad que en el Capitulo 4.
La sentencia PRINT genera un mensaje breve que describe lo que el programa
realiza, y a continuacién se pide el tamafio de la poblacién; esto se hace dentro
de un ciclo ”’DO WHILE”, hasta que el usuario introduce un tamaio vélido para
la poblacién, el cual debe ser entero v mayor o igual a dos. En el siguiente ciclo
”"DO WHILE” se solicita al usuario que introduzca el tamafio de los subconjuntos
considerados, repitiendo la peticién hasta que se produzca la entrada de un entero
entre 1 y N. Después de la introduccién de datos, el cuerpo principal del programa
se indica entre lineas de astriscos: La sentencia DIM reserva espacio de memoria
para un vector de tamaro R, el cual contendrs a] subconjunto que se analice en
cada paso del programa; es ese momento, el vector “a” contiene cero en sus R
componentes, y por esta razén se incializa en el ciclo FOR, después del cual “a”
es e vector (1,2,...,R).

A partir de ese momento, se imprime el conjunto actual llamando al sub-
programa “Slmprimir”, se calcula el correspondiente entero k* para el conjunto
mediante la funcién “SKstar”, y entouces se determina el sucesor correspondiente
a través del subprograma “SSucesor” si el valor calculado de k* es positivo. Todo
esto se hace una y otra vez en el programa por medio de una estructura DO
WHILE, en la cual la condicién de entrada ubica en la entrada del ciclo. Dicha
condicién es que K—el valor calculado de k* para el més reciente de los conjuntos
considerados—sea no nulo, pues si el valor K devuelto por la funcién “SKstar” es
nulo, entonces el maximo subconjunto ya ha sido generado. Como la entrada al
ciclo implica una prueba, el valor de K se inicializa (con el valor R > 0) antes de

intentar el ingerso al ciclo por primera vez .

Una Muestra de la Salida del Programa. Cuando el programa de listado se

ejecuta con N = 8 y r = 3 se obtiene la siguiente lista de los miembros de la familia
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5(3,8), el cual consiste de todos los subconjuntos de tamafio tres de la poblacién
P = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Note que ¢l orden en que se generan los conjuntos se
indica por un ndmero en negritas a la izquierda de cada miembro de §(8,3).

1 (1,2,3) 2 (1,2.4) 3 (1,2,5) 4 (1,2,6)
5 (1,2,7) 6 (1,2,8) 7 (1,3,4) 8 (1,3,5)
9 (1,3,6) 10  (1,3,7) 11  (1,3,8) 12  (1,4,5)

13 (1,4,6) 14 (1,4,7) 15 (1,4,8) 16 (1,5,6)
17 (1,5,7) 18 (1,5,8) 19 (1,6,7) 20 (1,6,8)
21 (1,7,8) 22 (2,3,4) 23 (2,3,5) 24 (2,3,6)
25 (2,3,7) 26 (2,3.8) 27 (2,4,5) 28 (2,4,6)
29 (2,4,7) 30 (2,4,8) 31 (2,5,6) 32 (2,5,7)
33  (2,5,8) 34 (2,6,7) 35 (2,6,8) 36 (2,7,8)
37 (3,4,5) 38 (3,4,6) 39 (3,4,7) 40 (3,4,8)
41 (3,5,6) 42 (3,5.7) 43 (3,5,8) 44 (3,6,7)
45 (3,6,8) 46 (3,7.3) 47 (4,5,6) 48 (4,5,7)
49 (4,5,8) 50 (4,6.7) 51 (4,6,8) 52 (4,7,8)
53 (5,6,7) 54 (5,6.3) 55 (5,7,8) 56 (6,7,8)

Desde luego, el programa escribe el conjunto (1,2,3) en primer lugar, y a partir
de ese momento genera el sucesor del dltimo conjunto generado, hasta llegar al
conjunto maximo (6,7,8). Es instructivo ver como se genera un conjunto deter-
minado a partir del precedente. Por cjemplo, considere la generacién del conjunto

34 a partir del 33.

e El conjunto 33 es (2,5,8), para el cual k* = 2. Puesto que ay = 5, la segunda
componente se cambia por 6(= a3 + 1) v las componentes con indice mayor a 2 se

obtienen agregando uno a la precedente. Al realizar estos cambios, se obtiene

b=(2. 6, 7),
| S~
as+1l as-+2
conjunto que, en su carater de sucesor de (2,5,8), aparece en la lista en el lugar

34.
Conclusion

En este capitulo se ha presentado un algoritmo que permite generar todos

los subconjuntos de tamano r de una poblacién con N elementos. La idea basica es



91

la interpretacién de un subconjunto como un vector con componentes crecientes, de
tal forma que una clase de subconjuntos esté contenida en IR”, espacio en el que la
ordenacion lexicogréfica es total. Después de notar esta caracteristica, la ruta que
condujo hacia el algoritmo siguié el camino trazado en la teoria general desarrollada
en el Capitulo tres. La estuctura del procedimiento que se obtuvo es similar a la
del algoritmo de generacién de permutaciones presentado anteriormente, pero es
oportuno enfatizar el siguiente aspecto: Dado un conjunto fijo a, la determinacién
del valor maximo que puede asumir ¢l indice de ruptura de a con otro conjunto b
representa un problema sustancialmente mas simple que la btsquedada de k* en
el caso de permutaciones, y conociendo este valor, la construccién del sucesor de
a se obtiene de forma directa a través de la definicién (6.4).

Finalmente, como se mencioné al final del Capitulo 2, la enumeracién de
todas las permutaciones de tamaiio r de la poblacién P, se reduce a aplicar, sucesi-
vamente, los procedimientos de generacién de los miembros de las familias S(r, N),
y P(r,r), esto es, un método de cdmputo para permutaciones de tamafio menor al
de la poblacién se obtiene directamente a partir de los programas enunciados en

este y en el capitulo precedente.



Capitulo 5
Retrospectiva

En este trabajo se ha estudiado un problema fundamental para la im-
plementacién y andlisis de métodos noparamétricos, a saber, la construccién de
algoritmos computacionales para la generacién de listas de las familias de per-
mutaciones y subconjuntos.

El punto de partida para el disefio de los algoritmos de enumeracién com-
putacional, fue el desarrollo de un método general de listado de un conjunto ab-
stracto, el cual muestra la equivalencia entre los problemas de enumerar los miem-
bros de un conjunto, y formular un orden total en el mismo; cuando un conjunto
se encuentra totalmente ordenado, producir una lista de sus miembros se reduce a

analizar dos caracteristicas del orden establecido:
(1) Encontrar el elemento minimo del conjunto .4 bajo consideracién, y

(17) Determinar la funcién Suc, la cual produce el sucesor de cada miembro de A
siempre que éste exista, lo cual efectivamente ocurre cuando el elemento analizado
no es el maximo.

Después de comprender los aspectos esenciales de un problema de listado,
el paso que condujo al desarrollo exitoso de los algoritmos propuestos, fue la in-
troduccién del orden lexicogréafico en los espacios Euclideanos; dicho orden tiene
la propiedad de ser completo, esto es, permite comparar, sin ambigiiedad alguna,
dos vectores de la misma dimensién con componentes reales. De esta forma, para
un conjunto A contenido en IR, listar sus elementos se se reduce a implementar
el algoritmo general de listado, para lo cual se requiere determinar la correspon-
diente funcién ‘Sucesor’ y el elemento minimo de A4; estos dos dltimos aspectos

deben analizarse en cada caso particular.
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La determinacién de los elementos minimos de las familias de permuta-
ciones y subconjuntos fue relativamente simple, en contraste con la especificacién
de la funcién ‘Sucesor’, la cual requirié, especialemente en el caso de las permuta-
ciones, en analisis mas cmplejo. En cualquier caso, independientemente de las
dificultades encontradas en el trayecto, el resultado final fue un algoritmo simple

de listado, que puede ser codificado sin mayor dificultad en un lenguaje computa-

cional de alto nivel.
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