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Este trabajo trata sobre dos problemas que se presentan cuando los resul-

tados de un experimento aleatorio se clasifican en un nimero finito de categorias,



a saber, juzgar la bondad con que una muestra de la distribucién multidimen-
sional de Bernoulli se ajusta a un pardmetro especifico, y probar la hipétesis de
independencia de dos caracteristicas que originan la clasificacién en una tabla de
contingencia. El énfasis es sobre el papel que la distribucién Ji-cuadrada, como
limite distribucional de los correspondientes estadisticos de prueba, desempena en
estos problemas. La principal contribucién técnica de esta tesis consiste en deducir,
por métodos algebraicos, la expresién para los grados de libertad en la prueba de

independencia de los rasgos de interés en una clasificacién cruzada.



ABSTRACT

An Algebraic Approach for the Test of Independece
of Characteristics in the Analysis of Categorical Data

by

OLIVIA GARCIA CALVILLO

THESIS

MASTER of SCIENCE

Experimental Statistics

UNIVERSIDAD AUTONOMA AGRARIA
ANTONIO NARRO

Buenavista, Saltillo, Coahuila, México. June, 1999

Dr. Rolando Cavazos Cadena — Advisor

Key Words: Goodness of Fit, Asymptotic Distribution, Cross Classification,

Degrees of Freedom, Invariance Theorems, Idempotent Matrices.

This work is concerned with two problems arising when the outcomes of a
random experiment ara classified into a finite number of categories, namely, assess-

ing the goodness of fit of a sample of the multidimensional Bernoulli distribution



to a fixed parameter, and testing the independence of two characteristics yield—
ing the categories in a contingency table. The exposition focuses on the role of
the Chi-squared distribution as the limit in distribution of the corresponding test
statistics for these problems. The main technical contribution of the thesis consists
in providing, via an elementary algebraic analysis, a justification for the number
of degrees of freedom used to test the independence hypothesis in the analysis of

contingency tables.
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Capitulo 1
Perspectiva Global

El propésito de este capitulo es proprocionar una vision general del con-
tenido de esta tesis, plantear los objetivos que se pretenden alcanzar, y describir

la estructura con que se ha organizado la presentacién del trabajo.
Introduccion

Este trabajo trata sobre el andlisis de datos catogéricos, los cuales sur-
gen cuando los resultados de un experimento aleatorio se clasifican en grupos,
genéricamente referidos como categorias (Agresti, 1984, Bishop et al., 1975). La
agrupacién de resultados de un experimento aleatorio es frecuente en la aplica-
ciones, y surge en los contextos mas diversos. Por ejemplo, en un proceso de
fabricacién en serie, los articulos producidos pueden clasificarse como aceptables,
medios o defectuosos, dando origen a tres categorias, mientras que en una terminal
aérea, los vuelos que estén por partir se clasifican en los monitores como ‘a tiempo’
o ‘con retraso’. Frecuentemente, las categorias se forman tomando en cuenta dos
caracteristicas. Un ejemplo de este agrupamiento se encuentra, por ejemplo, en es-
tudios que se realizan en ciencias sociales, donde se trata de investigar si una carac-
ter{stica econdémica—como nivel de ingreso familiar catalogado como bajo, medio y
alto—tiene relacién con algin rasgo de tipo ‘conductual’—como aprovechamiento
académico promedio en los estudios universitarios, clasificado mediante niveles, A,
B y C. En este caso, ‘cruzando’ los niveles de las dos caracteristicas se obtienen di-
versas categorias, las cuales pueden describirse, por ejemplo, como ‘alto-C’; a esta
tltima clase pertenece un estudiante cuya familia posee un ingreso alto, mientras

que su aprovechamiento escolar lo hace acreedor a una ‘C’.



Cuando se realiza un experimento aleatorio y sus resultados se agru-
pan en un ntmero k de categorias, el resultado puede condificarse mediante un
objeto aleatorio X cuyos valores posibles conforman un conjunto de k miem-
bros, y su distribucién se conoce como la distribucién k-dimensional de Bernoulli;
vea, por ejemplo, Mood et al., (1985), Dudewicz y Mishra, (1988), o Lehmman,
(1991). Por conveniencia, se supone que X asume valores en IRk, el espacio HEu-
clideano de dimensién k, y que los valores posibles del vector conforman la base
canénica {ej, es,...,€x}, l.e., e; tiene i—€ésima componente igual a uno, mientras
que las restantes son cero. Luego, al realizar n repeticiones independientes del
experimento, el observador termina con una muestra Xy,Xo,..., X, de la dis-
tribucién de Bernoulli, y la suma S = Zle X, es un estadistico suficiente, y por
lo tanto ‘captura’ toda la informacién que la sucesién contiene sobre el vector
p = [p1,p2,---,Pk), donde p; es la probabilidad de que el resultado de un ensayo
pertenezca a la i—ésima clase (Lehmman, 1991). La distribucién de S es multino-
mial con pardmetros k y p, y la componente j del vector S es la frecuencia con
que se observa que el resultado pertenece a la j—€sima catagoria en los n ensayos
realizados. El estudio que se realiza en esta tesis tiene, como objeto principal, al

vector S.
Objetivos

Dada una muestra de la distribucién k—dimensional de Bernoulli corres-
pondiente a un vector probabilistico p—esto es, p; > 0 para todo 7 y }:f:l pi =
1—se presentan dos problemas fundamentales: El primero de ellos, es utilizar la
informacién de la muestra para decidir silos datos observados pueden considerarse
como provenientes de la distribucién de Bernoulli asociada a un vector fijo po, esto

es, se pretende probar la hipotesis
Ho: P = Po;

en otras palabras, se trata de valorar la bondad de ajuste de los datos a una



distribucién especifica. El otro problema, surge cuando la clasificacién categorica
se construye ‘cruzando’ dos caracteristicas, como en la situacién descrita en la
Introduccién. En este caso, se busca averiguar si el nivel de uno de los rasgos de
interés influye sobre el que asume la otra caracteristica. Por ejemplo, en el contexto
de 1a seccién precedente, se podria tener interés en investigar si el nivel de ingreso
familiar de un estudiante, influye sobre su nivel de aprovechamiento escolar o no.
De nueva cuenta, se arriba al problema de probar una hipétesis, la cual, de forma

verbal, se expresa como

H,: Las caracteristicas que inducen una clasificacion cruzada

son independientes.

Ambos problemas admiten soluciones que son bien conocidas, las cuales se refieren
como pruebas Ji-cuadrada (Feinberg, 1980, Mandansky, 1988), pues los proced-
imientos involucran la construccién de un estadistico cuya distribucién limite (con-
forme el tamafio de la muestra crece) se aproxima a una distribucion J i-cuadrada.
Sin embargo, a pesar de que ambos procedimientos son clasicos, hay dos razones
fundamentales para analizarlos en esta tesis: (i) Desde un punto de vista forma-
tivo, el andlisis de los métodos de prueba para las dos hipdtesis representa una
oportunidad para conjuntar resultados importantes sobre convergencia de varia-
bles aleatorias, y (#1) Desde una perspectiva técnica, el estudio de ambos problemas
permite obtener, de manera rigurosa y mediante argumentos simples, una expresion
para el ntimero de grados de libertad £ que se utilizan para probar la hipétesis de
independencia de caracteristicas en el andlisis de datos categéricos. En este tltimo
aspecto se centra la principal aportacién de este trabajo, pues se proporciona una
deduccién, algebraica y elemental, del valor apropiado de L, en contraste con el
enfoque, analitico y sofisticado, que esta implicito en la aproximacién al problema
mediante el método de verosimilitud méxima (Kendall y Stuart, 1973, Lindgren,
1976). Desde una perspectiva historica, este desarrollo es interesante en si mismo,
pues originalmente se llegd a utilizar un valor incorrecto para el niimero de grados

de libertad; vea, por ejemplo, Agresti (1984).
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Después de este predmbulo, los objetivos que se pretenden alcanzar en esta

tesis pueden establecerse como sigue:

o Aplicar la teorfa de normalidad asintética al problema de bondad de ajuste a

una distribucién especifica de Bernoull;

o Formular, en términos vectoriales, la hipdtesis de independencia en el andlisis de
datos categdricos obtenidos mediante clasificacién cruzada de dos rasgos de interés,

los cuales se organizan en forma matricial;

e Determinar, mediante métodos algebraicos, el nimero de grados de libertad en

la prueba Ji-cuadrada para la independencia de dos rasgos de interés.

Alcanzar estas metas, ademés de permitir unificar conocimientos adquiri-
dos en los tltimos afios, representa, particularmente en el caso del tercero de los
objetivos planteados, un importante reto. En efecto, como se muestra en el desa-
rrollo posterior, la consecucién de estos propdsitos requiere un estudio detallado

que involucra una gran variedad de ideas probabilisticas y algebraicas.
La Organizacion

Para alcanzar los objetivos propuestos, el trabajo que se desarrolla en esta
tesis ha sido organizado de la siguiente manera: La exposicién técnica inicia en
el Capitulo 2, en el cual se presentan resultados fundamentales sobre las nociones
estadisticas de convergencia en distribucién y probabilidad, enfatizando los teore-
mas de invarianza para estas ideas (Ash, 1975, Dudewicz y Mishra, 1988, Serfling,
1980). Los resultados analizados, los cuales desempefian un importante papel en
todo el trabajo, son abordados de manera rigurosa, y se utilizan para estudiar
el problema de bondad de ajuste para un conjunto de datos provenientes de una
distribucién de Bernoulli, alcanzando, al concluir el capitulo, el primero de los
objetivos propuestos.

En el Capitulo 3 se inicia el estudio de datos categéricos obtenidos regis-

trando los niveles de dos caracteristicas de interés; los datos experimentales que se
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obtienen en este contexto se organizan en forma matricial, dando origen a lo que se
denomina tabla de contingencia. En este capitulo se introduce la idea de funcidn
de comparacién, la cual permite formular, en términos vectoriales, la hipotesis de
independencia de los dos rasgos de interés que originan una clasificacién cruzada.
Ademsés de ejemplificar la construccién de dicha funcién en forma detallada, se
determina su matriz derivada, asi como la distribucién asintética del estadistico
que se obtiene evaluando la funcién de comparacién en la media muestral de los
datos observados. Al concluir la presentacién se habré alcanzado el segundo de los
objetivos que se plantearon.

Por otro lado, el Capitulo 4 es la espina dorsal de este trabajo, en el sen-
tido de que contiene la principal aportacién técnica de la tesis. La exposicién
descansa en los resultados establecidos previamente, y se concentra en el andlisis
de una distribucién asintétiéa, a saber, aquella que corresponde al estadistico de
prueba de la hipétesis de independencia de los dos rasgos que inducen una clasifi-
cacién cruzada. El estudio permite establecer, algebraicamente, la expresién para
el ntimero de grados de libertad que utiliza el método clasico, basado en la dis-
tribucién Ji-cuadrada, alcanzando con ello el tercero de los objetivos de esta tesis.
Finalmente, la presentacién culmina en el Capitulo 5 con conclusiones y algunos

comentarios breves.



Capitulo 2

La Prueba de Bondad de Ajuste

En este capitulo se establecen los resultados sobre convergencia en dis-
tribucién y convergencia en probabilidad que seran utilizados en el desarrollo
de este trabajo. Las ideas se ejemplifican para una muestra de la distribucién
k—dimensional de Bernoulli, y como producto del anélisis se formula la prueba
Ji-cuadrada de bondad de ajuste. A través de la dualidad entre pruebas de
hipétesis e intervalos de confianza, se obtienen intervalos de confianza para combi-
naciones lineales de las componentes del pardmetro probabiistico de la distribucién

de Bernoulli.

Introduccién

El ingrediente principal del trabajo que se desarrolla en este capitulo es
una muestra X1, Xa,...,X, de la distribucién de Bernoulli B(p1,p2,-..,pr) de

dimensién k, esto es,
(1) X1,X3,..., X, son vectores aleatorios independientes con k componentes, y

(17) Parat=1,2...,n
P[X; = ej] = pj, (1.1)

donde e; es el vector de RF con la todas sus componentes nulas, excepto la j-

ésima, que es uno; note que p = (p1,P2,--- ,pr) es un vector probabilistico, l.e.,
p1,P2,- .., Pk SON nUmeros positivos cuya suma es la unidad. Intuitivamente, la
sucesién X, Xs,..., X, se asocia a n repeticiones independientes de un experi-

mento aleatorio cuyos resultados se clasifican en k categorias; si el resultado del



ensayo 7 arroja un resultado de la categoria j, éste se codifica a través de X; como

Xi1=0, X32=0,---,X;,;-1=0, Xy =1, Xij+1=0, Xir=0. (1.2)

Suponiendo que el tamaifio de la muestra es lo ‘suficientemente grande’, el principal
ojetivo de este capitulo es presentar una justificacién rigurosa de la prueba x?

(asintética) para distinguir entre las alternativas

Ho:p=q, vs HaP#q, (1.3)

donde q = (q1,42,---,qk) es un vector de probabilidad fijo. Este es el proble-
ma de determinar si la muestra X;,Xs,..., X, se ajusta a una distribucién de
Bernoulli dada. Ademsés, se determinaré una regién de confianza para el vector de
probabilidad p, asi como intervalos de confianza simultdneos para combinaciones
lineales de las componentes de p. El material subsecuente se encuentra organi-
zado de la siguiente manera. En la Seccién 2 se encuentran los momentos de una
distribucién de Bernoulli, y se utiliza el Teorema Central de Limite para estable-
cer la normalidad asintética de la media muestral de los vectores observados. La
Seccién 3 trata sobre dos resultados fundamentales en la teoria de la convergen-
cia en distribucién de vectores aleatorios, a saber, los teoremas de invarianza, los
cuales establecen que la propiedad de convergencia en distribucién de una sucesion
de vectores aleatorios es invariable bajo transformaciones apropiadas de los ele-
mentos de la sucesién. El primero de estos resultados es una version general de
una serie de aserciones genéricamente conocidos como teoremas de Slutsky, mien-
tras que el segundo se refiere a la invarianza de la normalidad asintotica de una
sucesién de vectores aleatorios cuando ésta se somete a una transformaciéon dife-
renciable. Este tltimo resultado se demuestra en la Seccién 5 después de establecer
los preliminares técnicos necesarios en la Seccién 4. Posteriormente, en la Seccién
6 se utilizan los teoremas de invarianza para obtener la prueba x? que resuelve

el problema (1.3), y en la Seccién 7 se combina ese resultado con ideas comunes



en el andlisis de varianza para obtener una regién de confianza para p con nivel
asintético de confianza predeterminado. En la seccién 8 se presentan algunas ob-
servaciones adicionales, y el capitulo concluye con una extensién del Método de

Scheffé en la Seccidn 9 antes de establecer las conclusiones en la Seccién 10.

Momentos de una Distribucién de Bernoulli

El propésito de esta seccién es determinar los momentos de orden menor
o igual a dos de la distribucion B(pi,p2,---,pr)- El punto de partida es la intro-

duccién de una notacién adecuada.

Definicién 2.1. (a) Sea r = (r1,72,...,7;) un vector en R*. En este caso,
ID(r) es la matriz diagonal de orden k x k con elementos ry,rs,...,r; a lo largo

de la diagonal principal:

rn 0 0 - O
0 r 0 --- O
D(p): = 0 0 r5 --- O
0o 0 0 - 7%

(b) Si p es un vector de probabilidad, para cualquier « € IR

p*: = (pf,p5,--- Pk )

Note que si p es un vector de probabilidad

pr 0 0 - 0

0 py O 0
D=0 0 5 - 0, (2.1)

0O 0 0 - pf

mientras que a un momento de reflexién muestra que

D(p®)D(p?) = D(p**?), «,f€R. (2.2)
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Los momentos de orden menor o igual a dos de la distribucién de B(p1,p2, - - -, Pk)

se obtienen a continuacion.

Lema 2.1. Suponga que Y es un vector aleatorio con distribucién k—dimensional

de Bernoulli con vector de probabilidades p, 1.e.,
P[Yzej]:p]’, j:1,2,...,k.

En este caso,

P1
(a) BY]=p= | |:
Pk
(®) E[YY'] = D(p),
y entonces
(¢) Cov[Y]=D(p) —pp’.

Demostracién. (a) Sélo observe que E[Y] = Elepiei = p.

(b) Debido a que solamente una componente de Y es no nula, es claro que P[Y;Y; =

0] = 1 siempre que 1 # j, y entonces
BYiYj] =0, i#)

Por otro lado, como cada componente de Y es cero o uno, se tiene que Y? =Yj,
de manera que

EYY=EYil=pi, 1=12,...k,

2

donde la segunda igualdad se desprende de la parte (a). Observando que la com-
ponente i,j de la matriz E[YY'] es (E[YY']); ., = E[(YY'), ;] = E[YiY;], al

combinar las igualdades desplegadas lineas arriba se obtiene que

E[YY') = D(p).
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(¢) Usando las partes (a) y (b) se obtiene que Cov [Y] = E[YY'| - E[Y](E[Y]) =

ID(p) — pp'- 0

El Lema 2.1 permite encontrar la distribucién asintética de la media mues-
tral correspondiente a una sucesién de vectores independientes obtenidos de la
distribucién de Bernoulli. El siguiente teorema es una consecuencia directa del

Teorema Central de Limite (Serfling, 1980).

Teorema 2.1. Suponga que X;, Xs, ..., X, es una sucesién de variables aleatorias

independientes con distribucién comin B(pi,p2, - - -, Pr), ¥ sea

_ 1 —
Xn:g;Xi

la media de los primeros n vectores. Con esta notacién, la siguiente afirmacion es
vélida: Conforme n tiende a oo, /1 (Xn — p) converge en distribucién a un vector

W con ditribucién normal N (0,ID(p) — pp'), esto es,

Vi (X, —p) = W ~ N (0,D(p) — pp')-

Observacién 2.1. (a) En este punto es conveniente establecer de manera clara el
significado de la nocién de convergencia en distribucién. Dados el vector aleatorio
W v la sucesién de vectores {Wy,}—todos de dimension k—se tiene que {W,}
converge en distribucion a W (ie., Wy 2, W) si para cada vector w € R* en el

cual la funcién de distribucién de W es continua, se satisface que
P[W, <w]— P[W <w] conforme n — 00

vea, por ejemplo, Ash (1975), Lindgren (1975), Lehmman (1991), o Dudewicz
y Mishra (1988). Con frecuencia es conveniente tener caracterizaciones alterna-

tivas de un concepto, y la idea de convergencia en distribucién no escapa a esta
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regla. A continuacién se describen tres caracterizaciones alternativas que permiten,
tanto entender mejor la nocién de convergencia recientemente introducida, como
demostrar en casos especificos que una sucesiéon dada converge efectivamente en
distribucién; estas caracterizaciones seran utilizadas en las siguientes secciones; de-
talles sobre los siguientes resultados (i)—(ii1), pueden encontrarse en Ash (1975),

o en Serfling (1980).

(1) Wy 2w = (Wi, Wsa,..., W) siy sdlo si para cada punto w = (w1, w2,
..., w) tal que la funcién de distribucién de W; es continua en w;—i.e., P[W; =

w;] = 0-—se tiene que

lim P[W, < w]=P[W <w]|.

n—oo

(11) Wy 2, W si y sblo si para todo conjunto C C R* tal que su frontera 9C
satisface que P[W € OC] = 0, se tiene que

lim P[W, €C] = P[W €(].

n—ro

(2i2) Wy 2, Wi y solo si la funcién caracteristica de W, converge puntualmente

a la funcién caracteristica de W i.e, para todo t € RF,
dw, (t) = E[e*Wr] - ¢w(t) = E[e*W] conforme n — co.

Por otro lado, en el resto del capitulo se utilizard repetidamente la siguiente pro-
piedad basica que relaciona la ideas convergencia en distribucién y convergencia
en probabilidad (Dudewicz y Mishra, 1988): Suponga que {Wn} y {Z,} son dos
sucesiones de vectores aleatorios de dimensién k, las cuales satisfacen que
P
W, 2 W, vy Zy—0,

donde W es un vector aleatorio fijo. En este caso,

W, + Z, 2+ W.
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En palabras, esta propiedad establece que si una sucesién convergente en dis-
tribucién se sujeta a una perturbacion (aditiva) convergente a cero, entonces la

sucesiéon modificada contintia convergiendo en distribucién al mismo limite.

(b) La caracterizacion (12) lineas arriba, permite sefialar de manera clara la ‘ventaja’
de establecer la convergencia en distribuciéon de una sucesion W, a un vector
W: P[W,, € C] puede aproximarse, generalmente, por P[W € (], y esta dltima

probabilidad no depende de n.

Los Teoremas de Invarianza

En esta seccién se presentan dos resultados sobre la invarianza de la con-
vergencia en distribucién. En términos generales, éstos permiten concluir que si
una sucesién {W,,} converge en distribucién a un vector W,y si f es una funcién
dada que satisface condiciones poco restrictivas, entonces la sucesién transformada
{f(W,)} también converge en distribucién. Més ain, si {W,} es asintoticamente
normal, lo mismo ocurre con la sucesion {f(W,)}. En otras palabras, se estable-
cerd que la propiedad de convergencia en distribucién, asi como la normalidad
asintética, son generalmente invariables bajo transformaciones de la sucesion de
vectores aleatorios. Estos resultados se presentan de manera precisa en los siguien-

tes Teoremas 3.1y 3.2.

Teorema 3.1. [Teorema General de Invarianza.] Suponga que {W,} es una

sucesion de vectores aleatorios de dimensién k tales que
W, — W.
. . k
Entonces, para toda funcion continua f:R" - IR?,

FOW,) 25 f(W).
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Este teorema es una versién general de los resultados conocidos genéricamente
como teoremas de Slutsky (Dudewicz y Mishra, 1988), y puede resumirse de la
siguiente manera: La propiedad de convergencia en distribucién es invariable bajo

k
_ x;, este teorema

la aplicacién de funciones continuas. Si, por ejemplo, f(z) =),

implica que a partir de la condiciéon W, 2, W, se desprende que

mientras que definiendo f mediante f(x) = Hle x;, se obtiene que
k k
[[Wa = [ W
=1 =1
El Teorema 3.1 desempefiard un importante papel en la obtencién de la prueba x2

de bondad de ajuste presentada en la Seccién 6, en donde se aplicard este resultado

tomando a f(x) como el cuadrado de la norma Euclideana en R”.

Demostracion del Teorema 3.1. Sea x = (z1,22,...,%n) € R* un punto
con la siguiente propiedad: Para cada ¢ = 1,2,...,k la funcién de distribucion de

fi(V)—la i—ésima componente de f(V)—es continua en z;, i.e.,

Como se sefialé en la Observacién 2.1, para establecer que f(V5,) 2, f(V), es

suficiente verificar que
lim PIA(V2) < x] = PIA(V) <], (32)
y con esto en mente observe que (3.1) implica que
P[f(V) e 9C(x)] =0, (3.3)

donde .
C(x): = [[(—o0, i,
=1
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v para cada conjunto A, el simbolo ‘OA’ denota la frontera de A. Como f es

continua, P[f(V) € 0C(x)] = 0 implica que
PV e df7'C(x)] =0,

condicién que, via la convergencia en distribucién de V, hacia V, permite concluir,

usando la parte (ii) en la Observacién 2.1(a), que
P[f(V.,) €C(x)] = P[Va € fH(C(x))] = PV € fH(C(x))] = PLA(V) € C(x)],

convergencia que combinada con (3.3) produce (3.2). O

Teorema 3.2. [Teorema de Invarianza de la Normalidad Asintética.] Suponga

que {W,} es una sucesién de vectores aleatorios de dimensién k tales que
VAW — ) 2 W ~ N (0,M), (3.4)

donde u € IRF es un vector fijo. Entonces, si f :IRF — R® es una funcién conti-

nuamente diferenciable,

VA(F(Wa) = f(u) = N (0, DF(WMD (1)),
donde Df(p) es la (matriz) derivada de la funcién f evaluada en p.

Este resultado establece que la normalidad asintdtica es invariable bajo
la aplicacién de funciones (continuamente) diferenciables en el vector p, el cual
puede denominarse la media asintética de la sucesién {W,}. Como ilustracion,
suponga que X1, X2,..., X, €s una sucesién de variables aleatorias independientes
con densidad exponecial comin §7'e™* /8 I(9,00)- En este caso, el Teorema Central
de Limite implica que

Va(Xn — B) - N (0,5°).
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Si f(z) = In(z), es claro que f es continuamente diferenciable en p = f, y que

Df(B) = 1/8, de manera que el Teorema 3.2 permite concluir que

Vi(In(X ) — In(8)) == N (0, DF(B)F*DF(B)) = N (0,1),

esto es, {v/n(In(X,) — In(B))} converge en distribucién a la distribucién normal
estandar. La demostracién del Teorema 3.1 es algo técnica y se presentard en la

Seccién 5 después de establecer las herramientas auxiliares necesarias.
Resultados Técnicos Preliminares

Esta seccién contiene los preliminares técnicos que se utilizaran para de-
mostrar el Teorema 3.2, los que por claridad han sido divididos en cuatro compo-
nentes establecidos a continuacién como los Lemas 4.1-4.4. La exposicion sigue
la presentacién clésica sobre este tema (Ash, 1975), y buena parte de la argu-
mentacién gira alrededor de la siguiente idea de acotamiento de un vector aleato-

rio.

Definicién 4.1. Una sucesién {Z,} de vectores aleatorios es acotada en proba-

bilidad si para todo § > 0 existe K(0) > 0 tal que
P||Z.| > K(8)] <é.

Intuitivamente, la sucesién {Z,} es acotada en probabilidad si la proba-
bilidad de que los vectores Z,, tengan una norma que exceda a K puede hacerse
tan pequefia como se quiera con tan solo tomar K lo suficientemente grande. El
siguiente lema relaciona esta nocién de acotamiento con la idea de convergencia en

distribucion.

Lema 4.1. Suponga que la sucesién {V,} de vectores aleatorios k-dimensionales

es tal que
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Entonces las siguientes propiedades (a) y (b) son vélidas.
(a) La sucesién {V,} es acotada en probabilidad, y

(b) Si {c,} es una sucesién de numeros reales que convergen a cero, entonces

P
¢, V,,—0 conforme n — oo.

Demostracién. (a) Sea § > 0, y note que P[|[V| > N] — 0 conforme N — co.

De esta manera, es posible seleccionar K; > 0 tal que
P[|V| > Ki] < ¢; (4.1)

ademas, debido a que P[|V| = N] se anula excepto posiblemente para una cantidad
numerable de valores de N, puede suponerse, sin pérdida de generalidad alguna,
que Ky en (4.1) es tal que P[|V| = Ki] = 0. En este caso, ya que V., 2, V, se
tiene que limp_.oo P[[Va| > Ki] = P[[V| > K1] < 6 (vea la Observacién 2.1), y

entonces existe N tal que
P[|V,| > K] <6, n > N. (4.2)

Por otro lado observe que, para cada n fijo, P[[Vy| > K] — 0 conforme K — oo,

de manera que existe Ko > 0 tal que
P[[Va| > Kol <8, n=1,2,...,N

y definiendo K (§) = max{K;, K>}, a partir de la dltima desigualdad y (4.2) se
obtiene que

P[|[V,| > K] < ¢ para todo n=1,2,...,
lo cual establece que la sucesién {V,,} es acotada en probabilidad.

(b) Sea ¢ > 0 fijo. A continuacion se verificar4 que P[lc, V.| > €] — 0 conforme
n — oo, convergencia que equivale al siguiente enunciado: Para todo 6 > 0 existe
N tal que

Pllea V| > €] <0, n> N. (4.3)
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Para establecer esta afirmacién seleccione K(8) como en la parte (a), y sea N un
entero tal que K(6) < ¢/(|en| + 1/n) para todo n > N; tal entero N existe, pues
¢, — 0. En este caso,

len| +1/n
< PV, > K(8§)] (puesn>N)

n>N = Plle,Va|>e]<P{|Vy]>

<9
donde la tercera desigualdad se desprende de la parte (a). Este argumento establece

(4.3) y concluye la demostracién del lema. O

Lema 4.2. Suponga que {Z,} es una sucesién de vectores aleatorios de dimensién
k, tales que \/n(Z, — ,u)—iZ, donde Z es un vector aleatorio dado y p € IRF es
fijo. Entonces

Z,—pu.

Demostracién.  Por la parte (a) del Lema 4.1 se tiene que /n(Z, — p) es

una sucesién acotada en probabilidad, y en este caso el Lema 4.1(b) con V, =
Vi(Zy — 1) ¥ ¢n = 1/+/n implica que
1
D — = %ﬁ(zn — )50,
convegencia que equivale a Zn—i L a

Lema 4.3. Sea {W,,} una sucesién de vectores aleatorios de dimensién k acotada
en probabilidad (vea la Definicién 4.1), y suponga que {Z,} es una sucesién de

variables aleatorias tales que Zn—P—>O. Entonces,

Zn W —50. (4.4)

Demostracién. Sea e > 0 fijo. A continuacién se mostrara que para todo 6 >0

existe un entero positivo N tal que

P[|Z,W,| >¢] <§é paratodon >N,
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lo cual es equivalente a la convergencia (4.4). El acotamiento en probabilidad de

la sucesién {W,} implica que existe una constante K(8/2) > 0 tal que
8
Pl|[W,| > K(§/2)] < 30 n= 1,2,..., (4.5)

y entonces
P(|Z,W,| > ¢] = P[|[Wy| > K(6/2),|12,W,| > €]
+ P[|W,| < K(6/2),|Z2Wx| > €
< P[[Wa| > K(8/2)] + P[|Wx| < K(6/2), 1Z.Wa| > €] (4.6)
< P[[W,| > K(8/2)] + P[K(8/2)|Z| > ]
s

s‘g‘”['z”bﬁi/_f)]

donde la tdltima desigualdad se desprende de (4.5). Como Zn-20 se sigue que

13
' z
,}Eﬁop[‘ o> K72

} — 0 y entonces existe N tal que

6

&
K(é/Q)} <z n>N

P |12.l >
y en combinacién con (4.6) esta desigualdad implica que P[|Z,Wy| > €] < ¢ si
n > N y, como se menciond anteriormente, esto establece el lema. O

Lema 4.4. Suponga que {W,} es una sucesién de vectores aleatorios k—dimen-

sionales tal que

V(W — 1) = N (0, M).
Entonces, si A es una matriz real de orden s X k,

V(AW — Ap) 25 N (0, AMA").

Demostracién. La conclusién que se pretende establecer es equivalente a la

siguiente convergencia: Para todo r € R®,

. ' '
e’ ﬁ(AW"“A“)] — e TAMAY/2 oonforme  n — oo;

b (AW, —an)(T) = E[
(47)



19

vea la parte (iii) de la Observacién 2.1. Para verificarla, note que /n(Wy, —

1) 2, N (0, M) equivale a

lim ¢ mow, ) (t) = E[etVHWVn=0] = et ME2 4 e RF, (4.8)

n—oo

y entonces

P R(AW = Ap) (r) = E[@”’ ‘/E(AWn—Au)]

_ E[eir'A\/ﬁ(Wn —p)]

= ¢\/H(Wn—ﬂ)(Alr)

de tal modo que usando usando (4.8) con t = A'r, se obtiene que

nh_{folo b (AW, —ap)(T) = nh_{féo ¢ /W, —p)(A'T)

_ e—(A’r)’MA'r/Q _ e—r’AMA'r/Z
- - 9

lo cual establece (4.7) y concluye el argumento. 0

Demostraciéon de Teorema 3.2

En esta seccién se presenta una demostracién del teorema de invarianza de
la normalidad asintética. Ademés de los resultados de la Seccién 4, el argumento

requiere la siguiente herramienta.

Lema 5.1. Sea {W,} es una sucesién de vectores aleatorios de dimensién k tales

que

V(W —p) 25 W,

donde p € R* es un vector fijo. Suponga que f: RF — IR® es una funcién conti-

nuamente diferenciable, y defina

(5.1)

Entonces,

(a) Qni}g, y
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(8) VAQu(Wy — p1)=0.

Demostracién. (a) Primero note que
P
W, — p—0, (5.2)

por el Lema 4.2. Ahora seleccione un ntmero § > 0 y observe que, debido a la

continuidad de las derivadas parciales de f, existe p > 0 tal que

max{lajf,(y)—ﬁjf,(,u)] : Iy—ﬂl <p 1=1,2,...,5, .7:1727/]{:} Sé;

por lo que a partir de la definicién de @, se desprende que el evento [@n > 6] estd

contenido en [|W,, — p| > p|, de manera que
P(Qn > 8] < P[[Wa — p] > pl,

y entonces (5.2) implica que P[@Qy > ¢] — 0 conforme n — oo.

(b) Por el Lema 4.1, {y/n(W, — )} es una sucesién acotada en probabilidad, y

entonces la parte (a) y el Lema 4.3 implican que v/nQ,(W, — /L)——P—>O. O

En este punto se estd en posibilidad de demostrar el Teorema 3.2; antes

de seguir adelante, el lector puede encontrar benéfico repasar su enunciado.

Demostracién del Teorema 3.2. El punto de partida es la siguiente igualdad:

VA(f(Wa) = () = V(D () (Wa) = f(1))

(5.3)
+Vn(f(Wa) = () = DF(1)(Wa) — f(1))-
Ahora observe que el Lema 4.4 garantiza que
VA(DF(p)(Wa) — f(1) == N (0, Df(w)MDf()"). (5.4)

A continuacién se establecerd la siguiente convergencia:

VA(F(Wa) = F() = DF (1) (W) - 1)=-0, (5.5)
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de la cual se desprende el resultado buscado. En efecto, hecho, usando (5.3), las

convergencias (5.4) y (5.5) implican, via la parte (iv) en la Observacién 2.1, que

VA(F(W) = F(1)) > N (0,Df(n)MDFf(p)'),

la cual es la conclusién deseada. Luego, para concluir es suficiente establecer (5.5).
Con esto en mente, considere una componente del vector f(V,), digamos la i-

ésima, y observe que por el teorema del valor medio se tiene que
Fi(Wa) = fi(p) = grad fi(W,)(W, — ) (5.6)
donde {7\\7” se encuentra en el segmento que une px con Wy, y por lo tanto,
Wi =l < [Wa = s,

desigualdad que implica que

lgrad fi(W,) — grad fi(p)|
< kmax{|0; fi(W,) = 9; fi(w)] i =1,2,.... k}
< kmax{|9; fi(y) — 8 fi(p)| : ly —pl S [Wa—pl, §=1,2,...,k}

< kQaq,
(5.7)

donde @, es la variable aleatoria definida en (5.1). Note ahora que (5.6) puede

escribirse equivalentemente como

Fi(Wo) = fi(p) — grad fi(p)(Wn — )
= (grad fi(W,) — grad fi(u))(Wa = p)
v entonces (5.7) implica que
|/i{(W ) — filp) — grad fi(k)(Wn — )]
< |grad fi(W) — grad fi(u)] - [Wn — pl

S anan - :ul;
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como esta desigualdad es vélida para todo:z =1,2,...,s, se desprende que

|F (W) — f(u) = DF(p)(Wy — p)
AI(WL) — fi(p) —grad fi(p)(Wa — )]

F2(Wo) — fi(p) — grad fo(u)(Wa — p)

L fs(Wx) — fo(p) —grad fs(p)(Wn — ) ]

< $kQulW, — pl-

En resumen, se ha mostrado que

IWA(F(Wo) — (1)) — V/rD f(p)(Wn — )| < skQu[Wa — pl,

donde Q,, es la variable aleatoria definida en (5.1). Aplicando ahora el Lema 5.1,

la anterior desigualdad permite concluir que

Jaf(W,) = f(1) = VADF () (W, — 1)—0,

lo cual establece (5.5) y, como se mencioné anteriormente, €sto finaliza la de-

mostracion del Teorema 5.1. O

Bondad de Ajuste

En esta seccién se establecerdn dos resultados acerca de la distribucion
asintética de la norma de la desviacién de X, respecto a p, los cuales se utilizaran
para resolver los problemas de prueba de hipétesis y de construccién de regiones
de confianza planteados en la introduccién. El punto de partida es el siguiente

resultado.

Teorema 6.1. Sea X, Xo,..., X, es una sucesion de variables independientes con

distribucién comin B(p1,p2, ..., px), donde p; > 0 para 1 =1,2,..., k. Entonces,
k - 2
X..—op.
nz (——TL—E—?i Py~ X2, conforme n — oo.
i=1 pi
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Demostracién. Por el Teorema 2.1 se tiene que
Vi (Xa —p) = W ~ N (0,D(p) - pp"),
y entonces el Lema 4.4 o el Teorema 3.1 implican que
VaD(p~7?) (X, - p) = D(p~'/*)W
donde D(p™ /%)W ~ A (0, D(p~1/2)(D(p) — pp)D(p~/*)') o
vea (2.1) para la definicién de ID(p~'/?). Por otro lado, un calculo directo usando

(2.2) muestra que

v
D(p~/)(D(p) — ppD(p~/2) = I—vv', donde v=| VP2

VT

?

por lo que (6.1) es equivalente a
VAD(p~ %) (X, —p) — Z ~N(0,I—vV'); (6.2)

note, ademas, que v es un vector de norma unitaria, de donde se desprende que
I — vv' es una matriz idempotente de rango k — 1 (Searle, 1982, Grayhill, 1985,
Harville, 1997). Por otro lado, considere ahora la funcién f: R* — R dada por

f(x) = x'x. En este caso, la convergencia (6.2) implica, via el Teorema 3.1, que
7 (VAD(pT2)(Xn —p)) = £(2) = 2'Z;
como Z ~ N (0, —vv') y la matriz I —vv' es idempotente de rango k—1, se tiene

que ZZ' ~ x%_, (Graybill, 1985, Christensen, 1996, Fisher y McDonald, 1981), y

entonces la convergencia anterior equivale a

f (\/ﬁﬂ)(p_”g)(in - p)) s X (6.3)
Ahora observe que
£ (VD)K. ~ p)) = (VAD( )X, — p)) (VAD(E™*)(X, ~p)
= (X, — p)D(p~/*)D(p~"/*)(Xs — P)
=n(X, —p)D(p )(Xn—p) (vea(2.1)y (2:2))

k. J—
(X i — pi)?
=N —_—
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y en combinacién con (6.3) se obtiene
S (Xni —pi)? D,
ny = i,
i=1 b
lo cual concluye la demostracion del teorema. O

Observacién 6.1. El vector X,, es la media de la muestra X;,Xa,,...,X, de
la distribucién de Bernoulli dada en (1.1), de manera que X i es la media de las

i—ésimas componentes de los vectores X;,Xs,..., Xy, le.,
n
1
= — E XJ,
n -
J=1

Por otro lado, usando (1.1), no es dificil ver que Ele Xpni = 1, de manera que

ni(ynz_pz)2 :niy2 2mez +pz

H

- Z < zzxm+zp,
2_1_2
=nZ—m—n

i1 P

?

de donde es claro que la conclusién del Teorema 6.1 equivale a

k <2
Xni D 2
n - L Xk—1>
im1 P
o bien,
k T2,
donde T},; = Z?zl Xji es la cantidad de veces que se observa un resultado de la

clase 1 en las primeras n repeticiones del experimento, mientras que E; = np; es
el ndmero de observaciones que a priori se espera obtener dentro de la clase 7 al

realizar n ensayos.



25

El Procedimiento de Prueba. El Teorema 6.1 permite establecer un proce-
dimiento asintético para discernir entre las dos hipétesis en (1.1) sobre los para-
metros de una distribucién de Bernoulli. Sea X, Xa,...,X, una muestra de la
distribucién B(py,p2,---,Pk) ¥, como en la introduccién, sea q un vector de pro-

babilidad en IR¥. Considere el problema de discernir entre las hipétesis

Ho: p=q, Vs Ha: P #£ Q- (6.4)

Bajo la hipétesis nula, el Teorema 6.1 garantiza que

k —
(Xm' — %)2 D 2
n E = 2 7 X%, conformen — oo,
: q:
=1

y entonces, para cada a € (0,1),

k PR
Xni_ i2
P nz(__q_qléxi_l,a 7‘(0} S l-a
=1 t

de manera que una prueba para (6.4) con nivel aprozimado de significancia «, estd

dada como sigue:

Rechace H, si y sélo si el estadistico de prueba 7 dado por
k —

Xni — ¢:)°
Timpy Gnim g

i=1 %

satisface

T > X%c—l,a'

El siguiente ejemplo ilustra este procedimiento.
Ejemplo 6.1. Para verificar si la gente tiene alguna inclinacién distinta del azar al
elegir un entero entre uno y diez, 1000 personas fueron seleccionadas aleatoriamente

y se les pidié que escogieran un numero entero entre uno y diez. Las frecuencias

observadas se indican en las siguiente tablas.

Nimero seleccionado 1 2 3 4 5
Frecuencia observada 126 108 60 62 104
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Nimero seleccionado 6 7 8 9 10
Frecuencia observada 98 92 114 116 120

En este caso, se observé una muestra de tamaiio n = 1000 de una dis-
tribucion de Bernoulli de dimensién k = 10, y p; representa la probabilidad de
seleccionar el nimero i en cada ensayo. Las hipétesis entre las cuales se quiere

discernir son

Ho:p; = -1 para todo ¢, Vs Hq:p; # .1 para algin @.

Las medias observadas para cada clase son

j(:] 72 —X—:; X4 -X5
126 .108 .060 .062 .104

j(_6 j(_7 )—(8 -XS) _X_lo
098 | 092 | 114 | 116 | .120

Fl valor observado del estadistico de prueba es 7 = 47.2, mientras que P[T >
47.2] >> .995, de modo que la hipétesis nula se rechaza a cualquier nivel de
significacién mayor o igual a .005, e incluso para niveles menores; de hecho, la

evidencia en contra de la hipotesis nula es contundente en este ejemplo. O

Intervalos de Confianza

F] Teorema 6.1 establecido en la seccién precedente permite, con un poco
de esfuerzo, construir (i) una regién de confianza con nivel asintdtico deseado
para el vector de probabilidades p de una distribucién de Bernoulli, asf como (72)

intervalos de confianza para combinanciones lineales de las componentes de p.
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Antes de delinear el procedimiento, se probard una versién ‘ligeramente distinta’

del Teorema 6.1.

Teorema 7.1. Si X;,Xs,...,X, es una sucesién de variables independientes con

distribucién comtn B(p1,ps,---,Pk), donde p; > 0 paras = 1,2,..., k. Entonces,

k 2
(Xni—pi)" D
n E A — X}—1 conforme n — oo. (7.1)
i=1 Xni

La diferencia entre la conclusién de este resultado y aquella en el Teorema
6.1, consiste en que los denominadores p; han sido sustituidos por sus estimaciones
X i, vV es necesario hacer la siguiente convencién para cubrir el caso en el que
X ,: = 0. En el resto del capitulo, a/0 = 0 para todo a € IR; esta convenciéon que
serd tratada con sumo cuidado, facilita la escritura de diversas expresiones que

aparecen a través de esta y la siguiente seccién. La demostracién del Teorema 7.1

se basa en la siguiente variante del Teorema 3.1.

Lema 7.1. Sea {W,} una sucesién de variables aleatorias tales que Wn—P+,u e R,

y sea ¢ : IR — IR una funcién continua en u. Entonces,

g(Wa)og(n).

Demostracién. Como ¢ es continua en p, dado € > 0 existe p > 0 tal que
l9(y) — g(u)] > € => |y — ul > p. Luego, Pllg(Wn) — g(p)| > €] < P[|Wy — | >
p}— 0. | O

1

Demostracién de Teorema 7.1. Defina g(z) = =, =z € IR. Note que de
z

acuerdo a la convencién establecida lineas arriba, esta definicién puede expresarse

1
equivalentemente como g(z) = —, = # 0y g(0) = 0. Observe ahora que g es
T
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continua fuera del origen, y que yni—ipi, por la ley débil de los grandes nameros.

Luego, del Lema 7.1 se desprende que conforme n — oo
— P .

Por otro lado,

k s k —_ k

Z(Xni—Pi)z (X ni — pi)? — 1 1
" T:”Z—Y—+”Z(X"i_pi)2 X.. pi

=1 =1 =1 n

ni D

R 9 k
=n. (X—nf_,f]i 1) (Kni = i) (9(Xns) — 9(p0)
- - (7.3)
Adicionalmente, el Teorema 6.1 y el Lema 4.1(b) implican que n Zle (-X—m- —pi)?/ps
es acotada en probabilidad, y por lo tanto lo mismo ocurre con n(Xni — pi)?

para cada 7. Entonces, combinando (7.2) y el Lema 4.3 se concluye que n(Xn; —

)2 (9(Xni) — g(pi)—io para cada ¢ = 1,2,...,k, y por lo tanto
k ~ P
n Y (Xni —pi)* (9(Xni) — 9(pi)) —0.
i=1
Combinando esta convergencia con (7.3) y el Teorema 6.1, se concluye que

k= k < k
(Xni — pi)? (X ni — pi)° — ) ( 1 1)
n = —n 2 - n X i — pi —_
; X i 2 pi ;( i) Xni P

=1

2oy +0=Y ~xi_,,

donde se ha utilizado la parte (¢v) en la Observacién 2.1 para obtener la conver-

gencia. Esto concluye la demostracién del teorema. O

Regiones e Intervalos de Confianza. El Teorema 7.1 permite obtener una
regién de confianza para el vector de parametros p con nivel asintético deseado.

En efecto, si a € (0,1), entonces (vea (7.1))

n—00 -

~ 2
lim P nzﬁ%_—?i<x%_1’a =1-a.

=1
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Por lo tanto, cuando n es suficientemente grande, hay una probabilidad aproxima-

damente igual a 1 — «, de que el siguiente enunciado sea valido:

k = 2
X i — P
nz ujﬁi S X%—l,aﬂ

=1
el cual es equivalente a

=1 (X?{:—l,af‘_}{—"i)/n T

Una vez que se han observado los valores asumidos por X n; para i=1,2,...,k, esta

desigualdad prescribe que p = (p1,p2,---,pr) pertenece al elipsoide con centro
en X, v semiejes de longitud (X%_l,ayni)/” a lo largo de los ejes coordenados
p; para i = 1,2,...,k. Por el Teorema 7.1, este elipsoide es una regién de
confianza para p con nivel de conflanza asintético 1 — a. Por otro lado, en las
aplicaciones es de interés comparar las diversas probabilidades p;, y de manera
concreta es deseable obtener intervalos de conflanza para funciones lineales c'p
donde ¢ = (¢1,¢2,--.,ck), los cuales se pueden obtener combinando (7.4) con el

Lema 7.2 que se establecerd mas adelante. Primero defina el vector ¢ mediante

1 1
'9[)2 2

¢ = = Xk_l’ayrﬁ/n (75)

[

i

L X321 o Xnk/n ]
(recuerde que la convencion a/0 = 0 atn estd en pie), y considere ID(v), la cual
es una matriz diagonal de orden k X k con componentes 1, P, ..., Y alo largo
de la diagonal principal (vea (2.1)). Como t; es siempre no negativo, es claro que
ID(v)) es una matriz no negativa definida. El siguiente resultado es una versién de
la desigualdad de Cauchy—Schwartz para matrices no negativas definidas, y se ha
utilizado en la construccién de intervalos de conflanza simultaneos por medio del
método de Scheffe en el anélisis de modelos lineales (Graybill, 1985, Christensen,

1996).
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Lema 7.2. Sea M una matriz no negativa definida de orden k x k. Entonces para

todo vy wen R*

|w' Mv| < Vv MvvVw' Mw.

Por lo tanto,

V' Mv| <1 < |wMv|<Vw' Mw para todo w € R*.

Este resultado puede demostrarse a través de argumentos similares a los
utilizados en el caso en que la matriz M es positiva definida, en cuyo caso (x,y) =
x' My determina un producto interno en IR*. Note ahora que (7.4) es equivalente

a (X, — p)'D(p)(X, — p) <1y entonces el Lema 7.2 permite establecer que

(X = p) D)X — ) <1 = [WD)Xn — )| < VWD(H)w, weRE
(7.6)

Sea ahora ¢ = (c1,¢2,...,ck) un vector dado en R* y defina
w1 ClX%—l,aznl /n
- - sz _ Csz—l,?van/” (7.7)
wed - Lendoy Ko/

Usando la convencién a/0 = 0, conjuntamente con la definicién de 3, no es dificil

ver que

with; = {ci’ si Xni 7 0 (7.8)

0, de otro modo,
y entonces (vea (7.7) para la definicién de w;) wih;w; = c;w; = C;?Xi_1,ayni/n si
X,i # 0, mientras que wip;w; = 0 = C%X?c—-l,ayni/n si X,,; = 0, de manera que

se tiene la siguiente igualdad, valida en cualquier circunstancia:

2
X102 (7.9)

wih;w; =
Ademés, (7.8) es claramente equivalente a with; = ¢;I[X i # 0], de manera que

wz@[),yn, = ¢;I[Xni # 0]-)?,” = Ciyni, y Wi p; = cipif[-X_m + 0]. (7.10)
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Por lo tanto,

W ]D(¢ sz?pzwz = Xk b Z ana

W’ID(lp)(Xn szw (an pz = 'Lpz an 7é 0]

=1

||M?r
I|M?r

igualdades que usando (7.6) permiten establecer la siguiente afirmacion:
(Xn =) D(¥)(Xn —p) 1

(7.11)

k k

Z Czan - Z czsz[an 7é 0] S

Como ya ha sido observado, (7.4) equivale a (Xn — p)'ID($)(X, —p) < 1,y €l

Teorema 7.1 implica que

lim P

zk:_:——_n;(—&—)__<><k 1ajl
= lim P[(X, - p)D#)(Xn-pl=1-a

y a partir de (7.11) se obtiene la siguiente conclusion.
Intervalos de Confianza Simultidneos para las Componentes de p.

Con cada ¢ € RF, asocie las siguiente desigualdades:

k
Z C{X
i=1

Zc,m [Xni #0] <

1=1

Entonces, la probabilidad de que estas desigualdades sean simultdneamente ciertas

para todo ¢ € R converge a 1 — a conforme n — oco. Esto es, los intervalos
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determinados por (7.11) tienen un coeficiente de conflanza asintético igual a 1 —
«. En la practica, (7.12) puede utilizarse, después de observar los datos, para
obtener intervalos de confianza para combinaciones lineales de las componentes de
p que corresponden a medias muestrales no nulas. Con el propésito de ilustrar el

procedimiento, se utilizardn los datos del Ejemplo 6.1.

Continuacién del Ejemplo 6.1. Después de obtener los datos, en el Ejemplo 6.1
se tiene que todas las medias muestrales son no nulas. La mayor media muestral
es X1 = .126, mientras que la menor es X3 = .60, la cual tiene un valor de menos
del 50 por ciento de X1, y entre otras cuestiones, es interesante preguntarse cual
es la diferencia real entre py y ps, asi que se determinard un intervalo de conflanza
para p1 — ps = ¢'p con nivel aproximado de 95% = 1 —a. Note que en este ejemplo

k=10 y n = 1000, de manera que

2
Xk—1,a /16.9190
% =y ——— =.130073
V n 1000 13007

Ademsés, ¢; = 0 para todo 7 # 1,3, mientras que ¢y =1y c3 = —1, de manera que
10
3 X i = 1260 — .0600 = .0660

=1

10
S dXi =X + X5 =126 +.060 = /186 = .4313,
=1

entonces

Usando (7.12) el intervalo de confianza que se obtiene para p; — p3 €s
0660 — .0561 = .0099 < p; — p3 < .0660 +.0561 = .1221. (7.13)

El aspecto relevante es que es posible continuar estableciendo intervalos de con-
fianza de este tipo para todas las funciones lineales c'p que se consideren imtere-
santes, y se tendrd que la conflanza en la veracidad simultdnea de todos ellos serd,

de al menos 95%.
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Observaciones Adicionales

En esta seccién se explora un posible refinamiento sobre el tema tratado en
la Seccién precedente. Se trata de explorar la posibilidad de construir intervalos de
confianza con nivel asintético predeterminado que resultan més cortos que aquellos

determinados por (7.12).

Una Nota Sobre los Intervalos de Confianza Simultdneos. Los intervalos
de confianza simultdneos en (7.12) se constuyeron, via el Lemma 7.2, tomando

como punto de partida la convergencia
~ <~ (an - pz)2
lim P[(X, —p)D@)X,—p) <1 = lim PlnY = <xi_1a

=1-a,
(8.1)

la cual implica que después de evaluar X, el elipsoide

(X —p)DR)(Xn—p) <1 (8.2)
es una regién de confianza para p con nivel asintético de confianza 1 — a. Sin
embargo, se sabe que 1p = 1, asi que en realidad, la regién de confianza (8.2)
puede sustituirse por

(X —p)D@)Xn—p) <1, Tp=1 (8:3)
La pregunta natural ahora es si al utilizar estas condiciones como punto inicial
en lugar de (8.2) es posible obtener intervalos de confianza simultdneos para las
combinaciones lineales de p que sean mas cortos que aquellos determinados en
(7.12). Como se muestra en el Teorema 8.1 establecido més adelante, la respuesta
es afirmativa, y el argumento que conduce a esta conclusién estd basado en el

siguiente lema.

Lema 8.1. Sea M una matriz no negativa definida de dimensién k X k, y sea
u € R* un vector que satisface u'Mu > 0. Entonces, para cada w € IRF, las

siguientes afirmaciones (z) y (i2) son equivalentes.
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() wMw<lyududMw=0.

(2¢) Para todo c € R*,

(W' Mc)?

e (8.4)

lc'Mw| < \/C'MC——

Demostracién. (ii) = (). Suponga que (8.4) es vélida para todo ¢ € IR*. En

este caso, seleccionando ¢ = w, la desigualdad se transforma en

(W' Mw)?2

"M <\[’M —
w Mw </wMw gy

de donde se desprende que w'Mw < vw'Mw y entonces |[w'Mw| < 1. Ahora

ponga ¢ = u en (8.4), para obtener

(u' Mu)?

'Mw| < '"Mu —
[ Mw| <4y/u'Mu ~

= /u'Mu— (u'Mu) =0,

completando la demostracion.

(1) = (4¢). Suponga que w'Mw <1y que u'Mw = 0. Como 'Mw =0,

(u,MC) ' o (u'MC) ! N
(c— u’Muu Mw=c Mu u,M,quMW—cMu,

y entonces, combinando la desigualdad de Cauchy-Schwartz con wMw < 1, se

obtiene
(u'Mc) '
|C,Mu1 = (C — mu Mw
(u'Mc) (u'Mc)
S\/("‘ wadw ) M\ wagw ) VYT

(u'Mc) '\ (WMc) \
S\[(C— wara &) M\ e v
observando que

(c _ (u’MC)u>,M (c— wu) _ oage . WMe”

u' Mu' u'Mu u'Mu'
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se concluye que (8.4) ocurre. 0

Teorema 8.1. Sea X;,Xs,...,X, una muestra de la distribucion k—dimensional
de Bernoulli con pardmetro p = (p1,p2,..-,Pk). En este caso, para todo o € (0,1)
se tiene que conforme n — oo, la probabilidad de que las siguientes desigualdades

(8.5) sean (simultdneamente) validas para todo ¢ € R* converge a 1 — a.

- ot | %= o LY
Zcani_ n ZC,’Xni_ Zcani

=1 =1 =1
k 2 k k 2
< Z cpi < Z ;i X i + chele Z C%Yni - (Z Ciji:m‘) .
i=1 i=1 n i=1 =1 (©5)

Demostracién. Como {X i} converge a p; > 0 casi en toda parte (por la ley
fuerte de los grandes ntimeros), y el interés se centra en la probabilidad de que (8.5)
ocurra conforme n — oo, no se pierde generalidad al suponer a continuacién que
X,; > 0 paratodoi =1,2... k. Debido a que la probabilidad de que (8.3) ocurra
converge a 1 — a, para establecer el teorema es suficiente verificar la equivalencia
de (8.3) con la validez de (8.5) para todo ¢ € IR*. Para establecer esta propiedad,
defina
w=D(x» )1 (8.6)

y note que

I'v = (D(x ™) 1)'D(y)v = u'D($)v (8.7)
para todo vector v € R*. Como 1'X,, = 1, se tiene que 1'p = 1 puede escribirse
como 1'(X , —p) = 0, de manera que usando (8.6) y (8.7), la relacién (8.3) equivale
a

(X, —p)D@) X, —p) <1,  uwDFH)(Xn—p)=0,

y, via el Lema 8.1, este enunciado es equivalente a

v/ D()(Xn) ~ )] < \/v'mw)v - WDURE vem,
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o, sustituyendo ID(¢)v por c, a

(K) = p)| < 4 [eD(p1)e - — 2V ¢ RE (8.5)
- u'ID(y)u’ ’ ’
donde se a utilizado que ID(¥) es inversible. Usando (2.2), (7.5) y (8.6), es claro
que
- -1 ¥
¢Dpe=Y cdpt =20 X
Xh-t,0 %
lo — ! -1 — -1, .
u'c=1D(H " )c — ;Csz,
y
. k % L %
WD (p)u = VD) DD )1 = 1D = Y =X = =2,
; n
=1
de manera que (8.8) es equivalente a
- \2 koo koo 2
lC,(Xn) - p)l S ];’_1 Z Canz - Zchnz )
1=1 =1

desigualdad que es una forma alternativa de (8.5). En resumen, se ha mostrado
que (8.3) y (8.5) son enunciados equivalentes cuando X »; # 0, y como se mencioné

anteriormente, esto concluye la demostracion. O

Es claro que los intervalos (8.5) tienen un nivel de confianza asintético
igual a 1 — o, y que tienen menor longitud que aquellos en (7.12). El decremento
relativo del tamafio de los intervalos es

k 2 k
1-— 1-— (Z Cz:)?nz> Z nynz 3
1=1

=1

sea ‘relativamente grande’ comparado con

Ei';l ¢i X ni

Sy €2 X ni, no significa una disminucién espectacular. Por ejemplo, considere el

el cual, a menos que

contexto del Ejemplo 6.1. Al construir el intervalo de confianza (8.5) para p1 — p3

correspondiente a 1 — o = .93, se obtiene

.0106 S P1— D3 S 1214,
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cuya longitud es .1108, mientras que usando (7.12), la longitud del correspondiente
intervalo es (vea (7.13)), .1122 y el decremento relativo de las longitudes es (.1122—
.1108)/.1122 = .0014/.1122 = 1.4/112.2 apenas superior a uno por ciento. En
resumen, los intervalos de confianza simultaneos en (8.5), tienen longitud menor a

la de aquellos en 7.12, pero generalmente la reduccién no es sustancial.

Una extensiéon del Método Schefte

Los resultados sobre intervalos de confianza simultaneos en las secciones
precedentes se obtuvieron aplicando las ideas del procedimiento conocido como
método de Scheffe en el analisis de modelos lineales. Al llegar a este punto, surge
naturalmente una interrogante: Considere los intervalos de confianza en (8.5), v
suponga que c se restringe a un subespacio & C RF de dimensién r. ;Es posible
en estas circunstancias disminuir el nimero de grados de libertad utilizado para
evaluar el coeficiente 4/ X%«:—l,a /n y de esta forma producir intevalos mas cortos?
El objetivo de esta seccién es establecer la siguiente respuesta afirmativa a esta

pregunta.

Teorema 9.1. Sea X;,Xs,...,X, ... una sucesién de vectores aleatorios inde-
pendientes con distribucién B(p1,pz;- - ,pr). Considere un subespacio S c R*
de dimensién 7, tal que S es ortogonal al vector 1=(1,1,...,1) € RE. En este
caso, para todo a € (0,1) se tiene que, conforme n — 0o, cualquier punto limite
de la probabilidad de que todas las siguientes desigualdades sean véalidas es mayor

oigualal—a:

i
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En palabras, este resultado establece que (9.1) determina intervalos de confianza
para las combinaciones lineales ¢'p cuyo coeficiente de confianza simultaneo no
crecerd - cuando n sea ’suficientemente grande’- sustancialmente por debajo de
1 — « siempre que c se restrinja al subespacio S, el cual tiene dimensién r y es
perpendicular a 1. Ademds de las ventajas técnicas de restringuirse a subespacios
perpendiculares a 1, hay un sustento practico en esta eleccién, el cual puede re-
sumirse diciendo que ya se sabe, de antemano, que 1'p = 1, por lo que no es natural
plantearse la necesidad de construir un intervalo de confianza para ¢'p si acaso ¢
no es ortogonal a 1. En efecto, si ¢ = ¢1 + A1, donde ¢y es ortogonal a 1, entonces
¢'p = ¢} p + 3, de manera que un intervalo de confianza para ¢'p se tendrd tan
pronto se construya uno para cj p. Esto significa que al tratar de estimar la funcién
¢'p mediante un intervalo, siempre se puede extraer de ¢ la componente a lo largo
del vector 1 y restringirse, por lo tanto, a vectores perpendiculares a 1. Por otro
lado, note que la diferencia entre los intervalos (9.1) y (8.5), radica en el ntimero

de grados de libertad utilizados para calcular el percentil de la distribucién x?.

Continuacién del Ejemplo 6.1 Es claro que el percentil utilizado en el Teorema
9.1 es menor al empleado en (8.5), de manera que los intervalos (9.1) son, natural-

mente, més cortos que aquellos en (8.5). La disminucién porcentual en la longitud

1= /X}a/Xi-1,a

En la situacién del Ejemplo 6.1, suponga que se desea construir intervalos de

esta dada por

confianza para combinaciones lineales c'p donde ¢ € S y S tiene dimensién 4.
Suponga ademas que p; — ps €s una de esas combinaciones. En este caso, usando
(9.1) se obtiene que 0.486 < p1 —p3 < 0.0836, un intervalo cuya longitud es
0.0356, alrededor de 30% de la longitud del correspondiente intervalo calculado en

la Seccién 8. |

La demostraciéon del Teorema 9.1 se dard a continuacién y es bastante
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técnica. La razén fundamental es que en la convergencia del Teorema 2.1, la matriz
de covarianza de la distribucién limite, a saber, ID(p) — pp’ no es homoscedastica,
esto es, sus términos diagonales no son iguales. El argumento se ha dividido en
cuatro partes que se presentan a continuacion como los Lemas 9.1-9.4. Antes de
continuar es conveniente puntualizar algunos hechos bésicos que seran utilizados

en el resto de la seccion.

Observacién 9.1 Defina la matriz IM(p) mediante

M(p) = D(p) — PP,

de manera que IM(p) es la matriz de covarianza de la distribucién B(p1,pa,--.,Pk)-
En este caso, es claro que IM(p) tiene rango k — 1, y que su nucleo esta generado

por el vector 1; de hecho como p'l=1,
M(p)1=D(p)l—pp'l=p—p=0.

Como con toda matriz no negativa definida, las potencias IM(p)” estdn definidas

(y son matrices no negativas) para todo v € R, y se tiene que
M(p)"M(p)™" = Q.

donde Q es la (matriz de) proyeccién ortogonal sobre el espacio de columnas de
IM(p); éste tltimo, es el complemento ortogonal al niicleo de IM(p), el cual, como

ya se menciond, estd generado por el vector 1. Por lo tanto,
_ Lo
M(p)"M(p) " =@ =1- 1.

Particularmente, como se supone que S es un subespacio ortogonal a 1, se tiene

que

¢ = Qe =M(p)™/*M(p)"/*c,
y entonces

¢'Z = (M(p)™/*M(p)'/*e)'Z = (M(p)"/*e) M(p)~*Z;
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para todo Z € R*; esta igualdad desempea un papel importante, aunque sutil, en

la. Demostracion del Lema 9.3.

El punto de arranque hacia la demostracién del Teorema 9.1 es el siguiente.
Lema 9.1. Sea W un vector aleatorio de dimensién k tal que W ~ A (0,1 — vv')
donde vv' = 1y sea Y una variable aleatoria con distribucién x2. Suponga ademas
que v C R* es un subespacio de dimensién 7. En este caso, si P, es la proyeccién

ortogonal sobre v, se tiene que
|P,W|? es asintéticamente menor a Y,
esto es, para todo z > 0,
P[|[P,W|* < z] > P[Y < 2;

en particular

P|[PW] <y, ]>1-a, a€(0.1)
Demostracién. Primero observe que
P,W ~ N (0,P,(I —vv')P,) =N (0,P, —ww'), (9.2)

donde w = IP,v € v. A continuacién se determinaran los valores propios de P, —

ww'. Con este fin considere las siguientes posibilidades () y (i7) :

(1) w # 0.
Bajo esta condicién, sea {Wi, Wz, ..., Wr_1, w,} una base ortonormal del espacio

v, donde w, = w/ | w | . De esta manera,
, :
(P, — ww')w; = P,w; — WW W; = W;, i=1,2,...,r—1,

donde se han utilizado los siguientes hechos: (a) P, w; = w;, pues W; pertenece a
v,y (b) w'w; =0 parai=1,2,...,7r— 1, pues w es un multiplo de w,, el cual es

ortogonal a w; para i < r. Por otro lado,

(P, — ww')WT = Pw,—www,=(l-|w |2)WT7
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pues w, = w/ | w | . Note finalmente que P,v = 0 para todo vector v en el
complemento ortogonal a v. Esto permite establecer la siguiente conclusién: Los

valores propios de P, — ww' son
M=d==XAa=1 A =1=|w[, X=0t=r+1--k (9.3)

(i) w=0.

En este caso P, — ww' = P,, de manera que sus valores propios son 1, con multi-
plicidad r, y 0 con multiplicidad k —r, asi que (9.3) continua siendo un enunciado
vélido. En conclusién, los valores propios de P, — ww' estan dados en (9.3) bajo
cualquier circunstancia. Como P,Z ~ N (0, P, — ww'), existen variables aleato-

rias independientes Uy, Us, . .., Uy, cada una con distribucién x?, tales que
> r—1 T
| PZ P 2 ) Ui+ (1= w U < U=,
de donde se desprende que para todo z € (0,00)

P[| P,Z < 2] = P[> _ \Ui < 7]
1=1

_ p[i Ui+ (1— | w P)U, < 7]

=1

> P[im < 2] =PlY < 2.
=1

Finalmente, Y = Y.._, U; implica que Y ~ 2, y entonces P[| P,Z P< x2al =
PlY <y%,]=1—a, para todo a € (0,1). O

Lema 9.2. Sea Y una variable aleatoria con funcién de distribucién continua y
suponga que {Vo} y {Zn} son dos sucesiones de variables aleatorias no negativas
tales que para todo z > 0,

lim P[V, < 2] > P[Y <z,

—00
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Entonces,

liminf P[V,, + Z, < 2] > P[Y < z].

n—00
Demostracién Dado z > 0 seleccione ¢ € (0, z) y observe que [V, <z —¢,Z, <

€] C [V + Zn < €], de donde se desprende que
PlVo+Zy<e| 2 PlVo < z—¢,Zn <¢]
=PV, <z—¢|—P[Vu, <z2—¢,2Zp > €

> PV, < z—¢| — P[Z, > €],

y como Zn—i(}, la dltima desigualdad conduce a

liminf P[Vy + Zy < &] > liminf P[V, < z —¢] — liminf P[Z, > €]

n—00 n—oo n—oo

> liminf P[V, <z —e] —0

> PlY <z—g¢),

y dejando que € decrezca a cero se concluye que

lim P[Vp + Zp <2 > lim PlY <z—¢]=PlY < 2],

n—00 e\0
donde la igualdad se debe a la continuidad de la distribucién de Y. O
Lema 9.3. Sea S C IR* un subespacio de dimensién r y suponga que S es

ortogonal a 1, esto es,1'v = 0 para todo v € S. Entonces, si Y es una variable
aleatoria con distribucién X2,

lim inf P max n|d'(X, —p)|? > z| > P[Y <z

n—00 c€S, c/'M(p)e=1

Demostracién Defina f :‘]Rk — IR mediante

= %2, xecRF
flay= _ max _lxP, xeR,
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y note que f es una funcién continua. Combinando los Teoremas 2.1 y 3.1, se

obtiene que

— — D
max nlc(Xn "P)iz = f(vn( X, —p)) — f(Z)
ceS, <'M(p)c=1 (94)
= max Ic'Z|?,
ceS, c'M(p)e=1

donde Z ~ N (0,D(p) — pp') =N (0,M(p)). Note ademas que

W :=DM(p) V/?Z ~ N (0,I-ww'), donde w:=

Bk

lo cual se desprende de los comentarios en la Observacién 9.1. Por otro lado, sea

v el espacio vectorial que se obtiene al aplicar la matriz ]l\/[(p)l/2 a S, esto es,
v=A{v]|v= H\/I(p)l/zc,para algin ¢ € S}

claramente, v tiene dimensién r, pues S es ortogonal al ntcleo de H\/I(p)l/ %, Usando

esta notacién se tiene lo siguiente: Sic € Sy ¢'IM(p)c =1,
¢'Z = (M(p)"/%c)M(p)~/*Z = (M(p)'/*¢)'W = (M(p)'/*c) P, W,

donde la tecera igualdad se debe a que lM(p)l/ 2¢ es un elemento de v. Aplicando

ahora la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se obtiene que

|2 1< \/(M(p) /2y M(p)H e/ (P, W) P, W = /e BI(p)e | B,W [=| PW |,

y entonces

(7)) = '7 2<| P,W |? 9.5
)= max 7P RW (9.5)

Combinando (9.4) y (9.5) se concluye que

liminf P [ max n|d (X, —p)° < z] = P[f(Z) < z] > P[|PL,W|* < 2],
n— 00 c€S, <'M(p)c=1

y entonces el Lema 9.1 implica que

lim inf P Les, "o M(p)e=1 nle(Xa —p) < Z] > PV <2,
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donde Y ~ x2.

Lema 9.4. SeaY ~ x2y S C RF un subespacio de dimensién r el cual es

ortogonal a 1. En este caso, para todo z > 0,

liminf P max {n|d (X, —p)|* — 2¢'M(Xy)c} <0 > P[Y <z].

n—00 ceS, <M(p)e=1

Demostracién Primero observe que
M(X,) — M(p)-0
de donde se desprende que

— | ! .\ L
Zn= s rg'ﬁ(p)czllC(M(XN) M(p))|—0 (9.6)

puesto que la ortogonalidad de S y el vector 1 implica que el conjunto de todos
los vectores ¢ € S que satisfacen ¢'IM(p)c = 1 es un conjunto acotado. Observe

ahora que las siguientes implicaciones son validas.

max {n|dXn—p)I°t+ max z|d(IM(X,) — M(p))c| < =

c€S, <'M(p)e=1 c€S, ¢'M(p)e=1
> / X 2 (M yn _ M cl <
s, max [l (X Rl — 2 (M ) — M(p))e] < =
= "(Xn—p)I> — 2¢'M(Xn "M(p)e] <
c€S, 1’5%\3[{(]))(::1 [n|c ( p)l zc ( )C +zc (p) ] >z
= "(Xn 2 _ 2 M(X <z
c€S, r{:l’?le[c(p)czl [TLIC ( p)‘ & ( ) ] =
= "(Xn 2 _ 2¢'M(X,)c| <0
c€S, IE’?I@E(p)c:l [nlc ( p)l —z ( ) ] —

v entonces

p max {n|d (X, —p)]’ —zc '"M(X,)e} <0| > PV + 2, < 2] (9. 7)
c€S, c'M(p)e=1

donde

Vo = max nld (X, —p)|2
c€S, c’%\/[(p)c:l | ( p)l
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Por el Lema 9.3, liminf, oo P[Vn < 2] > P[T < 2], donde ¥V ~ x2. Luego,
combinando la convergencia (9.5) con (9.6) y el Lema 9.2 se obtiene que
liminf P (Xn—p))F — 2 M(X,)c} <0
iminf P | o IE%\}{(p)cﬂ{”'c( p)I* — 2'M(Xy)e} <
> liminf P[V, + Z, < 2]

> PlY < z],

y esto concluye con la demostracién del Lema. O

Finalmente, se estd en posibilidad de establecer el resultado principal de esta

seccion.

Demostracién del Teorema 9.1. Considere el siguiente enunciado:

1K —p) 1< 4/ X;“ JeM(X)e, c€S (9.8)

Ambos lados de la desigualdad son (absolutamente) homogéneos como funcién de

¢, de manera que (9.7) equivale a

| (X, —p) I< 4/ Xi’a \JeM(X)e, ceS cM(p)e=1 (9.9)

enunciado que, por el Lema 9.4 aplicado con z = xg,a, es tal que todos los puntos

limite de la probabilidad de que sea valido son mayores o iguales a 1 — «, y por lo

tanto lo mismo ocurre con (9.7). Esto demuestra el teorema, pues observando que

k k 2
c']l\/[(_)in)c = Z C?Km — ( Czim> N
1

=1 1=
se desprende que (9.8) es equivalente a (9.1). 0

Conclusion

En este capitulo se ha realizado un estudio formal del procedimiento es-

tadistico conocido como la prueba Ji-cuadrada de bondad de ajuste, cuyo contexto
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bésico supone que se observa una muestra de una distribucién de Bernoulli de
dimensién k. El estudio realizado descansa en los teoremas de invarianza presenta-
dos en la Seccién 3, los cuales establecen que, al transformar una sucesién conver-
gente en distribucién se produce una nueva serie que continta siendo convergente
con tal solo que la transformacién aplicada satisfaga condiciones poco restrictivas.
Despties de establecer la prueba Ji-cuadrada en la Seccién 6, se utilizé la dualidad
entre pruebas de hipétesis y regiones de confianza en la Seccién 7 para construir
intervalos de conflanza para todas las combinaciones lineales de los parametros
p1, P2, - - -, pr cuyo coeficiente de confianza simultdneo coincide, conforme se incre-
menta el tamafio de la muestra, con el nivel deseado. Posteriormente, en la Seccién
8 se presenté un refinamiento que permite obtener intervalos de confianza mas cor-
tos que los originalmente establecidos. En la Seccién 9 se presenté una extension
del Método de Scheffe que permite tomar en cuenta la dimensién del espacio de
combinaciones lineales de interés, permitiendo acortar la longitud de los intervalos

de confianza que se obtienen.



Capitulo 3
Clasificacién por Medio de dos Caracteristicas

El propésito de este capitulo es discutir la forma en que una clasificacién
de los resultados de un experimento puede obtenerse por medio de dos carac-
teristicas, las cuales se presentan en varios grados o niveles. Cuando las observa-
ciones aleatorias se ubican en categorias obtenidas combinando los niveles de dos
rasgos de interés, las frecuencias con que los diversos tipos de resultados ocurren
determinan un arreglo rectangular conocido como tabla de contingencia, para la
cual el problema fundamental consiste en probar estadisticamente el supuesto de
independencia de las dos caracteristicas que le dan origen. Con relacién a este
problema, se introduce una funcién de comparacién f, se determina su derivada,
asi como la distribucién asintética del estadistico f(j(—n), donde X,, es la media
de una muestra de la distribuciéon multidimensional de Bernoulli. Estos resultados
son la base para abordar, en el siguiente capitulo, el problema bésico asociado a

una tabla de contingencia.
Introduccion

El tema de este capitulo es la construccién de categorias de resultados
por medio de dos caracteristicas de interés. La idea central es que cada uno de
esos Tasgos se presenta en diversos ‘niveles’ o ‘grados’—de forma similar a lo que
ocurre con los niveles de los factores en el diseno de experimentos—y las categorias
relevantes para el investigador se obtienen mediante combinaciones de los diversos
grados (Fisher y McDonald, 1981, Christensen, 1996). Por ejemplo, los cepillos

dentales pueden clasificarse de acuerdo a las caracteristicas color y dureza, y las

[
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categorias de cepillos puede describirse, por ejemplo, como ‘blanco-suave’, ‘verde—
duro’ o alguna combinacién similar de los niveles de color y dureza. De hecho,
las categorias en las que los posibles resultados del experimento pueden ubicarse
surgen, frecuentemente, de esta forma, es decir, ‘cruzando’ o ‘combinando’ los
diversos niveles de dos rasgos de interés. La exposicién introduce formalmente
la idea de clasificacién cruzada, asi como la nocién de tabla de contingencia y el
problema fundamental asociado ala misma, a saber, la construccion de una prueba
para el supuesto de que las dos caracteristicas que la originan son independientes
(Agresti, 1984, Bishop et al., 1975).

La organizacién del material es la siguiente: En la Seccién 2 se introduce
la. idea formal de clasificacién cruzada de dos rasgos de interés. La nocién de tabla
de contingencia se presenta en la Seccién 3, en donde también se establece la forma
que adopta el supuesto de la independencia de las dos caracteristicas de interés.
Posteriormente, en la Seccién 4 se ‘ntroduce la funcién de comparacion, la cual es
el medio fundamental para el andlisis basico de una tabla de contingencia, dedi-
cando la Seccién 5 a calcular su derivada. La Seccién 6 trata sobre la distribucion
asintética del estadistico que se obtiene componiendo la funcién de comparacion,
previamente introducida, con la media muestral de una distribucion multidimen-
sional de Bernoulli, y el capitulo concluye en la Seccién 7 con algunos comentarios

breves.

Clasificacién Cruzada

Esta seccion persigué el siguiente objetivo: relacionar la clasificacion cate-
gorica de las respuestas posibles en un experimento aleatorio, con los niveles asu-
midos por dos caracteristicas de interés de los resultados observados. Hasta ahora
se ha supuesto que se dispone de una divisién categérica dada de antemano, y la
discucién que se desarrollara busca entender la forma en que dicha clasificacion

surge en las aplicaciones.
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Como punto de partida, denote mediante C = {1,2, ..., k} ala clase de ca-
tegorias en que se dividen los posibles resultados del experimento, y suponga que
F\,F,,..., Fy es una particién C, lo cual significa que las siguientes condiciones

(1)-(ii1) se satisfacen:

(1) Cada conjunto F; es no vacio,

(1) La interseccién de dos conjunto Fi y Fj es nula cuando 1 # J, i.e.,
F,0F;=0 sii#£J, (2.1)

y

(441) Los conjuntos F, agotan al conjunto de indices, esto es,
u_,Fi = {1,2,...,k}. (2.2)

Las categorias que conformaﬁ el conjunto F; se interpretan como aquellas que
corresponden al nivel ¢ de cierta caracteristica. Por ejemplo, considere el experi-
mento de escoger aleatoriamente un estudiante universitario, y suponga que una
caracteristica de interés es el lugar de origen del alumno seleccionado, rasgo con
ol cual se asocian r = 4 ‘niveles’: Norte (¢ = 1), Centro (1 = 2), Sur (1 = 3)y
Extranjero (1 = 4). Luego, F, consiste de las categorias correspondientes a es-
tudiantes cuyo estado de origen se ubica en el norte del pais, Fy se compone de
categorias asociadas a estudiantes extranjeros; por supuesto, Fp y F3 consisten de
tipos de resultados correspondientes a estudiantes originarios del centro y sur del
pais, respectivamente.

Considere ahora otra particion c,,Cs,...,C, del conjunto {1,2,...,k} =
C, la cual es inducida por otra caracteristica de interés que tiene s niveles. Por
ejemplo, en el caso anterior en que se selecciona un estudiante al azar, dicho rasgo
podria ser el nivel de aprovechamiento, en el cual se consideran s = 3 niveles: bajo,

medio y alto, correspondientes a Cy,Cay Cs, respectivamente.
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En el resto de este trabajo se supone que las dos particiones consideradas

satisfacen la siguiente condicién: Para cada:=1,2,...,7y j=1,2,...,s,

F;NC; consiste de un solo indice. (2.3)

Proposicién 2.1. Considere dos particiones Fi, Fy,..., Fry Cq,Cs,...,Cs del

conjunto C = {1,2,...,k}, las cuales satisfacen la condicién (2.3). En este caso,
(i) Cada conjunto Fy, F3,. .. , F tiene exactamente s elementos;

(i) Cada uno de los conjuntos C1,Cs, ..., C, consta de r miembros, y

(171) El ndumero total de categorfas es k = rs.

Demostracién. (i) El argumento depende de las tres propiedades (2.4)—(2.6)

establecidas a continuacién. Para empezar, observe que para cada1=1,2,...,r,

la inclusién F; C {1,2,...,k} implica
Fo—Fn{1,2,... k) (2.4)

Por otro lado, debido a que C1,Ca, .. .,Cs es una particién de {1,2,...,k}, se tiene

que

(1,2,...,k} =C1UC U---UC,, (2.5)

C,NCy=10, sim#t. (2.6)
A continuacién, combine (2.4) y (2.5) para obtener
F,=Fn{,2,...,k}
— F,N(CL1UCU---UCy) (2.7)
:(chl)u(FmCz)u---U(chs)
Por otro lado, de acuerdo a (2.3), cada interseccién que aparece entre paréntesis

en la Gltima igualdad contiene un sélo elemento, mientras que (2.6) implica que

(FiNCp)N(FiNCy) =FiN (CmnNNCy) =0 si m#FtL (2.8)
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En resumen: De acuerdo a (2.8) y (2.9), F; es la unién de s conjuntos
disjuntos, cada uno de los cuales contiene un tdnico elemento. Por lo tanto F;
consta de s miembros, estableciendo la parte (i), mientras que la parte (u7) se
demuestra de manera similar. Finalmente, observe que (2.1) y (2.2) implican que
{1,2,...,k} se expresa como la unién de los r conjuntos disjuntos £, F3,..., Fry
que, por la parte (7), cada uno de ellos tiene s elementos, de donde se desprende

que k =rs. ad

Cuando las diversas categorias de resultados de un experimento aleatorio
admiten dos particiones Fy, Fy, ..., F.y C1,Ca, ..., Cs que satisfacen (2.3), se dice
que dicha categorizacién se obtiene por clasificacién cruzada de las caracteristicas
que dan origen a las particiones. Es costumbre ubicar las r categorias que confor-
man al conjunto Fj en la i—ésima fila de una matriz, mientras que los indices que
componen a C; se ubican en la j—ésima columna; de esta forma, la categoria que
aparece en la posicién (4, ]) se obtiene ‘cruzando’ el nivel ¢ de la caracteristica que
induce la particién Fi, Fy,..., Fy, con el nivel j del rasgo asociado a la particiéon
Cy,Cs,...,C,. Esta terminologia se discute en detalle para la seleccion aleatoria

de un estudiante, experimento que fue considerado al inico de la seccion.

Discusién. Considere las dos caracteristicas origen y aprovechamiento las cuales,
como se describié anteriormente, tienen cuatro y tres niveles, respectivamente. De
acuerdo a la Proposicién 2.1, si una categorizacién de los resultados admite las
particiones Fy, Fy, F3, Fy y C1,C,C3 entonces el nimero de categorias es k =
4 x 3 = 12. Los indices que conforman a los conjuntos F; se colocan en filas,
mientras que los que componenen a los conjuntos C; se ubican en columnas. A

continuacién se ilustra una forma de etiquetar a las doce categorias acomodadas
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de esta forma:

C(bajo) Ca(medio) Cjs(alto)

Fy(Norte) 1 2 3
F,(Centro) 4 5 6 (2.9)
F3(Sur) 7 8 9
Fy(Extranjero) 10 11 12

En este caso, las doce categorias existentes se particionan en cuatro conjuntos Fj
de acuerdo a la caracteristica origen. Por ejemplo, Fy consta de los indices 1,2
y 3, mientras que Fy se compone de las categorfas 10,11 y 12. Similarmente,
Cy, = {2,5,8,11}. Los cuatro niveles para el origen del estudiante , y los tres
niveles para el grado de aprovechamiento, inducen 12 categorias correspondientes
a las entradas de la anterior matriz de orden 4 x 3. Estas dos caracteristicas per-
miten describir las categorias de forma tal que tengan una interpretacién clara.
Por ejemplo, €l hecho de que un estudiante seleccionado al azar pertenezca a la
categoria 6, significa que proviene del centro del pais y que su aprovechamiento es
alto. Note que la categoria 6 se obtiene, efectivamente, ‘cruzando’ el nivel dos de
la caracteristica origen (centro), con el nivel tres del rasgo aprovechamiento (alto).
Ademés, las doce categorias pueden nombrarse, de manera mas descriptiva, me-
diante un par ordenado que haga explicita la posicién que ocupan en la matriz.
Por ejemplo, la categoria 10 puede representarse mediante (4, 1), indicando que
corresponde al nivel cuatro del rasgo origen, y al nivel uno de la caracteristica
aprovechamiento. Aunque no se seguird la idea de denotar a una categoria medi-
ante un par ordenado, si se adoptaré la siguiente convencion: Cuando un indice
represente una de las k =13 catagorias posibles, se utilizard una letra mayiscula
para representarlo; la intencién es recordar que la categoria I bajo consideracién

proviene de un cruzamiento de los niveles de dos caracteristicas de interés. O

A continuacién, se introducird una not acién que serd bésica para el analisis

que se realizaré en el resto de esta tesis.

Definicién 2.1. Suponga que Fy, Fy, ..., Fry Ci,Ca,...,Cs son dos particiones

del conjunto de categorias {1,2,..., k}.
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(i) Dado I € {1,2,...,k}, F(I) denota al tmico conjunto Fp, que contiene a I,

mientras que

(47) C(I) representa al tnico conjunto C; que contiene a I.

Para ilustrar esta idea, considere la situacién descrita en la discusién prece-
dente, en la cual los resultados del experimento aleatorio se clasifican en 12 cate-
gorias. Considere, por ejemplo, la categoria I = 7. En este caso, el tnico conjunto
F,, que contiene a 7 es F3 = {7,8,9}, y por lo tanto, F(7) = F3 = {7,8,9}; simi-
larmente, 7 € C; = {1,4,7,10}, y entonces C(71)=Cr={L4,7, 10}. La siguiente
propiedad asociada a las particiones de una clasificacién cruzada seréd utilizada en

la demostracién del Lema 5.1.

Lema 2.1. Suponga que Fy,Fa, ..., Fr y C1,Ch, .. .,C, dos particiones del con-
junto de categorias {1,2,...,k}, las cuales satisfacen (2.3). En este caso, para
todo J € {1,2,...,k},

k

S Y m=Y

IeC(J)ieF(I) i=1

Demostracién. El punto de partida es la relacién

()= C()N{L,2,....,k} =(C(J)N FU(C)NE)U---U(CT)NF),
la cual se desprende combinando la inclusién C(J)c{1,2,...,k} conla igualdad
(2.2). Por otro lado, C(J) es uno de los conjuntos C, de manera que (2.3) implica
que cada interseccion C(J)N Fy consiste de un 4nico elemento, el cual se denotard

mediante I, estoes, C(J)NFy={L}, t=12,...,7, de manera que

()= {L}u{B}u--U{L} v FI)=F, t=12...r

kL
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Por lo tanto,

Y Y= > 2w

1eC(J) ieF(I) 1€{I1,I5,...,I»} i€F(I)

-3 Y -

m=1 i€ F(ln)

-> Yo

m=11€F,,

- Y

i€FUF,U--UF,
donde la tdltima igualdad se debe a que los conjuntos F; son disjuntos. Ahora

combine el argumento anterior con la ecuacién (2.2) para obtener

Z Zwi: Z zi= Yy wi:Z%

T€C(J)i€F(I) iEFRUFU-UF, i€{1,2,....k} i=1

concluyendo la demostracién del lema. O
Tablas de Contingencia

Considere un experimento cuyos resultados se clasifican en k = rs cate-
gorias, las cuales se obtienen cruzando dos caracteristicas de interés a través de
las particiones correspondientes F,Fy,...,Fry C,Co. .. ,Cs. Como ya se ha
mencionado, las categorias se pueden colocar en un arreglo rectangular de r filas
y s columnas. Sin pérdida de generalidad, se supondra que los diversos tipos de

resultados se etiquetan como se indica a continuacion:

Cl CZ C’S
" 1 2 cee 08
F, s+1 s+ 2 cee 28 (3.1)
F, s(r—1+1 s(r—-1)+2 - 75

Cuando el experimento se repite n veces de forma independiente, cada uno de los
resultados observados se ubicard en alguna de las k = rs categorias, y el observador

anota la frecuencia ng con que se observa que el resultado pertence a la categoria
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t, accién que conduce a la siguiente tabla:

C C, coe O
F ni N9 cee N
Fy MNst1 Nst2 T Nas (3.2)
F; Ng(r—1)+1 Ns(r—1)+2 ~°° Trs

Este arreglo se denomina la tabla de contingencia correspondiente a las n repeti-
ciones del experimento (Agresti, 1984, Bishop et al., 1975). Puesto que cada
resultado se ubica en una séla de las k = rs categorias, siempre se tiene que
n = Ele n;. Antes de plantear el problema basico en el analisis del arreglo (3.2),
es conveniente relacionar la tabla de contingencia con el otro medio para capturar
la informacién contenida en las repeticiones del experimento que se consideré en el
Capitulo 2, a saber, los vectores X1,Xz,. .., X, que constituyen una muestra de
la distribucién k—dimensional de Bernoulli. Recordando que X; = e; siy sélo si el
i—ésimo ensayo produce un resultado dentro de la categoria j, se desprende que la
componente j de ., X; es el mimero de ocasiones en que el resultado observado

es del tipo 7, y entonces

LA
n o
Xi=| .| (3.3)
i=1 .
Nys

El problema fundamental en el estudio de una tabla de contingencia puede ahora
establecerse de la siguiente manera:
Utilizar la informacién experimental, representada por las frecuen-
cias ny, para decidir si las caracteristicas de interés asociadas a las
particiones Fy, Fa,..., Fry Cy,Ca,...,Cs son independientes o
no.
Antes de plantear formalmente esta cuestién en un contexto general, se discutirad

su formulacién en un caso especial.

Ejemplo 3.1. De nueva cuenta, considere el experimento de seleccionar un es-

tudiante universitario al azar, en el cual las 12 categorias surgen mediante clasi-
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ficacién cruzada de las caracteristicas origen y aprovechamiento, las cuales tienen
cuatro y tres niveles, respectivamente; vea la discusién en la Seccién 2, particular-
mente la ecuacién (2.9). Las probabilidades de que el resultado pertenezca a cada

una de las doce categorias se indican a continuacion:

Cy(bajo) Cz(medio) Cs(alto)

Fy(Norte) P1 P2 Ps3
B (Centro) P4 s Pe (3.4)
F3(Sur) pr Ds D9
F,(Extranjero) P10 P11 P12

En el contexto de este experimento aleatorio, una pregunta fundamental es si acaso
el lugar de origen del estudiante influye o no sobre el nivel de aprovechamiento
que presenta, esto es, & la caracteristica origen es independiente del rasgo apro-
vechamiento, y lo que se pretende ahora es encontrar un medio para expresar
esta condicién. Inicialmente, considere los eventos determiados por las siguientes
condiciones:

A : El estudiante seleccionado proviene del norte del pais
(3.5)

B : El estudiante seleccionado tiene aprovechamiento alto

El primero de estos requerimientos, significa que el ‘resultado del experimento’
pertenece a las categorias que conforman al conjunto de indices Fy = {1,2,3}, lo
cual ocurre con probabilidad
PlA] = Zpi:m + p2 + p3, (3.6)
i€F,
mientras que la segunda de las condiciones establece que el estudiante seleccionado
se ubica dentro de una categoria perteneciente a C3 = {3,6,9,12}, lo cual ocurre

con probabilidad

P[Bl= Y pi=ps+pst+potpi (3.7)
1€C3

Por otro lado, ambas condiciones en (3.5) ocurren sélo cuando el estudiante se-

leccionado pertenece a la categoria 3, evento que acontece con probabilidad ps,

i.e., P[AN B] = ps. Cuando la condicién de independencia entre la caracteristica
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‘origen’ y el rasgo de ‘aprovechamiento’ son independientes, debe tenerse que P[AN

B] = P[A]P[B], igualdad que, via (3.6) y (3.7), equivale a

ps = (Z pz) (Z pi) = (p1 + P2 + p3)(Ps + Po + Po + P12)- (3.8)

t€F, i€Cs
Hay una manera alternativa de expresar esta ecuaciéon: Observe que la categoria 3
se obtiene cruzando el primer nivel de la caracteristica origen, con el tercer nivel
del rasgo aprovechamiento, esto es, 3 € F, y 3 € C;, de manera que F(3)=Fy

C(3) = Cs, y por lo tanto la ecuacién (3.8) puede expresarse como

ps = Z y2 Z Pi

ieF(3) iec(3)
El argumento precedente, que se aplicé a la categoria 3, se generaliza a cualquier
otro valor del indice I = 1,2,...,12: Silas caracteristicas origen y aprovechamiento

son independientes, se tiene que

pr = Zp; Zp,- . I=1,2,...,12.

ieF(I) iec(D)
Reciprocamente, cuando estas doce igualdades ocurren simultdneamente, las ca-

racteristicas de fila y columna (origen 'y aprovechamiento) son independientes. 0

La discusién del Ejemplo 3.1 puede extenderse a un contexto general:
Cuando los resultados de un experimento aleatorio se clasifican en categorias aso-
ciadas a dos particiones Fy, Fa,. .. JF.y C1,Cs,...,C, 1a condicién de indepen-
dencia de las caracteristicas cuyos niveles dan origen a las particiones, equivale a

las igualdades

pr=| > pi Sopi|, I=12.. . k=rs. (3.9)

icF(I) ico(D)
Luego, el problema fundamental en el andlisis de una tabla de contingencia, es

atilizar los datos muestrales para decidir si todas estas igualdades son validas.
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Como se verd posteriormente, (3.9) puede verificarse utilizando las frecuencias ob-
servadas {n;} para construir un estadistico cuya distribucion es, aproximadamente,
Ji-cuadrada, y el propésito que se persigue en el resto del trabajo es establecer
dicho método de prueba, asi como proporcionar un argumento riguroso que valide
la expresién para los grados de libertad que se emplean al aplicar el procedimien-
to. Note que el problema fundamental consiste en comparar la probabilidad pr
de que el resultado de un ensayo pertenezca a la categoria I, con el producto

(ZiEF(I) pi) (ZiGC(I) pi>, tarea que se llevard a cabo mediante una funcion que

se introduce a continuacion.
Funcién de Comparacién

En esta seccién se inicia el camino hacia la obtencién de un método es-
tadistico para probar la validez de las igualdades en la exprsién (3.9). El propdsito
que se persigue es definir la funcién que permite realizar la. comparacién entre la
probabilidad de que un resultado se ubique en una catagoria dada, y el producto de
las probabilidades asociadas a la fila y la columna que contienen a dicha categoria.

El punto de partida, es la introduccién de una clase especial de funciones lineales.

Definicién 4.1. Dado un conjunto de {ndices A C {1,2,3,...,k}, la funciéon
P 4: RF — IRF se define mediante

Pa(x) =Y i (4.1)

€A

Esta notacién desempefia un papel importante en el analisis del resto de

capitulo. Note que IP A(xX) es una funcion lineal, y que

M:{l, sijeA (4.2)

Oz; 0, sij ¢ A
Para entender esta férmula, note que si j ¢ A, entonces la suma que define a

P 4(x) no incluye a zj, de manera que IP o(x) no depende de z;, y por lo tanto,
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oP A(X) .
e 0. Por otro lado, cuando j € A, la suma en el lado derecho de (4.1)
j
. , . oP
contiene al término z;, de manera que —éA—(E)— — 1. Recordando que la funcién
T j

indicadora del conjunto A se define mediante

N J1, sijeA
n={y 3154 (43)
se desprende que la expresién (4.2) para las derivadas parciales de (4.1) puede

expresarse en forma compacta de la siguiente manera:

P 4(x)
af; = T4(j) (4.4)

Definicién 4.2. Suponga que Fy, Fy, ..., Fry C1,Ca,..., C's son dos particiones
del conjunto de indices {1,2,..., k}, las cuales estdn asociadas a una clasificaciéon
cruzada como se describié en la Seccién 2. La funcién de comparacion correspon-

diente a dicha clasificacién se denota mediante
£ R* — R,

y se define a través de la siguiente expresién para cada una de sus funciones coor-

denadas fi,fz, ..., fi:
fI(X) =27 — PF(I)(X)PC(I)(X)7 I = 1, 2, N k‘ (45)

recuerde que, para cada indice I, F' (I) denota al tnico conjunto F, que contiene a
I, mientras que C(I) es el miembro de la particién Cq,Cs,...,Cs que contiene a

I

Fl analisis subsecuente esta principalmente relacionado con la funciéon f en
esta definicién, y para clarificar las ideas detrés de su construccién, se presentard

un céleulo detallado de sus componentes en un caso especial.
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Ejemplo 4.1. Considere el caso en que las observaciones se clasifican en k = 6
tipos de resultados, los cuales se clasifican en forma cruzada utilizando las siguien-
tes particiones:

F1:{17273}7 y FZ:{47576}7
C] = {1,4}, Cz = {2,5}, Yy C3 = {3,6}

Equivalentemente, las categorias 1,2..., 6, se determina cruzando los niveles de

las dos caracteristicas de interés como se indica en la siguiente matriz:

C C, Cls
£ 1 2 3
F, 4 5) 6

A continuacién se determinan las componentes fr de la funcién de comparacién
f para cada indice I = 1,2,3,4,5,6 = k. En cada caso, el procedimiento que se
sigue involucra los siguientes pasos: Primero, se determinan los conjuntos F' (D) y
C(I) que contienen al indice I, posteriormente se calculan las funciones P p(1y(x)
y Py (x) sumando las componentes que pertenecen a F(I) y C(I), respectiva-
mente, y entonces f7(x) se encuentra restando a z1 el producto de las dos funciones

anteriores:

e Célculo de f;. En esta situacién se tiene que I = 1. Para evaluar f;, note que

1e F, ={1,2,3},y 1 € C; = {1,4}. Por lo tanto,

F()={1,23}, v C()={L4}
A continuacién se utiliza la Definicién 4.1 para determinar

]PF(I)(X): Z zT; = z z; =121+ T2+ T3

i€F(1) i€{1,2,3}
Pomy(x)= >, @i= Y zi=ata
i€C(1) i€{1,4}

y finalmente fi(z) se obtiene restando de z; el producto de las dos funciones

anteriores (vea (4.5)):

fl(X) = X1 — ]PF(l)(X)]PC(l)(X) =1 — (5171 + xo + .’23)(331 + 5134).

"
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e Determinacién de f,. En este caso I = 2, y observando que 2 € F; = {1,2,3}, ¥
2 € Cy, = {2,5}, se desprende que

F(2)=1{1,2,3}, v C(2)={2,5}

Utilizando la Definicién 4.1, se obtiene

]PF(z)(X): Z T; = Z T; =o1+ %2+ T3

1€EF(2) 1€{1,2,3}
IPO(z)(X) = Z T; = Z T; = T2+ Ts
1€C(2) 1€{2,5}

v £5(z) se obtiene tomando la diferencia entre 2 y el producto de estas dos altimas

funciones:

£(x) = 25 — P p(o)(x)Pe2)(X) = 22 — (21 + 22 + 23)(72 + s5).

e Céalculo de f5. Ahora se tiene que I = 3, y observando que 3 € Fy = {1,2,3}, ¥
3 € C3 = {3,6}, se desprenden las igualdades
F(3) ={1,2,3}, y C(3) = {3,6}.

Por lo tanto, la Definicién 4.1 implica

P sy (x) = Z T; = Z T; =1+ T2+ T3

i€F(3) i€{1,2,3}
IPC(?,)(X)Z Z T; = Z T; = &3+ Ts
i€C(3) ie{3,6}

v a partir de (4.5) se obtiene f3(z) como la diferencia entre 3 y el producto de las

dos funciones anteriores:

f3(x) = 23 — P ) (X)Po)(x) = 23 — (z1 4 @2 + z3)(23 + T6)-

e La componente f;. Ahora se trata del caso [ = 4. A partir de la especificacién

de las particiones, se obtiene que 4 € Fy = {4,5,6}, y 4 € (1 = {1,4}, y entonces

F(3)=1{4,56}, v C(3)={14}
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Luego, a partir de la Definicién 4.1 se concluye que

IP p(g)(X) = Z z; = Z T; =g+ T5 1+ Te

iEF(4) i€{4,5,6}
IPO(4)(X) = Z T; = Z T; = T1+ T4
i€C(4) ie{1,4}

y utilizando (4.5) se llega a la expresion

£1(x) = 24 — Ppa)(x)Po)(x) = 24 — (z4 + 25 + z6)(z1 + Ta).

o Célculo de la componente f5. En esta situacién se tiene I = 5. Ahora observe

que 5 € Fy = {4,5,6}, y 5 € Ca = {2,5}, y entonces
F(5)={4,5,6}, vy C(5)={25}

Por lo tanto, utilizando la Definicién 4.1 se obtiene

P r@)(x) = Z T = Z T; =24 +T5+ To

il

1€ F(5) i€{4,5,6}
Py (x) = Z r; = Z x; =T+ Ts
i€C(5) i€{2,5}

y a través de (4.5) resulta que

f5(x) = 25 — P ps5)(X)Pes)(x) = 5 — (x4 + x5 + z6) (T2 + 5).

e Determinacién de fs. En esta situacion se tiene I = 6, y como 6 € Fy = {4,5,6},

y 6 € C3 = {3,6}, entonces
F(6) = {4,5,6}, v C(6)={36}

En consecuencia, las funciones IP p(g)(X) ¥ IPc(6y(x) estan dadas por
Prey(x)= Y, zi= Y %i=3a+25+Te
iE€F(6) i€{4,5,6}

]Pc(G)(X): Z T; = Z 9(:,-:;1:3—1—956

1€C(6) 1€{3,6}
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y por lo tanto (4.5) implica que
fo(x) = 6 — IPF(G)(X)IPC(G)(X) = ¢ — (T4 + 25 + z6)(T3 + T¢ ).

Estos calculos permiten establecer la siguiente expresién para la funcién de com-

paracién f: R’ — R®:

£ (%) rxy — (21 + 22 + 23)(T1 +24) ]
f5(x) Ty — (T1 + 22 + @3)(22 + T5)
f(X)_ f3(X) . $3—(IE1+$2 +373)(5C3+$6)
T f(x) | | za— (x4 + 25 + ze¢)(z1 + 24)
f5(x) zs5 — (x4 + 5 + z6) (22 + T5)

L f5(x) L2g — (24 + x5 + z6)(23 + z6)

O

Después de ilustrar el cdlculo de la funcién de comparacion asociada a
una clasificacién cruzada, es oportuno sefialar una propiedad fundamental que se

desprende de inmediato de (4.5):
f(x) =0 <= fi(x)=0 para todo
— 5= ]PF(I)(X)IPC(I)(X) para todo I. ‘

Aplicando esta equivalencia con el vector p reemplazando a x, se desprende que

f(p) =0 < p;r=Ppu)(p)Pow(p) para todo I.

Recordando que las igualdades (3.9) son la expresién formal de la condicién de

independencia de las caracteristicas de interés, se desprende que

pr = Pry(P)Pewy(p), I=1,2,...,k,

equivale a la independencia de las caracteristicas de fila y columna que originan
la clasificacién cruzada. Puesto que la anterior ecuacién desplegada equivale a
que f(p) sea el vector nulo, se desprende que, para decidir si los rasgos de fila y
columna son independientes, debe compararse el valor asumido por f(p) con el

vector O; esta observacién justifica el nombre de funcién de comparacion para f,y
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da cuenta de la relevancia que el analisis de sus propiedades tendra en el desarrollo

gsubsecuente.
La Derivada de f

El propédsito de esta seccién es determinar la derivada de la funcién de
comparacién introducida en la Definicién 4.2. Como punto de partida para alcanzar

este objetivo, es conveniente introducir la siguiente notacion.

Definicién 5.1. Dadas dos particiones Fy, Fa, ..., Fry C1,Co,. .., C, del conjunto
de indices {1,2,...,k} asociadas a una clasificacién cruzada, defina las matrices
ME C(X) y MCF (x) de orden k x k mediante las siguientes expresiones: Para todos

los indices I,J =1,2,...,k,

MYG(x) = Pray(x)Zowm ()

(5.1)
MST (x) = Pon(x) e (7)

Clomo se vera en el Teorema 5.1 establecido ma adelante, estas matrices son dos
componentes de la (matriz) derivada de la funcién de comparacién. En seguida se

dustra la construccion de MTC(x) y M“F (x).

Ejemplo 5.1. Como en la Seccién 4, considere el caso en que las observaciones
se clasifican en k = 6 tipos de resultados, clasificados en forma cruzada utilizando

las siguientes particiones:
Fl:{17273}7 y F2:{475a6}7

C={1,4}, C,={235}, v C:i={3,6}

A continuacién se determina la matriz MFC. El procedimiento que se sigue deter-
mina las componentes de M€ fila por fila, e involucra los siguientes pasos: Para
determinar la fila I de MFC, primero se determinan los miembros £ (I)y C(I)

de las particiones que contienen al indice I, posteriormente se calcula la funcién
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IPr(p)(x), y en la posicién J de la T-ésima fila se coloca dicho valor si J € C(I),
mientras que la componente J se iguala a cero slempre que J ¢ C(I). Note que

los conjuntos F(I)y C(I) fueron determinados en el Ejemplo 4.1.

e Célculo de la primera fila MFC. Para I = 1 se tiene que F(1) = {1,2,3} y
C(1)={l,4},puesle 1 ={1,2,3} yle€ (1 = {1,4}. Por lo tanto,

P pe1y (%) = Z z; =T+ 22 + T3,
i€ F (1)

y entonces
MFC(x) = Pry(x)Zow () = (w1 + 22 +23)Tpap(7), J=1,2,....6,
de tal manera que la primera filas de M¥%(x) esté dada por
[z1 + 22 + 23, 0, 0, 1 + 22 + 3, O, 0].
Similarmente, la segunda y tercera fila de MY (x) estdn dadas por

[0, z1+z2+23, 0, 0, T1+22+73, 0, v [0,0,z14+z2+w3, 0,0, z1+1T2+ T3]

o Cileulo de la cuarta fila MTY. Para I = 4 se tiene que F(4) = {4,5,6} y
C(4) = {1,4}, pues 4 € F, = {4,5,6} y4c C1 = {1,4}. Por lo tanto,

IPF(LL)(X) = Z ZT; = T4+ T5 1+ Te-
iCF(4)

En consecuencia,
ijc(x) = IPF(4)(X)IC(4)(J) = (x4 + x5+ :E6)I{1’4}(J), J=1,2,...,6,
y entonces la cuarta fila de MP¢(x) estd dada por

[4 + 25 + 6, 0, 0, z4 + 25 + T6, 0, 0].



De igual manera, la quinta y sexta filas de MF C(X) son

[0, z4+25+76, 0, 0, z4+25+26, 0],

y [0, 0, z4+z5+ e, 0, 0, x4+x5—|—x6].

A partir de estos célculos, se obtiene la siguiente expresion:

MFC(x) =
M 21+ 22+ 23 0 0 z1+ x2 + 3 0 0 T
0 1+ 22+ T3 0 0 1+ x2 + 23 0
0 0 1+ o + T3 0 0 T1+ o + 23
T4+ 5+ Zg 0 0 T4+ x5 + Z¢ 0 0
0 x4+ x5 + T 0 0 T4+ T5 + T6 0
L 0 0 T4+ 5 + T 0 0 T4+ x5 + Tg 4
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(5.1)
Ahora se encontrara la matriz MS¥ (x):

e Determinacién de la primera fila de MEF. Para I = 1 se tiene que C(1) = {1,4}

R

y F(1) = {1,2,3} pues 1 € F} = {1,2,3,}y1eC = {1,4}. Luego, i
]PC(l)(X) = Z T; = T1 + T4.
iec(1)

Por lo tanto,

L

MEF (x) = Pomy(NIre () = (31 + 2T (), J=1,2,.
de tal manera que la primera fila de MYF (x) estd dada por
[Cl?] + T4, T1 + 24, 21 + 4, 0, 0, O]

e Lasegunda fila de MEF . Para I = 2 se tiene que C(2) = {2,5} y F(2) = {1,2,3}.
Luego,

]Pc(z)(x) = Z z; = X2 + Ts,
ieC(2)

y entonces

MEF (x) = Pey(X)Ira () = (22 + 25)Tps(0), T =12....6
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v la segunda fila de MY (x) es

[y + x5, T2 + @5, T2 + 25, 0, 0,0].
Similarmente, la tercera fila de MEF (x) estd dada por

(3 + 26, 23 + 26, x3 + 26, 0, 0,0],

mientras que la cuarta, quinta y sexta filas son
[0, 0, 0, z1 + 24, 1 + T4, T1+ T4)
[0, 0, 0, zo + 25, 22 + Ts, Tg + Ts)
[0, 0, 0, 3 + 26, T3 + T6, T3 + T6]

En consecuencia,

T+ xa T1+ T4 T1 T T4 0 0 0 )
Zo + s T9 + Ty T9 + Ts 0 0 0
CF T3+ T T3+ Te T3t Te 0 0 0
= 2
M= (x) 0 0 0 1+ T4 T1+Ts T+ 24 (5-2)
0 0 0 To + 25 To+T5 T2+ Ts
L 0 0 0 23 +1x6 x3+Ts T3+ Te

Teorema 5.1. Sea f:I]R¥ — R” la funcién de comparacién introducida en la

Definicién 4.2. En este caso, la matriz derivada de f es
Df(z) =1 - M"%(x) - M7 (x). (5.3)

Demostracién. La matriz derivada de f es

8f1(x)]
0y |1, j=12,...k

D) - |

v a continuacién se verificard que las matrices en ambos lados de (5.3) tienen las
mismas componentes. Utilizando (4.5), se obtiene que el elemento (I, J) de la

matriz Df(x) es

8f1(x) o a[:l:j — IPF(I)(X)IPC(I)(X)]
850] N 8$J
. (9:13[ _ aIPF(I)(X)
- axj 8$J

OP ¢ (1)(x)
8.’,UJ

Pon(x) — Pr(x)
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y entonces, a partir de (4.4), se desprende que

ofr(x) _ Our
__a_x_;— — é—x—; — IF(I)(J)IPC(I)(X) - ]PF(I)(X)IC(I)(J)

= 61 7 — Ir(DPem®) — Pro®)Zem(J)
donde se ha utilizado que dz1/dxy = b1y. Por otro lado, la componente (I,J)en

el lado derecho de (5.3) es
-7 (x) - MF(x)], ;=110 M), - MF )]}

(5.4)

=65, 70— MECJ(X) - M?,FJ(X)

=61 71— Priny(x)Zon(J) =Pew (X)IF(I)((J)
5.5

y una comparacion de las expresiones (5.4) ¥ (5.5) arroja que

il = 1) b -l 6O

igualdad que es vélida para todos los valores posibles de los indices I y J. Esto
muestra que las componentes correspondientes de las matrices en ambos lados de

(5.3) coinciden, y de esta forma concluye la demostracién del Teorema 5.1. a

Ejemplo 5.2. Aunque la expresién (5.3) para 1a derivada de la funcién de com-
paracién ha sido rigurosamente validada, es instructivo comprobarla directamente
en un caso particular. Con este fin, considere el contexto de los Ejemplos 4.1 y
5.1; la correspondiente funcién de comparacion se encontré en el Ejemplo 4.1y
las matrices MPC y MEF se determinaron en el Ejemplo 5.1. A continuacion se

verificaricard directamente la igualdad (5.6) para algunos valores de los subindices.

e Las componentes (2,3): En esta situacién I =2y J =3,7 la. componente de la
matriz Df(x) correspondiente a estos indices es

[DE(x)],, 5 = _2% — M&%ﬂw — —(z +5)- (5.7)

Por otro lado, el elemento (2, 3) de la matriz identidad es cero, mientras que a

partir de (5.1) ¥ (5.2) se obtiene que

MEG(x) =0, v M55(x)=ets

weld

G
\\\\\
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por lo tanto,
[T—M"C(x) - M ()], ; = 0—0— (22 + w5),

y una comparacién de esta expresién con (5.7) arroja que (5.5) ocurre para I = 2

yJ=3.
e Las componentes (4,4): Eneste casol =4y J=4,yes

of,
[Df(x)]4, 3= 5;;4

_ Oz — (za + 9685 + 26) (21 + 74)] (5.8)

=1—($4+f05+$6)—($1+$4)-

Ademés, el miembro (4, 4) de la matriz identidad es uno, y a partir de (5.1) y (5.2)

se obtiene que
]M;C;(X) = x4+ x5 +T6, ¥ ]MZC,F;(X) =z + z4.
Consecuentemente,
[I - IMFC(X) - MCF(X)]4,4 =1— (24 + 25+ 76) — (w1 + z4),

y de nueva cuenta, esta expresién combinada con (5.8) implica que (5.5) ocurre

para [ =4y J=4. O

La férmula (5.3) para la derivada de la funcién de comparacién desempena
un papel central en el anélisis de tablas de contingencia, el cual se desarrollaré en el
siguiente capitulo. Para concluir esta seccién, es oportuno establecer una propiedad

de las matrices M7 9 (x) y MY (x) que serd de utilidad posteriormente.

Lema 5.1. Dadas dos particiones Fy, Fy,...,Fr y Cy,Cs,...,Cs del conjunto

de indices {1,2,...,k}, sean M7C(x) y M (x) las matrices introducidas en la
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Definicién 5.1. En este caso, si 1 € IR* es el vector cuyas componentes son todas

iguales a uno, se tiene que
1I'MP(x) = (1'x)1, y 1M (x)=(1'x)1.

Demostracién. Utilizando la igualdad (5.1), se desprende que la componente J

de del vector ]l'IMFC(X) es

[1'MP(x)] Z 1,MJS

k

= UPpm(z)Icm ()
I=1
k

=Y Ppun(z)Iewm(J).
=1

Ahora observe que J € C(I) equivale a I € C(J), de manera que Zg(r)(J) =

s

Zc(n(I), y utilizando las ecuaciones (4.1) y (4.3) se desprende que

k
[]1 MFC(X) ZIPF(I)(x)IC(J) (I)

Z P p(n (@) ;:t;‘

Iec(J)

> Y.

IeC(J) €F(I)

Para concluir, utilice el Lema 2.1 para obtener

1M )]

HM»

iguladad que muestra que cada componente de 1'MF%(x) es igual a 1'x, y por lo
tanto 1'MF(x) = (1'x)1". La ecuacién 1'MF(x) = (1'x)1' puede establecerse

de manera similar. O
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Distribucion Limite

Como se menciond en la Seccidén 1, el objetivo del trabajo subsecuente es
analizar la independencia de los dos criterios de clasificacién cruzada que dan ori-
gen a una tabla de contingencia. Por otro lado, se observé al final de la Seccién 4
que los criterios de fila y columna son independientes si y sélo si f(p) = 0, donde p
es el vector cuya componente ¢ es la probabilidad de que al realizar el experimento
el resultado sea del i—ésimo tipo. Este hecho sugiere el siguiente procedimiento
para probar la independencia de las caracteristicas de fila y columna: Construya
un estimador (consistente) P de p, y evalie f(P), y rechace el supuesto de inde-
pendencia cuando el vector calculado f(P) es ‘sustancialmente’ diferente del vector
cero, mientras que la hipétésis se acepta en otro caso. Para formalizar este pro-
cedimiento, es necesario disponer de un estimador del vector p y, posteriormente,
determinar la distribucién de f(p). Como se mencioné en el capitulo precedente, al
disponer de una muestra de tamaiio n de la distribucién k—dimensional de Bernoulli
con parametro p, la media Xn correspondiente a la muestra es un estimador con-
sistente de p, asi que se tomard P = X,. Por otro lado, debido a la naturaleza
no lineal de la funcién de comparacién, no es sencillo determinar la distribucién
exacta de f(p). Sin embargo, su distribucién limite puede obtenerse a través de

los teoremas de invarianza establecidos anteriormente.

Teorema 6.1. Sea X;,Xo,..., X, una muestra de la distribucién k—dimensional
de Bernoulli con pardmetro p, y denote mediante X,, a la media muestral corres-

pondiente. En este caso, conforme el tamaifio de la muestra crece sin limite,

~ D
vn [£(X.) — £(p)] — N (0, Df(p)[D(p) — pp']DE(p)").
Demostracién. A partir del Teorema 2.1 del Capitulo 2 se desprende que

Vi X, - p] 2 N (0,D(p) - pp'),
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y utilizando la invarianza de la normalidad asintética establecida en el Teorema

4.2 del Capitulo 2, se obtiene que

Vi [§(Xn) — £(p)] > N (0, DE(p)[D(p) - pP'1DE(p)")

completando la demostracién del teorema. O

-

Este resultado sera el punto de partida para analizar una tabla de contin-

gencia en el siguiente capitulo.
Conclusiéon

La exposicién de este capitulo se concentré en la ideas de clasificacion
cruzada por medio de dos caracteristicas de interés, asi como en la nocién de tabla
de contingencia y en la formulacién del problema basico asociado a la misma, el
cual consiste en probar la hipdtesis de que los dos rasgos que le dan origen son
independientes. Se mostré que dicho supuesto equivale a la ignaldad vectorial
f(p) = 0, la cual muestra la importancia de f en el estudio del problema funda-
mental. Dada una muestra de la distribucién mutidimensional de Bernoulli, en el
Teorema 6.1 se establecié la normalidad asintética del estadistico f(X ), resultado
que seré la plataforma desde la cual se emprendera el anéalisis estadistico de una

tabla de contingencia en el siguiente capitulo.



Capitulo 4
Prueba de la Hipétesis de Independencia

En este capitulo se establece la prueba Ji—cuadrada para el supuesto de
independencia de los rasgos que originan una clasificacién cruzada. El enfoque
que se sigue combina los teoremas de invarianza establecidos en el Capitulo 2, con
ideas algebraicas que permiten determinar el nimero de grados de libertad del
estadistico de prueba. Como ya se ha mencionado, en este aspecto se ubica la

principal contribucién técnica de este trabajo.
Introducciéon

En este capitulo se considera que un observador ha colectado datos que
son clasificados cruzando dos caracteristicas de interés, y se analiza el problema de
probar la independencia de los dos rasgos que inducen dicha clasificacién. El proce-
dimiento clésico para abordar esta cuestién es la denominada prueba Ji-cuadrada,
la cual se construye siguiendo las ideas expuestas en el Capitulo 4, esto es, com-
parando el vector f (X,,) con el vector 0, y rechazando el supuesto de independencia
cuando su norma, medida respecto a un producto interno adecuado, es ‘sustancial-
mente grande’ (Agresti, 1984, Bishop et al., 1975). El principal objetivo de este
capitulo es establecer de forma rigurosa el método de prueba, y determinar, me-
diante métodos algebraicos, el nimero de grados de libertad que el procedimiento
utiliza, cristalizando la principal contribucién téenica de este trabajo.

La organizacién del material es la siguiente: La Seccién 2 contiene el resul-
tado técnico bésico, el cual se establece en el Teorema 2.1 referente a la distribucién

asintética de la norma cuadrética, adecuadamente medida, del vector f(X,,). Dicha
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distribucién limite es Ji-cuadrada, y la determinacién rigurosa de su ntmero de
grados de libertad es analizada en el resto del capitulo. El problema de determi-
nar el ndmero de grados de libertad se reduce, en el Teorema 2.2, a mostrar que
cierta matriz W es idempotente y a determinar su rango (Hoffman y Kunze, 1975,
Grossman, 1983). Esta tarea se realiza en varias etapas, la primera de las cuales se
efectua en la Seccién 3, en donde se demuestran propiedade bésicas de las matrices
MFCy MCYF que son parte de la matriz derivada de la funcién de comparacion.
En la Seccién 4 se demuestra la idempotencia de la matriz W, mientras que su
rango se encuentra en la Seccién 5, en la cual se completa la demostracién del Teo-
rema 2.2. El procedimiento para probar el supuesto de independencia se formula
en la Seccién 6, utilizando tanto la notacién vectorial, la cual es adecuada para el
andlisis teérico, como la notacién matricial, la cual es conveniente en el analisis
préactico de datos. Finalmente, la presentacién culmina en la Seccién 7 con algunos

comentarios breves.
El Teorema Principal

El propésito de esta seccién es establecer un resultado fundamental so-
bre ‘el tamano’ del vector f (Yn), a partir del cual se obtendrd, posteriormente, la
prueba Ji-cuadrada para decidir si los datos que conforman una tabla de contingen-
cia concuerdan con la hipétesis de que los rasgos que la originan son independientes.

El enunciado formal es el siguiente.

Teorema 2.1. Bajo el supuesto
Ho: f(p) =0, (2.1)

la norma cuadrada del vector /nID(p)~1/2£(X,) converge en distribucién hacia

la distribucién Ji— cuadrada con (r — 1)(s — 1) grados de libertad, esto es,

|vame) 26K = nf K DE) R 2 ooy (22)
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La demostracién de este resultado consiste, esencialmente, en combinar
tres instrumentos: Los primeros dos son herramientas clasicas, a saber, los Teo-
remas 3.1 y 3.2 del Capitulo 2 referentes a propiedades de invarianza de la idea
de convergencia en distribucién, mientras que el tercer ingrediente es un resultado
algebraico que se enuncia més adelante como el Teorema 2.2. Como ya se ha men-
cionado, la prueba Ji-cuadrada en el andlisis de una tabla de contingencia es un
medio bien establecido, y la principai contribucién técnica de esta tesis, se ubica
en el enfoque empleado para determinar los grados de libertad en la convergencia
(2.2).

El argumento para demostrar el Teorema 2.1, inicia con la convergencia

establecida en el Teorema 6.1 del Capitulo 3:
VAlf(X,) - £(p)] > N (0, DE(p)[D(p) ~ pp'Df(p)").
Luego, definiendo la transformacién T:IR* — IR* mediante
Ty = D(p)~ %y, yeRF,
a través del Teorema 3.2 del Capitulo 2 se obtiene que

Vr[D(p)~H?£(X,) — D(p)~/*f(p)] = Vn[T (£(Xx)) — T (£(p))] 2, N (0, W),
(2.3)
donde

W = D(p)~"/*Df(p)[D(p) — pp'1DE(p)' D(p) /% (2.4)
note que la matriz derivada de T es ID(p)~%/2, la cual es simétrica. El siguiente

resultado algebraico es el ingrediente final que permite demostrar el Teorema 2.1.

Teorema 2.2. Bajo la hipétesis (2.1), la matriz W es idempotente, esto es,

W2 = W. Més atin, el rango de W es (r — 1)(s — 1).

La demostracién de este teorema serd proporcionada en la Seccién 5, des-

pués de establecer los preliminares técnicos necesarios. A continuacién se mostrara

i
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el papel relevante que el Teorema 2.2 desemperia en el argumento que conduce a

establecer la convergencia (2.2).

Demostracién del Teorema 2.1. Cuando f(p) = 0, la convergencia (2.3) es

equivalente a

VaD(p) 2 4(X,) 2 Z,
donde
Z ~ N (0,W). (2.4)
Por lo tanto, el teorema general de invarianza establecido en el Teorema 3.1 del
Capitulo 2, implica que

[y 226K, = nfK D) 0K 2 2l 29

Por otro lado, debido a la idempotencia de W, (2.4) implica que ||Z||* tiene una
distribucién Ji-cuadrada; este resultado es fundamental en la teria de los modelos
lineales, y puede encontrarse, por ejemplo, en Christensen (1996), Box y Draper
(1987), o Graybill (1985). M4s atn, el ntmero de grados de libertad de la dis-
tribucién de ||Z||? es igual al rango de W, el cual, de acuerdo al Teorema 2.2, es

igual a (r —1)(s —1). Por lo tanto,

2
I1ZI1? ~ X{r—1)(s—1)>

v entonces (2.5) equivale a nf(X,)'ID(p)~ f(X,) 2, X%r—l)(s—l)’ estableciendo la

conclusién deseada. a

El Teorema 2.1 sera utilizado en la Seccién 6 para formular la prueba

Ji—cuadrada en el andlisis de una tabla de contingencia.
Resultados Técnicos Auxiliares

Como se mostré en el argumento que condujo a la demostracién del Teo-

rema 2.1, la idempotencia de la matriz W en (2.4), y el hecho de que su rango
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sea igual a (r — 1)(s — 1), son dos puntos importantes que permiten establecer
la convergencia asintética en (2.1). El objetivo de ésta y las siguientes dos sec-
ciones, es introducir los resultados algebraicos preliminares que se requieren para
demostrar el Teorema 2.1 en la Seccién 5. Los resultados que se presentardn in-
volucran un andlisis detallado de las propiedades de las matrices MF¢ y M cr
correspondientes al vector probabilistico p, de la matriz derivada Df(p) de la

funcién de comparacién evaluada en p, asi como de sus productos con la matriz

diagonal ID(p).

Lema 3.1. Sean M7“(p) y MCF (p) las dos matrices definidas en la relacién

(5.1) del Capitulo 3. En este caso,

(2) MPC(p)y MYF(p) son matrices idempotentes (Hoffman y Kunze, 1975, Gross-
man 1983, Searle 1982);

(i1) M (p)p = p — £(p) = M“F(p)p, ¥
(s11) DEf(p)p = 2f(p) — p-
Consecuentemente,

(1v) Bajo el supuesto de que los rasgos asociados a las particiones Fy, Fy,..., Fr y

C;,Cs,...,Cs son independientes,

MPCp)p=p=MF(p)p, y Df(p)p=-p.

Demostracién. (i) Considere una pareja de indices I, J entre 1y k. Utilizando
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la primera igualdad en la expresién (5.1) del capitulo precedente, se desprende que

k
MFC(p)MFC(p)]r, s = > Mf 7(p)Mr(P)
T=1
k

=Y Pruy(p)Zen(DPra(P)Iem) ()
= (3.1)

k
=Pru)(pP) Z Zo (TP pery(P) o) ()
T=1

=Prn() ¥, Prn(P)Iom (/)
TeC((I)

donde en la tltima igualdad se utilizé el hecho de que Z¢q n(T)=1cuando T €
C(I), mientras que Zg(r)(T) = 0 en otro caso. Para continuar, recuerde que C(T)
es el miembro de la particién Cy,Ca, ..., Cs que contiene a T, de manera que si
T € C(I), entonces se tiene que C(T) = C(I), y por lo tanto la tltima igualdad
en (3.1) implica que
MMFC (p)MFC (p)lr, 7 = Prin(P) Y. Pray(P)Zomn (V)
Tec(I)

=Prun(P)Zemn(J) Z P r(r)(P);
TeC(I)

(3.2)

ahora aplique el Lema 2.1 del Capitulo 3 para concluir que
> Prmp)=1p=1
Tec(D)

donde la segunda igualdad se debe a que p es un vector probabilistico. Por lo

tanto, (3.2) equivale a

M (p)MTC(p)]1, s = Pruy(P)lom(J) = M€ (p)]1, 15

note que la segunda igualdad se desprende de la Definicién de la matriz mre
(vea la expresién (5.1) en el Capitulo 5). Como los indices I y J son miembros

arbitrarios de {1,2,...,k}, se concluye que (]MFC)2 — MFC, estableciendo la
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idempotencia de la matriz MY mientras que el resultado correspondiente a MCF

se demuestra de forma similar.

(41) Para cada I € {1,2,...,k}, la I-ésima componente de M€ (p)p es

k

[M7C(p)p], = > MIG(p)ps
J=1
k

=Y Ppn(P)Zen (s
J=1

K
=Prn(P) Y, Iow(I)ps
=1

=Ppn(P) Y, PJ

Jeo(l)
=Prn(P)Pcn(p)

donde se utilizé la ecuacién (4.1) establecida en el Capitulo 3 para obtener la altima
igualdad. Por otro lado, de acuerdo a la definicién de la funcién de comparacion,
se tiene que fr(p) = pr — IPF(I)(p)IPC(I)(p), de manera que la anterior expresion
desplegada es equivalente a []MFO(p)p]I = pr — f7(p) = [p — f(p)]1, y entonces
]MFC(p)p = p — f(p), pues el indice I en este argumento es un miembro arbitario
del conjunto de categorias; la ecuaciéon MCF (p)p = p—f(p) se demuestra siguiendo

las mismas ideas.

(¢17) Combinando el Teorema 5.3 del capitulo precedente con la parte (iz), se

obtiene
Df(p)p = [I - M"(p) - M“"(p)]p

=p— M “(p)p - M““(p)p
=p—[p—f(p)]-[p—1f(p)
- =2f(p) - p-
(iv) Las ecuaciones establecidas en este apartado se obtienen combinando las partes

(43) y (443), con el hecho de que la independencia de los rasgos asociadas a las

particiones Fi, Fy,...,Fr y C1,Ca,...,Cs, equivale a la igualdad f(p) = 0. 0

““““
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En los siguientes dos lemas se establecen propiedades de productos que

involucran a las cuatro matrices MYY(p), M“¥(p), D(p) y Df(p).

Lema 3.2. Bajo la condicién f(p) = 0, las siguientes afirmaciones (z) y (é1) son

véalidas:

(2) Sea 1 el vector k—dimensional cuyas componentes son todas iguales a uno. En

este caso,

MFC(p)MCF(p) — p]ll y MCF(p)MFC(p) — p]l'. (33)

(z¢) Las matrices M (p)ID(p) v MEF (p)ID(p) son simétricas, esto es,

M (p)D(p) = D(p)M"“(p) 5
MF (p)D(p) = D(p)M* (p)’
Demostracién. (i) De acuerdo a la definicién de las matrices M7C(p) y M (p)

estipulada en la ecuacién (5.1) del Capitulo 3, se tiene que la componente (I, .J)

del producto ]MFC(p)]MCF(p) estd dada por

- B0

(M (p)M T (p)]; M} G (p)MG 5 (p)

P rn(P)Zon(@)Pc)(P)Ir)(J)

O
ﬂl

= Y Prapy(P)Po)(P)Tre)(V)
Qec(D)

donde se utilizé que Io(n(Q) =1 si Q@ € C(I), mientras que T (Q) = 0 de otro
modo. Note ahora que C(Q) es el dnico conjunto en la particién Cy,Co,...,C5

que contiene a @, de tal forma que C(Q) = C(I) cuando @ € C(I). Luego,

IMPC ()M T (p)], ;= > Proy(P)Po@(®Ir@(7)
Qec()

> Proy(P)Pemn(P)Ir@)(])
QeEC(I)

=Py (P)Pcown(p) Z Ir)(J)
QeC(I)

i
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y debido a la igualdad ZQEC’(I) Iro)(J) =Tae,..1y(J) =1, la cual fue estable-

cida en el Lema 2.1 del Capitulo 3, se obtiene

(MPC(p)M T (p)];, ; = Prn(P)Pcw)(P) > Irey(J)
Qec(I)

=Pru(P)Pcou(P);

sin embargo, la condicién f(p) = 0 equivale a p; = Pp(r) (p)Pc(r)(p) para todo
I, de manera que, bajo el supuesto de independencia de los rasgos de interés, se

tiene
M7C(p)MT (p)], ;=pr=[pl]r,s paratodo I,J =1,2,....k.

Luego, []MFC(p)]l\/ICF(p)] = pl', mientras que la ecuacién[]l\/ICF(p)]MFc(p)] =

I 7 . .
pl se establece a través de argumentos similares.

(i1) Note que bajo el supuesto p; = Pr(P)Per)(p), se tiene, para todos los
indices I,J € {1,2,...,k}, que

k
)M (p)],, = > D(P),eMg(p)
Q=1

= D(p)r, 1M{ 5(p)'

= prMJ7S(p)

=piPrn(P)Tewy()

=P r(P)Pon(P)P rn(P)Zen ()

Para continuar observe que

Pon(®)®)Zew(I) = Pouny(P)(P) o (J)- (3.6)

En efecto, cuando Zo(s)(I) = 1, se tiene que I € C(J), y entonces C(I) = C(J)
v Zoy(J) = 1, de manera que (3.6) se reduce a Pey(p)p) = Pon(p)P)s
igualdad que es cierta. Por otro lado, cuando Z¢(y)(I) = 0 el indice I no pertenece

a C(J), y entonces J ¢ C(I), de manera que TIen(J) = 0, por lo que en esta
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situacién (3.6) equivale a 0 = 0. Combinando ahora (3.5) con (3.6) se desprende

que

[]D(I))MFC(I)),] IJ

de donde se desprende que []D(p)MFC(p)'] =

=Pr(P)Pcry(P)Prn(P)Zon(l)

=Prun(P)Pcn(P)Pru(P)lem(J)

= (Prn(P)Zow(J)) (Pon(P)Prn(p))

=M[5(p)ps (pues ps=Prn(P)Pcy(p))

= MFC( )ID(P) s, 1

= ZIM 2(P)D(p

= [MFC(p)ID(p)] 1,7

otra igualdad en (3.4) se demuestra de manera similar.

Lema 3.3. La siguiente expresién es valida:

Df(p)D(p)Df(p) = I -

MFC(p) -

M°F(p)D(p) + 2pp'.

[MF€(p)ID(p)], mientras que la

(]

Demostracién. Utilizando el Teorema 5.1 del Capitulo 3, se obtienen las igual-

dades
Df(p)D(p)Df(p)’
= [I - MP%(p) — MEF(p)|D(p)[T — M"“(p) - M“"(p)/
— [I- MP(p) — MEF(p)ID(p)[I — M “(p)’ — M°"(p)']
— [I - MP%(p) - MF(p)] x D(p) — D(p)M"(p)' — D(p)M""(p)]
v una aplicacién del Lema 3.2 (is) permite escribir
Df(p)D(p)Df(p)’
— [I— MTC(p) — M (p)] x [D(p) — D(p)M"(p)' — D(p)M“* (p)]
— [I- MF(p) — M°T(p)] x [D(p) - M““(p)D(p) — M*(p)D(p)]
— [1 - MFC(p) — MT(p)] x [T — MF(p) — M (p)ID(p)
= [I- M (p) - M“"(p)*D(p).

(3.7)
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A continuacién observe que
[T - M"(p) — M7 (p)]®
= [T - MF(p) - MF(p)] — [T - M"(p) - M (p)IM"(p)
— [1 - M"(p) - M (p)IM“" (p)
= [I - M7 (p) - MF(p)] — [M"(p) - M"C(p)* — M"(p)M"“(p)]
— [T (p) - MO (p)MF (p) — M"(p)’]

y utilizando las propiedades de idempotencia establecidas en el Lema 3.1(7), se

obtiene
- M7 (p) - M7 (p)]?
— [I - MPC(p) — M (p)] — [MTC(p) — M"(p) — M7 (p)M"“(p)]
— [MOF (p) — M (p)MT (p) — M (p)]
— [I - MFO(p) — MCF(p)] + M T (p)M"(p) + M"“(p)M T (p),

de tal forma que las igualdades en (3.3) implican
[T — M€ (p) - M (p))* = [T~ M"(p) - M“"(p)] + 2pT,

y combinando esta igualdad. con (3.7) se obtiene

Df(p)D(p)DE(p) = ([T - M7°(p) — M7 (p)] +2p1’) D(p).
= [I— M9 (p) - M7 (p)ID(p) + 2p1'D(p)

y observando que 1'ID P)= p’ se arriba a la conclusién deseada.
q
Idempotencia de W

Fn esta seccién se analiza la matriz de covarianza asintética del vector
aleatorio /nID(p)]~1/2£(X,,) considerado en la Seccién 2. Por conveniencia, la

expresién para dicha matriz se reproduce a continuacion:

W = [D(p)]""/2Df(p)[D(p) — pp'|DE(p) [D(p)] /> (4.1)
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Teorema 4.1. Bajo el supuesto de que los dos rasgos que dan origen a la clasifi-
cacién cruzada son independientes, se tiene que la matriz W en (4.1) es idempo-

tente.

El argumento que conduce a establecer este resultado utiliza una expresién
para la matriz W que es més simple de analizar que la igualdad (4.1). La de-

mostracién del teorema precedente utiliza los siguientes dos lemas.

Lema 4.1. Silas caracteristicas que determinan la clasificacién cruzada son inde-

pendientes, entonces

DE(p)[D(p) — pp'}DE(p) = [I - M (p) - M““(p)|D(p) +pp’  (42)

Demostracién. De acuerdo al Lema 3.1(iv) se tiene que Df(p)p = —p, v en-

tonces

Df(p)pp' DE(p) = [DE(p)pllp' DE(p)] = [DE(p)p][DEf(p)P] = [-P][-Pl' = pp’,

v la igualdad (4.2) se obtiene combinando esta relacién con la expresién obtenida

en el Lema 3.3. 0

Utilizando (4.2), es posible obtener una férmula alternativa para la matriz

W. Primero, es conveniente introducir la siguiente notacion.

Definicién 4.1. El vector p € R est4 definido mediante

n1 [vee
P2 _\/@_2_

™=
I

~

Pk Pk
Observe que [ID(p)]'/? = ID(P) (vea la Defincién 2.2 del Capitulo 2), y

entonces no es dificil verificar que

1'D(p)"/* =5, D(p)/*p =5, (4.3)
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mientras que

D(p)'/*p = p- (4.4)

Combinando las ecuaciones (4.1) y (4.2) se obtiene que, cuando los rasgos que

determinan la particién cruzada son independientes, entonces
W = D(p)~/? x (I - M"(p) - M (p)D(p) + pp') x D(p)~*/?
— I- D(p)~/*M"C(p)D(p)"/? — D(p)~/* M (p)]D(p)/?
+D(p)~/?pp'D(p)/?
= 1- D(p)"/*MF¢(p)D(p)"/? — D(p)~/*M¥ (p)D(p)"/?
+D(p)~"/*p[D(p)~/*p

y (4.3) implica que

W =1- D(p)" /> M (p)D(p)"/? — D(p)" /"M (p)D(p)"/* + BF'  (45)

Lema 4.2. Si las caracteristicas que inducen la particién cruzada son indepen-

dientes, entonces las siguientes afirmaciones (i)—(:11) son validas:
(i) D(p)~/2M"“(p)D(p)'/*W = 0;
(11) D(p) ™/’ MF (p)D(p)*W =0, y
(341) DP'W = 0.
Demostracién. (i) Utilizando la expresién (4.5) se desprende que
D(p)~/*M"“(p)D(p)'* W
= [D(p)"/*M*“(p)D(p)""?)
— [D(p)~/* M (p)D(p)/2D(p) /2 M* 7 (p)D(p)"/?
— [D(p) /2" O (p)D(p)/2)D(p) "M (p)D(p)/?

+ [D(p)~/*M " (p)D(p)'/*1BP’
(4.6)
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A continuacién se analizaran los tres dltimos términos en el lado derecho de esta
ecuacién. Observe que ID(p)/2ID(p)~*/? =1, de manera que
[D(p)~/2MF ¢ (p)ID(p)*/*D(p) ~/*M " (p)ID(p)"/*
= D(p) /M7 (p)M*“ (p)D(p)'/* (4.7)
= D(p)~/2MFC (p)D(p)"/2
donde la segunda igualdad se desprende del Lema 3.1(). Por otro lado, utilizando
(3.3) se desprende que
[D(p)~"/MF (p)ID(p) /2D (p)~/* M (p)ID(p)'/*
= D(p)~/*M"(p)M°* (p)D(p)'/*
= D(p)~"/*p1'D(p)"/*
y entonces (4.3) implica que
D(p) /M (p)D(p) /2D (p) ~/* M (p)ID(p)'/*
= [D(p)~"/?p] x [I'D(p)'/*]  (4:8)
= pp’
Considere ahora el dltimo término en el lado derecho de (4.6). Por medio de (4.4)

se obtiene
D(p)~*/2M"C (p)D(p)'/*pB’
— ]D(p)—1/2MFC(p) « []D(p)l/zf)] « f)/’
— D(p) /> M (p) x p xp' (4.9)
S ——

= ]D(p)_l/zp x P’ (vea el Lema 3.1(:v))

~~t

=Ppp
donde se utilizé (4.3) para obtener la tltima igualdad. Combinando (4.6)—(4.9)
se desprende que ]D(p)_l/ZIMFO(p)]D(p)l/ZW — 0, lo cual establece la parte (7),
mientras que el apartado (i4) se demuestra de forma similar. En este momento es

oportuno observar que la siguiente ecuacién, andloga a (4.9), también es valida:

D(p) /> MY (p)D(p)/*PD' = PP’ (4.10)
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(i7) La traza de ]D(p)—l/Z]MCF(p)lD(p)l/2 es 7.
Demostracién. (i) El argumento utiliza la propiedad bésica de la transformacion

lineal ‘traza’, a saber, si A y B son dos matrices cuyo producto esta bien definido

y genera una matriz cuadrada, entonces,
Tr[AB] = Tr[BAJ;

de hecho esta propiedad caracteriza, médulo una constante multiplicativa, a la
funcién traza (Hoffman y Kunze, 1975, Searle, 1982, Grossman, 1983). Utilizando

esta relacién se tiene que

Tr[]—D(p)—l/ZMFC(p)]D(p)l/Z] — TI[MFC’(p)]D(p)lﬂID(p)—-l/Z]
= Tr[M"° (p)]
=Y M7%(p)
I=1
k
=> PrrnPZen)
I=1

donde la tltima igualdad se debe a la definicién de MFY(p). Recordando que
C(I) es el miembro de la particién Cq,C2,...,Cs que contiene a I, es claro que

Io(I) =1, de tal forma que

k
Te[D(p)~/*M C (p)D(p)"/*] = > Prn(p)- (5.1)
I=1
Para calcular el lado derecho de esta igualdad, recuerde que Cy,Cy,...,Cs esuna
particién del conjunto de indices {1,2,...,k}, de manera que

Z Pp(P) = > Pr)(P)
=1

IeCLuC,U---UC;

=Y > Prpp)

m=1I1eC,,
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A continuacién, utilice el Lema 2.1 del Capitulo 3 para obtener que, para todo

m=12,...,s,

> Prpp)=1p=1,
IeCy,

y entonces la anterior igualdad desplegada permite concluir que Zl;=1 Prr(p) =

3* _, 1 =s; combinando esta igualdad con (5.1) se obtiene que

Tr[D(p) 2 M C(p)D(p)'/?] = s.

Este argumento demuestra la parte (i), mientras que (ii) se establece a través de

lineamientos semejantes. O

Demostracién del Teorema 2.2. La idempotencia de la matriz W fue estable-
cida en el Teorema 4.1, asi que para concluir la demostracién es suficiente verificar
que

Rango[W] = (r — 1)(s — 1). (5.2)

Para comprobar que esta igualdad es vélida, recuerde que la idempotencia de W
implica que Rango[W|] = Tr[W] (Hoffman y Kunze, 1975, Grossman, 1983, Searle,
1982). Teniendo en mente esta propiedad, y combinando (5.2) con (4.5) se obtiene,
a través de la linealidad de la funcién traza, que
Rango[W|] = Tr[W]
= Te{I] - Te[D(p) /"M (p)D(p)'/*]

(5.3)
— Te[D(p) "2 MF (p)D(p)"/*] + Tr[BP']

=rs—s—r+ Tr[pp'];
recuerde que el ntimero de categorfas de resultados es k = rs, y que la matriz
identidad tiene orden k x k, de manera que Tr[I] = & = rs. Por otro lado, de
acuerdo a (4.10), la matriz pp’ es idempotente, de manera que su traza coincide
con su rango; puesto que este ultimo es claramente uno, se tiene que Tr[pp'] = 1,

y entonces (5.3) implica

Rango[W] =rs —s—r+1=(r—1)(s = 1),
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concluyendo la demostracion del Teorema. O
El Procedimiento de Prueba

En esta seccién se utiliza el Teorema 2.1 para establecer la prueba Ji—
cuadarada en el andlisis de una tabla de contingencia, la cual permite probar
la hipdtesis de independencia de los rasgos que originan la clasificacién cruzada.
Como ya se ha mencionado, el supuesto de independencia se rechaza cuando el
vector f(X,) asume un valor que es ‘sustancialmente’ distinto de 0. El resultado
en el Teorema 2.1, sugiere una forma de formalizar esta idea: Como medida de la
Jongitud’ de £(X,), seleccione a H\/h‘]D(p)—l/zf(X'n)H, y rechace el supuesto de
independencia de los rasgos de interés cuando n\/ﬁ]D(p)‘l/ Zf(—in)HZ > @, donde

la constante G es tal que, si los rasgos de interés son independientes, entonces

j2 U\ﬁm(p)—l/zf(in)”z > G} = a,

donde o es el nivel de significancia deseado; por el Teorema 2.1, seleccionando
G=x2. (r—1)(s=1)" la probabilidad en la anterior igualdad serd aproximadamente
igual a «, al menos cuando el tamafio de la muestra n sea grande. Asi, en primera
instancia, un procedimiento para probar el supuesto de independencia de los rasgos

de interés, podria formularse como sigue:
Rechace Hy: f(p) = 0 cuando ”\/h_]D(p)‘l/zf(—)—{—n)H2 > X2 (re1) (=1

Sin embargo, hay una dificultad que emerge de inmediato al reflexionar sobre esta
propuesta, a saber, el término a la izquierda de la desigualdad no es un estadistico,
pues involucra al vector p, el cual se desconoce. Por lo tanto, después de realizar el
experimento, el observador no podré evaluar la cantidad H\/ﬁ]D(p)'l/ ’f (X—n)uz, y
tampoco podré decidir si excede al percentil 2. (r—1)(s—1)" Sin embargo, ya se ha
demostrado en el Capitulo 2 que el vector X, es un estimador consistente de p, de

manera que el observador puede, razonablemente, sustituir p por Xn, y adoptar
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la siguiente regla de decisién:
Rechace Ho: f(p) = O cuando H\/T_TTID(Xn)—l/zf(.Xn)Hz > X?x:(r—l)(s—l)' (6.1)

Esta es la prueba Ji-cuadrada para probar la independencia de las caracteristicas
de interés que originan la clasificacén cruzada. Una pregunta importante que surge
de inmediato, es si acaso la probabilidad de rechazar Hy con el procedimiento (6.1)
es, aproximadamente, igual a o, de manera que método determine una prueba cuyo
tamafio asintético sea el estipulado. El siguiente teorema muestra que, efectiva-

mente, este es el caso.

Teorema 6.1. Bajo el supuesto
H()i f(p) = 0,

[VAD 26K | = () DE ) > Xy (62

Consecuentemente, para cada a € (0,1),
lim P [nf(’xn)'m(’in)—lf(in) > 2, (T_l)(s_l)] ~a (6.3)

La demostracién de este resultado involucra la nocién de acotamiento en
probabilidad enunciada en el Capitulo 2, y por claridad, primero se establecen los

prerrequisitos necesarios en el siguiente Lema.

Lema 6.1. Paral =1,2,...,k, sea £;(X,,) la componente I de la funcién de com-
paracién f evaluada en X, v sea X 5,1 el I-ésimo elemento de la media muestral

X

(1) Para cada indice I, la sucesién de variables aleatoria {nf(X,)?} es acotada en

probabilidad; vea la Definicién 4.1 en el Capitulo 2.

(i1) Conforme n tiende a oo,

>
3

—
3
h—
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P . oy
donde ‘—’ representa ‘convergencia en probabilidad’.

Consecuentemente,
X )2 X \2
(i17) (X))  fXa) P
XnI Pr
y
. n o —-n —
= Xn1 = P

Demostracién. Primero observe que

[VADE) 24K, = (X)) D) E(K,)

- k £1(X,)? (6.4)
_n; X,
y similarmente,
2 k X )2
|vaD @) 24(X.)| Z”ij(in) . (6.5)
I=1

(1) Observe que para cada I € {1,2,..., k} vy K > 0, la igualdad (6.5) implica que

I X )2
an(X")

P[nfi(X,)’ > K| =P > K]
| pr

<Piny f(Xn)" K] (6.6)

= P

—p -H\/E]D('ﬁ)_lﬂf(fn)“z > K]
L

A continuacién, sea Y una variable aleatoria con distribucién X%r—l)( s—1) ¥ dada
¢ > 0, seleccione un nimero K(¢) tal que P[Y > K(e)] < e/2. Debido a que

H\/h_]])(ﬁ)‘l/zf(fn)H2 2, v, por el Teorema 2.1, se tiene que

£

lim P [H\/H]D(ﬁ)_lﬂf(fn)’r > K(s)} = P[Y > K(e)] = 5

de tal manera que, para algin entero positivo N,

P [“\/—ﬁ]D(ﬁ)—lﬂf(Xn)“Q > K(e)] <eg, sin > No;
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en este caso, (6.6) implica que
P [nf;(X,)? > K(¢)] <¢, cuandon > N,

de donde se desprende que {nf7(X,)?} es una sucesién acotada en probabilidad.

(ii) Utilizando el Teorema 2.1 y el Lema 4.2 del Capitulo 2, se desprende que

~ P
Xn,I‘_>p17

y entonces el resultado general de invarianza presentado en el Teorema 3.1 del

. , . 1 p 1 i
mismo capitulo, implica que = ———, lo cual equivale a
n, I pI
1 1
- = Eo
Xn, I PrI

(1i4) Combinando las partes (i) y (i¢) con el Lema 4.3 del Capitulo 2, se obtiene

< \2 T \2
nf(X,)? [_Tl_ B i] _ nfLXn) ~ nf(Xn) P,
Xnr pr XnI pI

estableciendo la parte (iii), y entonces la parte (iv) se obtiene utilizando el hecho
de que la suma de las varibles aleatorias que convergen a cero en probabilidad,

también tiene esta propiedad. O

Demostracién del Teorema 6.1. Note que
H\/ﬁID(X_n)‘l/zf(X_n)H2 =Zn+ H\/’ﬁlD(p)—l/zf(‘)‘in)“2 , (6.7)

donde
7o = |VAD )21~ [vime) )|

Por el Lema anterior, ZH—LO, mientras que
—1/2¢/3F 2 D o
|vam@) 26X 7 abene-n;

por el Teorema 2.1. Luego, (6.7) implica que ||\/ﬁ]])(x—n)_1/2f(_)€n)l‘2 2, 0; vea,
por ejemplo, Ash(1975). O
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Discusién. En esta seccién se ha formulado la prueba Ji-cuadrada para probar
el supuesto de independencia de las caracteristicas de interés que inducen una
clasificacién cruzada. El andlisis realizado utilizé la notacién vectorial en vez de
la matricial que involucra dobles subindices; vea el Capitulo 5. Sin embargo, el
registro de las frecuencias en forma de una matriz ‘de contingencia’ es practica
comun y conveniente, por lovcual es oportuno enunciar la prueba (6.1) en términos
de la notacién matricial. Si N;, j es la frecuencia con que los datos observados se
ubican en la celda (4,j) de la matriz de contingencia, y denote mediante N; 1 y
N4 j ala suma de las frecuencias observadas en la i—ésima fila y en la j—ésima
columna, respectivamente. Si el indice [ corresponde a la pareja (4,7), entonces

no es dificil ver que

— N; — Ny ;
Prn(Xn1) = ——;;j17 Pon(Xnr = ;;’]-

Debido a que X, 1 = 2Y4J cuando el indice I estd asociado a la pareja (1,7), se
n

o Nij (Ni+\ (Nt
-2 (59) (%),

|vADX.) (%)

desprende que

Luego,

! (X)) DX E(Xn)
B F(X,)?
_nz Xn,]

I=1

r s Nz N ) 2
=YY (e - )

im1j=1 Y
y (6.1) es equivalente al siguiente procedimiento de prueba:

Rechace el supuesto de que los rasgos de interés que inducen la

clasificacién cruzada son independientes, si y sélo si

r s 1 Ni,+N+,j 2 ) .
ZZ N; <Ni’j o n > Xa; (r=1)(s—1) (6'8)

i=1j=1"%J
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Conclusion

En este capitulo se estudié la prueba Ji—cuadrada para probar la indepen-
dencia de las caracteristicas que dan origen a una clasificacién cruzada de datos. El
analisis realizado contiene la principal contribucién técnica de esta tesis, a saber, la
determinacién, por métodos algebraicos, del ntimero adecuado de grados de liber-
tad que se utilizan en la prueba, la cual fue enunciada en (6.1) utilizando notacién
vectorial, y en (6.8) empleando la notacién matricial que, por su conveniencia, es

ampliamente utilizada en las aplicaciones.



Capitulo 5
Epilogo

En esta trabajo se han estudiado dos problemas fundamentales en el
andlisis de datos categéricos, a saber, la valoracién del ajuste de una muestra
de una distribucién multidimensional de Bernoulli a un pardmtero especifico, y la
construccién de una prueba para la hipétesis de independencia de las caracteristicas
que inducen una clasificaciéon cruzada.

La exposicién formal inicié con una presentacién rigurosa de diversos re-
sul-ta-dos bésicos sobre las ideas de convergencia en distribucién y probabilidad
para una sucesién de vectores aleatorios, en la cual se enfatizaron las propiedades
de invarianza; el analisis detallado que se desarrollé en el Capitulo 2 mostro la
importancia que, desde una perspectiva fromal, tiene la nocién de acotamiento en
probabilidad. Los result ado§ obtenidos permitieron abordar el problema de bondad
de ajuste, y establecer la correspondiente prueba Ji—cuadrada. Ademds, a través
de la dualidad entre pruebas de hipétesis y regiones de confianza, se construyeron
intervalos de confianza simultdneos para funciones lineales del pardmtero de una
distribucién multidimensional de Bernoulli; el enfoque seguido en esta parte del
trabajo siguié las ideas que se emplean en el desarrollé del método de Scheffe, el
cual es una técnica bien establecida en el estudio de modelos lineales.

En el Capitulo 3 se introdujo la nocién de clasificacion cruzada de datos
por medio de dos caracteristicas de interés, y se planteé la hipétesis de indepen-
dencia de los rasgos que originan dicha clasificacion por medio de una funcién de
comparacién, la cual, de manera natural, se convirtié en el objeto central de estu-
dio de esta trabajo; se ejemplificé de manera detallada su construccién, asi como

el céleulo de la correspondiente matriz derivada.
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Posteriormente, en el Capitulo 4 se presenté la principal contribucién
técnica de esta tesis, a saber, la determinacién algebraica del niimero de grados
de libertad en la prueba Ji-cuadrada para el supuesto de independencia de los
rasgos de interés de una tabla de contingencia. El estudio que se realizé sobre este

aspecto, implicé un andlisis matricial detallado.
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