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Capitulo 1
Perspectiva

En este capitulo se exponen los objetivos generales de esta tesis, y la
forma en que se ha organizado la presentacién del trabajo realizado. La intencién
fundamental es destacar la importancia que los problemas abordados tienen en el

proceso de modelar una serie de tiempo, asi como en la elaboracién de prondsticos.
Introduccién

El objeto de estudio de este trabajo es una sucesién de variables aleatorias
que son observadas secuencialmente, las cuales se denotan mediante {X;} y con-
forman un proceso estocastico (Brockwell y Davis, 1991 y 1995); debido a que el
{ndice ¢ se interpreta como el momento en que el valor z; asumido por X; serad ob-
servado, a dicha sucesién también se le refiere como serie de tiempo, terminologia
que se adoptaré en lo sucesivo. En la actualidad, son inumerables los datos que se
generan de manera cotidiana, y que pueden interpretarse como los valores que las
componentes de una serie de tiempo asumen. Por ejemplo, cada dia se hace piblico
el tipo de cambio del peso frente al dolar norteamericano u otra divisa, quincenal-
mente se reporta el indice inflacionario, mensualmente se hace piblico el monto
de las exportaciones e importaciones, a diario se informa sobre el precio del barril
del petréleo en el mercado internacional, y los medios de comunicacién reportan
regularmente las cifras sobre la incidencia de delitos. Ejemplos similares de flujo
de informacién se presentan en cada dmbito de la actividad humana y son abun-
dantes en la época acutal. En cada caso, lo que se tiene es una sucesién de valores
T1,T2,.--, Tty ¥ la idea fundamental en el enfoque de series de tiempo, es in-

terpretar dichas sucesiéon como una realizacién particular de una serie de variables



aleatorias X1, Xa,...,X,,... definidas en un mismo espacio de probabilidad.
Dada una serie de cifras zy,22,...,2,,... que para un observador son

relevantes, los problemas fundamentales son dos:

e Entender su estructura, es decir, averiguar si existen relaciones entre observa-
ciones registradas en momentos distintos, a partir de las cuales sea posible estable-

cer un modelo simple que ‘explique’ la evolucion de las cifras.

e Formular prondsticos sobre el valor que asumiran los datos futuros, cuestiéon que,
invariablemente, es interesante e importante

Sobre estas cuestiones trata el presente trabajo, y abordarlos constituye
una tarea tan apasionante como la trascendencia que tienen los problemas consi-
derados. Como se verd mads adelante, la incursién en el area de series de tiempo,
también representa una oportunidad de conjuntar técnicas de diversas dreas dentro
de estadistica matemaética, como &lgebra lineal, teoria de funciones de variable

compleja, andlisis de Fourier y teoria estadistica en general.
Objetivos

Como ya se ha mencionado, uno de los temas que se abordaran en esta
tesis est4 relacionado con la construccién de pronédsticos. Considere, por ejemplo,
el instante k en el cual ya se han observado los valores z1, €2, . ..,z asumidos por
las variables X1, Xs,...,X;. El problema de prondstico consiste en utilizar los
datos observados para emitir ‘una aproximacién’ al valor que asumira la variable
Xi41. En general, la formulacién de un prondstico implica una fuerte carga com-
putacional que se incrementa conforme el nimero de observaciones crece. Por esta
razén, es importante que un método de pronéstico utilice los célculos realizados
con anterioridad para simplificar la elaboracién del siguiente prondstico, esto es, es
de gran importancia que un método sea de naturaleza recursiva. Por ejemplo, al
emitir un prondstico para la observacién que tendré en el instante 102, este debe

elaborarse en base a las 101 observaciones disponibles, pero un método recursivo



aporvechard los cdlculos realizados cuando sélo se tenfan 100 datos para simplificar
la tarea. Uno de esos métodos recursivos es el denominado algoritmo de innova-
ciones, en cuyo andlisis se centra la primera parte de este trabajo, el cual persigue

alcanzar el siguiente proposito:

o Establecer una relacién entre el algoritmo de innovaciones y el procedimiento
algebraico de ortogonalizacién de Gramm-Schmidt, demostrando rigurosamente

la validez del método de prénostico.

Por otro lado, una idea fundamental dentro de la estadistica es aplicar
una transformacién a un objeto aleatorio determinado, con el propésito de obtener
una familia de distribuciones dentro de la cual sea plausible encontrar una que
describa ‘adecuadamente’ a un conjunto de datos. En el caso que nos ocupa los
objetos aleatorios son procesos estocésticos estacionarios Xy, para los cuales sus
rasgos esenciales, desde la éptica de segundo orden, son su funcién de medias
y de autocovarianzas, sobre las cuales se supone que la estructura correspondi-
ente permanece invariable al transcurrir el tiempo. El propésito en esta direccién
es analizar propiedades algebraicas de las transformaciones denominadas filtros,
las cuales transforman un proceso estacionario en otro que también tiene dicha

propiedad, de manera especial, se pretende alcanzar los siguientes objetivos:

o Determinar rigurosamente la relacién entre el problema de aplicar dos filtros en

forma sucesiva, y la operacién de multplicar series de potencias.

e Demostrar que un filtro tiene un inverso siempre que su serie de potencias corre-
spondiente no se anule en el disco unitario, y expresar el filtro inverso en términos

del reciproco de la serie de potencias asociada al filtro orignal;

e Caracterizar los filtros invertibles en términos de series de potencias, y utilizar el
resultado obtenido para proporcionar una demostracién de la existencia de procesos

ARMA.

El tipo de procesos referidos en el objetivo precedente es de gran impor-
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tancia en las aplicaciones de la teoria de series de tiempo (Anderson, 1981, Wei,

1990, Box y Jenkins, 1970).
Organizacion del Material

Para alcanzar los objetivos propuestos, el trabajo subsecuente se ha orga-
nizado de la siguiente manera: La exposicién inicia en el Capitulo 2 presentando
la idea de proceso estacionario desde la perspectiva de segundo orden. De mane-
ra especial, se enfatiza el hecho de que, a pesar de que los datos observados en
las aplicaciones no pueden generalmente pensarse como realizaciones de un pro-
ceso que satisface la condicién de estacionaridad, generalmente es posible realizar
una transformacién que conduzca a resultados importantes a partir del andlisis
de una serie estacionaria. En el Capitulo 3 se aborda el problema de construir
pronésticos para una serie de tiempo desde una perspectiva de segundo orden.
Bajo el supuesto de que la serie considerada tiene media nula, se analiza la relacién
que existe entre el procedimiento de Gramm-Schmidt, y el Algoritmo de innova-
ciones, demostrando rigurosamente la validez de éste dltimo. Posteriormente, en
el Capitulo 4 se introduce la clase de operadores denominados filtros lineales, los
cuales actian transformando una serie de tiempo en otra, de tal forma que en
el proceso de cambio se preserva el rasgo de estacionaridad. En el Capitulo 5 se
estudian dos problemas bésicos del algebra de filtros lineales, a saber, determinar
la composicién de dos filtros, y encontrar condiciones suficientes para que un filtro
sea invertible, estableciendo el lazo existente entre estos problemas y la teoria de
funciones analiticas. Finalmente, la presentacién culmina en el Capitulo 6 con

algunos comentarios breves.



Capitulo 2
Procesos Estacionarios

En este capitulo se introduce la nocién de serie estacionaria desde la pers-
pectiva de segundo orden, esto es, enfatizando la estructura de momentos de orden
menor o igual a dos asociada a las variables que conforman el proceso, y se discute

brevemente el desarrollo del trabajo en los siguientes capitulos.
Introduccion

El objeto de estudio en este trabajo es una sucesién de variables aleatorias
{X:}, donde el indice t se interpreta como ‘el tiempo’, y asume valores enteros,
mientras que el valor de X; se observa en el ‘instante’ t. Una premisa formal
bésica, es que todas las variables aleatorias consideradas se encuentran definidas
en un mismo espacio de probabilidad—y este caso la sucesién {X;} se denomina
un proceso estocastico—supuesto que esté en correspondencia con el hecho de que
todas las X; se asocian al mismo fenémeno. Debido a que el indice ¢ se identifica
como ‘tiempo’, es comin referirse al proceso {X;} como una serie cronolégica, o
serie de tiempo, terminologia que se adoptara en lo sucesivo.

Esta nocién de serie de tiempo es sumamente genral y en el desarrollo
de la teoria se restringe la atencién a una clase de procesos estocasticos cuyas
propiedades no se alteran conforme las diversas variables son observadas, enfati-
zando la idea bésica de serie estacionaria (proceso estacionario) en el sentido de
segundo orden. La organizacién del material es la siguiente: En la Seccién 2 se
introduce formalmente la idea de proceso estocéstico, centrando la atencion en las
series estacionarias en la Seccién 2, para las cuales la media de las variables que

la conforman, asi como las covarianzas entre pares de variables, no se alteran al
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trasladar el indice de tiempo; en este punto se introduce la idea central de funcién
de autocovarianza. En la Seccién 4 se abordan los problemas de estimacién para
el valor esperado de las variables que conforman un proceso estacionario, y para
los valores de la funcién de autocovarianza de la serie, mientras que la exposicién
concluye en la Seccién 5 con una descripcion panoramica del desarrollo posterior

de este trabajo.
Procesos Estocasticos

El propdsito de esta seccién es discutir la nocién de serie de tiempo o

proceso estocastico, alrededor de la cual gira el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico {X;} es una familia de variables aleatorias

definidas en un mismo espacio de probabilidad (Q,F, P).

En este trabajo, se supone que el indice ¢ representa el tiempo, y que la
variable X; se observa en el momento ¢. Ademds, el subindice ¢ asume cualquier
valor entero, de tal forma que si el momento actual es ¢, X, ya fue observada

previamente si s < ¢, mientras que para s > t, X, serd registrada en el futuro.

Los propésitos basicos del anlisis de series de tiempo son dos, a saber, (2)
utilizar los datos observados hasta el tiempo n, esto es, 1, 2, . .., &n, para formular
inferencias sobre las propiedades de las variables X, 41, Xnt2,... cuyos valores se
observardn en el futuro, y (i) Construir un modelo que describa adecuadamente
los datos observados. Como ya se ha mencionado, este trabajo trata sobre el
problema de prondstico para una serie de tiempo general asumiendo que ésta tiene
media constante, la cual sin pérdida de generalidad puede suponerse nula, y ademas
se analiza un instrumento, denominado filtro (lineal), que permite generar una
familia de modelos a partir de una serie de tiempo muy simple, denominada ruido
blanco, la que serd introducida en la siguiente seccién. De manera general, los

argumentos que se utilizan para abordar los temas de este trabajo, se ubican dentro



de la categoria de ‘segundo orden’, lo cual significa que los modelos y métodos
dependen sdlo de caracteristicas que pueden expresarse en términos de momentos
de las variables aleatorias X; de orden menor o igual a dos; como se supone que
cada variable aleatoria tiene media nula, esto equivale a centrar la atencién en las

covarianzas de las componentes del proceso, esto es, en la funcién K dada por

K(s,t) = Cov [X,, X¢]. (2.1)

La Optica de Segundo Orden

En esta seccién se introduce formalmente la nocién de proceso estacionario
en el sentido de segundo orden—idea a la que también se le conoce con estacionar-
idad débil— la cual permite utilizar ideas geométrico—algebraicas en el analisis de

series de tiempo.

Definicién 3.1. Un proceso estocético { X} es débilmente estacionario si satisface

las siguientes condiciones:
(1) E[X?] < oo para todo t, y

(41) Para todos los indices s y t, y para todos los enteros h,

E[X{ = E[Xtt1], v Cov[X,,Xe] = Cov[Xepn, Xetn]. (8.1)

En otras palabras, un proceso {X;} es estacionario en el sentido débil, si
todas sus variables tienen la misma media, y la covarianza entre dos variables del
proceso depende sélo de la diferencia entre sus indices; por ejemplo, la covarianza
entre X; v X5 es la misma que la que existe entre X1 y X6, pues 5—1=16—12 =

4.

Observacién 3.1. En este trabajo, el adjetivo estacionario aplicado a un pro-

ceso estocatico {X;} significa que la serie es débilmente estacionaria; otra idea de
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estacionaridad, la cual es mucho mds restrictiva y no es frecuentemente utilizada
en el estudio de series de tiempo, es la nocién de estacionaridad estricta: Una
serie {X,} es estrictamente estacionaria, si para cada entero positivo n y para
cada entero h, los vectores (X1,Xa2,...,Xn) ¥ (Xi4hs Xo4h,. .., Xnyn) tienen la
misma distribucién. Este concepto impone una fuerte restriccion sobre la estruc-
tura probabiliistica de la serie observada, y suponiendo que las variables X; tienen

segundo momento finito, una serie estrictamente estacionaris es, necesariamente,

débilmente estacionaria (Brockwell y Davis, 1991 y 1996, Polendo—Luis, 1999).

Para procesos estacionarios, la funcién de covarianza en (2.1) adopta una

forma mucho més simple.

Definicién 3.2. Sea {X;} una serie (débilmente) estacionaria. La correspondiente

funcién de autocovarianza se define mediante

yx(h) = Cov [X¢, Xe4n], h=0,£1,£2,.... (3.2)

Note que la expresién anterior para yx(h) estd bien determinada, en el
sentido de que si s es cualquier otro indice, entonces yx(h) = Cov [X¢, Xeyn] =
Cov [X,, X1 4], pues para un proceso estacionario, la covarianza entre dos variables

X, v X, depende solamente de la diferencia entre p y g. En particular,

Cov [Xs, X¢] = vx(t — 3). (3.3)

A continuacién se proporcionan dos ejemplos de series estacionarias. El
primero de ellos es el méas bésico, y es el tipo de procesos sobre los cuales se

construyen importantes modelos en la teorfa de series de tiempo.
Ejemplo 3.1. Sea {Z;} una sucesién de variables aleatorias con segundo momento
finito, y suponga que, para todo t, E[Z{] =0 y E[Z?] = 0? > 0, donde ¢ es

un nimero positivo dado, mientras que Cov [Z;, Zs] = 0, s + t. Esto significa
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que las variables aleatorias tienen media nula, varianza constante ¢ y son no
correlacionadas. Una sucesién con estas caracteristicas se denomina ruido blanco

con ‘pardmetros’ 0 y o2, y se escribe
{Z,} ~ WN(0,07).

No es dificil verificar que un ruido blanco es una serie estacionaria. Con esta
finalidad, note que para todo s, t y h, Cov [Z,, Z;] = Cov [Zs4h, Z1+n] = 0 cuando

s # t, mientras que
Cov [Zy, Zs] = Var [Z4] = 0® = Var [Zisn] = CoV [Zi4h, Zeth],

Luego,

2, sit—s=0
coviznzl={5" 51150

igualdad que muestra que la covarianza entre dos variables Z; y Z, depende sdla-
mente de la diferencia t — s. Puesto que todas las variables Z; tienen media
nula, se desprende que el proceso {Z;} es estacionario. Note que la funcién de
autocovarianza correspondiente al ruido blanco esta dada por

o2, sih=0
v2(h) = {o, si h#0,

. s N . . , 2
y que si la sucesién {Z;} es i.i.d., con media cero y varianza comun ¢, entonces

{Zt} ~ WN (0, 0'2). O

Ejemplo 3.2. Suponga que {Z;} ~ WN (0, 0?) y defina un nuevo proceso me-

diante

Xt = Zt - 2Zt-1-

En este caso, {X;} es una serie estacionaria. En efecto, EXy)| =E[Z:—2Zi4]) =
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E[Z] — 2E[Z;_,] = 0 para todo ¢, mientras que
Cov [Xs, Xi] = Cov [Zs — 2Zs—1, Zt — 2Z1_1]
= Cov[Zs, Z¢) — 2Cov [Zs—1, Zi]
— 2Cov [Zs, Zo—1] + 4Cov [Zs—1, Z11]
— 2t = 5) — 2yt — (s — 1)) — 292((t = 1) — 5)
+drz((t-1) = (s - 1))

:=57Z(t‘53)-27z(t——34-1)——27z(t—-1——3),
donde se ha utilizado (3.3) para el proceso {Z;}. Este argumento muestra que la

covarianza entre X; y X, depende sélo de la diferencia t — s, y entonces {X;} es
una serie estacionaria, y
yx(t —s) = Cov [X,, Xi]
=5yz(t —8) —2vz(t —s+1) —27z(t — 1 —s)
Por lo tanto, yx(h) = 5y(h) — 2y(h-+'1) — 2y(h — 1), y de forma explicita, el

resultado del Ejemplo 3.1 muestra que

5, sih=0
yx(h) = { -2, sih=+#l1
0, en otro caso.

O

Para concluir esta seccién se establecerdn las propiedades basicas de una

funcién de autocovarianza.

Lema 3.1. Sea vx(-) la funcién de autocovarianza de una serie estacionaria {X;}.
En este caso, las siguientes propiedades son validas.

(i) vx(0) = Var [X] para todo t;

(21) |yx(h)| < vx(0) para todo A;

(i) yx(h) = vx(=P)-

(iv) La funcién vx(+) siempre es no negativa definida, esto es, para todos los enteros
positivos n y para todas las constantes a1, az,...,an,

S i - i)ay 2 0. (35)

i=1 j=1
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(v) M4s atin, suponga que ninguna combinacién lineal de las variables X; pro-
duce una variable aleatoria constante. En este caso, si el vector [ay,as,...,a,] no

es nulo, la desigualdad es estricta en (3.5), esto es, la funcién vx(-) es positiva

definida.

Una demostracion de ese resultado puede encontrarse, por ejemplo, en

Anderson (1981), Polendo-Luis (1999), o en Brockwell y Davis (1991 y 1996).
Estimacion de la Media y la Funcién de Autocovarianza

Los rasgos esenciales del proceso (débilmente) estacionario {X:} son el
valor esperado de las variables que conforman la serie, y la funcién de autoco-
varianza yx(-). Sin embargo, excepto para series obtenidas en simulaciones com-
putacionales, estos rasgos de la serie no son conocidos en las aplicaciones, y en esta
seccién se aborda el problema de estimacién para dichos parametros. Si p denota
la esperanza comuin de las variables X, un estimador ‘razonable’ de este parametro
en el tiempo n, es la media muestral X, de los datos X;, X»,..., X, obtenidos
desde el inicio del proceso de observaciones. Es bien conocido que X ,, es un esti-
mador insesgado de p, y el resultado que se enucia en el Teorema 4.1 més adelante,

establece la consistencia de este estimador bajo condiciones bastante generales.

Ademsis de la media comin de las variables que lo conforman, la otra
caracteristica esencial de un proceso estacionario {X:} es la funcién de autocova-
rianza yx(+). Una manera natural de estimar dicha funcién por medio de los datos

observados hasta el tiempo n se introduce a continuacién.

Definicién 4.1. Sea {X;} una serie de tiempo estacionaria. La funcién de auto-
covarianza muestral en el tiempo n se denota mediante 4x(-) y se define mediante

la siguiente expresidn:

1 n—|h|

—~ — Z (-Xt—|—|h| —Yn)(.Xt —yn), Si |h| < n,
Fx(h)=q n =

0, si |h| > n.
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Teorema 4.1. Suponga que la funcion de autocovariana de un proceso estacionario

{X:} es absolutamente sumable, esto es,

Y hk) <oo
k

En este caso, X,, y 7(+) son estimadores consistentes de p y vx(:). Més precisa-
mente, conforme el niimero de observaciones n tiene a 0o, para cada € > 0 se tiene
que

lim P[|Xn—p|>e] =0,

n—oo

mientra que para cada entero h,
Tim P (k) - 7x(h)] > €] = 0.

Los detalles del argumento que conduce a establecer este resultado pueden
encontrarse en Box y Jenkins (1970), Anderson (1981), y en Cavazos-Cadena
(1994).

El Desarrollo Subsecuente

El propésito de esta seccién es describir, de manera breve, el alcance y la
importancia de los problemas que se considerardn en los siguientes capitulos. El
primer problema que se considera en este trabajo, se refiere a la construccién de
pronésticos para el valor que asumird un término de una serie que seréd observado
en el futuro. Considere, por ejemplo, el momento k, en el cual ya se han registrado
los valores yi,Yz,...,yx asumidos por las variables Y1,Y3,... ,Y:. Un prondstico
para el valor que tomard Y11, la variable cuyo valor se conocerd en el siguiente

momento de observacion del proceso, es
Yk+1 = ]Pk(yvla}/27 oo 7Yk)a

el cual expresa el prondstico en términos de los datos disponibles en el momento k.

En general, el célculo de }/}k+1 implica una carga computacional considerable. Una
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vez que se observa el valor de Y;41, se debe encontrar un prondstico para Yi4o, €l

cual asumird la forma
Yito =Prpi(V1, Y2, ..., Yiga).

Un problema concreto e importante en la evaluacién de prondsticos, es disminuir la
carga computacional requerida para su determinacién. De manera mas especifica,
se trata de aprovechar los cdlculos realizados en la evaluacién de i}k+1 para facilitar
el computo de ?k+27 es decir, se trata de lograr una implementacion recursiva
de un método de prondstico. Este problema se aborda en el desarrollo de esta
tesis, realizando un estudio riguroso que conduce a establecer, desde una o6ptica
que combina perspectivas geométricas y algebraicas, la validez de una técnica de
prondsticos conocida como el Algoritmo de Innovaciones, la cual es sumamente
poderosa y general, pues su aplicacién no requiere de hipdtesis de estacionaridad
alguna. |

Por otro lado, en este trabajo se analiza un tipo de operadores que trans-
forman un proceso estocéstico, los cuales se denominan filtros, y constituyen en
instrumento fundamental en la construccién de modelos. De hecho, los denomi-
nados procesos autorregresivos y de promedios méviles, se construyen filtrando un
ruido blanco. La importancia del procedimiento de filtrado, se debe a que a través
de ellos se generan miltilpes formas para la funcién de autocovarianza del proceso
generado, dentro de las cuales se puede seleccionar una que se ajuste a los datos
observados. La intencién del estudio es abordar temas sutiles, los cuales no son fre-
cuentemente considerados a profundidad, y analizarlos utilizando las herramientas

que proporciona la teorfa de funciones analiticas (Althors, 1970).



Capitulo 3
El Algoritmo de Innovaciones

En este capitulo se aborda el problema de construir prondsticos para una
serie de tiempo desde una perspectiva de segundo orden. Bajo el supuesto de
que la serie considerada tiene media nula, el principal objetivo es estudiar en
detalle la relacién existente entre el procedimiento algebraico de ortogonalizacién
de Gramm-Schmidt, y el denominado algoritomo de innovaciones, el cual es un
método recursivo que permite establecer férmulas explicitas para prondsticos sobre

los datos que se observaran en cualquier horizonte futuro.
Introducciéon

Este capitulo trata sobre el problema de construir un prondstico para una
observacién futura en una serie de tiempo. Desde una perspectiva de segundo
orden, dicho prondstico se construye tomando una combinacién lineal adecuada
de las observaciones disponibles, y construir la proyeccién se reduce a determi-
nar los coeficientes involucrados (Anderson, 1981, Wei, 1990). EI principal ob-
jetivo del capitulo es estudiar el procedimiento de ortogonalizacién clasico cono-
cido como método de Gramm-Schmidt (Harville, 1997, Searle, 1982, Hoffman y
Kunze, 1973), y establecer claramente su importancia en el problema de elab-
oracién de prondsticos, demostrando rigurosamente la validez del procedimiento
recursivo conocido como el algoritomo de innovaciones; este ltimo es un instru-
mento poderoso y versatil para construir prondsticos, pues puede aplicarse a una
serie cuya estructura de covarianza no es estacionaria (Brockwell y Davis, 1991
y 1996). EI plan de desarrollo del capitulo es la siguiente: El punto de partida

se ubica en la Seccién 2 donde, en un contexto algebraico general, se analiza el



15

problema de determinar la mejor aproximacién a un vector dado en términos de
un miembro de un subespacio, introduciéndo la idea clave de proyeccion, y desta-
cando el papel central que desempena el sistema de ecuaciones normales atin en un
contexto abstracto. En la Seccién 3 se estudia el problema de determinar el error
de aproximacién, y se analiza el papel que desempeiian los conjuntos de gener-
adores ortogonales en el calculo de una proyeccién. Posteriormente, en la Seccién
4 se estudia el método de Gramm-Schmidt, el cual permite introducir el proceso de
innovaciones de un proceso estocéastico en la Seccion 5. La Seccidn 6 es el nicleo de
la presentacién, pues en ella se establece la validez del algoritmo de innovaciones,
y se senala cuidadosamente la naturaleza recursiva de los calculos que permiten
obtener prondsticos para la componente de una serie que se observara en el futuro
inmediato. Este resultado se complementa en la Seccién 7, donde se determina
una férmula de prondstico para un dato que se observara en el futuro no necesaria-
mente inmediato. Finalmente, la exposicién culmina en la Seccién 8 con algunos

comentarios breves.
Proyeccién Sobre un Subespacio

Sean Wy Vi, Vg, ..., V, vectores en un espacio vectorial V, el cual se supone
dotado con un producto interno (-, -); detalles sobre las propiedades de un producto
interno que se utilizardn en los argumentos de este capitulo pueden encontrarse,
por ejemplo, en Hoffman y Kunze (1973). Como es costumbre, la longitud (o
norma) de un vector t € V se representa mediante |[t||, y es el dnico nimero no
negativo que satisface |[t||> = (t,t). A través del desarrollo subsecuente, £ denota
al espacio generado por los vectores vi,Va,..., Vg, i.€,

[,;:{vlv:ZciVi, G ER,i=1,2,...,n}. (21)

=1
Con esta notacién el objetivo de esta seccién es resolver el siguiente problema:

Caracterizar y determinar al vector v* € L que dista lo menos posible del vector
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w, esto es, v* satisface
* *(12 . 2
vieLl y |w—=v¥ :m€11£1||w~V|| . (2.2)

Aunque este problema de aproximacién estd formulado en un contexto algebraico,
su interpretacién dentro de la teoria estadistica es extremadamente importante.
En efecto, (2.2) es un problema relevante en el andlisis de los modelos lineales en
general—incluyendo el analisis de experimentos y modelos de regresién—asi como
en el estudio de series de tiempo, aspecto con el cual se relaciona este trabajo. El

siguiente resultado caracteriza la solucién v* € £ de (2.2).

Teorema 2.1. (i) Si v* € L es una solucién del problema (2.2), entonces
(w,v) =(v*,v), veL (2.3)

Reciprocamente,

(i4) Si un vector v* € L satisface (2.3), entonces v* es soluciéon del problema de

aproximacién (2.2).
Consecuentemente,
(iii) El problema de aproximacién (2.2) tiene a lo mas una solucion.
De acuerdo a este resultado, el problema (2.2) admite a lo mas una solucién

v* la cual es el dinico vector de £ que satisface (2.3), propiedad que verbalmente se

expresa como sigue: W y v* tienen los mismos productos internos con cada vector

del espacio L.

Demostracién. (i) Suponga que v* € L satisface (2.2), y observe que para todo

v e Ly ac€ IR se satisface

Iw — (v* + av)||* = [[w — v, (2.4)

A
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pues v*+av € L. Utilizando ahora la bilinealidad y simetria del producto interno,

el lado izquierdo en esta desigualdad se expresa como
lw = (v* + av)||* = ||(w = v*) — av|*
=((w—v")—av,(w—v")—av)
= ((w = v"),(w = v")) = (av,(w = V7))
+(av,av) —{((w—v"),av)

= |lw — v + a®||v||* — 2a{(w — v*), V),

y combinando esta expresién con (2.4) se desprende que ||w — v*||2 + a?||v|]* —
2a{(w — v*),v) > |w—v*||?. Cancelando ahora términos comunes en ambos lados

de esta desigualdad, se obtiene
a?||v||? — 2a{w — v*,v) > 0. (2.5)

Recuerde que en este argumento a € IR es arbitrario, y defina la funcién f: IR — IR
mediante

f(a) = a®||v|]* — 2a{w — v*,v).

Claramente, esta funcién se anula en cero, mientras que, de acuerdo a (2.5), f(a) >
0 para todo a € IR. Por lo tanto, f(-) alcanza su minimo absoluto en a = 0, y

entonces
df(a)

= 0.
da

a=0

Debido a que la derivada de f(-) estd dada por

—C%Q = 2a|v]|* — 2(w — V", V),

se desprende que (w — v*,v) = 0, es decir, (w,v) = (v*,v). Esto completa la

demostracién de la parte (¢), pues v € £ es arbitrario en este argumento.

(i1) Suponga ahora que v* € L satisface (2.3). Para establecer la parte (ii), se

demostrard que v* es solucién del problema de optimizacién en (2.2). Con esta
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finalidad, observe que para cada v € V, se tienen las siguientes igualdades:
[w —v[? = ||(w = v*) + (v* = V)||?
=((w—=v)+ (V' =v),(W=v")+ (v —V))
= {(w=v*),(w=v*)) +2((w = v*),(v* = V)) + ((v* = v),(v* = V))
= [lw = v*[I* + 2{(w = v*),(v* = v)) + [[v* = v||%;

puesto que v* — v € L, la condicién (2.3) implica que ((w — v*),(v* —v)) =0,y

en este caso el argumento anterior implica
[w =] = [lw = v*[* + [[v* = V|| > [lw — v*||".
Puesto que v € L es arbitrario, a partir de esta desigualdad se desprende
. _ 2 — 2
min v — v|[* = [ — v |,

mostrando que v* € L resuelve el problema (2.2).

(i77) Bajo el supuesto de que v* y ¥* son dos vectores de £ que resuelven el proble-
ma (2.2), se demostrard que v* = ¥*. Para verificar esta afirmacion, note que se
ha demostrado en la parte (i) que cualquier solucién al problema de aproximacién

debe satisfacer (2.3). Entonces
(w,v)=(v*v), v (w,v)=(¥"v), veL
y al tomar la diferencia de los miembros respectivos de ambas ecuaciones, se obtiene
0= (v,v)— (V' v)=(v*-7¥"v), veL

Para concluir, note que v* — ¥* € £, pues tanto v* como v* son miembros de L;

luego, es posible poner v = v* — ¥* en la anterior igualdad, y al hacerlo se obtiene
0= (V* _ {/*,V* o iv/*> — ”V* _ ‘7*”2’

ecuacién que equivale a v* = v*. O
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De acuerdo al Teorema 2.1, el problema de aproximacién béasico establecido
en (2.2) tiene a lo mds una solucién, la cual estd caracterizada por la condicién
(2.3). Sin embargo, aunque esta informacién es sumamente valiosa, el teorema
precedente no proporciona un método para construir v* y, mas ain, no garantiza la

existencia de dicho vector. El siguiente teorema aborda estos dos iltimos aspectos.

Teorema 2.2. Defina la matriz G de orden n X n, y el vector g € IR" mediante
G,‘j = <V,‘,Vj>, g; = (W,V,‘), i,j = 1,2,...,n. (2.5)

Con esta notacién, las siguientes afirmaciones (¢) y (4¢) son validas.

(¢) El sistema de ecuaciones lineales
Gx=g (2.6)

es consistente.

(21) Si x = [z1,23,...,2,] es una solucién de (2.6), entonces el vector
1]
vi= Z:t]‘Vj (27)
i=1

satisface la condicién (2.3), y por lo tanto, es la tnica solucién del problema de

aproximacion (2.2).

Observacién 2.1. (i) Este resultado permite trasladar el problema geométrico
planteado en (2.2) hacia un contexto algebraico. En efecto, encontrar el vector
v* en (2.2) se reduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales (2.6), €l cual, de
acuerdo a la parte (i), siempre tiene soluciones; después de encontrar cualquiera
de ellas, sus componentes zj se utilizan para combinar los vectores vg, generando
al vector v* como en (2.7) (Graybill, 1985).

(41) La matriz G en (2.5) se conoce como matriz de Gramm. La razén por la que
el problema (2.2), de naturaleza eminentemente geométrica, se reduce al problema

algebraico de resolver (2.6), se debe a que G captura ‘la geometria’ del sistema de
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vectores vi,Vs,...,Vn. En efecto, G;; = (v, v;) = ||vi||* determina la longitud
de v;, mientras que, si 6; ; es el angulo entre v; y v;, la igualdad G;; = (v, v;) =
cos(8; ;)||vi||||v;]| muestra que todos los d&ngulos entre parejas de vectores v; y v;
pueden calcularse a partir de G. Por lo tanto, el conocimiento de G permite
determinar el paralelepipedo P generado por los vectores vg, por lo que no es
sorprendente que el volumen (n-dimensional) de P sea igual al (valor absoluto del)
determinante de G; en particular, la independencia lineal del sistema vi,va,..., v,

equivale a que G sea una matriz no singular.

Demostracién del Teorema 2.2. (i) Para verificar la consistencia del sistema

(2.6), es suficiente con comprobar que
Si a € IR™ satisface a’G = 0, entonces a’'g = 0, (2.8)

afirmacién que puede establecerse como sigue:

AG=0=2aGa=0

Zizn:zn:ai(}ijaj:(]

i=1 j=1

= 2": Zai<viavj>aj =0 (vea(23))

=1 j=1

n n
= (Z aivi,ZajVj) =0
=1 =1

donde se ha utilizado la bilinealidad del producto interno para establecer la dltima
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implicacién. Luego,

n
= Z%‘(W,Vz?) =0
=1
y recordando que g; = (W, v;), se desprende que

a'G = O=>Z wv,)—0=>2azg,_0=>ag——0

=1 =1

completando la verificién de la afirmacién (2.8); como ya se ha mencionado, este

argumento establece la consistencia del sistema (2.6) (Hoffman y Kunze, 1973).

(11) Sea x una solucién de (2.6) y defina v* como en (2.7). En este caso, para cada
1=1,2,...,n,

n n

(v*,v;) E TV, V;) :E (vj,v,-):cjzg (vi,vj)z E G;jrj = g;
Jj=1

j=1
vea (2.6) para la tltima igualdad. Puesto que (wW,v;) = gi, se desprende que
(w,v;) = (v*,v;), para todo entero i entre 1y n, de donde, utilizando la linealidad

del producto interno, se conculye que (w,v) = (v*,v) para todo vector que sea

combinacién linela de vy,Va,...,Vn, esto es, para todo v € L. O

El Teorema 2.2 muestra que siempre existe un vector v* que satisface la
condicién (2.3), y por lo tanto es solucién del problema de aproximacién planteado

al inicio de esta seccién. M4s adn, la determinacién de v* se reduce a resolver el
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sistema de ecuaciones lineales (2.6), y cualquiera de sus soluciones puede utilizarse
para generar, a través de la férmula (2.7), el vector v* € £ que aproxima mejor a
Ww; como v* es tinico, por el Teorema 2.1(#i¢), no importa cual solucién x se elija.
Este hecho pone de manifiesto la importancia del sistema Gx = g, el cual expresa
de forma algebraica el requerimiento geométrico (w — v*,v) = 0 para todo v € L,
es decir, la perpendicularidad (normalidad, ortogonalidad) de w — v* al espacio £,

razon por la cual Gx = g se conoce como el sistema de ecuaciones normales.

Definicién 2.1. Si £ = L[v1,Va,...,V,] es €l espacio generado por los vectores
{vi}, entonces la proyeccién de w sobre L se denota por Py, v, v, W = P,w,y
se define mediante

PV1,V2,...,vnW = PL:W = V*,
donde v* € L es el iinico vector que satisface (2.3).

El siguiente corolario establece dos propiedades fundamentales del opera-

dor de proyeccién Pr.
Corolario 2.1. (z) La transformacién w — Py w es linealen w € V, y
(i)we L < P,w=w.
(i17) Prw = 0 <= W es ortogonal a cada v € L.
Demostracién. Dados dos vectores w;, wo € V, denote mediante vi y v; a las
proyecciones correspondientes sobre el espacio L, i.e., vi = Pcwy y v5 = Prws.
Para dos constantes reales arbitrarias a; y a2, debe comprobarse que a1 vy +aavsy =
Pglaywy + a;wy]. Con este fin, observe que para cada v € V, el Teorema 2.1(¢) y
la linealidad del producto interno implican
(a3 Wy + a2wa, V) = a1 (W1, V) + az(wa, V)
= a1<Vf,V> + a2<V;>V) = (alv; + azvy, V),

y a partir del Teorema 2.1(#z) se desprende que

Prlaywy + aawa] = a1V + aavs = a1 Prwy + a2 Prwa,
1
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lo cual establece la linealidad de P, mientras que la parte (i) se desprende de
inmediato de la caracterizacién de v* = P;w como el Unico vector de £ que

satisface (2.3).

(#7¢) Suponga que v* = Pg;w = 0. En este caso, (2.3) implica que para cada
(w,v) = (v*,v) = (0,v) = 0, paracada v € £, i.e., W es ortogonal a cada mimbro
de L. Reciprocamente, suponga que w satisface (w,v) = 0 siempre que v € £. En
estas circunstancias es claro que (w,v) = 0 = (0,v) para todo v € £, de manera

que (2.3) se satisface con v* = 0. Luego, Pcw = 0. O

La Distancia Minima y Calculo de la Proyeccién

El propésito de esta seccién es discutir brevemente el computo de la dis-
tancia minima de un vector w al subespacio £, asi como la determinacion practica

del vector de proyeccién v* = Prw.

Lema 3.1. La distancia entre w y su proyeccién v* = Py w esta determinada por
cualquiera de las siguientes expresiones (¢)—(i¢), donde la matriz de Gramm G y
el vector g estan dados en (2.5), y X es cualquier solucién del sistema de ecuaciones

normales (2.6).

6) lIw — Pew|l® = [lwl® = [Pewl® = [Iwll” = [v*II%
(i) lw — Pew|]* = w]|* - x'Gx;
(i#d) lw — Pewl® = |[w|* - x'g.

Demostracién. (i) Observe que a partir de (2.3) con v = v* = Prw € L se

obtiene

(W - PLW,PLW> = 0,
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y entonces
|w — Pew|® = (w — Pew,w — Prw)
= (w— Pcw,w) — (W — Pcw, Pcw)
(3.1)
= (w— P,w,w)
= (w,w) — (Pcw,w) = ||w||> — (Pcw, w).
Para concluir, utilice de nueva cuenta (2.3), pero ahora con v = v* = P;w, para

obtener via la simetria del producto interno,
(Pew,w) = (v*,w) = (v, v*) = |[v*]]%,

y combinando esta ecuacién con la tltima igualdad en (3.1) se arriba a la conclusién

deseada.

(22) A partir de la expresién (2.7) para la proyeccién v*, se tiene
n n n n
”V*II2 = (V*7V*> - (Z XT;Vi, ZCBjVj) = Z Zwi<vi7vj>wj = XI(}X7
i=1 j=1 i=1 j=1
ecuacién que, a través de la parte (7), implica ||w — Pew 2 = |lw|]?* — x'Gx.
b h

(¢i1) La conclusién se obtiene combinando la parte (:z) con el sistema de ecuaciones

normales; vea (2.6). a

Hasta este punto, el desarrollo del capitulo ha tenido como referencia un
marco de trabajo abstracto, es decir, un espacio vectorial general dotado con un
producto interno, caracteristica que, en cierto sentido, representa una ventaja.
En efecto, los resultados establecidos pueden aplicarse en diversos contextos, y
en este momento es oportuno sefialar su rasgo principal: El problema gemétrico
(2.2) se reduce, aiin dentro de un contexto abstracto, a resolver el sistema de
ecuaciones normales (2.6); dicho sistema, que surge constante y naturalmente en
la metodologia estadistica, tiene solucién tnica cuando los vectores vy, va,...,Vn

son linealmente independientes, pues en este caso G es una matriz no singular y
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x = G !g (vea la Observacién 2.1(i¢)). Por otro lado, el caso en que vi, Vg, ..., Vv,
no es un sistema linealmente independiente se presenta con frecuencia, especial-
mente en el drea de disefios experimentales; en estas circunstancias la matriz G es
singular, de tal forma que Gx = g, siendo un sistema consistente, tiene multiples
soluciones. Sin embargo, en este iltimo caso, el Teorema 2.2 garantiza que el vec-
tor v* obtenido mediante la expresiéon (2.7) siempre sera el mismo sin importar
cual sea la solucién x que se utilice en su construccién. Por lo tanto, lo realmente
importante es encontrar una solucién al sistema de ecuaciones normales, por lo
que es suficiente seleccionar x = G°g, donde G° es una inversa condicional de G.
En la literatura se reportan diversos diversos métodos para resolver (2.6), como el
método de triangulacién de Cholesky (Graybill, 1985), o el Método de Hausholder
(Harville, 1997). En el apéndice de este trabajo se incluye un procedimento que
permite determinar una inversa condicional para una matriz arbitraria G; aunque
dicho método no sera utilizado més adelante, ha sido incluido por tener un interés
en si mismo, pues utiliza sélamente operaciones elementales de fila, y no se ha
detectado una formulacién explicita de esta técnica en la literatura.

Después de estos comentarios, es oportuno tomar un respiro en el desarrollo
abstracto, e ilustrar la aplicacién de los Teoremas 2.1 y 2.2, asi como del Lema 3.1,

en un caso concreto.

Ejemplo 3.1. Suponga que el espacio V es IR*, el cual est4 dotado con el producto

interno candnico, es decir,

4 ay b1
_ " _ | _ | b 4
(a,b)-zla,b,, a= a3 , b= bs e R
= a4 b4

En este contexto, considere los vectores

W ot ot W

3 2
3 0

V) = K Vo = 01’ V3 =
3 2
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Con estos datos, se busca determinar la proyeccién Py, v, v.W, asi como el error
b 1,V2,V3 9

de aproximacién |W — Py, v, v,W||. Para alcanzar estos objetivos, el punto de

partida sugerido por el Teorema 2.2 es establecer el sistema de ecuaciones normales.

Utilizando las especificaciones de la la matriz G y el vector g en (2.5) con los datos
P y

actuales, no es dificil ver que el sistema (2.6) adopta la forma

68 20 607 [z 8
20 8 12| |a| =|—-4], (3.2)
60 12 68| | zs 24

el cual tiene miltiples soluciones, dos de las cuales son las siguientes:

1 ~3/2
x=|-3|, y x=| 1 |. (3.3)
0 3/2

e Utilizando la solucién x, se obtiene que la proyeccién de w sobre L{vy,Vva,Vs}
estd determinada por

2 —1
0 3
ol =13 (3.4)
2 -1

Ot W W Ot

(vea (2.7)), mientras que el error de aproximacién puede determinarse mediante

cualquiera de las expresiones en el Lemma 3.1:

(a) Primero se empleard la férmula ||w — Pvl,vz,vswllz = ||w]||?2 — ||v*||>. Puesto
que
07 ~171
3 *||2 3 —_
T | - | ]
-9 -1

se obtiene || W — Py, vy ve W] =22 —20 = 2.

(b) Para aplicar el Lema 3.1 (4¢), primero note que

68 20 607 1
x'Gx =[1,-3,0]|{20 8 12| |-3
60 12 68| | 0

= (1)%(68) + 2(1)(—3)(20) + (—3)*(8) = 68 — 120 + 72 = 20,
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de donde se desprende que ||W — Py, v,v, W|° = ||W]|? — x'Gx = 22 — 20 = 2.

(¢) Note ahora que ‘el lado derecho’ de las ecuaciones normales (3.2) es el vector

g, de manera que

8
x'g=[1,-3,0]| -4 | =1(8) + (-3)(—4) =20
24
v la férmula en el Lema 3.1(iii) produce ||W — Py, v, v, W|° = ||W]|]> — x¥'Gx =

22 -20 = 2.

Como lo establece el Lemma 3.1, las tres expresiones para el cuadrado del error
de aproximacién coinciden. Por otro lado, el vector % en (3.3) también satisface el
sistema de ecuaciones normales, de manera que la proyeccion v* puede encontrarse

combinando los vectores v; con las componentes de la solucion X; al hacerlo, se

obtiene
. 3 3
vV=3w + 1ve + 5 Vs
5) 2 3
33 0 3|5
=203 t]o| T2]s
5 2 3
- —15/2 4/27  19/2
| -9)2 0 15/2
=1 o2 | T o | T]15/2
| —15/2 4/2 | 9/2
F[—15+4+9]/2 F2/2 ~1
| [-9+0+15)/2| | 6/2 | _| 3
T [-9+0+15]/2]| | 6/2 | | 3
| [~15+4+9)/2] L-2/2 1
expresién que, en concordancia con el Teorema 2.2, coincide con (3.4). O

Como ya se ha mencionado, €l sistema de ecuaciones normales es ex-
tremadamente importante en el analisis estadistico, y es conveniente distinguir

un caso en el cual es posible determinar sus soluciones de manera simple.

Lema 3.2. Suponga que los vectores vy, Vs, ..., Vy, son ortogonales, esto es,

(vi,v;) =0 i#7. (3.5)
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Bajo esta condicién, todas las soluciones del sistema de ecuaciones normales Gx =

g estéan determinadas por la siguiente expresion:

(w,v;) B (w,v;) G v |
si = ove) — vil? 70 (3:6)

un namero arbitrario, siv; =0,

Més atn, la proyeccién de w sobre £{v1,Vs,...,V,} estd dado por
v = Z TiV;. (3.7)
v F£0

Demostracién. Bajo la condicién (3.5), la definicién de la matriz de Gramm
y del vector g en (2.5) muestra que G es una matriz diagonal con componente
(vi,vi) = ||vi||* el la i—ésima posicién de su linea diagonal principal. Luego, las

ecuaciones normales en (2.6) se reducen a

|villPz: = g; = (w,vq), 1=1,2,...,m
cuando v; = 0, z; en esta igualdad puede ser cualquier ntimero, mientras que
sl v; # 0, entonces T; = <ﬁ:’;‘”,;>, estableciendo (3.6), mientras que utilizando la
expresién (2.7) se desprende (;ue v* = Ei:v#o Z;V;. O

Continuacién del Ejemplo 3.1. De acuerdo al Lema 3.2, el problema de deter-
minar una proyeccion sobre un subespacio £ se simplifica sustancialemte cuando se
dispone de un conjunto ortogonal de generadores. Considere los datos del Ejemplo

3.1 considerado anteriormente, esto es,

5 2 3 0
3 0 5 _ |3
i=igl V2T lop VT sp VT3
5 2 3 -2

A continuacién se construira la proyeccién de w sobre £ = L£{v1, V2, vs3 } utilizando
el Lema 3.2; para hacerlo, el requisito indispensable es disponer de vectores orto-

gonales que generen a £. Considere los siguientes vectores vy, Va!

1 1
N

~ -1
1

1

3.8
1 H ( )
1
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Observando que

- 1 - 1
Vi = §[V1 +v3], Vo= —§[V1 — 4vy],

se desprende que L£{V1,V3} C L{v1,V2,Vv3}. Ademds, las igualdades
Vi =4V +Vy, Vo=V 4V, y vz3=4V; —Vy,

muestran que L£{vy,vz,v3} C L{V1,V,}. Por lo tanto, v1,vs y v3 generan el
mismo subespacio que V; y V3. Por otro lado, las expresiones (3.8) implican, de
forma inmediata, que (V;,V;) = 0, de manera que es posible aplicar el Lema 3.1
con vy y Vo en lugar de vq,vg,vs. Al hacerlo, se desprende que la proyeccion de

W sobre ﬁ{V],V2,V3} = ,C{{’l,iv’z} es v¥ = CI?]{’l + xzf’z, donde

(W,{"l) 4
1 = —— =-=1
TR 4
(W,{’2> 8
Tg = —— == -2
Ak 4
¥ por lo tanto
1 1 -1
. - . 1 -1 3
vi=vVy —2Vy = 1 -2 1l =13 ]
1 1 -1

resultado que coincide con el encontrado anteriormente. Note, sin embargo, que
en este caso no es necesario resolver ningun conjunto de ecuaciones, pues la orto-
gonalidad de los generadores hace posible obtener los coeficientes en la expresién

para la proyeccién por medio de (3.6). |

El ejemplo anterior ilustra el hecho de que la tarea de determinar una
proyeccién sobre un subespacio £ se simplifica si se dispone de vectores ortogonales
que generan a £. Sin embargo, para poder utilizar el Lema 3.2 de forma eficiente,
se debe contar con un conjunto ortogonal de generadores, y su construccién se

aborda en la siguiente seccidn.
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La Técnica de Ortogonalizacién de Gramm—Schmidt
En esta seccién se presenta un procedimento clasico que permite obtener
un conjunto ortogonal de vectores a partir de un conjunto arbitrario; al establecer
dicho método de manera formal, se sentardn las bases para analizar el problema
de prondstico mds adelante.
A través de esta seccién, Vi, Va,...,V, son vectores fijos pertenecientes a

un espacio vectorial dotado de un producto interno, y el espacio generado por los

primeros k vectores Vi, Va,..., Vi se denota mediante L, esto es,
,Ck!:,C{Vl,Vz,...,Vk}. (4-1)

El siguiente teorema describe un procedimiento para generar vectores ortogonales

a partir de vy, Va,...,Vy (Hoffman, 1973, Searle, 1981, Graybill, 1985).

Teorema 4.1. [El Proceso de Ortogonalizacion de Gramm-Schmidt.] Sea Ly
el espacio vectorial que consiste solamente del vector nulo, y defina los vectores

vi,Va,...,V, mediante
\~fk :vk—ng_lvk, k:1,2,...,n. (4-2)
En este caso, las siguientes afirmaciones (z)—(¢i¢) son validas.
(¢) Ly, = L{V1,V2,...,Vs} para cada k =1,2,...,7;
(i) Los vectores V1,V2,...,Vy son ortogonales.
(i11) Los vectores Vi, Va, ..., Vs son dependientes si y sélo si Vg = O para algin k.

Demostracién. (i) Observe que P, vy = 0, pues L, es el espacio nulo, y entonces
{,l =V — Pﬂovl = Vji. (4:3)
Defina ahora el conjunto C como sigue:

C={k| Lk # L{V1,92,. -, Vi), (4.4)
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de tal forma que C consiste de todos los enteros k para los cuales la igualdad
Ly = L{V{,V2,...,V,} no se satisface. Luego, para establecer la parte (i) es

claramente suficiente demostrar que

c=4. (4.5)

Parra arribar a esta conclusién, note que a partir de (4.3) se desprende que

£1 = »C{Vl} = ,C{{’l}, (46)

relacién que equivale a 1 ¢ C; vea (4.4). El argumento continua ahora por el

método de reduccién al absurdo. Suponga que C # 0, y sca

m = minC.

En este caso, la definicién de C implica que

ﬁm%ﬂm{{’l,{’%...,{’m}, y EtZE{{’l,{’Q,--.,{’t}, t:1,2,...,m——1;
(4.7)
como ya se ha observado, 1 ¢ C, de modo que m > 1. Para obtener una con-

tradiccién, primero observe que
Vi =Vm — Pz . Vm € Vin + L1 C L
ademaés, debido a (4.7),
L{V1, V..., Vi1 } = L{V1, V2, ..., Vo1 } C L{V1,V2,..., Vin} = L,

y entonces V; € L{Vv1,V2,...,Vm}, ©¢=1,2,...,m, de donde se sigue

ﬁ{{’]_,{’Q,...,{’m}C£{V]_,v2,...,vm}. (48)
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Para obtener la inclusién inversa, seleccione v € L, = L{Vv1,V2,...,Vn} En este
caso, existen constantes ¢y, cg,...,Cy tales que
m
vV = E C;V;
=1
m—1

= E C; Vi — cmPgm_lvm —+ Cm [Vm — Pcm_lvm]
=1

= CiVi — CmPEm_lvm + Cm{’m7

donde la tdltima igualdad se desprende de la definicién de V,,—y. Observe ahora

que el término entre corchetes es un miembro de Lp—1 = L{V1,V2,...,Vim—1} =
L{V1,Vg,...,Vm_1} (vea (4.7)), de manera que el argumento precedente implica
m—1
vV = E CiVi — CmPEm_lvm + Cm{}m
i=1
S £{V1,V2, N ,Vm-—l} + Cm{fm

C L{¥1,¥2,. .., Vm}

Puesto que v € L,, es arbitrario en este argumento, se desprende
L{vi,V2,...,Vim} C L{V1,V2,.. ., V],
inclusién que al combinarse con (4.8) implica
Ly, = ,C{vl,vz,...,vm} = ,C{\”fl,vz,...,vm}.

Esta dltima igualdad muestra que m ¢ C (vea (4.4)), hecho que se opone a la
definicién de m como el elemento minimo de C. En resumen, se ha mostrado que
el supuesto C # ) conduce a una contradiccién. Por lo tanto (4.5) ocurre, y como

ya se ha mencionado, esto concluye la demostracién de la parte (7).
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(17) Sea k y s enteros diferentes entre 1 y n, y sin pérdida de generalidad suponga

que k > s. A partir de la definicién de V4 en (4.2), se obtiene que
(f’ka"v,s> = (vk - Pﬂk_lvka‘?s>
= (Vk,f13> - (P‘Ck—1vk7i}8>
Para concluir, observe que para todo v € Lj_1
(Vk,{f> - (PLk_lvk,V> = 0,
igualdad que se obtiene a partir del Lema 3.2; ademaés, debido a que

Vs € ,C{{fl,{fg, . ,\~fk_1} =Lr_1

(recuerde que s < k y que la parte (z) ya ha sido demostrada), las dos dltimas

1gualdades desplegadas implican
(\7]6,{/,9> = (Vk,\?s) — (ng_lvk,\?s) = 0,

mostrando que dos vectores distintos Vi y Vs son ortogonales.

(227) Observe e que el conjunto {vy,vs,...,V,} es independiente si y sélo si para

algin entero k entre 1 y n
Vi € ﬁ{Vl,Vg, e ,Vk——l} =L

(Hoffman y Kunze, 1973). Por el Lema 3.2, esta inclusion es equivalente a vi =

P¢, _, Vi, condicién que, via (4.2), coincide con Vi = 0. O

Para calcular el vector v, £ > 1, el procedimiento de Gramm-Schmidt
prescribe restar del vector v su proyeccién sobre el espacio Lx_; generado por
los vectores precedentes vi,vg,...,Vg—;. Una ventaja del método, es que en el
momento de determinar v se dispone de un conjunto ortogonal de generadores del
espacio L;_1, a saber, V1,Va,...,Vg_1, de manera que Pz, _, v} puede encontrarse

utilizando el Lema 3.2 como se establece a continuacién.
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Corolario 4.1. En el procedimiento de Gramm-Schmidt, para cada k > 1 se tiene

que

Pg, Vi = Z (Vk’vi>\~fi.

112
#1<i<k—1, ¥;7#0 [l

Por lo tanto,

Vk =V — z (Vk,{,i){li (49)

v.:ll2
i 1<i<k—1, V;#0 “Vl”

En el siguiente ejemplo se ilustra la aplicacién de la férmula (4.9) en un

caso especifico.
Ejemplo 4.1. En el espacio vectorial V = IR*, considere los vectores
5 2 3
vy = 3 vy = 0 vy = 0
1= 3|’ 2 = 01’ 3 — 5|
5 2 3
los cuales fueron introducidos en el Ejemplo 3.1. Los vectores v; generados por el
procedimiento de Gramm-~Schmidt son calculan como sigue:

¢ El punto de partida es definir v; = vi = [5,3,3,5]'; note que |[v1]]*> = 68.

e Para calcular v, se utiliza (4.9) con k = 2. En el caso presente se tiene que

vy # 0, de manera que

Vg = Vg — ——(vz’{q){’l
V1 ]]?
9 51
_jo| 203
~— 10| 6813
[ 2] |5
2 "5 9
10 513  1|-15].
—lo| " 17i3| 17| -15]°
[ 2] [ 5] 9

observe que ||V3]|? = 612/17°.
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e Puesto que v, y ¥ son diferentes de cero, para k = 3 la expresién (4.9) implica

N (v, V1) . (vs, V2) .
V3 = V3 — —— Vi — —— 2. 4.10
e " el (410)
Para calcular v3, note que (v3,v3) = —96/17, y entonces

(vs, ¥2) /|92 = [-96/17]/[612/17*] = —8/3,

de donde se desprende que

9 3
(va, Vo). 81 |-15| 815
[Fo2 2 317 |-15| " "17|-5

9 3

Por otro lado, usando que (vs,¥;) = 60, y ||v1]|* = 68, se obtiene (v3,V1)/||[V1]|* =

15/17, y entonces de donde se desprende que

)
(V37{’,1>‘~, :1_5_ 3
[l 17|38
)
Luego,
5 3 51 3
(v3, V1) . (v3, Vo). 1513 n 8N S L gss 5|
a2 T TRelE T 17 |3 17) |-5| = 1785 5| =V
5 3 51 3

y entonces ¥3 = 0; vea (4.10). Observe que la igualdad ¥3 = O significa que los vec-
tores vy, V,, v3 son linealmente dependientes, por el Teorema 4.1(¢22). Una vez que
se ha construido un sistema ortogonal de vectores que generan £ = L{v1, Vs, vs},
se puede calcular ficilmente la proyeccién de cualquier vector w sobre L. Como
en el Ejemplo 3.1 y en su continuacién al final de la Seccién 3, considere el
vector w = [0,3,3,—2]'. De acuerdo al Lema 3.2, la proyeccién de w sobre

L = L{vy,vy,vs} = L{¥1,V,} se construye a través de

Prw= <W7V1> & (W’V2>{,2.

= —"—"V MR R 1A
V12 V2|
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Notando que
(W,\~71> _ 8 . 2
>~ 68 17
(w,v2) —[108/17]

9202 [612/17%]

se arriba la siguiente expresion:

5) 9 —1
2 . N 213 1 ]-15 3
Prw = — _3)§, = 2 g L _
W 17v1 + (—=3)vo 7 1 3 +(-3) = | 15 5 |
5) 9 —1

la cual coincide con aquella obtenida en la Seccién 3; sin embargo, hay una diferen-
cia de fondo entre el argumento actual y aquel empleado anteriormente, a saber,
el sistema ortogonal que se utilizé ahora ha sido construido mediante un método
general que puede aplicarse en cualquier contexto, mientras que en la Seccién 3

dicho conjunto fue dado de forma arbitraria. O
Innovaciones de un Proceso Estocastico

Esta seccidn trata sobre la relacién existente entre el problema de pronosti-
co para un proceso estocastico y los resultados precedentes, particularmente, sobre
el papel del método de Gramm-Schmidt. Como punto de partida, sea (2, F, P) un
espacio de probabilidad fijo en el cual estd definido un proceso estocastico {X¢},
donde se supone que las variables que lo conforman tienen segundo momento finito
y esperanza nula. Sea V el espacio vectorial generado por las variables aleatorias
X,, de tal forma que V consiste de todas las combinaciones lineales > &, ciXy;,
donde las constantes ¢; son nimeros reales, los enteros ¢; son todos diferentes, y n
es un ntmero natural arbitrario. Note que para dos variables aleatorias definidas
en (Q,F, P) siempre se tiene que (X +Y)? <2(X? +Y?], y a partir de este hecho
no es dificil verificar que E[Y?] < co siempre que Y € V; més ain, recordando
que cada variable X; tiene media cero, se desprende que E[Y] =0siY € V. El

producto interno en este espacio se define mediante

(X,Y) = E[XY]=Cov[X,Y], XY€YV, (5.1)
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de manera que ‘la norma’ de Y € V estd dada por

Y| = VE[Y?] = /Var[Y], Y eV, (5.2).

es decir, con la definicién de producto interno en (5.1), la desviacién estandar de
Y es precisamente la longitud de Y.

El problema bdsico de prondstico para el proceso {X;} consiste en de-
terminar, para cada tiempo n, la mejor aproximaciéon a X,4+; en términos de
X1,X,,...,X,. En la préctica, este objetivo corresponde a la intencién de deter-
minar, después de observar el valor asumido por la n—ésima variable aleatoria X,
un prondstico para el valor que tomara la variable X 41, la cual se manifestara en
el tiempo n + 1, es decir, en el futuro inmediato. Como se observé en el Capitulo
2, desde la perspectiva de segundo orden en el anglisis de series de tiempo, este

objetivo conduce al siguiente problema: Determinar la combinacién ) ., b;X; que

satisface
n 2 n 2
Xop1— D biXi|| = min [ Xnp =) BiX
i=1 ﬁl’ﬁZr"u@n i=1
Entre las variables linealmente generadas a partir de X;, Xs,...,X,, la combi-

nacién Y. ; b;X; es aquella que se encuentra ‘mas cerca’ de la variable aleatoria
Xn+1, v es el prondstico que para dicha variable se emitiria en el momento n. Si
L = L{X;,X2,...,Xn} denota el espacio generado por X, Xs,..., Xy, el prob-
lema de pronéstico puede plantearse como el de encontrar la variable Y* € £ que
satisface

| Xn+1 — Y*”2 = {,nel% | Xnts — Y”2 ) (5.3)
formulacién que pone de manifiesto que la construccién de un pronodstico es una
versién del problema de aproximacién estudiado en las secciones precedentes; su

solucién tnica es la proyeccién de X, 41 sobre £, i.e.,
Y* = PﬂXn+1 = PX1,X2,.H,X,;Xn+1;

la variable aleatoria Y* puede pensarse como la parte de X,41 que esté (lineal-

mente) determinada por X1, X», ..., Xn. Puesto que los valores asumidos por cada
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una de estas variables son todos concidos en el tiempo n, el valor de Y*—una de
sus combinaciones lineales—también se conoce en el momento n, y es el prondstico
del valor que asumird X, y; en el tiempo n + 1. Por supuesto, la prediccién no
tiene porqué resultar exacta, y la diferencia X,y; — Y™, determinada en el mo-
mento n + 1, se interpreta como la parte de X, que no se conocia aneriormente,
esto es, como ‘la novedad’, o innovacidn, que X, aporta al conocimiento de la
serie. En las aplicaciones, es comin utilizar una notacién ligeramente diferente a

la empleada hasta ahora.

Definicién 5.1. Considere un proceso estocéstico {X¢}¢=12,.. con segundos mo-

mentos finitos y esperanzas nulas, y sea n un entero positivo.

() El prondstico para X, en términos de Xy, X2,...,Xp_1 es

~

Xn=Px, Xy, . Xn_1%n,

donde

(17) La innovacién en el tiempo n es U, = X, — Xi.

Si se piensa en X; como el vector v; de las secciones anteriores, entonces
Vi~Py, vs,...vi_1 Vt = V¢ DO es otra cosa que Xi—Px, x,,.. X1 Xt = X4~ Xy = Uy
Después de esta observacién, el Teorema 4.1 puede formularse, en el contexto

actual, de las siguiente manera.

Teorema 5.1. Bajo las condiciones sobre {X;} establecidas en la Definicién 5.1,

las siguientes afirmaciones (i)—(44¢) son vélidas para el proceso de innovaciones
{U:}:
() L{U,Us, ..., Un} = L{X1,X>,..., X5}, donde n es cualquier entero positivo.

(i%) Las innovaciones Uy, Uz, ..., Un, Upnt1,... son ortogonales, i.e., para todos los

enteros s,t > 1 con s # t,

(Ut,U3> = Cov [Ut, Us] = 0,
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y

(¢i7) Las variables aleatorias {X;} son linealmente dependientes si y sdlo si Uy es

la variable aleatoria cero para algun k.

Las propiedades enunicadas en este teorema son extremadamente im-
portantes. En particular, las partes (z) y (¢¢) establecen que las innovaciones
Uy,U,,...,U, forman un sistema ortogonal que genera el mismo espacio que
X1,Xs,...,X,, Luego, al elaborar en el tiempo n el prondstico Xn“—la pro-
yeccién de X, 41 sobre £L{X1,X>,..., X, }—es conveniente usar la representacion

en términos de Uy, Us, ..., Up:

~

Xn-i-l = anlUn +9n2Un—l + 9n3Un—2 + -+ ennUl = ZenkUn—i—l-—k- (54)
k=1

En esta expresién se ha utilizado un doble subindice en los coeficientes de las
innovaciones. El primero de ellos indica el tiempo en el cual se esté elaborando el
pronéstico—en este caso, n—mientras que el segundo, esto es, k, es un indicador de
‘la novedad’ de la innovacién correspondiente. Por ejemplo, U, es la mas reciente
de las innovaciones en el tiempo n, por lo que su coeficiente 651 tiene k=1, Up—1
ocupa el segundo lugar entre las innovaciones recientes, asi que su coeficiente es
6,9, €l cual se asocia a k = 2. La ortogonalidad de las innovaciones, conjuntamente
con el Lema 3.2, permite escribir la siguiente expresién para 6, , vélida bajo el
supuesto de que ||Upt1-k||* = Var [Uny1-&] # 0:

(Xn+1, Ung1-k) _ Cov [Xn+1, Unt1—k)
[Un+1-&l? Var [Un+1-k]

En tltima instancia, los valores para estos coeficientes dependen de la estruc-
tura de covarianza del proceso {X;}. Sin embargo, determinarlos no es una tarea
sencilla. Afortunadamente, es posible calcularlos por medio de un procedimiento
recursivo, tema que se analiza a continuacién. Antes de concluir, note que el

cuadrado del error de pronédstico (aproximacién) que se comente en el tiempo n es
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| Xnt+1 — Xnt1|l, €l cual serd denotado por vy, convencién que se establece ahora

formalmente para propodsitos de referencia futura:

Up = || Xnt1 = Xnti1l? = |Unsill® = E[UZ4,] = Var [Una]. (5.6)

El Algoritmo de Innovaciones

En esta seccién se presenta un método recursivo para calcular los coefi-
cientes 8, en la expresién (5.4). El resultado se establece precisamente en el
Teorema 6.1 lineas mas adelante, y es sumamente general, pues es vélido para
series de tiempo cuya estructura de covarianza no es necesariamente estacionaria,
es decir, no se requiere que Cov [X,qh, Xe4n] sea independiente de h. A través de

esta seccién se escribe

K(s,t) = Cov [X,, X]. (6.1)

Teorema 6.1. Sea {X,} un proceso estocastico cuyas componentes tienen media
nula y varianza finita, y son linealmente independientes. En este caso, los coefi-
cientes 0,1 en (5.4) y (5.5), y los cuadrados del error de pronéstico v, en (5.6), se

determinan recursivamente a través del siguiente procedimiento:

v = K(1,1), (6.2)
mientras que para n > 1,
nn =vy K(n+1,1)
k—1
enn_kzvk_l ]K(n—l—l,k—{—l)—zekk_jenn_jvj , k=1,2,...n—1
=0
(6.3)

n—1
v, =Kn+1l,n+1)— Zei,n_ju,-. (6.4)
=0
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Demostracién. Primero observe que X; = 0 implica que U; = X; — X, = Xy,

de manera que a partir de (5.6) y (6.1) se obtiene
vo = Var [U;] = Var [X;] = Cov [ X1, X1] = K(1,1,),
demostrando (6.2). A continuacién, seleccione un entero n > 1, y observe que a
partir de la igualdad (5.4) se desprende que
(Xnt1,U1) = (Bn1Un + 6n2Un_1 + 0n3Un—z + -+ + 8,0U1, Un)

= enl(UnaUl> +0n2(Un—17U1> + 0n3(Un—2a Ul) +eee 4 enn(UlaUl)

y usando la ortogonalidad de las innovaciones se obtiene
(Xn+la Ul) = enn(Ula Ul)a

de manera que

~ ~ A

(Xnt1,U1) _ (Xn+1,U1) _ (Xn+41,U1)
(U, Uh) UL |7 Vg

Opn= .
Por otro lado, debido a que
Xng1 = Px, X5 X Xnt1, ¥ U =X1 € L{X1, X5, X}y
a partir del Teorema 2.1(i) se desprende que
(Xn+1aU1) = (Xp41,U1) = (Xnp1, X1) = K(n+1,1),
hecho que al combinarse con la expresién anterior para 0 n implica

bpn =vy K(n+1,1),

verificando la primera igualdad en (6.3). A continuacién observe que la ecuaciéon

(5.4) permite escribir

n n—1
Xnt1 = Zen KUnt1—k = Z Onn—;Ujt1, (6.5)
k=1 §=0

BANCO DE TESIS



42

donde la segunda igualdad se obtuvo a través del cambio de variable j = n — k.
Seleccione ahora un entero positivo k < n. En este caso, tomado el producto
interno con U4, se desprende que

n—1

(Xnt1,Uks1) = D Onnj(Ujt1, Uk1) = O ne (U, Ur),
3=0
donde se utilizé la ortogonalidad de las innovaciones para obtener la segunda igual-

dad, de tal manera que

~

(Xnt1,Uks1) _ (Xnt1, U1) (6.6)
(Uk+1, Uk+1> Vg ’

en n—k =

vea (5.6). Para simplificar esta expresién, recuerde que Xn—{—l = PX, Xy,..,XnXn+1
es tal que (Xp41,Y) = (Xnp1,Y) para todo Y € L{X;,X5,...,X,}, y como
U1 = Xiq1 — Xpg1 € L{X1,Xo, ..., X1} C L{X1,X2,..., X} (pues k < n)

se concluye que

(X1, Ukt1) = (X1, Ugt1)
= (Xpt1, X1 — Xrg1)

= (X1, Xer1) = (Xnt1, Xet1)

k—1
=K(n+1,k+ 1) — (Xn+1,29kk_jUj+1>
=0

donde la tltima igualdad utiliza la notacién en (6.1) y la igualdad (6.5) con n = k.

Por lo tanto,
k—1
(Xot1, Uptr) = K(n+ 1,k +1) = > k- j(Xnt1,Ujta)- (6.7)

j=0

Por otro lado, para todo j € {0,1,...,k — 1}, la condicién k£ < n implica que

Ujr1 = Xj+1 — Px, x5,..,%; Xj41 € L{[ X1, X2,.. ., Xu},
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y entonces, a partir del Teorema 2.1 se obtiene
(Xnt1,Ujr1) = (Xnt1, Ujaa)

n—1
= <Z 9n,n—-3U3+17 Uj+1>
s=0

1

n

]

9n,n——3<Us+17 Uj+1>
0

D w

nn—i(Us+1, Ujt1)

donde se ha usado la expresién (6.5) y la tGltima igualdad se desprende de la orto-
gonalidad de las innovaciones. Por lo tanto, (5.6) permite escribir (Xp41,Uj41) =
On,n—jv;, y a partir de (6.7) se obtiene

k-1
(Xn+17 Uk+1> = K(n +1, k + 1) - Z Ok k~j9nn—jvj7

=0
igualdad que al combinarse con (6.6) produce

k—1
Gnn_k:vgl ]K(n-|—1,k-|—1)—29kk_j9nn_jvj ,

7=0

concluyendo la demostracién de la segunda igualdad en (6.3), pues k en este argu-
mento es cualquier entero positivo menor a n. Finalmente, observe que la expresion
dada en el Teorema 3.1 para el error de aproximacion || X 41 —Px,;, X,,...,.x, Xn+1 I

adopta, en el caso actual, la forma

vn = [ Xn41 — Pxy, Xz, X Xnt1|?

= |1 Xns1ll? = 1 Px1, %5, Xn g ]
2

n—1
= Var [Xn+1] - Z Gn n—jUj+1
=0
n—1
—Kn+1ln+1) -y 6, Ul
7=0
n—1

=K(n+1l,n+1)— ZGfm_jvj

=0
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donde se ha utilizado la ortogonalidad de las innovaciones, conjuntamente con

(6.1), (6.2) y (6.5). Esto demuestra (6.4) y finaliza la demostracién del teorema. 00

Observacidén 6.1. (¢) El Teorema 6.1 permite calcular las cantidades v, y {0, 1}
de una forma recursiva; esta caracteristica significa que al momento de evaluar una
de dichas cantidades, ésta puede encontrarse por medio de términos previamente
determinados. Para verificar esta afirmacién, suponga que n es un entero positivo,
¥ que conocen vs y {0,;} para s < n. En este caso, 05, se calcula por medio de
(6.3) directamente a partir de la funcién de covarianza del proceso, mientras que

0 n—1 se calcula por medio de (6.3), para obtener
Gnn_l = ’Ul_l (]I{('n + 1,2) - el,len nv()) )

note que en el lado derecho de esta expresion aparecen la funciéon de covarianza,
v1 ¥ 611—valores determinados antes de enfrentar el problema de calcular v, y
{0, x}—asi como 8, ,, cantidad que ya ha sido determinada. Esto significa que

0., » se evalia a partir de vlaores previamente determinados. Similarmente,
Opn =0y (IK(n+1,3) — 0220, ,00 — 02,185 n—1v1)

se evalia sélo a través de cantidades conocidas. Una vez que se ha concluido la
determinacién de todos los niimeros 0, ,—k, con k& = 0,1,2,...,n — 1, entonces
v, se calcula por medio de (6.4). Esta discusién muestra que las cantidades en
el Teorema 6.1 deben evaluarse, en cada etapa del proceso, en el siguiente orden

(Brockwell y Davis (1991, 1996)):
enna enn—la 9nn—27 9nn—37 R 9n27 enla Un-

(i) Como ya se ha mencionado, el Teorema 6.1 no requiere que la serie {X;}
sea estacionaria. Sin embargo, este ltimo caso se presenta en las aplicaciones
con frecuencia. En etas circunstancias, si y(-) es la funcién de autocovarianza

del proceso, entonces los tinicos ‘cambios’ en el Teorema 6.1 adaptado al caso
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estacionario son los siguientes: Reemplazar IK(1,1), y IK(n + 1,n + 1) por 4(0), y
cambiar IK(n+ 1,k 4+ 1) y IK(n+ 1,n+ 1) por v(n — k) y 7(0), respectivamente.

Pronédstico Para una Dato Lejano

En la seccién anterior se estudi6 el problema de formular un prondstico
para la observaciéon X,y a partir de Xy, X, ..., X,. El problema que se considera
a continuacién es similar, pero ahora se trata de emitir un prondstico para el dato
Xn+h que se conocerd h unidades de tiempo més adelante. Desde luego, como se
establecié en la Seccién 2, la mejor aproximacién a X, 45 en términos de una combi-
nacién lineal de X1, X5, ..., X, es la proyeccién de X, sobre L{X1,X>,..., X},
y €l problema real es proporcionar una férmula explicita para Px, x,,... X, Xnth,
asi como para el error de prondstico || X,in — Px, X,,...,Xn Xn+h||2. El resultado

en esta direccion es el siguiente:

Teorema 7.1. Suponga que {X;} un proceso estocéstico cuyas componentes
tienen media nula y varianza finita, y ademas son linealmente independientes.

En este caso, la proyeccién de X, sobre £L{X1,X,,...,X,} estd dada por

n+h-—1

Px, Xs,,XnXnth = Z Ontnh—1jUnth—j, (7.1)
i=h

dponde h y n son enteros positvos, mientras que el error de prondstico es

n+h—1

1 Xnth = Py Xoroo Xo Xntl® = K(nthynth)— > 6 ph s jonsn—jor. (7.2)
i=h

Antes de proceder a demostrar este resultado, es conveniente puntualizar
que la férmula (7.1) para Px, x,,.. X,Xn+r involucra a las innovaciones Up4p—j,
donde j varfa entre h y n+h — 1, de tal forma que sélo aparecen Uy,,Up—1,...,U1,
las innovaciones que ya se han determinado en el tiempo n, mientras que los coefi-

cientes 6p.4h—1,x involucrados son los que se obtienen implenentando el algoritmo
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de innovaciones hasta la etapa n + h — 1. Por otro lado, suponga, por el momento

que la expresién (7.1) es vélida. En este caso, el Lema 3.1 implica que

| Xnth = Pxy,Xa, X0 Xnt bl = 1 Xntnl)? = 1Px1,Xa,000, X0 Xt ||

2
n+h—1

= Var [Xn4n] = || D Onsn-1;Unsr;
j=h

n+h—1
= Var [Xn+h] - Z 9121+h—1j [|Un+h—j||2
j=h

donde la tercera igualdad se debe a la ortogonalidad de las innovaciones, y se utilizé

(5.2) en la segunda igualdad. Observando que
Var [Xp44] = Cov [ Xpih, X —n+h] =K(n+ h,n+h),

la formula (5.6) permite escribir
n+h—1
2
1 Xnth — Pxy,Xao X0 Xt S = K(n+ hyn+h) = > 0244 1 i0ngn_j
i=h
expresién que coincide con (7.2).
Demostracién del Teorema 7.1. Es claramente suficiente con verificar la igual-
dad (7.1). El punto de partida para lograr este propésito es la ecuacion
n+h—1
Px. Xy, s Xnphor Xnth = Z Ornth—1kUntn—k, (7.3)

k=1

obtenida de (5.4) reemplazando n por n + h — 1. A Continuacién, se utilizara el

siguiente hecho sobre proyecciones: Si £ y M son dos subespacios de V, entonces
LCM=— PPy = Pr. (7.4)

La validacién de este hecho puede encontrarse, por ejemplo, en Grossman (1983),

o Harville (1997). A continuacién, observe que a partir de la implicacion (7.4)
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con £ = L{X1,X2,...,Xn} y M = M{Xy1,Xs,..., Xntr-1}, la igualdad (7.3)

implica
Pxy Xoyos Xn Xnt+bh = Pxy X, Xa PX1, X0, Xnpno1 Xt b

n+h—1
= Px, XorXu | D 9n+h—1kUn+h—k>

k=1 (7.5)
n+h—1
= Y Onpn1£Px, x5, X Untnor)
k=1

donde se ha utilizado la linealidad de un operador proyeccién establecida en el
Corolario 2.1(¢). Por otro lado, recuerde que las innovaciones Uy, Us,..., U, ge-
neran el mismo espacio que X, Xs,...,X,; debido a que dos innovaciones U,
y U con indice distinto son ortogonales, se desprende que Px, x,,.. x,Ur =

Py, v,....v,Ux = 0 cuando k > n, de manera que
PX1,X2,...,Xn (Un+h—k) =0, sin+ h—k>n,

esto es, Px,.x,,.., X, (Un+n—k) es €l vector nulo cuando h > k, de manera que

n+h—1 n+h—1
> Onin-18Pxy X X Unthok) = Y Onth—15Px;, X5, X0 (Unthok) -
k=1 k=h

igualdad que combinada con (7.5) produce

n+h—1

Pxy Xy XnXnth = O Onih-1kPxy X5, X0 (Unth—tk) -
k=h

Para concluir, note que n + h — k < n cuando k > h, y en este caso Upyp—r €
L{U,Us,..., U} = L{X:1,X>,...,X,}, de manera que el Corolario 2.1(¢3¢) im-
plica que Px, x,....x, (Unt+h—k) = Unth—k, por lo que la anterior igualdad des-
plegada equivale a Px, x,,.. X, Xnth = E:i,’:—l On+h—1tUnth—k, €Xpresion que

coincide con (7.1) y finaliza la demostracién del Teorema. 0

Conclusién
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En este capitulo se ha estudiado un problema bésico en el analisis de una
serie de tiempo, a saber, la emisién de un pronédstico para el valor que asumira una
observacién futura en base al conocimiento que proporcionan los datos actuales.
El procedimiento analizado fue el algoritmo de innovaciones, el cual es un instru-
mento muy general para la formulacién de pronésticos, pues no requiere establecer
el supuesto de que la serie observada sea estacionaria, y posibilita la emision de un
prondstico para la observacién que se tendra en el futuro inmediato, o h unidades
de tiempo més adelante. La principal contribucién de este capitulo consistié en de-
terminar de manera precisa la relacién existente entre el algoritmo de innovaciones
y el procedimiento de ortogonalizacién de Gramm-Schmidt, y el analisis realizado
mostré que, al adoptar una perspectiva de segundo orden, el problema de pro-
néstico se plantea como un problema gemoétrico que puede abordarse mediante

métodos algebraicos.



Capitulo 4
Filtros Lineales

El objetivo de este capitulo es introducir una clase de operdores que actua
transformando una serie de tiempo en otra, de tal forma que en el proceso de
cambio se preserva la propiedad de estacionaridad. Los operadores que se analizan
se denominan filtros, pues al aplicarlos a una serie {X;}, su efecto es dejar pasar
algunas de sus componentes e impedir el paso de otras. Por otro lado, los resultados
de este capitulo son la base para discutir, posteriormente, la existencia de los

denominados procesos ARMA (p, ¢)
Introduccion

En este capitulo se aplica una idea fundamental en estadistica, a saber,
aplicar transformaciones a un objeto aleatorio determinado. El propésito que se
persigue es obtener una familia de nuevos objetos aleatorios, dentro de la cual sus
caracteristicas esenciales varian, haciendo posible obtener un mejor ajuste a un
conjunto de datos que cuando la atencién se restringe a un miembro individual.
En el caso que nos ocupa los objetos aleatorios son procesos estocésticos { Xy}, y sus
rasgos esenciales, desde la éptica de segundo orden, son su funcién de medias y de
autocovarianzas. La idea esencial, es que al transformar el proceso de una manera
adecuada, se obtengan series transformadas {Y:}, y que dentro de esas series,
pueda encontrarse una cuyas funciones de medias y autocovarianzas proporcionen
una ‘buena aproximacién’ a las caracteristicas correspondientes obtenidas a partir
de datos muestrales.

La organizacién del capitulo es la siguiente: En la Seccién 2 se presenta

una discusién general de la utilidad de realizar transformaciones sobre una variable
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o vector aleatorio, y de las ventajas potenciales que esta operaciéon tiene. Poste-
riormente, en la Seccion 3 se discute la motivacion detras de la nocién de filtro,
¥y se introduce su definicién formal, mientras que en la Seccion 4 se demuestra
que la serie transformada {Y;} esta bien definida, estableciendo de forma rigurosa
sus propiedades basicas. En la Seccion 5 se presenta el operador de retardo, un
tipo especial de filtro, en términos de cuyas potencias es posible expresar un filtro
arbitrario como una serie de potencias. La razén para denominar ‘filtro’ a un
operador de transfromacién introducido en este capitulo se discute en la Seccién
6, mientras que en la Seccién 7 se analiza la relacion entre filtros lineales y la
propiedad de estacionaridad, concluyendo en la Seccion 8 con una representacion
integral para la funcién de autocovarianza de un proceso que se obtiene filtrando

un ruido blanco.
La idea Fundamental

La idea de aplicar transformaciones a una variable o vector aleatorio es de
gran importancia en la disciplina estadistica (Dudewicz y Mishra, 1988, Lehmman,
1991, Mood et al., 1985). En efecto, de esta forma se generan familias de distribu-
ciones cuyas propiedades pueden estudiarse a partir de uno solo de sus miembros.

Por ejemplo, considere una variable aleatoria X cuya densidad estd dada por
L —al
f(z)= 5¢ ' h T € IR. (2.1)
En este caso,
1
E[X]=0, Var[X]=2, y Mx(t)=1—53; It < 1, (2.2)

iguldades que pueden verificarse como sigue: la densidad f(-) es simétrica res-
pecto al origen, de donde se desprende que X tiene esperanza nula, E[X 2] =
f]R 22 f(z)dz = 2f0°° 22 f(z)de = fooo z2e~* dzr = 2, mientras que la expresién

para la funcién generadora de momentos de X se establece después de algunos
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calculos directos. Considere ahora la transformacién
Y =T, 3X =a+ pX, (2.3)

donde @« € Ry 8 € (0,00) En este caso, por medio de la férmula del cambio de
variable se obtiene que la densidad de Y es

f(z) = ge—'wl/ﬂ, yeR, (2.4)

a partir de la cual pueden determinarse caracteristicas de interés para la variable
aleatoria Y. Sin embargo, es més simple utilizar (2.2) para obtener, via (2.3) y
de forma directa, que E[Y] = a, Var[Y] = 282, y My(t) = e**/(1 — $%t?) para
lt| < 1/8. De hecho, el conjunto de densidades (2.4), conocida como la familia de
Laplace, se obtiene mediante la transformacion de escala y traslacién en (2.3), y
este hecho permite reducir el anélisis de la familia completa al estudio de cualquiera
de sus miembros, por ejemplo, la funcién en (2.1); una vez que cualquier rasgo de
interés se determina para dicha densidad, la contraparte correspondiente a un
miembro arbitrario de la clase de densidades (2.4) puede encontrarse facilmente.
Ademés, al variar a y 3, f(-) adopta muiltiples ‘formas’, dentro de las cuales puede
encontrarse una que se ajuste mejor a un conjunto de datos observados, que si se
restringe la atencién a una sdla pareja de parametros (a, 3).

Sin duda alguna, la familia de distribuciones mas importante que se genera
a través de una clase de transformaciones, es la familia normal (Graybill, 1985).
Sea Z = (Zy,Z4,...,2Zy,) un vector cuyas componentes son variables aleatorias
independientes con distribucién normal estdndar. En este caso, no es dificil ver

que

E[Z]=0, Var[Z]=1, Mgz(t)=et*2 tecR". (2.5)

Si C es cualquier matriz no negativa definida, sea C'/? la tinica matriz no negativa
definida cuyo cuadrado es C; note que C!/? s¢ obtiene a través del teorema espec-

tral (Hoffman y Kunze (1975), Harville (1997)). Ahora, dado un vector m € R",
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defina la transformacién
X =Tm, ¢Z=m+ C*Z. (2.6)

Por definicién, X tiene la distribucién normal n—dimensional con ‘pardmetros’ m
y C, la cual se denota mediante /' (m,C). A partir de (2.5) se desprende que
E[X] = m, Var [X] = C'/?*Var[Z]C'/? = C!/?1C'/? = C, de manera que los
pardmetros de la distribucién de X son su media y su varianza. Ademés, usando
sélo las propiedades estdndar de la funcién generadora de momentos, (2.5) y (2.6)
permiten determinar que Mx(t) = €™ t+t'Ct/2 para todo t € IR™. En general,
propiedades de la distribucién M (m, C) se pueden establecer via la transformacién
(2.6). Por ejemplo, si Y ~ N (m, C), entonces (Y—m)'C~'(Y—m) tiene la misma
distribucién que Z'Z la cual es x%, mientras que Y asume valores en el hiperplano
m + H, donde H es el espacio generado por las columnas de C, el cual coincide
con el que expanden las columnas de C!/2. En resumen, la idea de transformar un
objeto aleatorio a través de un tipo de operador, conduce a obtener una familia
de distribuciones cuyo analisis se simplifica al poner atencién a las propiedades de
la distribucién original y, ademés, al variar los parametros de la transformacién
las densidades adoptan multiples formas dentro de las cuales se puede seleccionar
una que se ajuste a un conjunto de datos. Estas ideas son las que estd detras de

la nocién de filtro lineal, la cual es el objeto de estudio de este capitulo.
Filtros Lineales

El propésito de esta seccién es introducir una clase de operadores que, al
actuar sobre una serie de tiempo determinada, produce un nuevo proceso cuyas
caracteristicas pueden ser analizadas en términos de la serie original; especial-
mente, la intencién es que cuando el proceso inicial sea estacionario, el proceso
transformado también posea dicho rasgo. Para motivar la definicién formal que

se presentard a continuacién, sea {X;} una serie dada, y considere un instante
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especifico n. En ese momento, los valores asumidos por las variables aleatorias
X;, con t < n, ya han sido observados. La idea es combinar linealmente estos
datos para generar una nueva variable aleatoria Y;,. Denote mediante ay al coefi-
ciente que se utilizard para ‘ponderar’ el valor de X, _, esto es, el dato observado
k unidades de tiempo antes del momento actual. Esta notaciéon se presenta en
el siguiente arreglo, donde el coeficiente de cada variable se escribe debajo de la

misma;
Xn—r s Xn—3 Xn—Z Xn—l Xn (3 1)
ar ee as ag ay Qg '

Multiplicando cada variable por el coeficiente correspondiente, y sumando los re-

sultados, se obtiene
YVo=-+aXn,+ - +asXp 3+ aXo o+ aXeg+aXy,

expresién que en notacién mas compacta equivale a

Yn = Zaan_k. (3.2)
k=1

La pregunta importante ahora, es cémo debe construirse la variable ¥, ;s en el
momento posterior n + s, en el cual se han observado los datos X; con ¢ < n +
s. Recuerde que un objetivo fundamental es que las variables Y; que se estdn
construyendo formen una serie estacionaria cuando el proceso {X;} tenga dicha
propiedad, y note que en este caso la serie ..., Xnts-3, Xnts—2, Xnts—1, Xn+ts, €8
‘una réplica probabilistica’ de la sucesién ... y Xn—3, Xn_a, Xn-1, X, de manera
que el analogo de la tabla (3.1) en el momento n + s es

Xn+8—7‘ Xn+8—3 Xn+3_2 X“"'s—l Xn+s (3.3)

[27% e asg ag ai ag

y multiplicando cada variable en este arreglo por el coeficiente correspondiente y

sumando los resultados se obtiene

Yn+.9 =+ aan+3—7‘ 4+t a3Xn+s——3 + a2Xn-|-s——2 + aan+s—1 + aOXn+37
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esto es,
(o @]
Yn+.9 = zaan+s-—k- (34‘)
k=0

Las ecuaciones (3.3) y (3.4) sugieren que para cada entero ¢, la variable ¥; debe

definirse mediante
Y, = ZakXt—k- (3.5)

Esta expresion, motivada por la intencién de que {Y¥;} sea un proceso estacionario
siempre que {X;} tenga esta propiedad, es la base para formular la definicién de
filtro lineal renglones mds adelante. Desde un punto de vista formal, la expresién
(3.7) que aparece a continuacién es més general, en el sentido de que se permite que
la ponderacién incluya variables que se observarédn posteriormente, esto es, en la
sucesién de coeficientes {ar} es posible que k asuma un valor negativo, de manera
que, por ejemplo, la suma (3.8) para la variable ¥; ‘construida’ en el momento ¢
incluye un término de la forma a_3X;_(_3) = a—3X¢43, y la variable X,1; serd
directamente observada sélo tres unidades mas adelante, esto es, en el futuro. Por
otro lado, es importante sefialar que es necesario imponer condiciones sobre los
coeficientes {ar} que se utilizardn para ponderar los datos X, de tal forma que
la suma resultante tenga sentido, es decir, esté bien definida; dicha restriccién se

establece en la expresion (3.6) a continuacién.

Definicién 3.1. Sea {ax |k = 0,41, 42, +3,...} una sucesién de niimeros reales,

la cual es absolutamente sumable, i.e.,

o0

D larl < oo, (3.6)

k=—o0

y suponga que el proceso {X;} es acotado en la media de orden 2, esto es, existe

una constante finita M tal que
E[X?] <M paratodo t. (3.7)

Bajo estas condiciones, defina la sucesién {Y;} mediante

o0

Yi= Y axXix - (3.8)

k=-—oc0
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En este caso, el filtro lineal asociado a la sucesién {ax} es el operador

{Xe} = {Yi},

el cual transforma la serie {X¢} en el proceso {Y;} determinado por (3.8).

El siguiente paso en el desarrollo de la teoria de filtros lineales, es verificar
que la definicién de las componentes del proceso transformado se encuentran bien
definidas a través de (3.8), y analizar el sentido en que converge la serie que define

a las variables Y;.
El Teorema Basico

El propésito de esta seccién es establecer el resultado fundamental sobre
filtro lineales, a saber, que las variables Y; en (3.8) heredan de la serie original {X,}
la propiedad de tener segundo momento acotado, y analizar la convergencia de la
serie que define a las componentes del proceso {Y;}. En esta dltima direccidn, se
mostrarad que dicha convergencia es puntual (con probabilidad uno), en la media
de orden uno, y en la media cuadrdtica, resultados que son fundamentales para

el desarrollo subsecuente (Anderson, 1976, Box y Jenkins, 1970, Cavazos—Cadena,

1994).

Teorema 4.1. Suponga que la sucesién {a} y la serie {X,} satisfacen las condi-

ciones (3.6) y (3.7), respectivamente. En estas circunstancias,

() Para cada entero t,

E

> |ak||Xt—k|] <SVM Y arl < oo,

k=—00 k=—o00

donde M es la constante en (3.7). Consecuentemente,

(4i) Con probabilidad uno, la serie > ;2 _  axX¢—) converge absolutamente, i.e.,
Yo oo lakXi_k| < oo, y entonces la variable aleatoria Y; en (3.8) estd bien

definida.
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(i41) E[|Y:]] < VM 52 _ o laxl-

(iv) La serie en (3.8) converge a Y; en la media de orden uno, es decir, para todas

las sucesiones {D(n)} y {C(n)} de enteros positivos que crecen hacia oo,

D(n)
lim E ||Y; — Z axrXe—r|l = 0.
e k=—C(n)

Similarmente,

(v) B2 < M (32 _ o laxl)’,

(vi) La serie en (3.8) converge a Y; con respecto a la media cuadrdtica, esto es,

2

D(n)
lim E||Y; - Z apXi—k =0,
e k=-—-C(n)

siempre que las sucesiones {D(n)} y {C(n)} de enteros positivos crezcan hacia co.

Demostracién. (i) El argumento inicia observando que la desigualdad de Cauchy-

Schwartz implica que

B[X.)] < (BIX2)'"? < VMM, (4.1)

donde se utilizé la condicién (3.7) para obtener la segunda desigualdad. Por otro

lado, el teorema de convergencia mondtona permite concluir que

E i |ak||Xt—k|] = E| lim Sn_: |ak1|Xt~k|—
k=—oc0 k=—n J
E= nh—{rc];oE zn: |ak| |Xt—-k:|
k=—n .
~im > leul Bl
k=—n
Snli—{réo zn: |ak|\/]\_4
k=—n

=vM Z lax| < oo,

k=—o00
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donde la desigualdad se debe a (4.1).

(i1) Puesto que B [>re _ o la] |X:—k|] < oo, por la parte (i), se desprende que

oo

P| Y Ja|[Xe—k| <oo| =1.

k=—o0
Luego, si ' es el evento entre corchetes en esta igualdad, se tiene que P[] =1,
v 00 o lak| | Xi—k(w)| < oo siempre que w € Q'. Este hecho significa que la
serie Y po_ o, Ok Xi—k(w) converge absolutamente hacia un limite finito, esto es,
sin importar el orden en que se agreguen los términos de la serie, y por lo tanto

Yy(w) esté bien definida mediante la expresion

oo

Yiw)= Y arXi-k(w), we. (4.2)

k=—co
Debido que €' tiene probabilidad uno, Y; puede definirse de manera arbitraria

cuando w ¢ ' sin alterar sus propiedades esenciales.

(i27) A partir de (4.2) se obtiene que

Vi) < Y lar] [Xe—r(@)l, we Qs

k=—o0

puesto que P[Q'] = 1, esta desigualdad implica que

E[|Y:] SE[ >, |ak||Xi—k(w)|}

k=—o0
oo

— E lak| B [| Xt—r(w)]]

k=-—o0
oo
<VM DY ol
k=—cc
donde la igualdad se debe al teorema de convergencia mondtona, y se utilizé (4.1)

para obtener la segunda desigualdad.

(v) La expresién (4.2) para Y;(w) implica que

D(n) —C(n)—1 oo

Yi(w) — Z arXi—p(w) = Z arXi—k(w) + Z arX;_r(w), (4.3)

k=—C(n) k=—oco k=D(n)+1
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y entonces

D(n) ; —C(n)—1 oo
Yiw)— Y, aXex@)|< ) lael [ Xew(w)+ > larl [Xe-k(w)]-
k=—C(n) k=—o0 k=D(n)+1

El hecho crucial es que esta relacién es vélida para todo w en el evento Q' el cual
tiene probabilidad uno. Por lo tanto, via el teorema de convergencia monotona y

(4.1), se desprende que

D(n) —C(n)—1 oo
E|lYi— > arXe|| < > larl Bl Xkl + > Jarl B[ Xe—rl]
k=—-C(n) k=—o0 k=D(n)+1
——C(n)—l 00
VI | Y et Y lul
k=—o0 k=D(n)+1

(4.4)
Puesto que la condicién (3.6) es valida, y tanto C(n) como D(n) crecen sin limite

conforme n tiende a oo, se desprende que

—C(n)—1 o)
im | Y lael+ ), lal| =0,
" k= —oo k=D(n)+1

y combinando esta convergencia con la desigualdad (4.4) se concluye que

D(n) —C(n)-1

im B |[Vi— Y axXeox|| VM lm | Y Ja] + S Jal| =0

n—oo
k=—C(n) k=—o00 k=D(n)+1

(v) El punto de partida es la ecuacién (4.2); utilizandola, se desprende que para

cada w €
Yy(w)* = Z ag X¢—g(w)| % Z aj X¢—j(w)
k=—o0 j=—o00
S ) lajllarllXe—j(@)[[Xi—r(w)]
k= — 00 j=—00
y entonces, recordando que P[] =1, se desprende que
E[Y/]<E Z Z |aj a1 X -] | Xe—r]

k=—oc0 j=—o0 (4.5)

[eo]

S Y lajllarl B (1 X e[ Xe—rl]

k=—00 j=—00

Il
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Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy—Schwartz se obtiene E [|X:—;||X:—k]
< \/E[Xf_j]\/E[Xf_k] <VMvVM = M,y entonces

EY1< Y ) lajllaM

k=—o00 j=—00

Sl 3 .GHZM( 5 W)Zm

k=—o0 j=—o0 k=—o0

(vi) Observe que para dos variables aleatorias L y M siempre se satisface (L +

M)? < 2[L% + M?]. Luego, aplicando la ecuacién (4.3) se obtiene que para todo

we
D(n)
Yiw)— Y apXip(w)
k=—C(n)
—C(n)—1 2 0o 2
<2 Z apXep(w) ] +2 Z arXi—k(w) ]
k=—o0 k=D(n)+1
y como P[] =1, se concluye que
2
E [ Y:— kDit)C(n) akXt—-k‘ ]
—C(n)-1 2 0o 2
<2E || > aXew| |+2B([ ) aXer ]
k=—oc0 k=D(n)+1

—C(n)—1 2 oo 2
<2M Z lax| | +2M Z |‘1k|>

k=—o0 k=D(n)+1

donde la segunda desigualdad se establece a través de procedimientos anélogos a los
utilizados para demostrar la parte (v). Puesto que la serie ), aj es absolutamente

sumable, se tiene que, conforme n crece sin limite,

—-C(n)-1 2 ) 2
> lakl> + > |f1k|> - 0,

k=—o0 k=D(n)+1
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¥ combinando esta convergencia con la anterior desigualdad desplegada, se obtiene

2

D(n)
im E ||V, > Xl | =0,
e k=—C(n)
concluyendo la demostracion del teorma. O

El Operador de Retardo y Series de Potencias

En la expresién (3.8) para la variable Y3, el coeficiente a; multiplica a
Xi¢—x; pensando en el instante ¢ como el momento actual, X;_j es el dato observado
k unidades de tiempo previas al presente. En esta seccién se introduce un tipo
especial de filtro que permite representar, de una manera cémoda, la operacién de

retrazar el momento en que las variables {X;} son observadas.

Definicién 5.1. El operador de retardo, denotado mediante B, transforma una

serie {X;} en otro proceso {R;} definido mediante
Rt - BXt = Xt—-—la (51)

esto es, {R;} se compone de las mismas variables X, pero observadas con una

unidad de retrazo.

Si se aplica B a la serie compuesta por las variables Ry, entonces se obtiene
BR; = Ry_1, expresién que equivale a B[BX;] = X(;-1)~1, 0 en notacién mas
compacta, B*X; = X;_,. Més generalmente, para cada k = 1,2,..., la actuacién

de B* sobre las variables X, estd dada por
B*X, = Xy, (5.2)

de tal manera que si {W;} se obtiene aplicando el operador B* a la serie {X¢},
entonces W; = B*X, = X,_, igualdad que significa que €l proceso {W;} consiste -

de las mismas variables Xy, pero observadas con k unidades de retraso. Hasta
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ahora se ha pensado en el operador B como un medio para indicar ‘un retardo’
en el momento de observar los miembros de una serie, y k en la expresién (5.2)
es un numero positivo. Sin embargo, el lado derecho en dicha ecuacion tiene
sentido atin cuando k sea negativo. Por ejemplo, si £ = —3, entonces entonces
B3X, = X;_(-3) = Xi4s, lo cual significa que la actuacién de B~3 sobre los
miembros de la serie, consiste en adelantar el tiempo en que las variables X; son
observadas. También es posible poner k = 0, y obtener que B°X; = X, y entonces
la actuacién de B® sobre la serie {X;} deja inalterado el proceso. En resumen,
el operador B acttia sobre series de acuerdo a (5.1), y la accién de sus potencias
estd determinada mediante (5.2), donde k es cualquier entero: si la serie {Y;} se
obtiene a través de Y; = B¥ X, = X,_;, entonces (i) para k > 0, las variables X se
observan con un retrazo de k unidades, (i2) si k < 0, la aplicacién de BF¥ significa
que las componentes del proceso {X;} se observan con un adelanto de k unidades,
mientras que (zi2) el operador B es la identidad, en el sentido de que su aplicacién
deja inalterado el momento en que se observan las variables X.

La accién del filtro asociado a una sucesiéon sumable de ntimeros reales
{ax} pude representarse de una forma conveniente utilizando la notacién (5.2). En

efecto, de acuerdo a (3.8) y (5.2),
S axB¥ X, =) arXes = Yo (5.3)
k k
Esta igualdad permite denotar al filtro correspondiente a {a}} mediante
> arB, (5.4)
k

la cual es una suma formal de potencias del operador de retardo cuya actuaciéon
sobre una serie {X;} estd dada por la primera igualdad en (5.3). Ademés de la
serie (5.4), en el desarrollo subsecuente se utilizara otra serie formal asociada a la

sucesién {ay}; ésta tltima es una serie de variable compleja, la cual es

a(z) = Z apz"; (5.5)
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si en esta ecuacion se reemplaza z por el operador B se tiene que
o(B) =) a;B* (5.6)
k

es el filtro lineal asociado a {ax}.

Observacién 5.1. En este momento es oportuno discutir la convergencia de
la serie formal (5.5), teniendo en mente que la sucesién {ar} es absolutamente
sumable; vea (3.6). Los resultados que se presentaran a continuacién desempefian
un papel relevante en el estudio de la composicién e invertibilidad de filtros lineales

que se emprenderd en el siguiente capitulo.

() Note que la serie a(z) converge (absolutamente) para todo nimero complejo z

con |z| = 1. En efecto,
S laez =Y larl|2lF =) la| < co.
k k k

¢1) Sin embargo, es interesante, e importante, observar que es posible que la serie
g0, % q P q
(5.5) sélo converja cuando |z| = 1. Para ver que esta posibilidad es factible,

considere la sucesién {ay} dada por

1
(1 + [k])?

ar = para todo entero k.

En este caso,

Eakz —ao—{—Zakz + Z akz

k=—00

1
= ag + + .
’ E(1+|k|)2 Z (1+|k|)2 "
en el extremo derecho de la dltima igualdad, la primera serie converge para |z| < 1,
mientras que la segunda, la cual involucra potencias negativas de z, converge sélo

cuando |z| > 1. Puesto que ) Ok Z* es convergente sélo cuando ambas series en la
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extrema derecha tienen esta propiedad, se tiene que ‘la regién’ de convergencia es
{z: 2] <1}n{z : |z] > 1} = {z]|z| = 1}, es decir, > apz® converge sélo cuando

el niimero complejo z tiene médulo (norma) igual a uno.
(111) Suponga ahora que la serie que define a a(z) converge en un conjunto abierto,
el cual forsozamente contiene al disco unitario (ve la parte (z) lineas arriba), i.e.,

a(z) = Zakzk, r < |z| < R, donde r <1 < R. (5.7)
k

En este caso, la funcién a(z) es analitica en el anillo A = {z: r < 2] < R}, y la
expansién en serie para a(z) en (5.7) es la representacion (o desarrollo) de Laurent
para a(z) en la regién A (Alfhors (1970), Nevannlina y Patero (1975), Churchill
(1976)). Los coeficientes ay, en (5.7) estan univocamente asociados a a(z), y estan

determinados por la siguiente expresién integral:

_ L [k
o = 5— /Cg Tla(€) de, (5.8)

donde C denota al circulo unitario, y la integral es en el sentido positivo, esto es,

contrario al de las manecillas del reloj.
(iv) Suponga que a(z) es como en (5.7), y que ademas,
alz) #0, sir<|z|<R. (5.9)

En estas circunstancias, el reciproco de a(z) esta bien definido: defina
1
a(z)’

y note que 3(z) es analitica en el anillo A, y que se expande en serie de Laurent,

B(z) = r < |z| <R, (5.10)

esto es,
B(z) =) bez*, r<lal <R, (5.11)
k

Los coeficientes en esta serie son Unicos y se determinan a través de una expresion

integral andloga a (5.8), la cual es

1 1 —k+1
b = 5 /C ER0(6) de =5 | fa(o

de. (5.12)
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Encontrar el desarrollo en serie de Laurent correspondiente al reciproco
de una funcién a(z), donde ésta funcién no se anula en un anillo que contiene al
cfreulo unitario, es de gran importancia en el estudio de filtros lineales, pues este
problema est4 intimamente relacionado con el proceso de invertir el efecto de un
filtro. Aunque los coeficientes de la expansién de B(z) = 1/a(z) se determinan de
manera tnica por medio de (5.12), en algunos caso de interés la funcién az) es
un polinomio cuyas raices se conocen, y la féormula (5.12) es demasiado compleja
comparada con el procedimento alternativo delineado en el siguiente lema y su
corolario, resultados en los que se presenta una férmula explicita para obtener el
desarrollo en serie de Laurent del recfproco de un polinomio, en donde la expansién

es valida en un anillo que contienen al circulo unitario.

Lema 5.1. Suponga que 0 # |a| # 1. En este caso,

1 - 1
Si |a| < 1, entonces - = Zakzk, |z| < Tl

l—a — la|’
mientras que
1 > 1 - 1
: kk
Si |a| > 1, 1—az=_zakzk=—2az’ |z|>|7|.
k=1 k=—00
Demostracién. La igualdad clave es
1 o
o=t silrl<L (5.13)
k=0
Suponga ahora que |a| < 1. En este caso,
1 o0 o0
||<ﬂ:>|a2|<1:>———- Zaz)k:Zaka’
k=0 k=0

donde la segunda implicacién utiliza (5.13) con r = az. Por otro lado, cuando

la| > 1, se tiene que

1 1 1 1 1 1\ /1)
lal |az] 1—az az) | _ az) i \az

az
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donde se utilizé (5.13) con r = 1/az. Por lo tanto,

1 1\ </ 1)\* <1
l—az:_<$>z<;z—> :_Zakzk:— Z atzk.

k=0

Ejemplo 5.1. (i) Si a(z) =1 — 2z entonces

1 1 - 1
= = — ok k =
a(z) 1-2z k—z—oo < lel> 2

(¢7) Si az) =1 — 2/2, se tiene que

e o)

1 1 1,
= = — 2.
a(z) 1—2z/2 ;2'“2 o ll<

(411) En los dos casos anteriores, la expansién se obtiene aplicando directamente
el Lema 5.1, el cual se refiere al desarrollo en serie de Laurent del reciproco de
un polinomio de grado uno. Sin embargo, frecuentemente se esté interesado en
polinomios de grado mayor. En este caso, el Lema 5.1 atn puede ser 1til. Con-
sidere, por ejemplo, el polinomio a(z) = 1 — 2.5z + 22, el cual se factoriza como
a(z) = (1 — 22)(1 — 2/2), de manera que

1 1 _4/3 —~1/3
a(z)  (1-22)(1-2/2) 1-2z + 1—2/2

y aplicando las expansiones obtenidas previamente, se desprende que

1 4 1.1 1
=—= ok b 2N 2k = < 2.
o(z) 3 > 2 ) Gt g <K

O

Este ejemplo muestra que determinar el desarrollo en serie del reciproco

de un polinomio a(z), puede ser una tarea simple si se conocen sus raices; la
idea es obtener la expansién de Laurent de 1/a(z) desarrollando este reciproco en
fracciones parciales. Sin embargo, una dificultad surge en este enfoque, a saber,

a(z) puede tener raices multiples. El siguiente corolario aborda este problema.
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Corolario 5.1. Suponga que |a| # 1, y para cada entero k defina

(k)0:17 Yy (k)m:k(k_l)(k——m—'—l)? m=1,23,...,

(’“) =B 0,12,

' )
m m!
En este caso, para cada entero positivo m > 0, las siguientes afirmaciones (1)—(731)

son validas:

: am 1 m! k—m

(%) drm (1 —r) T (1 —r)mtt Z(k)mr :

.. . _ 1 _ < k k—m _k—m 1
(17) Sila] <1 = ) > <m>a Fm |z < T

~1
1 k 1
S; 1 - _ k—m _k—m > .
(i11) ilal > ——————(1 . o E <m>a AR -1 al

k=-—cc

(iv) Si a(z) es un polinomio que no se anula en el circulo unitario, el desarrollo
en serie de Laurent del reciproco 8(z) = 1/a(z) se obtiene mediante el siguiente
procedimiento:

(a) Factorice a(z) como

£
a(z) = AH(l — aiz)™T
1=1

donde 1/ay,...1/as son las raices distintas de a(2), y la multiplicidad de 1/a; es
m; + 1.

(b) Desarrolle el reciproco de a(z) en fracciones parciales como

1 1 B £ m; A]z
B6) = 2 = T a2 2 (= ™

=1
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(¢) La expansién de Laurent se obtiene desarrollando (—1———-—W como se indica
: — a5z
en las partes (44) y (i17), multiplicando las expansiones por A;; y sumando los

resultados.
Terminologia

EL concepto principal de este capitulo, involucra la transformacion de una
serie en otra utilizando un operador denotado por 3, axB¥, donde B es el operador
de retardo, y los coeficientes aj confortman una sucesién sumable. Dicho operador
ha sido llamado filtro, terminologia que no ha sido ‘justificada’ o explicada. La
intencién de esta seccién es proporcionar una idea intuitiva de la razén detras del
nombre ‘filtro’ para el operador ), arB*. En realidad, si los coeficientes ax se
seleccionan de forma adecuada, entonces dicho operador efectivamente filtra los
datos, eliminado algunas de sus componentes, y dejando sélamente aquellas que

son de interés para el observador.

La Descomposicién Clésica. Suponga que una serie de datos x1,22,...,Zn, -
se registran sucesivamente, donde se supone que las observaciones son una reali-

zacién de un proceso {X,} con la siguiente estructura (Box y Jenkins (1970):
.Xt :St+K)t+Wt, (61)

donde las variables aleatorias W; tienen media nula y conforman un proceso esta-

cionario, la sucesién s;, denominada la componente estacional, satisface
d—1
S; = S¢—q, para algin enterod >0, y E st4; =0, (6.2)
=0

de manera que sy tiene periodo d, mientras que £; es una funcién lineal (un poli-

nomio de grado uno en t) el cual se conoce como la funcién de tendencia:

Ky = C() + Clt (63)
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La representacién (6.1) se denomina la descomposicién clasica del proceso {X¢};
note que en este caso E[X;] = s; + &4 no es constante, y entonces la serie no es
estacionaria. El modelo (6.1) es ‘natural’ en muchas situaciones practica. Por
ejemplo, suponga que un incremento unitario en el indice de tiempo representa un
mes, y que X; es la demanda de nieve que recibe una fabrica de helados en el mes
t. En este caso, la componente estacional s; toma en cuenta que la demanda de
nieve es mayor en el verano que durante el invierno, mientras que ks representa
la tendencia global que manifiestan los pedidos que la fabrica recibe. Debido
al incremento poblacional y al afianzamiento de la marca comercializada en el
mercado, es natural suponer que k; es creciente, y para propositos de ilistracién se
ha supuesto que ¢ es una funcién lineal. Desde luego, esta funcién de tendencia
representa la evolucién mercantil de la empresa al transcurrir el tiempo, y es muy
importante estimarla. Sin embargo, los datos registrados X, ademas de incluir la
inevitable componente aleatoria, incluyen ademaés de x4, a la componente estacional
s;. A continuacién se verd que, aplicando un operador adecuado de la forma
YoraxB k¥ dicha componente puede ser filtrada (eliminada), dejando solamente la

componente de tendecia mds un inevitable ruido aleatorio.

Proposicién 6.1. Considere la representacién (6.1) de la serie {X:}, donde se

supone que (6.2) y (6.3) son vélidas. Defina las constantes a; como sigue:

)
%, sik=0,
-7 1
k=93 — sik+1,£2,...,%(d—1),
2d
[0, silk]>d.
En este caso,
(d-1) L d—1
Z akBk.Xt = Kt + 2—62 2Wt -+ Z(Wt-—k + Wt+k) . (64)
k=—(d-1) k=1

El aspecto notable en esta expresioén, es que a pesar de que la componente
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estacional aparecen en la ecuacién (6.1), después de aplicar el operador

(d—-1)

Z akBk

k=—(d—1)

a la serie {X;}, el proceso transformado contiene solamente a la componente de
tendencia combinada con un ruido aleatorio inevitable. En otras palabras, el ope-
rador deja intacta a la funcién k¢, mientras que ‘impide el paso’ o ‘filtra’ a la
componente estacional s;. Estas consideraciones proporcionan una justificacién
intuitiva para llamar filtro a un operador del tipo ), ay B¥.

La Proposicién 6.1 puede demostrarse de manera simple utilizando (7.1)-
(7.3); puesto que en este trabajo no se continuard el analisis de la construccién

de filtros, el argumento se omite. Un desarrollo de este tema puede encotrarse en

Aleméan—Valerio (1992).
Estacionaridad

La intencién detras de la construccién de un filtro lineal fue que al trans-
formar un proceso estacionario, la serie obtenida conservara esa propiedad. En

esta Seccidén se verifica que dicho objetivo se alcanza.

Teorem 7.1. Sea {X;} un proceso estacionario y, dada una sucesién {ax} ab-
solutamente sumable, sea >, ayB¥ el correspondiente filtro lineal. En este caso,

s1
Yy = ZakBkXt = ZakXt-ka
k %

se tiene que la serie {Y;} también es estacionaria. Mas precisamente,

O S ()

k=—o0

Cov [Xe, Xewnl =7y () == > Y aryx(h+k—j)a;. (7.2)

k=—o00 j=—00

“““
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Demostracién. A partir del Teorema 4.1(:v) se obtiene que el valor esperado de

Y; estd bien definido, y que

k=n k=n
ElY,] = lim E [ > akXt_k] = lim Y apE[X; 4]

n— 00
k=-n k=-—n
k=n o0
= lim E appx = px E a
n—00
k=—n k=—o00

donde ux es el valor (constante) de E[X,]. Por lo tanto, E[Y;] no depende de t.
Para concluir, observe que la parte (vi) del Teorema 4.1 implica, a través de la

bilinealidad de la covarianza, que

Cov [Y, Yign] = nlE%oCov Z arYi—k, Z a;Yiih—j
k=—n j=-—n
= lim Z Z ayCov [Yiek, Yipn-;] @
k“—n]——n

= lim Z Z arCov [Yiek, Yitr—j] a;

n_mnk_—nj——n
= nh_r)lrolo Z Z agyx(h+k—j)a;
k=—nj=-—n
= Z Z apyx(h+k —j)a;
k=—co j=—00

y de esta expresién se desprende que Cov [Y7, Yi4 1] no depende de £. Por lo tanto,

{Y;} es un proceso estacionario, y
vy (k) = Z Z aryx(h+ k= j)aj,
k=—o00 j=—
concluyendo la demostracion del teorema. O

Corolario 7.1. Si {Z;} ~ WN (0,02) yY, =Y, axB*Z, = ¥, axZ,_, entonces

x

E[Yi=0, y v(h)=0" ) aartn.

k=—o00
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Demostracién. El corolario se desprende de inmediato de (7.1) y (7.2). En
efecto, cuando la serie {X;} se reemplaza por el ruido blanco {Z;} se tiene que
pz = 0 de manera que uy = pz Y., ax = 0. Por otro lado, puesto que yz(0) = o2
y 7z(t) = 0 si t # 0, entonces yz(h + k — j) = 0 a menos que h + k = j, y en este
caso, 1z(0) = o2, de manera que

ye(h)y= Y Y axyz(h+k—j)e

k=—o00 j==—00

Representacion Integral

Suponga que {Z;} es un ruido blanco, y que el proceso {X;} se obtiene
aplicando un filtro lineal a {Z;}. En esta seccién se demuestra que la funcién
de autocovarianza del proceso transformado puede representarse mediante una
expresién integral; el resultado serd utilizado en el capitulo siguiente con relacién

a la idea de causalidad.

Teorema 8.1 Sea {a;} una sucesién absolutamente sumable de nimeros reales.
Si a(z) es la serie de potencias en (5.5) y a(B) es el filtro lineal correspondiente,
defina
X; =a(B)X; = ZakBth = zath_k.
k k

En este caso, para todo entero h, se tiene que
2

o 2 » ;
() = £ [ e hae) P de

Demostracién. EL argumento utiliza el siguiente resultado sobre expansiones

de Fourier (Apostol, 1981, Churchill, 1976, Rudin, 1976): Si f(&) vy g(&) son dos
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funciones definidas en [0, 27}, y
F&) =) fre*t
k

. 8.1
g(g) — ngezkf, ( )
k

entonces,

1 27 -

3 ), FOEE =D feon 52)
Ahora, defina

£(6) = a(e) = Y are™,
k
de manera que f; = ay para todo k, y
g(6) = e™a(e’)

= 3 ajeitine
k

=3 aj_neit
k

de donde se desprende que gr = ax—p para todo k. Aplicando ahora (8.2), se
desprende que

1 2™ ey g ien2 1 P v aRTaY
7 z — t th 23
o o e M a(e")|” dE 5 /0 ae'®)ethea(e) dE

k
= _S_ QpQk+hsy
k

y utilizando el Corolario 7.1, se obtiene que

o’

2n
5 e é|a(e)]? de = 0? ) ararn = 1x(h).
0 k
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El Teorema 8.1 permite responder a una pregunta interesante: Suponga
que {Z;} ~ WN (0, 02), . Bajo qué condiciones el proceso {X;} obtenido aplicando

un filtro {Z;} también es un ruido blanco?

Corolario 8.1 Suponga que {ax} una sucesién absolutamente sumable de nimeros

reales y sean a(z) y a(B) como en el Teorema 8.1. Defina
X, =a(B)X; =Y axB*Z =) arZir.
k k
En este caso, {X:} es un ruido blanco si
la(e®)| = C (8.3)
es constante en el intervalo [0,27], y en este caso,
{X:} ~ WN (0,C%0?).

Demostracién. La propiedad que caracteriza a un ruido blanco es que su funcién
de autocovariana se anula para agumentos diferentes de cero. Suponga que (8.3)
ocurre, y sea h un entero arbitrario. En este caso el Teorema 8.1 implica que

2

g o —ihé i€N|2
yx(h):—z—7r A e |a(e*®)|* d€

2 27 )
:0'_ 6—1h5|02d£
27T 0
02 2 27 .
_¢o / e~ | dt
27 Jo

Cuando h # 0, la dltima integral se anula y entonces 7yx(h) = 0, mientras que si
h = 0 la integral asume el valor 27, de manera que ¥(0) = C?0?, de tal forma que

{Xt}NWN (O,Czaz). O



Capitulo 5
Composicién e Inversiéon

En este capitulo se estudian dos problemas bésicos del algebra de filtros
lineales, a saber, determinar la composicién de dos filtros, y encontrar condiciones
suficientes para que un filtro sea invertible. Los resultados en estos temas estable-
cen una relacién entre los problemas algebraicos referentes a filtros, y operaciones

con funciones analfticas de variable compleja.
Introducciéon

El objetivo de este capitulo es estudiar la composicién de dos filtros lin-
eales, y la construccién de la transformacién inversa de un filtro. Los resultados

que se obtienen en estas dos vertientes, pueden resumirse de la siguiente forma:

(¢) La composicién de dos filtros lineales es, de nueva cuenta, un filtro lineal, y
la sucesién correspondiente al filtro compuesto se obtiene mediante la operacién
algebraica de convolucién de dos sucesiones; cuando los filtros originlaes inducen
funciones analiticas en un anillo abierto, esta conclusién es equivalente a que los
coeficientes de la composicién de dos filtros se obtienen multiplicando las dos series

de Laurent correspondientes a los filtros originales.

(11) Con relacién a la inversién de un filtro, se demuestra que un filtro es inverti-
ble siempre que la serie de Laurent correspondiente converja en un anillo abierto
alrededor del circulo unitario, en la cual dicha serie no se anule; en este caso, la
serie de Laurent asociada al filtro inverso es el reciproco de la serie de Laurent

correspondiente al filtro original.



(6]

Estos resultados establecen una relacién estrecha entre las operaciones de
composicién e inversién de filtros y las propiedades de funciones de variable com-
pleja. La organizacién del material es la siguiente: En la Seccién 2 se trata el
problema de determinar la composicién de dos filtro lineales, estableciendo que
dicha operacién produce un nuevo filtro cuyos coeficientes se obtienen convolucio-
nando las sucesiones correspondientes a los dos filtros originales. En la Seccion 3 se
explora la relacién entre la multiplicacién de funciones analiticas y la composicion
de filtros, mientras que en la Seccién 4 se proporcionan condiciones suficientes para

que un filtro admita una transformacion inversa.
Composicién de Filtros Lineales

Suponga que 3 = {¢x} y ¢ = {pr} son dos sucesiones absolutamente
sumables y sean ¥(B) y ¢(B) los filtros correspondientes, esto es, dado un proceso
{X;} para el cual sus componentes tienen segundo momento acotado, entonces

para todo t
$(B)Xi =Y iXers ¥ @(B)Xe=) orXeok (2.1)
k k

El propésito de esta seccién es estudiar la composicién de los dos filtros arbitrarios
¥(B) y p(B), estableciendo que la transformacién obtenida aplicando los dos filtros
en forma sucesiva es, de nueva cuenta, un filtro lineal. En forma més precisa, dada

una serie {W;}, aplicando ¢(B) se obtiene una nueva serie {X;} dada por
X = p(B)Wy = Z Vi We—k, (2:2)
k

v si a continuacién se transforma este proceso por medio del filtro ¢(B), se obtiene

el proceso {Y;} determinado a través de

Yi=@(B)Xt =) orXek. (2.3)
k
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Asi, este procedimiento de dos etapas que conduce de {W;} a {Y;} puede resumirse

escribiendo
Yy = ¢(B)X; = o(B)[(B)W4], (2.4)
de manera que {Y;} se obtiene aplicando la composicién de los filtros ¥ (B) y ¢(B)

al proceso original {W;}. Dicha composicién se denota mediante ¢(B) o ¥(B), y

transforma, directamente, a la serie original {W;} en el proceso {Y:}:
¢(B)op(B) convierte {W;} en {Y:}. (2.5)

De acuerdo al resultado principal de esta seccién, establecido en el Teorema 2.1
lineas més adelante, la composicién ¢(B)oy)(B) es también un filtro. Para formular
este resultado, es conveniente introducir formalemente una operacién entre suce-

siones, la cual es familiar en la teoria estadistica de variables aleatorias discretas

Dudewicz y Mishra (1988), Mood et al., (1985).

Definicién 2.1. Sean ¢ = {91} vy ¢ = {¢k} dos sucesiones absolutamente su-
mables. En este caso, la convolucidn de ¢ y ¥ se denota mediante ¢ x % y es la

sucesion determinada mediante

[o %k = 0atbrs- (2.6)

Teorema 2.1. Si ¢(B) y ¥(B) son dos filtro lineales, entonces su composicién

©(B) o (B) también es un filtro lineal. De forma precisa,
¢(B)op(B) = [¢*¥](B), (2.7)
esto es, la composicién de ¢(B) y ¥ (B) es el filtro asociado a ¢ 1, la convolucién
de las sucesiones que dan origen a ¢(B) y ¥(B), respectivamente.
La demostracién de este resultado depende de los siguientes lemas técnicos.

Lema 2.1. [Ash (1975), Rudin (1976).] Si ¢ = {¢%} y ¢ = {¢&} son dos
sucesiones abolutamente sumables, entonces su convolucién ¢ * 1 también tiene

dicha propiedad.
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Demostracién. Recuerde que la suma de una serie de términos no negativos no
depende del orden en que se agreguen los sumandos. Con esto en mente, observe

que

Z |[90*¢]k| = Z Z@s"/’k-—-s
< ZZ |‘Pa"/}k—s[ = Z Z |908| W)k—sl

= Z; [pal [thx—s| = Z sl [ij |¢H|]
- Siol S :[gm@ o] <o

donde la tdltima desigualdad se desprende de la sumabilidad absoluta de las suce-

siones ¢ y 1. Este argumento muestra que la convolucién ¢ 9 es absoultamente

sumable y concluye la demostracién del lema. O

Lema 2.2. Sean ¢ = {¢x} y ¢ = {¢k} son dos sucesiones abolutamente sumables,
y suponga que el proceso {W,} es tal que todas sus componentes tienen segundo
momento acotado por una constante M. En este caso, existe un evento §2; tal que
P4 =1,y
ZZ lokp s Wig—s(w)| < 00, w € Q.
ks

Demostracién. Puesto que E[W2] < M, se desprende que E[|W;|] < /E[W?] <
V' M; vea el argumento en la demostracién del Teorema 4.1(7) del Capitulo 4. Por

lo tanto, usando el Teorema de convergencia mondtona, se desprende que

Yo Isowswt_k_sl} =3 Elprts Wi g—l]
k 8 k 8

=3 S lel [Ba | B [Wemses]
k 8

< ZZlﬁokll'@[)slV M
k 8

y puesto que las sucesiones ¢ y % son absolutamente sumables, se concluye que

E !%:ijlsok@bsWt-k-sl} <VM !2}; IsOkIJ l;l%l] < oo

E
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Defina ahora
Q= {w S et Wik—s(w)] < oo} .
k 8

En este caso, la anterior de desigualdad desplegada implica que P[€2;] = 1, mientras

que de la definicién de ©; se desprende que Y, >, [or®s Wik s(w)| < oo siempre
que w € ;.

Demostracién del Teorema 2.1 Como punto de partida, note que el Lema 3.1
muestra que el filtro pxt(B) estd bien definido, pues la sucesién asociada a @) es
absolutamente sumable. Para completar la demostracion del teorema, es suficiente
mostrar que para un proceso {W;} con segundos momentos acotados, si {X¢} y
{Y;} son las series dadas en (2.2) y (2.3), entonces

Y= lp*xv]sB*Wy,
k

igualdad que equivale a

th = Z[‘P*d)]kWt—k- (28)

k

Para establecer esta relacién, primero observe que existe un evento Q' cuya prob-

abilidad es uno, y tal que para todo t

Xi(w)= Y pWios(w), we, (2.9)

donde
Z |ths Wi—s|(w) < 00, w € Q; (2.10)

vea el Teorema 4.1(i¢) del Capitulo 4. Similarmente, existe otro evento " de

probabilidad uno, para el cual se satisfacen las siguientes relaciones para todo i:
Yi(w) = Zckat_k(w), we, (2.11)
k
donde la serie en el lado derecho converge absolutamente, i.e.,

> |k Xi-kl(w) < 00, w e Q" (2.12)
k
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Defina ahora el evento Q mediante
Q=0n0" N

donde ©; es como en el Lema 2.2. Puesto que cada evento en la definicién de ©
tiene probabilidad uno, se desprende que P [ﬁ] =1, y que las igualdades en (2.9)-
(2.12) son validas si w € Q. En particular, las series que determinan a X¢(w) y
Y,(w) en (2.9) y (2.11) convergen absolutamente y 3, -, lor s Wi—k—s(w)] < oo0.

Seleccione w € € y observe que

Yi(w) = ESDkXt—k(w) = ESDk {E ¢3Wt—k—s(w)} -
k k K}

Puesto que la (doble) serie en el extremo derecho es absolutamente sumable, los
términos que la conforman pueden agregarse en cualquier orden sin alterar el valor

de la suma, de tal forma que

Yiw) =)ot [E wsWt_k_s(m]

k s

= E E SoklbsWt—k—s(w)
k 3

= E E (PklbsWt—k—s(w)
J (k,8):k+s=j

=3 erthi-kWieej(w)
7 k

= Wioj(w) ) erthi—k
5 k

= E Wt—j(w)[(p * ]

donde la ultima igualdad se debe a la definicién de convolucién. Por lo tanto,

Yi(w) = Y lp* $l;Weos(w), we,

J

puesto que €} es un evento de probabilidad uno, se desprende que

Yi= Y lo*9liWes = D lo» ¥l BIWe = [p x VI(B)Wr,
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concluyendo la demostracion del teorema. ad

Note que la convolucién de dos sucesiones absolutamente sumables es una

operacién conmutativa, esto es, p x P =P * . Por lo tanto,

¢(B) o (B) = [p x¥)(B) = [ x ¢(B) = $(B) 0 ¢(B),
igualdad que conduce a establecer la siguiente conclusién.

Corolario 2.1. La composicién de dos filtros lineales es una operacién conmuta-

tiva.
Convolucién y Multiplicacién de Series

De acuerdo al Teorema 2.1, la composicién de dos filtros ¢(B) y P(B) es,

de nueva cuenta un filtro, el cual estd asociado a la convolucion ¢ x 3:

@(B) o p(B) = [ xP|(B). (3.1)

Luego, encontrar la composicion de dos filtros se reduce al problema de encotrar
la convolucién de las sucesiones que les dan origen. En esta seccion se muestra que
para determinar la convolucién de dos sucesiones, es suficiente calcular el producto

de dos series de potencias de variable compleja z.

Lema 3.1.[ Alfhors, 1970, Nevannlina y Pattero, 1975, Churchill, 1976.] Suponga
que 3 = {¥r} v ¢ = {¢&} son dos sucesiones abolutamente sumables, y sean ¢(2)
y ¥(2) las dos series de potencias asociadas, las cuales convergen en dos anillos A,

y Ay que contienen al disco unitario, esto es,

go(z):Zgokzk, z € -Aapa
k

P(z) = Z?j)kzk, z € Ay.
k

En este caso, la serie de potencias asociada a la convolucién ¢ x i es el producto

de ¢(z) v (#) en la regién A, N Ay, esto es,

o *$l(2) = O _lo*plez® = o(2)i(2), 2 € AN Ay

k
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Demostracién. Las expansiones de Laurent para ¢(z) y 9(z) convergen absolu-
tamente en A,NAy, de manera que en la serie doble que aparece a continuacién los
términos pueden agregarse en un orden arbitrario sin alterar el resultado, siempre

que z € Ay, N Ay:

p(2)p(2) = D orz® Y ez = SN orztepaz

k k

S S et =3 S gt
k s

J (k,8):k+s=j

=" orhin =) lp il
J k J
y por lo tanto,
e(2)(2) =[x ¥)(2), z€ AN Ay.
O

Este resultado permite, en algunos casos, determinar la composiciéon de

dos filtros a través del siguiente procedimiento:

(1) Determine las series de potencias correspondientes a los filtros involucrados y

multipliquelas;
(i) Obtenga la expansién en serie de Laurent del producto, y

(i3i) En la anterior expansién de Laurent reemplace la variable compleja z por el

operador B, determinando de esta forma la composicién de los filtros iniciales.
Este procedimiento se ilustra ahora mediante dos ejemplos.

Ejemplo 3.1. Considere los a(B) y B(B) filtros cuya accién sobre una serie {X¢}

estd determinada por

— 1
Y; =a(B)X¢ = Z é_kXt—kv

oo Nk
v-smx. =y Y
k

=0

Xe k.
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El problema es determinar la composicién a(B) o §(B). Con este fin, note que

O{(B)Xt — Z 'g“l‘c‘Xt_k B 3_kB Xt
k=0 k=0
oo 1 k e 1
B(B)X, = Z( 3k) Xex=Y ( 3k) BEX,
k=0 =0

a(z) = E°° iz'°= E"O 2! |2] <3
3k 3F T 1-2/3’ ’
k=0 k=0

(DR &\ 1 1
LOED N 2’““2(?) = 1o it AP

De acuerdo al Lema 3.1, la convolucién de las sucesiénes a = {ar} y # = {fk}

estd determinada por

ax G = a(186) = (1275 ) (157573 = (=%5)-

expresién que es vélida siempre que |z| < 3. Por lo tanto, los términos de la

sucesién [a * 3] se obtienen determinando la serie de Laurent para la expresion en
el lado derecho. En este caso, dicho desarrollo se obtiene via la ecuacién (5.13) en

el Capitulo 4:

o0

0+ 8)) = a(28() = (=275 ) = ppE

k=0

de manera que [ax 8]y = 0si k < 0 o si k es impar, mientras que [ % Blar = 1/9*
siempre que k sea un entero no negativo. La composicién de los filtros a(B) y
B(B) se determina reemplazando 2 por B en el lado derecho de la dltima igualdad

desplegada:
> B2k
a(B) o f(B) = [a x f|(B =Z—9k,
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de manera que

=, B2 X 1
[a(B)o BBNX:i =3 it = > gr Keear.
k=0 k=0

Ejemplo 3.2. Suponga ahora que a(B) es como en el Ejemplo 3.1, esto es,

1
O‘(B)Xt = Z 3_kXt—k7
k=0

mientras que B(B) esta determinado mediante
1
BB)X, = e Xk
k=0
Como antes, el problema es determinar la composicién a(B) o (B). Para alcanzar
este objetivo, note que

21 =1
a(B)Xi =) g Xek = > 3—kBkXt
k=0 k=0

— 1 — 1
,B(B)Xt - Z 2—k-Xt-—k == Z —kBkXt
k=0 k=0

Por lo tanto, las series de Laurent para los filtros considerados son

X1, w2z 1
a(Z):Zg—kZ 223—’“:1_—;:%’ IZ|<3,
k=0 k=0

y
oo o0
1 & z\k 1
LORDIE "Z(§> T1_2/2 2] < 2.
k=0 k=0
Como en el ejemplo precedente, la convolucién de las sucesiénes o = {ar} ¥

B = {B} esté determinada por el producto de las series:

ox A1) = e286) = (=75) (=7

expresién que es valida siempre que |z| < 2. Para obtener la expansién de Lau-

rent, se utilizara el procedimiento delineado en el Corolario 5.1(iv), basado en el

desarrollo en fracciones parciales:

(1 —12/3) (1 —12/2) 1 —_3/3 1 —32/2

. 2k > 2k
=—223—k+322—k
k=0 k=0
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v entonces

[a* B](2) = i( > z*.

Por lo tanto,

o0

a(B)o B) =lax B = Y- (55~ 37 ) B

3k
k=0

El Problema de Inversion

Sea a(B) = 3 arB* un filtro determinado. El problema que se considera

a continuacién es determinar si existe un filtro 3(B) tal que, para todo t,
B(B)oa(B)X; =X

siempre que las componentes de la serie {X:} tengan segundo momento acotado.
En este caso, si a(B) transforma al proceso {X;} enla serie {Y;},1.e., Y; = a(B) X4,
al aplicar el filtro B(B) al nuevo proceso, se obtiene la igualdad B(B)Y; = X4, lo
cual significa que B(B) ‘deshace’ la transformacién que el filtro «(B) realizé. El
filiro B(B) es el inverso de a(B). El principal resultado de esta seccién, proporciona

una condicién suficiente para que un filtro a(B) admita un inverso.

Teorema 4.1. Suponga que el filiro a(B) = _; arBF es tal que la serie de
Laurent correspondiente converge en un anillo que contiene al circulo unitario,

esto es,

afz) = Zakzk, r < |z| <R,
k
donde r < 1 < R. En este caso, si
a(z) #0 cuando |z| =1,

se tiene que a(B) admite una transformacién inversa, la cual es el filtro B(B)

correspondiente a la expansién de Laurent de 1 [a(z), ie.,

B(z) = Zbkzk = a(lz)'
k
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Demostracién. El argumento inicia observando que el hecho de que a(z) #0
cuando |z| = 1, implica que a(z) # 0 para un conjunto abierto que contiene al
circulo unitario. Luego, existen nimeros positivos r' v R' tales que ' < 1 < R/,
tales que a(z) # 0 si r' < |2| < R, por lo que no se incurre en pérdida de
generalidad alguna si se supone que a(z) # 0 en el anillo r < [¢| < R. En este
caso, el reciproco de 1/a(z) es una funcién analitica en el anillo r < |z| < R, y se
desarrolla en serie de Laurent (Alfhors (1970), Apostol (1981), Rudin (1976)), i.e.,

B(z) = . =Zbkzk.
a0~ %

En este caso, B(z)a(z) = 1, de manera que
B(B)oa(B)=1B° =1,
y por lo tanto el Teorema 2.1y el Lema 3.1 implican que
[B(B) o a(B)}X¢ = X

para todo proceso {X¢}. 0

De acuerdo a este resultado, cuando la serie a(z) converge en un anillo
abierto que contiene al circulo unitario C, y a(z) # 0si z € C, obtener el inverso del
filtro a(z) es un problema equivalente a expander en serie de Laurent a la funcién

B(z) = 1/a(z). Esta idea se ilustra a continuacion.

Ejemplo 4.1. Considere el filtro a(B) =1-23B + B?. En este caso, a(z) =
1— 252+ 22 = (1 —22)(1 — z/2) se anula sélo para z = 2y z = 1/2, y por lo
tanto, a(z) # 0 sobre el circulo unitario. Por lo tanto, €l filtro inverso B(B) esta
determinado por la igualdad

1 1
Blz) = a(z) T (1=22)(1-2/2)
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donde se debe desarrollar en serie de Laurent el lado derecho de esta igualdad.

Desarrollando en fracciones parciales, y usando el Lema 5.1 se obtiene

B 1

B = Aaa —2/2)
43 1/3
T 1-2z 1-2z/2

oo

y por lo tanto, el filtro inverso de a(B) = I — 2.5B + B?, es

1 &3]
4 1 1
B)=—- 2kBF — =" __B*
BB =5 3 B =53 B

k=—o00

Procesos ARMA

En estas seccién se introduce un tipo importante de procesos estaciona-
rios con media nula, los cuales pertenecen a la categorfa de filtros lineales y se
conocen como procesos ARMA. Dichas series desempefian un papel central en el
proceso de construccién de modelos para una serie de datos observados, debido
a la siguiente propiedad: Dada una funcion de autocovarianza muestral 7, existe
un proceso ARMA cuya funcién de autocovariaza coincide con 7 hasta un orden
arbitrario menor que el nimero de observaciones (Brockwell y Davis (1991, 1996),
Polendo-Luis (1999)). Esta es una propiedad sumamente relevante, pues desde la
perspectiva de segundo orden, la funcién de autocovarianza de un proceso captura

los rasgos esenciales del proceso observado.

Definicién 5.1. [Proceso Autorregresivo y de Promedios Moéviles (ARMA).] Sea
{X,} cuyas componentes tienen media nula. En este caso, {X;} es un proceso

autorregresivo de promedio mévil de orden (p, q), si existe un proceso {Zi} ~
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WN (0,02) y constantes @1, d2,...,¢p v 01,02,...,04 tales que
Xi = Xe1+doXi—ot -+ 0pXi—p+ Ze+61Zi 140224 o+ -+6,Z:—4. (5.1)

En este caso, se escribe {X;} ~ ARMA (p, q), expresién que se lee como ‘{X,} es
un proceso ARMA (p, ¢)’.

Defina los polinomios ¢(z) y 6(z) mediante

$(z) =1— 12 — ¢22° — -+ — ¢2P

(5.2)
0(z) = 1401z + 6522 4 o4 0427,

los cuales se denominan polinomios autorregresivo y de promedios méviles, res-
pectivamente. Con esta notacién, igualdad (5.1) se escribe en forma compacta

como

4(B)X, = 0(B)Z.. (53)

Dado un ruido blanco {Z;}, el siguiente resultado trata sobre la existencia de

proceso {X;} que satisface (5.1) o (5.3).

Teorema 5.1. [Existencia y Unicidad de procesos ARMA.] Suponga que que el
polinomio autoregresivo ¢(2) no tiene raices en el circulo unitario. En este caso,

existe un tnico proceso {X;} que satsiface (5.1) y (5.3).

Demostracién. Por hipétesis, ¢(z) # 0 siempre que |z| = 1. Luego, existen
ndmeros r y R que satisfacen r < 1 < R, y tales que ¢(z) # 0 siempre que
r < |z] < R. Por lo tanto, el filtro ¢(B) tiene un inverso B(B) determinado a

través de la igualdad
B(z) = Zbkzk = ——1—, r <|z| < R.
- o(z)
e Existencia: Defina el proceso {X;} mediante

X, = B(B) o 8(B)Z,. (5.4)
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En este caso, ya que ¢(B)B(B) = I, se desprende que
¢(B)X: = ¢(B) o B(B) o 6(B)Z;
~ [¢(B) o B(B)| 0 (B)Z
— [1]0 8(B)Z:
— 6(B)Z:,
i.e, {X¢} satisface (5.3), y por lo tanto, también su equivalente (5.1).

¢ Unicidad: Suponga que {X,} satisface (5.3). Aplicando el filtro 3(B) en ambos
lados de (5.3) se obtiene

B(B) o p(B)X, = B(B) o 8(B)Z,

y como ((B) o ¢(B) = I, se desprende que X; estd dada por la expresién (5.4).
ODe acuerdo al terema precedente, un proceso ARMA existe siempre que el corres-
pondiente polinomio autorregresivo satisfaga ¢(z) # 0 cuando |z| = 1, condicién

que se asumird en el desarrollo subsecuente.
Causalidad

Dado un filtro lineal o B) su accién sobre una serie {Z, } produce un nuevo

proceso {X;} determinado por
Xt = O[(B)Zt = ZakBth = Zath_k. (61)
k k

Frecuentemente, el proceso {Z,} se interpreta como un ruido blanco cuyo término
Z, se manifiesta en el tiempo r. En la anterior igualdad, la variable X; es el
dato que el observador registra en el momento presente ¢, y se expresa como una
combinacién de las componentes del ruido {Z,}. Note, sin embargo, que si a;, # 0
para un entero k < 0, entonces a;yZ;— es una variable aleatoria cuyo efecto se
manifestard en el futuro. Por ejemplo, si k = —2, apZy—p = a—2Z¢y2 tiene un

efecto que se presenta en el momento t + 2, dos unidades de tiempo mas adelante
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del momento presente. Desde el punto de vista de un modelador, esta caracteristica
significa que el dato registrado en el momento actual ¢ depende de perturbaciones
aleatorias que atn no se manifiestan, y no es considerada, por regla general, como
un rasgo aceptable. Por el contrario, si a; = 0 para todo k < 0, entonces X; en
(6.1) se expresa como una combinacién de variables aleatorias Z, con r < t, esto

es, de variables cuyos efectos se manifiestan en el pasado o en momento presente.

Definicién 6.1. Un filtro lineal a(B) = 3, ax B* se denomina causal, si y sdlo si

ar = 0 para todo k < 0.

El propésito de esta seccién es mostrar que un proceso ARMA (p,q) se
expresa aplicando un filtro causal a un ruido blanco adecuado. Por conveniencia,
estos resultados se presentan en dos partes establecidas a continuacién como los

Teoremas 6.1 y 6.2.

Teorema 6.1. Suponga que el proceso {X;} es un proceso ARMA (p,q) el cual

satisface

p(B)X¢ = 0(B)Zy,
donde los polinomios ¢(z) y 8(z) estdn dados en (5.2). Suponga que
p(z) #0 silz[ <1

En este caso, el filtro

T e(B)
es causal, y por lo tanto
Xt = zakBth = zath_.k.
k=0 k=0

Demostracién. Como el polinomio ¢(z) no se anula en el disco unitario, existe
un ndmero R > 1 tal que ¢(z) # 0 siempre que |z| < R. En este caso, el reciproco

de B(z) = 1/¢(z) es una funcién analitica en en la regién |z| < R, de manera que

1 o
Z)= —— = bez®, |z| <R,
ﬂ( ) QD(Z) kgo k | |<
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y enotonces
_ &) N 0TS bt
alz) = B(2)8(z) = =[1+) 6;271> b*, |2| <R,
#(2) =1 k=0

y esta expansién no involucra potencias negativas de z. Por lo tanto, realizando la
. . . . o0 . . 2
multiplicacién se obtiene que az) > 5, arz® en un disco que contiene al circulo

unitario, y el filtro correspondiente a(B) es causal. O

Cuando el polinomo autorregresivo ¢(z) no se anula en el disco unitario, el
proceso {X;} ~ ARMA (p, ¢) es tal que X se expresa en términos de {Z;} mediante
un filtro causal, lo cual implica que X; es una combinacién de las variables Z, con
t < r. A continuacién se analiza la posibilidad de expresar a un proceso ARMA

mediante un filtro causal cuando ¢(z) = 0 para algin z con |z| < 1.

Teorema 6.2. Suponga que el proceso {X;} es un proceso ARMA (p,q) el cual

satisface

‘P(B)Xt = G(B)Zta

donde los polinomios ¢(z) y 6(z) estan dados en (5.2) y ¢(z) # 0 si |z| = 1.
Suponga que

¢(z) =0 para algin z que satisface |z| < 1.

En este caso, existe un polinomio ¢(z) de grado p, y un ruido blanco {Zt} tal que

¢(B)X; = H(B)Zt, y @(2)#0, para|z| <1

Demostracién. Sena m,ma,...mg las raices de ¢(2) que tienen médulo menor
a uno, y denote mediante My, My, ..., M,_k a las raices cuya norma es mayor a

uno. En este caso, ¢(z) se factoriza como

K

p—K
o(z) = [~ =/ms) T] (1= =/, (62)

=1
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Defina el polinomio ¢(z) mediante
p— K

K
#(z) = [J(1—maz) T[] (0 - 2/M0). (63)
=1 j=1
el cual tiene raices My, Ma, ..., My—k y 1/m1,1/ms,...1/mk, las cuales tienen,
invariablemente médulo mayor a uno, esto es,
P(z)#0 silz| <1

Defina hora la funcién racional a(z) mediante

15, (1 — miz)

O 1 am o
v note que (6.2)—(6.4) implican que
P(z) = a(z)p(2),
de donde se desprende que
@(B)X: = a(B)p(B)X:
— o(B)8(B)Z: (6.5)

= §(B)a(B)Z:,
donde se ha utilizado que la composicién de filtros es conmutativa; vea el Corolario

2.1 de la Seccién 2 del Capitulo 4. Definiendo el proceso {Z;} mediante
Z: = o(B)Z, (6.6)
la igualdad (6.5) equivale a
$(B)X, = 6(B)Z:,

y para concluir la demostracién es suficiente con mostrar que {Z;} es un ruido
blanco. Con este fin, se utilizara el Corolario 8.1 del Capitulo 5. Note que

[Taes (1 — me’®)
[T (1 — €€/ma)
T e |z (1= mxe)

= H |mk| Hf:l(mk _ eis)

()] =

= ﬁ || Hi"zl(e—if — my)

K .
k=1 Hk:l(mk —et)
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Para continuar, observe que las raices de ¢ se presentan en pares conjugados,
. . s . . K —i
pues ¢(z) tiene coeficientes reales. Esta observacién implica que [[,_;(e™% —
K —i — < . . .
my) = [[1-,(e % — 7my,), ecuacién que al combinarse con la anterior desigualdad

desplegada, implica

K K g —
o 6i£ — m Hkﬁl(e - mk)
K K 7— &
[Ty (M — e't)
|m|

[T (ma — ei€)

K
= H |mk|a
k=1

esto es |a(eé)| es constante, y entonces {Z;} es un ruido blanco; vea el Corolario

8.1 del Capitulo 5. O



Capitulo 6
Epilogo

En esta trabajo se ha realizado un analisis riguroso del algortmo de in-
novaciones, instrumento que se utiliza en la elaboracién de prondasticos, y se han
estudiado las relaciones existentes entre el algebra de los filtros lineales por un
lado, y propiedades de funciones analiticas.

La presentacién formal incié introduciendo la idea de proceso (débilmente)
estacionario en el Capitulo 2, la cual sirvié de preambulo para abordar, en el
Capitulo 3, el estudio del algoritmo de innovaciones. El analisis realizado, mostré
que dicho algoritmo puede considerarse como una versién del procedimiento de or-
togonalizacién de Gramm-Schmidt, el cual es clésico dentro de la teoria general de
espacios vectoriales dotados con un producto interno. Posteriormente, el estudio
de filtro lineales inicié en el Capitulo 4, en el cual se demostré que, para una serie
absolutamente sumable, el filtro correspondiente esta bien definido, y que la conver-
gencia de la serie que lo define es vélida en diversos sentidos: con probabilidad uno,
en la media de orden uno, y en la media cuadratica. El analisis realizado, mostré
de manera explicita la importancia de la teoria general del anélisis matematico en
el 4rea de series de tiempo.

Por otro lado, en el Capitulo 5 se abordaron los problemas de determinar la
composicién de dos filtros, y el filtro inverso a uno determinado. estableciendo que
estos problemas se reducen, finalmente, a multiplicar series de Laurent, y a obtener
la expansién de Laurent del reciproco de una funcién analitica. De manera especial,
se mostrd que obtener el inverso de un filtro asociado a un polinomio, se reduce a
expander en fracciones parciales a una funcién racional, a saber, el reciproco del

polinomio.
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Finalmente, desde un punto de vista formativo, el desarrollo de este tra-
bajo permitié conjuntar ideas estudiadas en diversas dreas, como &dlgebra lineal,
modelos lineales, y teoria de funciones analiticas, para abordar el estudio de los

problemas considerados en el analisis de series de tiempo.
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Construcciéon de Inversas Condicionales
Introduccion

El objetivo de esta seccidon es introducir un procedimiento basado en ope-
raciones elementales de fila para construir una inversa condicional de una matriz
dada. Sea A una matriz de orden m X n. Una matriz M de orden n X m es es una
inversa condicional de A si

AMA = A. (1)

Esta definicién es un poco lacénica, y con el propésito de obtener un mejor en-
tendimiento de la nocién de inversa condicional, se establecerd la siguiente carac-

terizacion.

Lema 1.1. La matriz M es una inversa condicional de A si y sélo si para cada

vector g € Z(A) el sistema Ax = g tiene como una de sus soluciones a x = Mg.
Demostracién.

e Suponga que M es una inversa condicional de A y sea g € I(A) un vector
arbitrario. En este caso g = Ay para algin vector y, y como M satisface (1), se
tiene que AMAy = Ay, y combinando esta igualdad con g = Ay se obtiene que
AMg = g, i.e., x = Mg es una solucién de Ax = g.
e Suponga ahora que para cada g € Z(A) el sistema

Ax =g tiene como una de sus soluciones a x = Mg. (2)

En este caso se verificard que M es una inversa condicional de A. Para ver esto

note que (2) equivale a

AMg =g paratodo g€ Z(A),
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y debido a que un elemento general de Z(A) se expresa como g = Ay, la ecuacién

anterior es equivalente a
AMAy = Ay paratodo ye€R",

de donde se desprende que AMA = A, esto es, que M es una inversa condicional

de A. O

El Lema 1.1 muestra expicitamente la relacién entre la idea de inversa condicional
y el proceso de solucién de un sistema de ecuaciones lineales. Debido a que las
operaciones elementales de fila fueron disefiadas para resolver ecuaciones lineales,
es de esperar que esas mismas operaciones sean de utilidad para determinar una

inversa condicional.

Inversa Condicional y Operaciones Elementales de Fila

Considere la matriz A de orden m X n de la seccién anterior y forme la

matriz

vV =[All],

A continuacién realice operaciones elementales de fila sobre la matriz V hasta

llevar al bloque A a su forma escalén reducida por filas R, de manera que
V=[A|I]~[R]|P].

La matriz P es inversible, pues es un producto de matrices elementales y, mas aun,

R =PA,
de manera que
Ax=g < Rx=Pg. (2)
Sea r el rango de A, y observe que en este caso las filas r + 1,7+ 2,...,m de la

matriz R son nulas. Sean k; < ks < ... < ky las posiciones de los unos lideres de
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las filas no nulas de R y sea F:= {1,2,...,n}\ {k1,k2,...,kr}. Ademds, denote

mediante p} a la i-ésima fila de P. Si el sistema AX = g es consistente, i.e., si

g € I(A), entonces Ax = g tiene las mismas soluciones que
Xk.-+ZRij5”j:P’iga 1=1,2,...,7; (3)

JEF

las soluciones de este sistema se obtienen asignando valores arbitrarios a z; para

cada j € F, y despejando zx, i = 1,2,...,7 en (3). La posibilidad més simple

es asignar el valor cero a cada z; con j € F, y entonces obtener directamente los

valore de zj,. La solucién que se obtiene es
z;=0, jEF y =x,=Pi8 1=12,...,1 (4)

Esta discusién puede resumirse como sigue: Si g € I(A), entonces el vector x
cuyas componentes estan dadas en (4) es solucién del sistema Ax = g. Ahora se
utilizara este resultado para construir una inversa condicional de A. Para esto,
usando el Lema 1.1, sélo es necesario escribir el vector x en (4) como x = Mg, y

un momento de reflexién muestra que la matriz M estd determinada como sigue:

(o) Para cada j € F, defina la j-ésima fila de M como el vector nulo; de esta

manera, la j—ésima componente de de Mg se anula, de acuerdo a (4).

(b) Parai =1,2,...,r, defina la fila k; de M como pj, de modo que la componente

k; de Mg es p'g, lo cual también esta de acuerdo con (4).

Luego, para todo g € Z(A), €l vector x = Mg es solucién del sistema Ax = g,
y entonces la matriz M construida de acuerdo a (a) y (b) es una inversa condi-

cional de A. Para propdsitos de referencia futura, este resultado se establece ahora

formalmente.

Teorema 1.2. Sea A una matriz de orden m X n. Entonces, la matriz M con-

struida de acuerdo al siguiente procedimiento es una inversa condicional de A.
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1. Forme la matriz V = [ A |I] y realice operaciones elementales
de fila sobre V hasta llevar a la matriz A a la forma escalén

reducida por filas R; esto produce

[A[T]~[R|P].

2. Sean ki, ka,. .., k, las posiciones de los unos lideres en las filas
no nulas de R, donde r = rango de A. Defina la fila k; de M
como la fila: de P, 1 = 1,2,...,r, y ponga todas las otras n — r

filas de M igual a la fila nula.

A continuacién se ilustra la aplicacién de este procedimiento.

Ejemplo 1.2. Considere la matriz

1 2 01
A=|-1 -2 11
1 2 1 3

Para encontrar una inversa condicional de A el procedimiento del Teorema 1.2 se

aplica como sigue:

1. Se forma la matriz (aumentada) V = [A |I]:

1 2 01100
V=|-1 -2 1 1 010
1 21 3 001

y se realizan operaciones elementales de fila hasta reducir el bolque A a la forma

escalén reducida por filas.

1 2 01 100 1201 100
-1 -2 110 10|~]/00 1 2 110}
1 21 3 00 1 0012 -1 01
1 2 01 1 00
~l0 012 1 1 0|=[R|P]
0 000 -2 -1 1
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2. La matriz escalén reducida por filas R equivalente a A tiene rango r = 2y los

unos lideres en las filas no nulas ocupan las posiciones

k1:1 y k2=3.

La matriz P estd dada por

La inversa condicional M se construye como sigue: Primero observe que M es de

orden 4 X 3:
* k%
* k%
M=
* k%
* k%

Ahora, la fila k; = 1 de M es la fila 1 de P:

* ¥ ¥ =
* ¥ ¥ O
* ¥ ¥ O

Ademis, la fila ko = 3 de M es la fila 2 de P:

L N L
* = % O
* O ¥ O

mientras que las restantes filas de M son todas nulas. Por lo tanto M esta dada

por

S = O =
o= O o
(==l en B en B an

de acuerdo al Teorema 1.2, esta matriz M es una inversa condicional de A. Para
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verificar esta afirmacién observe que

— — M
f ! Qo
— o~ M
_
| F—— |
— —
_ prm———
_||||_0000_||||I|._
OO OO —— — M
O O - O
o OO O v o
— O — O A
_
_— e
ey — — ™
— — o - T M
S v _
S .+ 3O
(AN AN B AN —_—
o O o
™ — _ - v
| F—— |
_ — O ™ _
L 1 = -~ ' S | 1
I Il I Il

de manera que, efectivamente, M es una inversa condicional de A.
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