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E1 presente trabajo consiste en un estudio formal de las matri
ces aleatorias y sus principales propiedades. Ademds se presentan las
distribuciones multivariadas mas importantes, como son: las distribu-
ciones Normal, Wishart, T y F, para las cuales son encontradas sus ca-
racteristicas principales, tales como: funcidn.de densidad, funcion
caracteristica, momentos, distribucion marginal y condicional, asi co
mo definir las distribuciones Wishart, T y F no centradas.

La originalidad de este trabajo estriba en obtener las distri
beciones Wishart, T y F a partir de la distribucion Normal con argu--
mento matricial y no con argumento vectorial como son estudiadas en
los 1ibros clasicos de analisis multivariado.



ABSTRACT

Principal Distributions in
Multivariate Analysis

BY
JOSE ANTONIO DIAZ GARCIA

MASTER OF SCIENCE
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BUENAVISTA, SALTILLO, COAHUILA. JULY 1985

M.S. Victor Cantd Hernandez
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The present work consist of the fornal study of random matrices
and their principal properties. Furthermcre show the multivariate --
distributions:Normal, Wishart, T and F, also their principal caracteristics
such as:” density function, caracteristic function, moments, marginal
and conditional distributions. Moreover it feature the Wishart, T and F
non-central distributons,

The work was developed in accordauce to the normal distribution

with matrix argument and without vectorial argument, which is not the
same as it used to be in the classical books of multivariate analysis.
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INTRODUCCION

Uno de los problemas dentro del Analisis Estadistico Multivaria
do es el definir las funciones de densidad que se presentan al tratar -
de resolver un problema por medio de esta técnica, asi como el estable-

cer las principales propiedades de dichas densidades.

E1 objetivo de este trabajo es el generalizar las principales

densidades (Normal, Wishart, T y F) que son definidas en los trabajos

citados en la bibliografia, asi como el proponer algunas otras funcio

nes de densidad, ademas de encontrar sus propiedades y el obtener nue

vas expresiones para las mismas.

A continuacidn se resumen los principales temas abordados en es

te trabajo.

En primer lugar, consta de un capitulo en el cual se citan algu
nas definiciones y resultados del Algebra Lineal, los cuales aparecen -

con frecuencia en el desarrollo de la tesis.

Como segundo capitulo, se definen las Funciones Hipergeométri -
cas, Polinomio Zonales (Series de Potencias) y de Laguerre con argumen-
to matricial, asi como sus principales propiedades y relaciones entre -
ellos. Dichas funciones son imprescindibles en el desarrollo de la Teo-

ria de las distribuciones no centradas (Wishart, T, F, no centradas).



Como en este trabajo se realza la importancia de la funcidn ca-
racteristica en la Teoria de las Distribuciones, se presenta un tercer
capitulo en el cual se aborda dicho tépico, ademas de dar una defini -

cion formal de Matriz Aleatoria.

Como punto central se presenta el cuarto capitulo el cual esta
subdividido en cuatro secciones. En la primera de ellas se define la -
distribucidon normal de una Matriz Aleatoria y sus propiedades mas impor
tantes. Algunos resultados destacados de esta seccidn son: presentar -
una forma alternativa para obtener la Funcién de Densidad, que consiste
eh aplicar la formula de inversidén de Cauchy ' para las transformadas -
de Fourier a la funcidn caracteristica de dicha densidad, ademas de ob-
tener 1o0s dos primeros momentos a partir de la funcidén caracteristica y

algunos resultados de importancia didactica.

En la segunda seccidon titulada Distribucidén Wishart, se define
en primer lugar la Funcidén Gama y como coro]ario.a ésta, se obtiene la
Distribucién Wishart centrada y su funcién caracteristica, ademés de -
la Distribucidn Wishart no centrada y para ambas sus principales propie
dades. La variante (genera]izacién) de esta distribucidn con respecto a
la estudiada comunmente, es que la Matriz Nishart definida aqui, es la
suma de productos de matrices aleatorias distribuidas normal y la Wi -
shart cldsica se define como la suma de productos de vectores aleato -

rios distribuidos normal.

Se define un nuevo producto que ayuda a proponer una expresion
para la covarianza de la Matriz Wishart centrada y no centrada, como -

también se dan dos formas alternativas de expresar la Distribucidn Wi -
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shart no centrada en funcidon de los polinomios de Laguerre y Hedmite.

Es importante hacer notar que todas las distribuciones Wishart
estudiadas en los trabajos citados en la bibliografia, son casos parti-
culares de las distribuciones desarrolladas en esta seccién, a excep -
cidn de los presentados en Pérez L.A. [53], [56], 1a cual es andloga a

la presentada aqui, pero con diferentes propé6sitos.

En la tercera seccidon se define l1a Distribucion T de una matriz
aleatoria, se encuentran los momentos de dicha matriz y las Distribucio

nes T no centrada y De Cauchy.

Como cuarta y Gltima seccibn, se estudian tanto la Distribu -
cion F como la Distribucion Beta para una matriz aleatoria. Aqui la ge
neralizacion consiste en partir de:la densidad Wishart Generalizada en
la segunda seccion. Ademas se definen la:Distribucién F no Central y la

Funcidn Caracteristica de la Funcidén Beta.



DEEINICIONES. BASICAS

En el presente capitulo se trataran algunos temas los cuales, -
por presentar con gran frecuencia en el desarrollo de este trabajo, se

ha decididd definirlos en forma separada.

2.1. Definicion importante

A

Definici6n 2.1.1. Sea X ¢ R™T, tal que x={x5}5., donde X4 e RN
definimos a X como:
X1
™ X2 2 my m .
X == . , X e R, X e RY, ¥ 3 =1,...,r 2.1
Xy

2.2. Traza?!

Definicién 2.2.1. Sea A e R™N_ |a traza de la matriz a, deno-
tada por tr(a), es definida, como la suma de los elementos de la diago -

nal, i.e.:

n
tr(h) = L aji 2.2

1 Un tratamiento mas extenso sobre este tema estd dado por Graybill F.
A. (25)



Teorema 2.2.1..Sean A y B e R™Xn,

tr(AB') = Z I aj4 bjj = tr(B'A) = tr(A'B) = tr(BA') 2.2
i3

Corolario 2.2.1. Sea A e R™N, entonces:

tr (A'A) = = tr (AA'") 2.4

He™M B
. ™8
o)
N

Teorema 2.2.2. Sean A ¢ R™1, B ¢ RIXY y C ¢ RF¥¥M, entonces:

tr (ABC) = tr (CAB) = tr (BCA) £a

Corolario 2.2.2. Séan AY Q eR¥n, g
tr(a) = tr(0~! A Q) 2.6
si 0 es una matriz ortogonal, tenemos:

tr(a) = tr(Q' A Q ) 2.7

Teorema 2.2.3. Sea a € R, entonces:

tr(a) = a 2.8
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2.3. Producto Kronecker™

Definicidn 2.3.1. Sean A e RIXd y B ¢ RPXP. Luego el Producto -

Kronecker (o directo) denotado por B, se define como:

b,,2 b,A ... bpa
bZl%‘ DB ... bzPA
ArB = X , (AmB) g IRP9X dP 2.9
bpiA  bp,A ... bppA
en general: A =2 B # Bm A 2.10

A continuacion se enlistan algunas de las principales propieda -

des del Producto Kronecker.

aA ® bB = ab (A ®» B) 2.11
(A B) s C=A w (B=r C) 2.12
(A m B)' = A' ® Bt 2.13
tr (A ® B) = tr (A) tr (B) | 2.14
(A ® B)(F®» G) = (AF) » (BG) | 2.15
(A= B)"! =aA"1 g B! (S ay B son no singulares) 2.16
(A ® B)” = A" m B~ | 2.17

|A ® B] = |A]P |B|q (A ¢ RI¥X9, B ¢ IRPXP) 2.18

Una definicidn formal sobre Producto Kronecker estd dada por Hall, M.
Jr. [27], padg 288, y Serge L. [65], pag 305, lo expuesto en esta sec-
cidn puede ampliarse, remitiéndose a Graybill, F.A. [25]



2.4. Transformaciones y Jacobianos®

Teorema 2.4.1. E1 jacobiano de la transformacién, denotado por J

Y = aX, donde X, Y e RPXd y a ¢ IR, a # 0, estd dado por:

J = aPga 2.19

Teorema 2.4.2. E1 0 de la transformacién vy= ax, donde x,Y e RI¥d

simétricas,a e R, a # 0, esta dado por:

i
J = a2 g (g+1) | 2.20

Teorema 2.4.3. E1 3 de la transformacidon lineal v = aAX donde -

Y, X e RPX1 y A ¢ IRPXP es:

Corolario 2.4.1. E1 g de la transformacién x = a~'y donde x,Y ¢

RPX1l y A ¢ RPXP es:

J = |A‘1| = |a l“l - 2.22
Teorema 2.4.4. E1 3 de la transformacién ' = x'a donde v',x' €
R4 y A e RI¥9 es:

J = |a] 2.23

Teorema 2.4.5. E1 J de 1la transformacidon ¥ = aX donde X,Y e IRPXd

A ¢ IRPXP

J = |A|q 2.24

1 vVer Sirivastava M.S. & Knhotri C.G. [71], Demer, W.L. y Olkin I. [14].



Teorema 2.4.6:. E1 g de ¥ = xa, v,X e RP¥d, A ¢ RIXD es:

g = |alP 2.25

Teorema 2.4.7. E1 0 de Y = aXB; Y,X ¢ RP¥9, A ¢ RPXP y B ¢ RIXG

es:
J = lAlq IBiP < 2.26
Teorema 2.4.8. E1 J de 1a transformacidn v = cxc' donde Y,X sm -
C € IRPXP
I = ‘C! pt+l . 2.27
Corolario 2.4.2. E1 gde v = a~'x a*~% ¥, X sm, A ¢ RP*P estd -
dado por:

g= |a~¥) 2.27

2.5. Funciones Hipergeométricas con argumento matricial

En la derivacidon de algunas distribuciones en el caso univariado
se encuentran algunas integrales que no pueden ser representadas por fun

ciones elementales.

La manera en que es resuelto este problema es con el uso de se -
ries de potencias. Este problema se presenta, en particular, al tratar -
de derivar las distribuciones x? no central, F no central, t-Student no
central y otras, las cuales quedan representadas por medio de las fuh -

ciones Hipergeométricas y de Bessel (Searle S.P. [64]). Estas son casos



g -

especiales de la Funcién Hipergeométrica Generalizada (Erdelyi A. [18])
para valores enteros de p y g, utilizando la notacidén de Pochhammer -

(Herz C.S. [28]); para denotar dichas funciones tenemos:

'8

: _ (a1)kx --- (aplk xK
F ruom gl Dlrecsy Dot = 2 = 2.28
1 q(al ap 1 q X) M (bl)k .. (ba)k kp
donde los coeficientes (a)x estdan dados por:
(a)y = a(a+1)...(a +k=-1) = T(a+k)/ I'(k) 2.29

pudiendo ser pFg una funcidn real o compleja, dependiendo de los nimeros
ai,;.--,ap, bi,..., bgy reales o complejos. A continuacidn daremos algu-
nos casos especiales de las Funciones Hipergeométricas Generalizadas (Er

delyi A. [18]).

oFo (x) = & - (exponéncia]) 2.30

1Fo (ajx) = (L-x)"2 (Serie Binomial) 2.31

oF1 (3n,3x%) = fowex cosb gen~2p40 / f:T sen~264d0

F. Bessel (esta funcidn aparece en la distribucidn x?
no central, Rao C.S. [64] | : 2.32

1F1 (a,b;x) Hipergeométrica confluente (esta aparece en la
funcién F no central, Searle, S.R. [64]) 2.33

,F3 (a1,a2,b;x) Serie de Gauss o Gausiana (aparece en la ob
tencion de Ta Distribucidn del Coeficiente Correlacidon Mal
tiple, Sirivastava & Khatri G.G. [71]) 2.35

Al derivar las correspondientes distribuciones multivariadas se

requieren generalizaciones las ecuaciones 2.28 - 2.35 para lo cual es -
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reemplazada la variable x por la matriz simétrica s y pFg es una fun -
cion simétrica real o compleja valuada en las raices caracteristicas de

s (James A.T. Z36])

Un tratado sobre todo el sistema de Funciones Hipergeométricas
con argumento matricial es dado por Herz C.S. [28]. Una forma diferente
es estudiada por Contantine A.G. [10], [11], el cual hace una represen-
tacidn en series de potencias, para 1o cual son necesarios algunos con-

ceptos importantes, los cuales serdn tratados en la seccidon 2.6.

A continuacidn definiremos las Funciones Hipergeométricas con -

argumento matricial, segin Constantine [10].

. Definicién 2.5.1.

© (a1)r--- (ap)k Ck (S)
F e ees8p; reees ; = -
pFg(ax, ap; bi bg: S) hE ® )x--. bk h! 2.36
=0
en donde:
m
(a)k = I (a - 3(1i-1n;. k = (hi,...,hp) 2.37

i=1

si a es tal que la Funcidon Gama Multivariada, denotada por rp(a) Herz C.

S. [28] estda definida, 1a relacidn 2.37 se puede escribir como:

(a)x = Ty (a, K)/ T (a) 2.38

2.6. Polinomios Zonales

Una discusidn detallada sobre Polinomios Zonales estda dada por

James A.T. [34], [35], [36] , Constantine A.G. [10]. Para definir los Po



11 -

linomios Zonales son necesarios algunos conceptos sobre la Teoria de Re

presentacién de Grupos (James [35].)

Sea s € R™M gimétrica, Yy ¢(s) un polinomio de grado h en los- -
n=3m (m+ 1) diferentes elementos de la matriz s, entonces la transfor-

macion
d(S) > (L~ isL'™1) I, € GL (m) 2.39

define una representacién del grupo lineal real cr(m) Hall M. [27], Jda -
mes A.T. [31] en el espacio vectorial de todos los polinomios en s. E1 -
espacio vy de los polinomioes homogéneos de grado h, es invariante para -
toda L e rmxm N.s. dada en la transformacidn 2.39 y se descompone en la

suma directa dg subespacios irreducibles® v, = 5x @ Vh,k donde k= (hi,hy

---lhm)l hl

v

h 2 ... 2 h, 20 corre\bajo todas las particiones de , -
en no mas de m partes. Cada vp.x contiene un Unico subespacio dimensio -
nal invariante bajo el grupo oftogona] o(m) .Hall M. [27], Searle L [65],
James A.T. [31]. Estos subespacios son generados por los Polinomios Zona
les, zk(S), los cuales surgen invariantes bajo el grupo oftogona1, es de

cir:
Zx (H'SH) = Zx (S), H € O(m) ‘ 2.40

siendo polinomios hcmogéneos simétricos en las raices caracteristicas de

So

1
Probado en Thrall, R.M. (1831l). On symetrized Kronecker powers and the
structure of the free Lio ring. Emer. I. of Math. 64:271-3388, citado
en James A.T. [36]
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James A.T. [35] normalizé Tos zx(s) asumiendo que los coeficien
tes de sk en zx(s) eran unos, donde s; = trs. Los cuales son calculados

por:
Ck(S) = [X[px] (1) 2Phi/(1h) 1] 2k (s) 2.41

donde x[,x] (1) es la dimensién de la representacion [2x] de un grupo -
simétrico Hall M. [27], James A.T. [31], sobre 2h simbo’os James A.T. -
[35]. Un método de cdlculo estd dado por James A.T. [33], asi como una

tabla de polinomios zn(s), para drdenes mayores de g(h=6).

Los Polinomios Zonales son definidos s6lo para S € R™™M gm.d.p.
Ademas, si s € RMXM sm, Y R ¢ R™XD sm.d.p. entonces las raices de Rs.son
las mismas que las de rR* sr%*, donde rR? es d.p., siendo la raiz cuadrada

de R (dicha matriz es (nica), por consiguiente cyp(rRs) = Ck(R% sr?) 2.42

La propiedad fundamental de los Polinomios Zonales esta dada -
por la siduiente relacidn (James [33])
] Cx (H'SHT) d(H) = Ck(S) Ck(T)/Cxk (I) 2.43
O (m)

donde 1 es la matriz identidad, y a(g) es la medida invariante de Haar

sobre el grupo ortogonal (Silverger A.J. [68]).

2.7. Propiedades de los Polinomios Zonales y las Funciones
Hipergeométricas con argumento matricial

En esta seccidn se dan algunas representaciones integrales, tan
to de Polinomios Zonales como de F. Hipergeométricas. Ademds se enun -

cian algunas representaciones de las Funciones Hipergeométricas, en fun
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cion de los Polinomios Zonales.

Teorema 2.7.1. Sea s ¢ R™™ sm.d.p., luego:

(tr s)% =T ¢ (s) (James A.T. [34], [36]) 2.43
k

note que cuando m=1, la ecuacidn se convierte en la igualdad

xK = C(x) (%) x €1R 2.44

de este modo 1os Polinomios Zonales de una variable matricial son los -

- andlogos de las series de potencias para variables en .

Teorema 2.7.2. Si x e REKXn, ¥ < n, entonces:

J (tr (xm)) 2R am) = 3 %gl%. Ck (XX') 2.45
O (m) xk 2k

H e Rxk
J Cy (SHTH') d(H) = Ckésilc§(T) 2.46
0 (m) k \im

(James A.T. [35])

Teorema 2.7.3. Sea X ¢ ™M sm. donde su parte real es d.p., y

sea T € XM sm. arbitraria, entonces:

f etr-XH |g| t-%(m+1) cy (HT)dH =Ty (t,k) | x| Fop (Tx™1) 2.47
H>0

es valida para todo nimero complejo t que satisface la desigualdad -

R(t) > 3(m-1). La constante ry(t,k) estd dada por:

m
Tp(t,k) = I#MM-1) [ T(t+hj-3(i-1))
=1 (Constantine A.G. [11])
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Teorema 2.7.4.-Si x e ¢ MM d.p., entonces:

I

| _ _ I (£,k) Tp (1)
f 5]t ) |1 - 5] umd (m42) o (ms) as = (REAER ). o (w) 2.48

O

donde Tp(u) = mamm-1)

n =3

(u-3(i-1)) (Constantine [11])

A continuacidn veremos algunos casos especiales de la ecuacibn -

2.36

oFo = ¢X = T 1§ Cx(X)/h! 2.49
h=0 k .
1Fo(a'x) = |I-X%|72 = 3 %a) J etrHgtrHX|g|a-1(mtl)gr= 3 32 (a)x[Ck(2)/h!
o H>O h=0 k -
2.50
2m %mh ® 1
0F1 (3n; 3XX') = f etrXHg (H) ='f“%1§7 2 ;kﬁix);kh. 2-°1
O (n) m h=0 k “K''n '
donde:

Zx (In) - 2P (3n)x (Hertz C.S. [28], Constantine A.G. [10], 2.s52
James A.T. [36]) )

De las igualdades anteriores y del Teorema 2.7.3. surgen las Si-
guientes igualdades (Hertz, C.S. [28], Constantine A.G. [10], James A.T.
[36]).

1

-t a-3% (m+1) . ]
Fm(a) JS o ¢ rS‘Sl PFq (al'--.,a : bl,...,bq' ST) d(S)

. p+qu(all---r§plai blr---lbql T) ' 2.53
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2im (m-1) T (b) f

EXT =13 . . pr—1
(zni)%m(m+l) ¢ lTi pFq (@y1s---sa8pi Dise../bgi T S)da(T)

R(T) = X.>0

= pFgt; (@1,a2,-..,3pi b1,--.,bg, b;S) 2.54

-

1 . 1 )
¢-trs|g|a-z (m+1) F.(ai,...,ap; b1,---,bg; S.T,U0)Aa(S)

= P+1Fq(all’°'lapla; b11-~-lbq_7 TIU) 2.85

@trTITI _prq (a1,.-- lap; P1s+-- lbq; T 48 ,U)d(T)

>3m (m—-1) T (b) {
R(T) >0

(213 ) 3m (m+1)

= pFg+, (@1s---,api b1,...,bg, bi S,U) 2.56

Otras relaciones de las Funciones Hipergeométricas son enuncia-

das en Herz C.S. [28], de las cuales se dan algunas a continuacion:

I
s s — I'm (b) trxT o a-3 (m-1)|7 - plb-a-2 (m=1) (g
1Fi1(a;b;X) = T (a) I (b = &) JO etrXT T II T| (dT)
2.57
'm_(D) " } (m+1) b-ay-} (m+1)
‘- m _ - a;-3 (m+1 _ -aj-3% (m+1
2F1(a1,a2;b;X) T (a) T (b= a) follz XT | alel 1 |1 - 7| (aT)
2.58

ademds, las Funciones Hipergeométricas con argumento matricial satisfa -

cen las relaciones de Kummer (ErdelyiA.[18])(Herz C.S. [28] pag. 489)

v

I

.{ay,a,;b;8) = |I - 8|732,F;(b~ay,ay; bi -S(I - 8)7Y)

| - s|P @172 ,F (b - a;; b.- az; b;S) . 2.59

1F1(a,b;S) = @trS 1F1(b - a: b; - S) 2.60
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2.8. Polinomios de Laguerre con argumento matricial

En Ta derivacidon tanto de la distribucidon T como la F multivaria
da, es necesario expresar dichas funciones en términos de Polinomios de
Laguerre generalizados. Dichos polinomios son desarrollados en los ele -
mentos de una matriz s € RMXm ; es claro ver que cuando m = 1 las expre-
siones resultantes son los Polinomios dé Laguerre clasicos. Un tratamien
to exhaustivo, cuando m =1, estd dado en Erdelyi A. [18] para el caso -

m > 1 el lector puede referirse a Herz C.S. [28] y Constantine A.G. [11].

A continuacion daremos algunos resultados relevantes sobre este

tema.

Herz define los Polinomios de Laguerre Lg en funcién de la Fun -

cion de Bessel, es decir:

etr-M Y () = f e RIR|Y,(R) Ay (RM) aR 2.61
R>0

donde 5(R) es un polinomio homogéneo simétrico de 1a matriz R, vy > -1y

Ay es la Funcion de Bessel, definida por

23m(m-1) ‘trZ tr-mz—1 -Y =% (m+1)
B (M) = (21P) zm (m+1) f - @ ¢ |2]|~Y hrdie ta)
R (Z) >0 2.62
= L oF.(Y + 1; M) (Herz C.S. (28)] 2.63

Tm(y+ % (mt+l)) *

y dada en términos de Polinomios Zonales por Constantine A.G. [10] como:

o o]

Ay (M) = [1/Tp(y+ 2 (m+1l)] T Z[Ck(-M)/(y+ % (m+l))yxh!] 2.64
h=0 k



la cual se obtiene a partir de la relaciodn:
etrM ¥ (M) = f |R|Yck(R) Ay (RM) dR 2.65
R>O |
luego sustituyendo 2.62 en 2.65, y reinvirtiendo el orden de integracidn
obtenemos:

L\YQ(M) = Ty + 3 (m+l)y) [22m (m—1) /(2ni)%m(m+1)]

f etrZ|z|-Y-2 (m+1)cp (T - Mz~ 1) d(2) 2.66
R (Z) >0

-~ Esta’ecuacidn es la.Funcidn Caracteristica inversa.(ver sec. 3.4)
[ gtr—-MZ |m|Yr (M)aMm = Tp(y + p,k) |z|-Y-32(@+l)cy (1 - 271)
M>0O ‘

con la ecuacién 2.66 es posible calcular los Polinomios de Laguerre, para

1o cual expandiendo cy(r - Mz™1)

cx (I - Mz~ sh
Ck (I)

z (-1)hay, yox Mz—h) /icx (T) 2.67
h=0 v

y llevando a cabo la integral en 2.66 apoyandonos en la relacidon 2.47,

obtenemos:
h
Lﬁ(M)==(Y+%(m+l))k Cx (I) Zp=0 (-1) R [ak,/ (y+3 (m+1) ,1 [Cy (M) /Cy, (TI) ] 2.68

no existe una foérmula explicita para ay,v, pero es facilmente determina-
da por la ecuacidén 2.67. Una tabla de estos valores se encuentra en Cons

tantine A.G. [11].
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De 1a ecuacion. anterior es facil ver que si M =0

Yoy = (v + 3 (1) g Cx (T) 2.69

En seguida consideraremos la Funcion Generadora para 1os Polino-

mios de Laguerre (en el caso de M = 1, ver Erdelyi A. [18]).

Teorema 2.8.1. La Funcidn Generadora para los Polinomios de La -

guerre esta dada por:

|1 - 2|V I(mtl) J @tF-MH'Z(I-Z)"} Ham) =

04(m)

o0

= |1 - gl-Y-%4m+1) I TICk(-M) Cx(Z(I-2)71)/ht Ck(I)]
h=0 k

[y (M) ¢ (2)/h (1)1 Constantine Z.6. [11]

—
—

I o1 8

i
k=0 k

Algunas otras propiedades..como la ortogonalidad de los Polino -
mios de Laguerre, Su convergencia, Su relacién con los Polinomios de -
Hermite y otras, pueden ser encontradas en Constantine A.G. [10][11] y

Herz C.S. [28].



MATRICES ALEATORIAS

3.1. Definiciodn

Una funcidn X definida en un espacio de probabilidades con valo -

res en R™¥P es una matriz aleatoria si para todo hipercubo 1,x...x; tal

que I ¢ RH

{w: X(a) ¢ IIX...,XIP}

estd en un o-campo que aparece en el espacio de probabilidades.

Definicidn 3.1.1. Sea (9,£,P) un espacio de probabilidad

. nx
X : Q> RVP 3.1

una funcién x se llama matriz aleatoria si para cada hipercubo (aj,b;]x

. X(ap ,b;D] . [ai,'bi] e IR

{w : X(w) € (a1,b1]1X...X(ap, hp]} € £

€L
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Supongamos que- X € R™XP, es una matriz aleatoria, entonces:

e IR1IXP 3.2

X = . donde Xy

una observacidn importante es que x es una matriz aleatoria SyS x5 RXP

es un vector aleatorio para todo 7.

n s
Supongamos que {Xjl}j-=; son vectores aleatorios, entonces:

lw: X5(w) € (aj'bﬁ]j=1...n} e £ Y 3
por 1o tanto:
{w : X(w) € (a1,b1]1X ... X(ap, byl =
n
=) {w: X5(w) e (a3, byly=y,...,nt € £, Xje RP 3.3.
j=1

-Ahora, si X es una matriz aleatoria, veremos que {w:X1 e (a,,b 1}

e £ para todo (aji.bjl e IRP

Observe que:

{w : X1 (w) E(al,b1] {w : X1 (w) € (allbI] 1 X2 E]RP,--.,XDE ]Rp}

(0.0]

U {w:X1(w) € (@a1,b11,X2 € (-kj,kil,---,%pe (k5 k1}
k=1 '

i
-

{w:X1 (w) € (a1,b11X (ki ,kilX... X1 (-k,k]l} e &

k=1
3.4

por 1o tanto xX; es un vector aleatorio, de modo semejante para todo X -
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3.2. Funciones de Densidad y Distribucioén

Una distribucion en R™P es una medida de probabi1idad y defi-
nida en un o-campo, que contiene a todos los conjuntos de la forma (a;,
bi1]lX...X(apn,bn] tal o-campo se llama o-campo de Borel y es denotado por
Bnxp SUpONga que X e RUXP es una matriz aleatoria, esto significa que

{w: X(w) ¢ E} € £ T E = (a1,b1l1X...X(ap,bp]l & RXP
De 1o anterior sucede que:
{ = X(w) € B} € g .T B € Bnxp 3.5

Definicidn 3.2.1. La distribucion de X ¢ R™¥P es una medida de

probabilidad denotada por p, y definida por:

Px(B) = P{w: X(w) € B} =P[X e B] Y g B Bnxp 3.6

La matriz aleatoria x, es una matriz discreta, si existe un con

junto numerable {X;,...,Xy,-..} ¢ R?¥P tal que:

% Pgx(x4) =1 PI[Xj = Xgk =1 X5 e RP 3.7
J J |

es decir, x es una matriz aleatoria discreta si px tiene un soporte numé

rable.

Considere un espacio de probabilidad (Q,£,P). Un conjunto
de A € £ se llama soporte de P si: '

P(F) = P(FN Bn) .¥ F g ¢

en otros términos, A es un soporte de P si P(F) = 0 para
F C AC



P(F1)
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F.CA® => P(F) =0

P(E1 1 A)

A es un soporte si P(A€) =0, P(A) =1

Una distribucién P en RP¥P es absoltuamente continua si existe -

una funcién

f: RIXP

tal que

P[(a1,b1]lX...X(ap,by) € R™P]

[0, =)

f(x) dx 3.8
C= (a1,b1l1X...X(ap,bpleRDXP

si tal funcién £ existe, se 1lama densidad (Funcion de Densidad) para p

Observe que £ satisface:
i) f(x) 2 0 ¥ X g IRDXP

ii) ( f(x) =1
ROXP

Una matriz aleatoria X, es absolutamente continua si la distribu

cién Px es absolutamente continua, es decir, si existe una funcidon £y en

RXpP, tal que:

Px(C) = P[X € C] = J fx(x) ax

C

.¥ c e B 3.11

nxp

Ahora sea p una distribucidon en m**P. La Funcidn de Distribuciodn

Acumulativa de la Distribucién p, es la funcién F: R™XP> [0, 11, Yy defi-

nida por:
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Fx(x) = P {(¥1,---,Yy) eR™P |vieX;,...,¥n<Xy; X;,Yie RP}
= | 4F = J fy dy X € IRIXEP 3.12
T=(-»,X ]X...X(-%,Xn)] T

De 1la ecuacidn anterior es facil ver la veracidad de la repre-

sentacidn de X € R™®P en X £ RPP dada en la definicidon 2.1.1.

En general, si una funcidon de distribucidn proviene de una den

sidad, se tiene que para casi todos los puntos:

oX F (X) £ (x) | 3.13

3.3. Vectores Independientes

Definicién 3.4.1. n vectores son independientes si:

PI{x;=x;1}

n .
jeqgd = M PIX; =x4] ¥ Xi eRP 3.14

En términos de funciones de probabilidad, la independencia de

n - -
{xi}i=1 es equivalente a:
n .
fx(X1,---,%Xp) = T £y (x3) x; € IRP 3.15
i=1
La generalizacidn de estos conceptos a matrices aleatorias es
inmediata.

En los dos postulados anteriores cuando todos los vectores alea

torios x; son elementos de ®P, la funcidén conjunta de n vectores Xj, no
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es mas que la funcidn de probabilidad de una matriz aleatoria x IRFXP

n .
fx(x) = T f£x; (x3) ¥  Xi €eRP 3.16
i=1 |

por 1o tanto cada funcidn fx; (xi) es llamada funcidn marginal de xj.

Es importante mencionar que las anteriores tres secciones es -
tdn basadas principalmente en Cavazos C.R. [9], apoydndonos ademds en

Pérez G.L. [53],[57], ASH R.B. [6], Moncayo A.R. [49], Feller W. [19].

3.4. Funcion Caracteristica

En la presente secciﬁn.enunciaremos la funcién caracteristica -
de distribuciones de probabilidad, conocida también como la Transformada
de Fourier-Stieltejes, Cramer H. [12], Apostol T. [4], Bass J. [7], Fe-
Tler [16], de distribuciones de probabilidad, la cual juega un papel -
muy importante en las funciones de distribucidn asociadas a la suma de
entidades aleatorias (variables, vectores o matrices), asf como en la -

obtencidn de los momentos de la distribucion.

Una de las ventajas por la cual se ha decidido trabajar con la
Transformada de Fourier y no con la Transformada de Laplace (Funcién Ge
neradora de Momentos), es que 1a T. de Fourier existe aun cuando no es-

tén definidos Tos momentos de la distribucidn de probabilidad.

Definicidn 3.4.1. Sea X e R™P una matriz aleatoria definida en

(,£,P), con funcidén de distribucidn F.
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La funcidn ¢ : R™ED » cBXn definida por

(

' X>0
= [ Cosp TX' 4F + i J SenpTX'dF 3.18
X>0 X>0

se conoce como la Funcién Caracteristica, Bochner S. [8], de 1la M.A. o
como la Funcidon Caracteristica de la distribucién F. En la ecuacidn -
3.18 las funciones sen y cos para matrices fueron estudiadas por Herz

C.S. [28] (pag. 403) y 1as cuales estan dadas por:

CospS = c]‘ f etr iuSgau

= Tg(-13) Af?) (2 s's) 3.19
: | 1 . otr ius
sen,S im Cm J c lul du

’ O (m)
T (—
::—’—"m—éﬁ%—)_ lSI A4l (2 S'S) - 3.20
en donde:

Cm,m = 2T/ T'p(3m)

My (=3m) = T (-3 + % (m+1)

Y Ay (u) esta dada por las relaciones 2.62 y 2.64

En el presente trabajo se analizan s6lo funciones continuas, -
las cuales poseen funcidén de densidad, luego la ecuacidn 3.17 puede es

cribirse como:
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ox (T) = { ¢itTX' £y (x) dx 3.21
X>0

cuya férmula de inversidn estd dada por (Bochner S. [8], Cramer [12],

Herz X.S. [28], Constantine A.G. [10][11] )

f(x) =

>3m (m-1) j

(21) tm (m+1) gtr ~itX ¢x (T) dT 3.22

R(T)>X0>0

A continuacidén se ven algunas propiedades practicas necesarias

en el desarrollo del presente trabajo.

i) La funcién caracteristica de F* G esta dada por:

¢c (T) ¢p (T)

ii) La funcién caracteristica de la matriz Xemn*n estd dada -

por:
. _ z tiX4
¢x(T) =E(¢itr TZ') =E(¢t 1 - ~) =E(C

H-

: Y Xib;t' .
. 6 J 1] .
i3 77 Ty 3,24

X € RIXD, m.a. Xj E:]Rh, VC.A; Xij ceIR, v.a.

jii). Sea X € R'XP m.a. Y a € R constante, entonces 1a F.C. de =

W= ax"estd dada por:

o (T) =  ¢x(T) | 3.25

iv) Sean A e R™Xn, B ¢ RPXY y Cc ¢ ™YL sea Y=AXB + C

Asi, v tiene la F.C. siguiente:

oy (T) = @ItrCT oo (A'TBY) | 3.26
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v) Sea X = (X1,X2) donde X1 € ‘IR™P; simultdneamente sea -
T = [T1,T2] donde T1 € R™E entonces la F.C. marginal de X3
estd dada por (Arnold S.F. [5])..

¢X1(Tl) = ¢X$T1,O) 3.27
de aqui podemos observar que X; y Xo son independientes -
SyS

¢ (T1,T2) =_¢x(?;,Q)_ ¢x (T2, O) 3.28

finalmente vemos que

¢ (T) = o (T") 3.29
3.5. Komentos

Definicidon 3.5.1. La esperanza de la M.A. X € RRX1, se define co-

mo:

E(X) = X dF (X) 3 .38

LRnxn
siempre y cuando esta integral converja absolutamente, es decir:

f %] aF G | 3.31
RIEN
De igual forma el v-ésimo momento esta dado por:

E((XY) = [ xV dF (X) 3.31

RIXN

Al igual que en el analisis univariado, los momentos pueden ser

obtenidos a partir de funcidn caracteristica (Anderson T.W. [3]).

\

Para ver esto, utilizaremos la notacidn x dada en la definicifn



Luego:

0y (T) = E(itr¥T') = p(ed X'T)

derivando con respecto a T obtenemos:
by (T) = E( ix QltrXT)
cambiando nuevamente de notacion

6% (T) = E(i X gltrXT')

y evaluando en T = 0 obtenemos:;

Luego el r-ésimo momento estard dado por:

1 (x)

"i_'f ¢X = - E(Xr)

~

~
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3.33

3.34

de

- 3.36

3431



PRINCIPALES DISTRIBUCIONES DE
MATRICES ALEATORIAS

En el presente capitulo se derivaran las Funciones de Densidad

Multivariadas con argumento matricial y sus principales propiedades.
4.1. Distribucion Normal

En esta seccion se obtiene Ta Distribucidon Normal de una M.A. -
dicha distribucion es muy importante dentro del Andlisis Estadistico Mul
tivariado ya que juega el mismo papel que Ta Distribucidon Normal para -

una variable aleatoria, dentro de la Estadistica Univariada.. ..

Recordemos primeramente la Distribucién Normal Estandar de -

- 1
z ¢ R®, la cual esta dada por::

1
(2I)n/2

£y (2) = c =1 4.1

Teorema 4.1.1. Sea z ¢ R™P M.A. normal, entonces su funcidn de

densidad esta dada por

1 -3trZz"'
fz (2) = (2H)nP72 c 4.2

Prueba: La prueba es inmediata utilizando las ecuaciones 3.15 ¥y

2.4.

1 Esta es la distribucidn andloga a la M(0,1) o Normal Estandar
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A continuacidon encontraremos la F.C. de la M.A. 7

Teorema 4.1.2. Sea z ®R™P M.A. con f.d. dada por 4.2, enton -

ces su F.C. ¢z (1) se puede escribir como:

m = e -3 itrT'T
Z —_—

Prueba: La demostracidn se sigue de las ecuaciones 3.24 y 2.4.

Teorema 4.1.3. Sea z € RAXP teniendo como f.d. a 4.2. Sean ade

mds A € RMXN, B g RPXr y p.e RPXY, Definamos Y = azZB + p, entonces:
by (T) = gltru'T - 2 tr(T' ITO) 4.4
Pfuebaﬁ De 1a$ écuaciones 3.26 y 4.3 tenemos:
itruy'T™ - 3 tr BT'AA'TB!

oy (T) = € 4.5

sean A y .B* tales que:

Il

AI'A'=I => I = AA' € Ryyunm

4.6
B' 07!B' = I=>: = B'B £ RFXT

con la ayuda de la ecuacidn 2-5 y sustituyendo 4.6 en 4.5 se obtiene el

resultado buscado.

Corolario 4.1.1. Si ¥ e R™*, M.A. con f.c. dada por 4.4;:enton

ces:

Y'\’Nnxr (Ulzl@) 4.7

Lo cual implica que % y © sean 4.p.
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La expresidn anterior se lee: como Y se distribuye normal mxr
con parametros u,Z,0. Por 1o general © es una matriz conocida (frecuen

temente la identidad) y £ es una matriz de pardmetros desconocidos.
En seguida se enuncia un.lema importante

Lema 4.1.1. Sean X y T ¢ RIXP, y sean £ e RIX4 y O ¢ RPXP s.m.
Entonces:
a) tr T'X = T' X 4.8

b) tr T'' ST = T' (I & O)T 4.9

donde 2 estd dada en la definicidn 2.1.1. y (8 & c) estd dada por 2.9.

Prueba: La demostracidn es muy larga por 1o cual 5610 indicare
mos el procedimiento a seguir para la prueba de ambos incisos. La demos
tracidn consiste en tratar de expresar ambos lados de la igualdad en -
términos de sumatorias. Para el caso en que todas las matrices son del

mismo orden, la prueba es inmediata. (Arnold S.F. [5]).

Corolario 4.1.2. Sean X,T e RZ¥P, 1 eRIXI y 0 ¢ IRPXR, Luego si -

X v N,r(u,0,I)

by (L) = eitru'T—%tr(T'ZT@) _ Q iT'y -3T7(Z R O)T — 43 (T) 4:10

La demostracidn se sigue del lema anterior. Esto permite asegu -

rar que X se distribuye Ngp con pardmetros u, z2o y se denota por:

X Vv Ngp(n , T 8 -0) 4.11

1o cual es equivalente a decir que:
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X qup (u,Z ,0) 4.12

Teorema]'4.1.4. Sea Y v Npyr(w » L, 0 Y sea Y = (¥i3), -

po= (uy3) s © = (0:3) ¥ I = (033) > entonces:
a) E(Yij) = ¥Hij 4.13

c) Cov (Yi5+ Yi!j')

Prueba: Sea z como antes, entonces E(Zij) = 0, var(z;j) = 1, -~

Cov(Z;ys Zitgr) = o ¥ i#i', 3 # 3'- Ademds sean ¢ y © como en 4.6, -
entonces:

a) Yij < T L ajtitv ij + Mij
t v

aplicando esperanzad se tiene:

E(Yij) = Y ait E(Zgv) byy T Hij 7 ¥ij
v

%
t

b) Cov (Yij,Yijt) - Y ¥ T ¥.ait bvj ai't’ bv'iy" E(Ztyv2t'v')
t v t'v'
= 7 aitai't Z ij ijl = 043" @jjn
t v

c) Para la varianza observe que:

Var(Yij) = COV(Yij,Yij)

De aqui se puede concluir que o.representa 1a covarianza entre--

las columnas, de la expresion 4.16, €S facil observar que 055 represen

1 yer apéndice A
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ta la covarianza entre las columnas j y j' y oii representa la covarian
za entre las hileras i e i' por lo cual la Cov(Yij,Yiljl) esta dada por
el producto de la covarianza entre las columnas j - j' y las filas i-i!.

Esta idea puede verse mas clara con la ayuda del siguiente teorema:

Teorema 4.1.5. Sea x ¢ RPXNM.A. tal que X = {Xi}?zl donde xj €

RPX1 ~ N(u,Z),.e independientes para todo i, entonces:
N 1
=3 X (Xy-w)t T (Xy - ) Lol
¢ I=t . 4.16
(Morrison D.F. [501])

: 1
(ZH)np/ZIZln/Z

fy (X) =

N
2, X3mw (Xy — 2

1 | =3 £r.
- (2H)DP/ZIZIn72 ¢ - 4.173
— 1 —3tr (ZRI)TI(X Jeu) (X -J8u) "' _ _ =
B (2n)np7212®1r§‘¢ = £3(X)
(Giri N.C. [21]) 4.18

donde g = (1,1,...,1)"' & R1Xn

Antes de probar el teorema, una observacién importante puede '=-
ser hechaa'partir.de la ecuacién 4.19, en la cual se pone de manifiesto
nuevainente, el trabajar en forma indistinta con la matriz x o con X.

(Note que fx(X) = figi))

Ademds observe que J & y = u = (p3---.,up) donde para la ecua -

cidn 4.19 se cumple que p; = P, = «.. = lUp-

Prueba: Aplicando el mismo procedimiento utilizado en el desarro

110 de 4.2 se tiene:

n |

n enm 3.2 (X5 -wWITH(Xy-1u)

fx (x) = I fx; (X3) = (2D PR/Z| 5] 7z @ 71 4.19
1=1
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Tomando solo el exponente de esta ecuacidn, es decir:
n - .
I (X4-1)" ITH(X5- 1) eR (un escalar)
J=1 |
Asi, por el Teorema 2.2.3 y como £ * no depende de j, la expre
sion 4.20, puede escribirse como:

1 -3 tr 170 LI (X - ) (X - )

" Finalmente encontremos 4.19, para dicho propésito analicemos el

término |z |B/2, por 2.18 se sabe que:

lzln/z _ Izln/z 1P/2 _ lz|n/2 = lp/z _ !Z:@Il"%'

ahora tomando el exponente en:4.21 observe:

[ 1Xa T %1 H
: )9 . ' L % P,
tﬂrlz,c%—u)mj—M'=tr - ] e -
Jj=1 : . . .
Xnl u Xp u
asi
= tr(x-Jew'[Z e Il™t (X -J8 ) : 4.21

con lo cual queda probado el teorema, observe que 4.2.2. es un escalar,

de aqui que 4.19, se puede escribir como:

1 3 (X -J8u) ' (IRI) "1 (X - JRu)

emnp/2[ze1|? © 422

fx (X) = f3(X) =

En Ta expresion anterior reafirmamos las definiciones de los pa

rametros I y , ya que como hipdotesis de este teorema, se establecid que
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{x;}.7. donde x; e RPXl.~ N(u,%) eran independientes entre si (Yi= 1, 2,
3,...,n). AsT el teorema arrojdé como resultado que © = 1, es decir, que
no existen covarianzas entre los vectores (columna) Xj's, subsecuente -

mente £ nos representa la covarianza entre hileras.

En el siguiente teorema se da una forma mds general del teore-
ma anterior, es decir, se trata el caso en que en la M.A. X no existe -

independencia entre hileras, ni entre columnas.

Teorema 4.1.6. Si X € RPXn tiene como F.C. a 4.10 (i.e.[X % Npxn

(u,2,0) 0 Npp (u,Z 2 ©)1 en funcidn de densidad esta dada por:

_ 1 —trrm (X -w 0T (X - W | .
Fx () = (2mne/2|g| n/2|6|p/2 ¢ st

0:

; DT 1 o =X - (2 RO)TI(X- )
00 = £~ Tee7e melT

Prueba' :.La demostracién de este teorema serd dada a partir de

la funcidon inversa de la F.C., para lo cual utilizaremos la funcién in-

versa dada por Bochner S. [8], pdag.689, a saber:

1 tr—-iyT' .
v (V) = "5y IPN ,J € ¢y (T) 4T 4.25
para nuestro caso:
_ 1 tr-iXT' _tripT'-3trT'ZTO

1 Dos demostraciones alternativas pueden ser vistas en Arnold S.F. {5] y
Pérez G.L. [53].
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) tr—i T Ty m _ '
1 J r-i(X -~ wWT' ItrT' (I & O)T -

(2I1) 2PN

Haciendo la transformacién T = V/2I u cuyo jacobiano estd dado -
por J = (2 )PN/2_ y de la igualdad 1.3" dada en Herz ‘S.C. [28], obtene -
mos: (tomando x = 1)

1 Q—trw(f(—ﬁ)'(zae)—l(i”-ﬁ)

tx(X) = T30

Finalmente haciendo la transformacién (x-1) = (X-1)

jacobiano estd dado por (211)-’}nP se obtiene:

1 Q—%(i -W'(ZO)TI(X - )
(20) 20P| oo |2 -

£ (X) =

La expresidn 4.24 se obtiene en forma inmediata a partir de 4.9

y 2.18, con 1o cual queda probado el teorema.

A continuacidon se presentan algunos teoremas en los cuales se -
estudiaran algunas de las propiedades mas importantes sobre 1a Distribu--

cidén Normal de una M.A.

Teorema 4.1.7. Sea X ~ N(u,Z,0), con p € RI¥XP, 1 ¢ IRIXG, 0 ¢IREPXP

definidas positivas. Sean ademdas AeRIXA y B ¢ RPXP N.S. tales que -

A YA'=1I, B'" ©B = I, entonces:
i) AX v N(Au,Ig,0) = N(Ap,Ig 20) 4.2ba
ii) XB @ N(uB,Z,Ip) = N(uB, L& Ip) 4.26b

1 La igualdad 1.3. es definida por:

C | Z e

tr— (1Sz—1S') | l-% _ f tr-2Mis'T tr-ITIT
Lk ,m
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iii) AXB N N(AUB,Ig,Ip) = N(AﬁB,quaIp) 4.26¢
Prueba:

, itr (AX) 'T itrX'A'T

1) dax(T) = E(e T BRT ) L g ) = dy (A'T)

@itruA'T—%itrT'AZA'T@

Qitr(Au)'T—%itr T'TO

. itr(XB)'T itr TB'X'

ii) ¢xp(T) = E(€ (XB) ) = E(e ) = ¢x (TB')
_ 2itru‘TB'-%trBT'ZTB'@

Qitr(Bu)'T—%trT‘ZT

111) ¢AXB(T) _ E(Qltr(AXB) v I ) = E(GltrXAfTB| ) = oy (A'TE")

Qitru'A'TB'—%trBT‘AZA'TB'e

Qitr(AuB)'T—%trT‘T

las igualdades en 1os incisos estan dadas por 4.10
Teorema 4.1.8. Sea X v Ngyp(u,Z,0)
i) Si aeR, entonces aX ~ Ngxp (ap,a’L e) 4.27a
ii) X' v Npyg(u',0,1) | 4.27b
iii) S QeR™X4, Cc e RPXm y p ¢ RRXm, entonces:

QXC+ D™ Np,m(QuC +D,02Q"', C' C) 4.27c

Prueba:

B (gt trX'aT o _ b (aT)

1) ¢ax (T)

_ Qitrau'T—%trT'aZaTG

Citr (ap) 'T-3trTa’sTe
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o | | [ ]
ii) g (T) = E(@ X T ) = gg(TY)

_ Qitrp'T‘—%tr T 27O

QitrpT -3iTrT'0 TX

iii) De 3.26 se obtiene:

i trD'T
$oxc+p) (T) = . Px (QTTC)

aitr{(QnC)4—D]'T—%trT'QZQTC@C

Teorema 4.1.9. Distribucién Marginal

Sea: X v N (pu,%.0), ademas:

q.,p
©n O
X=(X1,X2), v = (u1,u2), = \ O Op 4.28

donde X;, p1e RIXP y 64 € RFPIXE1 | entonces:

lequpl(plzl ]l)r lequp_pl(PZIZIQZZ) ' . 4.29

Prueba: De 3.28 tenemos:

| T, 61 O (Tl')
t t . -3 tr (7T ( . X
0% (T1T2) = @ (a '}12 ) (Tz) : r( 172) O21° 922) T2"

efectuando operaciones:

_ Qitr(piT1+ 5T1)—2tr [Ty nT{+T2 2AnT'+T1 12T2+Ty 2»TI]E
Finalmente de 3.27

Q

I

b (T1,0) itry;T1-3trT{TT1 On
1 r=s : -

Il

itrus;T,-3txrT'ZT2 O2

¢X2(OIT2) 0
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Teorema 4.1.10 Distribucibn Condicional

Sea X ~ Ng,p (H,2,0Q), ademds considere las particiones 4.29 en-

tonces:
_1
Xl/Xz’\Jqupl (H1+(X2-02)0%338 Op, T 011 - O Oz O2) ‘ 4 .30

Prueba: Se encontraran dos matrices w e R9¥P y x € RI¥P~P1 1in

dependientes las cuales estan dadas por:

W=2X1-X2 02305, Y X, = X» luego

(WiX2) = (X1,X2) L 0
- 0%'0xn I

por el teorema 4.17 se tiene:

XC

XB Vv Ngyxp(u B,Z, B' © B)

Analizando pardmetro a parametro

I 0] - .
HB = (Plluz) = (u1 - 12032720 p,112)
- 037602 I » S
011 -012055 Om 0
B' © B =
0 ©92p

por 1o tanto, w y X3 son independiente, esto es la Distribucidén Condi-

cional w/X,, es igual a la Distribucidén Marginal de w, asfi
-1 -1
W/X2 O Ngxp, (H1-u2 022021 Z O - 012022021

Como W = X1 - X2 03370,, resulta que la Distribucidn Condicional

X1 /X2 = W + X2034012 /X2, por 4.28c (tomando 9g=1, c=1) se obtiene fi-



nalmente:
. o | | - ~1
X1/X2 “ Ngxp, (H1- 12022021 + X3052021,%,011 - 01203595 )
v Ngyxp, (H1+ (X2 ~42) 037 Oz ,Z, 011 - ©12032021)

un resultado andlogo puede ser encontrado si la particidon de X & RIXP

esta dada'por X = (X71.,X,) donde x e m®mI1XP (Arnold S.F. [5])

Teorema 4.1.11. Sean x;,X, € mPxn M.A. reales. Entonces la dis
tribucién de z = X1 + ix, (i =V -1 ) es 1lamada Distribucidn Normal-

Compleja, denotada por n€ y definida por:

- ¢ " e
_ 1 o EXET (Z-uM) 07 (Z- uM)
HPN.(giN |@lp ' |

NC (uM, Z,0)

donde £ = %; + iZ, es una matriz hermitiana d.p. (i.e. £ = £ ver Serge

L. [65], pag. 282), u = w1 + inz, u'= 1 + ius.

La derivacion! (prueba del teorema) de esta distribucidn puede
ser vista en Wooding R.A' [75], Goodman N.R. [22], Krshnaiah P.R. [40];
mas aplicaciones? al andlisis de varianza multivariado pueden ser vis-

tas en Pillai C.S. y Jouris G.M. [58].

Para terminar esta seccidn se vera un teorema en el cual se de

fine la Distribucidén Normal Singular.

1,2 En dichos trabajos se presentan los resultados para el caso en gue

X € RPX1] Las demostraciones de los-dos teoremas. anteriores presen
tados en el presente trabajo son analogos a los presentados al ini
ciar esta seccidn. *



Teorema 4.1.12. Sea X ¢ mPXX con F.C. dada por 4.4. Sea £ y
© singulares, entonces la F.d. de x se llama Distribucién Normal Sin-

gular, denotada por NS, y esta dada por:

1 ~3trI (X)) 0 (X~1)
NS (u,I,0) = e @ R
EmPTen T oAy As) l
RN S K
i=1 j=1

donde ;. A3 son las raices caracteristicas no nulas de las matrices -

¥, O Y ¥, 0~ son las inversas generalizadas de ¢, 0.

Un estudio detallado! de esta distribucidon esta dado en Siri- -
vastava M.S. y Katri C.G. [71], Pérez G.L. [56],[57], asi1 como algunas
aplicaciones? en el andlisis discriminante y otros temas del Andlisis

Multivariado estan dadas en Rao C.R. [61], Pringle R.M. & Rayner A.A.
[59]..

4.2. Distribucion wishért.

En esta seccidn se estudiard la Distribucidén Wishart, la cual -
es el andlogo y tiene una aplicacién similar a la Distribucién Ji cua -

drada estudiada en la Teoria Estadistica Univariada. TN

Como ya se menciond en la introduccién, la Distribucidén Wishart
seréd derivada a partir de la Distribucidon Gama Multivariada T'gn (©) -

p € R, esta dada por:

1,2 En dichos trabajos se presentan los resultados para el caso en que
' X ¢ IRIX | Las demostraciones de los dos teoremas anteriores presen
tados en el presente trabajo son andlogas a las presentadas al ini

ciar esta seccidn. | o

00382
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N(gN -1 s ~-tr G -3 (gN+ 1)
Ty (P) =wq(3 ) Jme-%m-1)=J ¢ |g|PTE (AN + 1) 46
: k= >
K=1 G>0 4.33
Prueba: Consideremos la siguiente particidn de
9y © 9(1) 922 9(2)
G=Gn= ; Go2= e s ,GquN'. = (gqnqn) 4.34
- 9%,) G22 \9'2) Gs3
es claro que Y- =1, 2,...,gN-1,
gii  9(i) B
lGiﬂ: = 1941 ~9(i)Ci+1,i+1 gzi)llGi+1'Gi+1
9(i)  CGiti,i+1 | 4.35
= gii.i+1,...;qN !Gi+1,i+1‘ 4.36
— . . =1 1
en donde gi; 441,...,qn = lgii I(1)Ci+1,i+1 g(i)I 4.37

Del resultado anterior es facil obtener las dos relaciones si-

guientes:

|Gii
9i1.i+1,...,gN ~ lGi+1,i+l| 4.38
S LR [N
G| = ggngn T dkk.k+1,...,qN = 9gNgN I f 4.39

k=t k=1 | Gk+1,k+1|



43

*Ahora bien, del hecho que

gN-1 k-1

Ng-1
, 2 G 2
g ’ GI kk' I = 1 4.40
gNgN k=1 l k+1 ,k+1 !
resulta que se puede escribir: et
L Na+1 p—-3 (Ng+1) +
E p-3 (Ng+1)  -“p-3% (Ng+l) + —5— . Ng-1 | Gkk |
G = g II k
N, aN - k=1|Ck+1,k+1 | p-3 (Ng+1) + 3
4.41
3 _ Ng+1
se obtiene de esta manera la siguiente expresién para |g| ¥~ 72
N-1 - _ -3 (gN-k) -1
p-(Ng+1)% _ p— N [gkk — 9 (k) Gk+1,k+1 9" x) 1% * (QN-k)
|G| = ggN,gN I 1 4.42
k=1 | Gk+1,k+1|

Del mismo modo, haciendo un desarrollo similar para trG, se ob

tiene:
gN—-3 | gN-1 .
trG = Z 9k = Igw,gN+ 2 [9kk — 9 (k)Ck+1,k+1 9" (x) +
k=1 k:—.]_ .
. "
I (k)Ck+1,k+1 9 (k) 4.43
gN-1
-1
= ggN,gN + % (9kk.k+1,...gN*T9I(k)Gri1,k+1 9' (k))
k=1 '
4.44
Asi de los resultados 4.42 y 4.44, 4.33 se puede escribir como:
1 Recuerde que:
_ T HeX
n—1 a’, 0 1 n-—2
q -9 =231 22 .33 ....... an-i _ _1
= : 1 - 2 3 -l -l
j=1 a’ az . a3 g an an

STl
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| ‘ qN~l£.(9 k=9 (k) k12 . k+19" (k)
_gqN’qN I'[ .____K,kx +4 : .-

)P—%(Nq-l)-l
. , e §
Tqn (@) = | IgN N @ k=2| |Gleta b1 ] 1

G>0 I

) -‘ . ' G-l v P"% (Ng-1) -1
Q-[(gkk-g(k)Gk+1do+19kkﬁ4-9(k)GK+I§(kﬂ gu'.gili Zigllﬂ
: . ! J legl
=1 -1 |
Q—[(gu—g(l)Gzzg(})) +9(1)G22 9(1)‘] ds11 ASas 4.45
Haga la siguiente transformacidn:
g1 9(1)) x O I-9(1) Gz \ fou g (1) gu‘g(l)Gizlg'(l) 0
9‘(1).(322 v W 0 I d(1) - G22 g' (1) 922
4.46
cuyo jacobiano es 1, luego, podemos escribir;
X = dgu - g(l)G;__zl g1yi V = d'(y)i W= S22 4.47

Asi Tgn(p) toma la forma:

m-—1 . _;_ S o —KA _ i
TGN (p) = J By ¢ Vav,an T (kk TH0o Wik o W) } (an-K) -
= NG
w>0 k=2 ‘Wk'*'l ,k+1 l %’

xp—%(qN-l)—le—x
X>0

_ ~1 '
G-[(Wkk-w(k)wkilw'(k)*‘W(k)Wk+1,k+1W'(kJ]]‘f ax

Ahora recuerde que f LTEMNA) 10X T p-ing-1) Y -

X>0
K - t . -
—4Lg ¢’ Way =12, 4.48 se puede escribir como:
{w|? Ng-1 “
V eIRND



— —11gN+1 1
_ |7 = 4.51
o= | T 7 — | ;
[E] 2
Tuego la f.d. de ¥ se puede escribir como:
Fo(y) = |J]| £x (@ ryTTh 4.52
e — — —1 — — — —
- 1 |7 e | 7(1N+1)_Q—trT lypr ™t 4 53
- gN+1 J?qN(P) )
lEl 2 )
reagrupando se obtiene:
il 1 —
fy(y) = [¢|” -l ~tr YE 4.54
T Tan(p) |E(P '

Teorema 4.2.3. Si ¥ e RAN,QN ~ Tgn(p,E), entonces su f.c. esta

dada por:

1
Py (T) = [T-iET|D . 4.55

en donde T ¢ RANxGN S.m.

Prueba:
) B ] - - “ly itrTY
sy =B @ TY) - ? . f v P b (1) ~trETY SEXTY o
. gN (P | ‘ v>0
| o -1, |
- 1 o J I¥|P } (@) -t (B HTY 4 L s
qN P) ! l Y>O
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Existe! 1la matriz § d.p.  (E * - iT) = ss', asfi:

il 1 +1 —tralya
by (T) = = J IYIP”?(QN L) gTHESYS gy 4.57

- Tan(@ [E|P Y>0
tomando ¢ = s'vs, cuyo g estd dado por (Corolario 2.4.2.)

J = lg—lqu+l _ 1

: 4.58
. 1
IE-lfiTl%(qN+ :
de lo anterior 4.57, se puede escribir como:
-1 . -11P~% (1N+1
& _ I(E - 1iT) lpv%( ) pP-3 (gN+1) _trQ
Y(T) N l IP [ 1 l 3 (gN+1) Q e dQ
E E-1l-4T ‘T >
1
- & 4.60
|lE|P |E-1-iT |*
1
~ ]z -ieT|P 4-61

Teorema 4.2.4. Sea X e RI¥N M.,A., d.p. distribuida N(0,IgRIN)

entonces la funcidén de densidad de ii‘, esta definida por:

- -3 +1
T e T XX'i% bque2) -3trxx"
fx xv(x x') = IqN 1) 4.62
XX' ~ T (3,2Ig @ IN) 4.63

* Ver Graybill F.A. (25).
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A la distribucidn encontrada en el corolario anterior, se le -
conoce coro Distribucién Wishart, la cual es un caso particular de 1la
Distribucidn Wishart Generalizada, que se obtendra en el siguiente co-

rolario.

P
Corolario 4.2.1. Sea v = I XyXi' e RINXIN s.m. d.p., en donde
i=1 |
X: v N(O,I®0). Luego v es llamada Matriz Wishart y denotada por = - =

V v W(gN,P,Z80) . Ademds su f.d. y f.c. se pueden escribir, respectiva

mente como:

- ml} & -
|| (P~aN-1) 3 -3tr(z & 0) v

fy(v) = : ; | -
V 2%;qu IZQGI%P Fen(p/2)

by (T) = -

A2 |1—2i (Z& 0O )'I‘IP/2 .

Prueba: Se encontrara primeramente su f.d. para 1o cual se ha-

ra referencia al corolario anterior, asi:

Sea K e RANXAN 3 7 @09 = K K' d.p. Ademds sea W = K V K' cuyo

jacobiano es:

I-i—lqu‘l' 1 1
- l TR0 l (gN+1) /2

1 cabe hacer notar aque p nos representa el niGmero de grados de liber-

tad



de tal forma que:

1 - 1 ‘

l(p—qN—l)/z 1

| v

XV e e)
2qNP/2iZﬁ§@!P/2 T (P/2)

Se procedera ahora a encontrar la f.c., considere la transfor-

macidn anterior, luego:

itrTKWK'!

ov (T) = E(C }. = ¢V(K' T K)
4 _ | 1
- Jr-2ik'TK[P/Z T JI-2i(z & e)r] P/Z 4.71

Del corolario anterior es facil ver que cuando N = 1 la rela -
cidn 4.67, nos representa la Distribucidn Wishart Centrada estudiada -

en Giri N.C. [21], Arnold S.F. [5], Kshirsagar A.M. [41] y otros.

A continuacidn se encontara la esperanza y varianza de la ma -

triz V., para lo cual es necesario definir el siguiente producto.

Definicién 4.2.2. Sea a2 ¢ RN¥M_  Ademds considere la siguiente

particidon de a:
A = (AIIAZI"°IAM) 4.72
Se define el producto a @ A ¢ RNMxNM_ como:

A® A = (PM1RA, Ro2A ,...,AMR1) 4.73

donde & denota el producto Kronecker.
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Teorema 4.2.5..5ea Vv ¢ RANXAN s.m. d.p.. V & W(gN,p.Z ® 0),

entonces:

E(V) = P(Z & 6) 4.74
Cov(V) =P(ZRORIRO+IZRO &L &DO0) 4.75

Prueba: La prueba consiste en encontrar la esperanza y covarian

za (o varianza) entre dos elementos de la matriz v, para lo cual recuer

de que:
P ~e o -~ -~
V= I ZXxxXp donde Xk Vv N(O,I & O)
k=1
p
Vij = I Xjitk Xpijk
k=1
Ademas:
d ‘ 0" 5 (T)
€(X54) = (T)' € (X13Xk3Xfm) = : X 2
BT Bty S T=0 13%3Xen) = S Sttt o
. | 3% (T) 9V ox (T)
& (X55%kg) =T ‘ €(Xis Xkg Xfm, Xlon) = ,
ij%ks dtijatks =0 13, %ks, *m, *qn dtijdtksdtfm9qn
4.76
De las aclaraciones anteriores y del Teorema 4.1.4. es facil -
ver que:

E(Xjj - uii) =0 4.77

E(Xj5- Hij) X ks~ ukg) =0ijkx O3 Para i# %k, J#s -

= 0ii 0Jj para i1 #k, J =S

T=0
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E(Xi§=-Uij) (Xks ~ tks) X m— W) =0 4.79
E(Xig - HiJ) (Xks — Hks) (Xfm - Hm) (Xgn ~ ¥gn) = 9ik0359Lq®mn +

+ 0i£0Jm%%kgPsn + 9igPIn%kLPsm 4.80

De este modo:

P p
E(Vij) =E I Xjga¥ksd= Z E(XijaXksd) =
d=1 d=1 d

o

0ikOJs = POikOgs 4.81
1

™

Dicho resultado es el t,r-ésimo elemento de la matriz p I 8 0;

para encontrar la covarianza observe que:

P
d,h=1
P P
= I (Xij3¥ksd¥fmd Xgnd) *+ L (XiJaXksdXfnbXgnb)
a=1 d,b=1

d#b 4.83

= P(9ikO0759£gCPmn + 9iL%9m%gOsm + 9igOIn%k£Osm) + P (p-1)

(0ixO3s + OksOfm) . 4.84

Asi la covarianza entre Vi Vpp es:

E(Vij*PGikﬁJs)(V m~P0LgCOmn) = P (0ipO0ImokgOsm + 0igOIn0kLOsm) 4.85

cuando i = £ y k = g, obtenemos la varianza de Vik

E(Vikx - PoikOgs) = P(0ikOJIs0ikOJs t0iiOJJgokkOss) 4.86

Para ver que el resultado anterior es el t,s-€simo =2lemento de



la matriz 4.75, es necesario verlo-con un ejemplo?’.

Un resultado andlogo al teorema anterior es encontrado en Haff

R.L. {26], pero para cuando N = 1 en la Distribucién Wishart. Ademds -

no se propone una expresidn para Cov (V)

A continuacién se encontrard la E(|v|t) Ta cual es denominada

varianza generalizada, Anderson T.W. [3], Kshirsagar A.M. [44].

Algunos resultados andlogos pueden ser vistos en Saw G.J. [63]

y Shah B.K. [66].

Teorema 4.2.6. Sea V ~ W(gN,p,z20).Entonces la E(|V|%) estd de

finida por:

L StaN . t T gn(ip+t) |
z A2 ]
E(|V]Y) |z 2 o] T e D) 4.87
Prueba:
(p-gN-1) /2 +t e -1
E(|v|Y =J : NlV! — o Ptr(I80) V. oo 4 ag
223 |1 2 0] rqnp/2)
V>0
Sea W' = 2V cuyo jacobiano estd dado por J =,2%qN(qN+l),1uegO:
. rey (3ptt) |z80]3ptt 2%P+t-(qN—l»ﬁJ |
ty - 1d e
2(]v] ? " rgqn(3p) |Z20[fP 2igNp 23qN(gN+1) . gqN(%P+t, L & @) dv
g 4.89
=27 | eo .
Tqn(z p)

1 Lo cual se excluye de este trabajo por la laboriosidad que esto impli
ca, sin embargo, esto se deja como un ejercicio al lector.
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- Teorema 4.2.7. Sean vy ~ W(ay,Pi,Z ® 0), i=1,2,...,%, indepen
X

: 5
dientes, entonces % v§ v W(gn,ZPi,Z & O)
j=1 J=1
Prueba:
X
itr Z,VasT r '
R Pt v b : s
., (T =E(@@ 1T = E( T ¢ VITI) 4.90
=1
L Vi - 3
j=1
r
-y B
4 =t B . -pl =1
d_ (1) = T (¢ 733y = 1 l1-21z 2 0)7| F” = |1-2i(z 2 O)T
t =1 j=1
r Vi .
j=1 |

En el siguiente teorema se puede:observar que la Distribucidn -

Wishart centrada es invariante bajo transformaciones lineales.

Teorema 4.2.8. Sea vV ~ W(qgN,p,I & 0). Ademds sea A e Riyxgy d-P-

entonces la matriz ava' ~ W(gN,p,A £ & ©A)

- Prueba:

1 : | A'TA
e(altrAVA T)== e(altrv g s ¢V(ATA') 4.91

bava (T)

: - i Ty -p/2
B |I - 2i(£20)A'TA|P/2 = |I-2iA(z 2 ©)A'T| P

Definicion 4.2.3. Sea xj3e WRIXN M.A. d.p. i=1,2,...p. V v Ngxn

P .

(u,z,0), entonces la matriz v = ( T XiX3i') ~ W(gN,p,Z & 0, =) llamada
i=1

Distribucion Wishart no central, donde~a = se le conoce como parametro

de no centralidad y estd dado por = = p



En el siguiente resultado se da a conocer la f.c. de la Distri

bucidn Wishart no central.
Teorema 4.2.9. Si v ~ Ww(gN,p,Z R 0,2), entonces su funcidn ca-
racteristica esta definida por:

- Ip tr it(I-2i( Q )T) T

oy (T) = |T-2i(ze0)T|" = 4.92
Prueba: Sea ij==ﬁj + CZ4, ij "V N(O,IgRIyN) Y CC' = Z 8 ©
entonces:
P - -
itr 2 PaXaxs
itrTv: - J=1 7 = itrT;X;X;
¢y (T) =E(CT ") =E(C ) = I E(¢ 771
j=1
P iZatC'TiCZs + 2i04TsCZ4 + A7 T4 i
= I m(g 73" J~43 J+3%4] J5IR3 ) 4.93
J=1
P -3 igsTsus. = 2 -'T-C(I-2ic'T-é)_1c'T-~-
oy (T) = T |1-2ic'TC| g MITIHI T “HI ) J JH3
Jj=1
— 1 o
- 2z t 1 - 21 '
— |1-2iz @ o 7| P/? gt¥ iT(I- 21 180 T) 4.94
tomando = = up'se obtiene el resultado deseado; es importante hacer no

tar que para el desarrollo de la demostracidn es necesario que & & 0 -

sea d.p. ¥y T s.m.,d.p.

Teorema 4.2.10. Sea V4% W(gN,pj, I B e,zj), j=1,2,...,t, dis

tribuidos independientes. Entonces:

t t t
j:l j: 1=



Prueba:

t D t
~ N ~ 3 7}- triT(I-2i @0 T) ' ¥ =
. ) - LT oLl
¢ (T) = T e@™™Niy 2 |1-2iz g0 7| T ¢ J=1
vy 7Y
J
j=1

En el resultado siguiente se encontrara la funcion de densidad

de una M.A. v ~ W(gN,p, I80,Z), para lo cual es necesario utilizar algu

nos de los resultados presentados en las secciones 2.5, 2.6, 2.7, ya -

que dicha densidad queda en funcidn de Polinomios Zonales.

Teorema 4.2.11. Sea V ¢ RANXgN s.m.d.p.., teniendo como f.c. la

relacidn 4.92; entonces su funcidn de densidad se puede escribir como:

3 (p-gN+1) e meoy "ty - .
fy (V) = ] LV‘ ‘ 5 ¢t @o) v e %tr(zge)_oFl(%P;%(ZQO) = (220) V)
2*TPr oy (3p) | 2RO |
4.96
[ 3 (p-gN-1) _ -1 e -1_ -1
~ v 1tr(Ie0) 7'V _-3tr(IRO)TE e . Ck (3 (380) 1= (180) V)
V= Tap el ¢ % I TR
2*TFr oy (3p) | 280 ? « h=0 k ki
4.97
£ (V) = || fp-anN-1) ,~htr (280) v Q—%tr(Zﬁ@)—lf
21| pgo | *P 4 (p-aN-1) (-} (380) 1= (280) V)
4.98
- -1 - ] ~
! ~ lv]é(p -t ,-itr (280) L(y+3) gN S Hk(%Y%(ZQG) )
v (V) = o i Lt T GpE
2" Tan (3p) | 220 | h=1k
4.99

1 En esta expresidn Hk (M) son los polinomios de Hermite generalizados

Herz C.S. [28] definidos por
- trMM " - 21TW"' — WW'
() = 12 g @t ) O (wW') aw
los cuales son un caso particular de los polinomios de Laguerre, rela

cionados por la siguiente expresidén

<1k Lk(n—m-l_)/z

(MM*)

il

Hjc (M)



Ya que

Loty = ¢ ™ F. oy Bk | | 4.100
oF1(zn;MM') = € > hﬁﬁ%;)k |
h=0 k
-gN-1 -1 1
f;(v) - | v]| } (p-gN-1) T (280) T (V4E)4aN o o Lk (3 (380)  =(180)V)
: . 02
2 %P ronGp) |ee] *P h=1 (-1)
4.101

Prueba: Partiremos de la f.c. y con ayuda de la transformada in

versa de Fourier se encontrard su f.d., es decir:

_3gN(gN-1)
Fy (V) = 2%q ( ) [, e-itrVT' ¢y (T) AT ’ 4.102
- .}29N (gN+1)
(2 1) R(T) >0
iN-1) =
| raN(@n) VT | 1o g up| TP/ 2gERIT (T-24560T) -
© (213) 26N (gN+1) | | )
R(T) >0
4.103
- ~1 o2 .
Sea X =-§;(2®e) Y(1-1) cuyo J=2"2"za0] P/% . asi se pue

de escribir como:

Tk

é-%tr(2®65“1V Z%qN(qN—l)
2-%qu|Z®9|—p/2

Q—%tr(zae)"

| -~ | -1 -
_ | 1=D/s Ftrv(220) X _trz(zed) X
fV(v) - 4(2H') %qN(qN+l) J IXI ¢ ¢
1
AL =9 4.104

Se evaluara ahora la integral, la cual se denota por Q, es decir:

-1 ~1_~1:
p/2 Q%trV(ZQG) X Q%tr(ZQO) X "=, e

,3aN (gN-1)
0- 5]

X|
.\ 21N (gN+1)
(211;) | P () >0

btr=(180) X = oFp(3(280)z X )

Primero tome en cuenta que @ por

2.49 , utilizando 2.53 y las propiedades de Kummer, se obtiene:

1 Ver pie de pagina de la hoja anterior



_ 1 4 PP Wi -1 -3 (p—gN-1) - |

~

Asi se ha enqontrado la expreéidn 4.96. Para el caso de a4.97, -
haga la expansifn en Po11nomios Zonales, del exponencial anterior, con
la ayuda'de 2.49, Yy pok el Teorema 2.73 se obtiene el resultado buscado.
Para encontrar Ta expresion 4.92 s6lo tome en cuenta la relacion 2.e4 ei
4{97L‘Las densidades 4.99 y 4.101 son obvias a partir de4“1063fde la no

ta de pie.

A continuacidn se presentan dos teoremas, en el primero se en -
contrara los momentos de una matriz v ~ W(gN,p,Z20,=) y en el segundo -

resultado se presentan los momentos de la varianza generalizada.

Teorema 4.2.12. Sea v ~ W(gqM,p,Z80,=). Entonces:
E(V) = p(Z & 0 + ) 4.107
V(V)., = p(Z RORZR0 + (I & 0) ® (L & 0) + 4=3) 4.108

Prueba: La demostracién es andloga a la dada en el Teorema 4.2.5

Teorema 4.2.13. E1 r-ésimo momento de la varianza generalizada
|V|t, se define por:

_ I'gn(r + 3p)
1-'qN(‘}fP)2’}'(11\733

-1 |
E(|v]|T) |z@0 |t 1Fi(-r;ip;-}(580) =) 1.109

Prueba: La demostracidn es inmediata, multiplicando 4.96 por

[V|*, y utilizando las expresiones 2.55, 2.59 y 2.60.

L

Este Gltimo resultado puede ser encontrado a partir de cualquie

ra de las representaciones de la Distribucién Wishart no central (2.96



4.104) y subsecuentemente depender de cualquiera de las funciones que in
tervienen en dichas distribuciones (Polinomios Zonales, Laguerre, Hermi

te o Bessel).

Para concluir esta seccidn, se enunciard un teorema, el cual no
se probara, ya que su demostracidn es igual a las presentadas en los teo
remas 4.2.4 y 4.2.11, en los cuales se definen las Distribuciones Wi -

shart Central y No-central complejas.

Teorema 4.2.14. Sean v,X e ¢dN¥aN M A.d.p. S.M., tal que:

Zizi'* con Zi ~ NC(0,I®0) y X =

TiTi' donde T; ~ N(uyu,IR0).
1 . : ‘ '

N MK

1

entonces las distribuciones de Vv y X son 1lamadas, respectivamente, Dis-

tribucidn Wishart Central y No central, y estan definidas por:

|v|P7
Tgn (P) | 220 [P

' - |
Q—tr(Z&@) \Y 4.110

ol
T'gqn (P) | 220 [P

-tr(zae)’lva—tr(zge)"l(ﬁh)(ﬁh);

= -—1 e e -1
e ¥a(p, (Z2&0) uyuup' (Z&O) V)

4.111

Cabe mencionar que algunos trabajos sobre estas distribuciones,
en el caso que N = 1, son presentados por Shaman P. [67], Krishnaiah P.R.
[40], Khatri‘C.G. [39], Sirivastava M.S. [69]; Olkin J. [51], Goodman -
N.R. [22]; Anderson T.W. [1][2], Wooding R.A. [75].
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4.3. Distribucion T.

A continuacidn se obtendra la distribuc16n4de la M.A. s= (pv-1)
X +u, donde v = V%V%, tiene uﬁa Distribucidn Wishart, y X una Distribu
cion Normal, siendo X y v independientes. La distribucién de dicha M.A.
es 1lamada Distribucidn T-Multivariada la cual es una generalizacidon de

Ta Distribucidn de una v.a. t-Student.

3

Teorema 4.3.1. S1 Vv v W(gN,p,Z 80) Y X v NgnxgN (O, IgN,IgN) -0

-3 .
siendo independientes, entonces s e RINxXgN, s =V p vV °xX+u; tiene una -

Distribucidén T-Multivariada, denotada por T(gN,u, Z®6,p)

-3 [p +gN]

o
T3 (prqm ] [ze0| P | o1 (s-w'(s-w)

f(s) = 4.112
N N
W L PqN(%P)P%q ¥
donde p ¢ RINXAN y p son los grados de libertad.
Prueba: La distribucidén conjunta de v y x, es:
lvl%(p—qN—l)Q—tr(Z&@)—lva*trxx'
fv,x)= . IqN 3o 4.113
Tgn(ip). 1 1RE:ECl R

Luego Ta distribucidn conjunta de s y v, (tomando en cuenta que

p~¥(aN) ?

N :
J = |v|TN/2) | se define como:

|} 1) pmtr [(zee) T+ Fx-w) (%) "IV

f(s,V)
(H)%qN ¢%(qN)

3 4.114
rgqnlipl |zeo| *P

Integrando con respecto a v se obtiene 4.112 (para 1o cual haga

referencia a 4.54 0 2.47 )
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Corolario 4.3.;. Si en el teorema anterior X v Ngnxgn (0, 280, Ign)

y sin modificar las otras hipdtesis, entonces s ~ T(gN,u, Iq® Iy,P)

Prueba: La distribucidn de X y v se puede escribir como:

— -1
-1N~-1 - - '
‘vl%(p 1N ). a f.r(Zﬁ@) V(Z tr (ZRO) "X'X

£(v,x)= Pan (2p) q2aN Izgel%p 1z @ OI%qN 4.115

Haciendo la transformacidn s = p%v_%x-u cuyo J = P*%qN lvl%qN .‘
se obtiene:

= v Q“tr[(ZQO)—l+%f(S‘P)kZQG)-l(S‘P)'}V 4.116

SV rem 1 g ge fEMN @0 '

integrando con respecto a v, como en el teorema anterior v reacomodando
términos obtenemos el resultado deseado. Es importante recordar que la

matriz t & © es D.P. y S.M.

Corolario 4.3.2. Es facil ver que si en el corolario anterior

X N Ngnggn (OrIgn, (280)1, S también se distribuye T(gN,u,Ig®Iy,P).

Corolario 4.3.3. Sean X « NgnxgnN(0,Z1203,IgN) O X " NgNxqgn (O,

IgNZu®01) y V v W(gN,p,Z2802) s.m.d.p. entonces la f.d. de la matriz -
S = p%V—%X +yu se puede escribir como:
[3 (p+aN) 1 | (Z22802) + (5~ (£1201) (s - | ~% (ptal)

29N

o

p%(qN) ()

f(s) =
Tgn (3P) -l‘zlgeli%qN lzm@zlh—’
4.117

Prueba: La demostracidn se sigue el Teorema 4.3.1.
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Corolario 4.3.4. Sean X ~ NgN(O,Z & 0) y V ~ W(gN,p+n-1,I80) en

1 L. ~ -~
tonces § = p°v g v Tgn(u,Z & 0, p)

Prueba: La distribucidn conjunta de X y v estd definida por:

A - i -1 - -
13 (p-1 - —-trX (L0 '
[Vli(p ). - tr (20) V a (Z0) X

f()z,V) = 4.118

a3 (p+aN-1)1 |z @ o] 2 PYAN-1) piaN|y o o3

. i} s N
Haciendo la transformacidn X = p 7v%(s -u) Cuyo J =P ¥aN lvl%

se obtiene:

-1 - - - - -
|2 @) L Er[(80) T+ 53 - 1) (200) T (8- D)V

e 4.119
Tqnl3 (p+aN-1) | 2 e]%(P+qN) (p) T

Integrando con respecto a V se obtiene:

i

~1 -~ - 1 .
r_ [ (eram 1) (320) T+ 3 (8- (220) l(s_p).|%(p+q)J

- . 1
fray = I'(3 (p+gN), (zR0) "+
£S) 1 prgq >

@py * N r gl (pran-1)] |zee|* BTV e S

5 (8-1) (z@0) “(§-inav
Por 4.33 y 4.50 se tiene finalmente:
= -1 ,5 =~ 3%

f(s) = r[%(P+qN;;N {1+ 3(5-) (ze0) 1 (8-} * P+

T (3p) (Ilp)

4.120

Teorema 4.3.2. Sean X, V ¢ RANxgN , tales que X ~ NgnxqgN (0, IgN
Ign) ¥y V v W(aN,p, I20,=) entonces la M.A. s = p%V-%X+p tiene la si -

guiente f.d.

—tr (5R0) ~1=
TqN[%(p+qN)] e

.- -1 3 % (p+gN)
f(g) = 5 lz2e) "+ & (s-u) (s-p)| 4.121
qu[&plnin ot (@) lz&@‘%p P

1F1{3p, 3 (p+an) , -3 [ (220) "33 (s-) (5-w)1 7 (Z20) ™ = (z80) )
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Prueba: La prueba se sigue del Teorema 4.3.1, solo note que

al integrar con respecto a v, tome en cuenta la expresidon 2.54

En el siguiente resultado se define la media y la varianza de

la M.A. s.

Teorema 4.3.3. Si s ~ T(gN,H,IR0,p) entonces:

E(S) = u si p>1 4.122

(1R0@IRO+I@0 6 I @ 0)° (X o RIg R Iy ) S1 p>2

Cov(S) = pz

.L_

4.123

Prueba: Ya que x y v son M.A. independientes

E(S) = E(PV HE) + EQ) = u

recordando que E(X) = O.

En forma similar es encontrada la covarianza de la M.A.s. Re
cuerde (de la teoria de las distribuciones) que cuando la Distribucidn
t-Students tiene un grado de libertad (p=1), la funcién obtenida es'—
1a Distkibucién de Cauchy. Asi, en el caso de una M.A. s, distribuida
T-multivariada, con p =1, se obtiehe la Distribucidn de Cauchy Multiva-
riada, Press S.J. [60]. Formalizando lo enunciado anteriormente, surge

la siguiente definicidn.

Pefinicidn 4.3.1. Sea s ~ T(gN,u,Z20,p), entonces, si p = 1,
S £ RANXgNd.p. tiene una Distribucidn de Cauchy multivariada, la cual
es denotada por C(gN,u,I®0) y se detfine como

_ EQN[%(qN+1)]lZ®®|_%
Tgnldp)  T2aN

)-J"'% (qN+l )

£ () [(zee) *+ (s-u) ' (s-u 4.124
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Se- encontrarda a continuacidn la distribucidon de la M.A. s=%§3v-%x,
1 1 .
donde v-v'Vv® v W(aN,p,Z80) Y X “ Ng mgn (4,I89,Igy), la cual 1lamaremos -

Distribucién T-multivariada no-central, Kshirsagar A.M.[42].

Teorema 4.3.4. Si V ™ W(aN,p,I80) Y X "~ Noyxqy (1,280,Igy) enton

N

. — 1
ces la matriz s = p *v’X + p v T(gN,p,EZ6,p,=) donde = = pp e RINXGN, -

denominada Distribucién T-multivariada no central y definida por:

Q—tr(Zﬁ@)—

|-%(P+QN)
f(s) = N) 2
p%(q )

1 .
-1 -1
| (520) " "+ z(s-p) ' (580) ~ (S-p)
. 1 1
Tqn(3p) T | zgo| PN h

[3 (p+gN) ,k]
h!

I ™8

5
k
-+ cxflze0) T §(s-p) (Zew) " (s-n)T) - Tp(s-n) (2867 M}

4.125
Prueba: La Distribucidon Conjunta de v y x se puede escribir co

mo : S -
_ _ 71 _ 71 it _
= %(p qN)(Z tr (Zg0) Vo tr (2R0) ~ (X-u)"(X-u)

fv,x) = . ‘ 4.126
Ton (3D) H%qN 5 @ @l%(p+qN)

3

Tomando s = p v?

) _1
X+p Cuyo jacobiano J = p f(qN)IV[%qN, la

Distribucidon Conjunta de s y v se define como:

i (p-1) -tr (o)’ “—tr[(2®@71+Vé(s—p)(2®@T1(S-p)]V_~tr3L(Z®@TlsuV§

\/2 Q e ¢ p?
H%qN !Z&@l%(p+qN)

f(s,v) =
I'gqn(2P)
4.127

La expresidn 4.125 puede ser obtenida por dos caminos diferen -

tes a partir de la ecuacidén anterior.

_ 2 g D
tr 5;(2@@) SPV

a) En 4:127 expandiendo ¢ en Polinomios Zonales
e integrando con respecto a v, con la ayuda de 2.47 se obtie-

ne el resultado buscado.
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*(P=1) on Polino-

b) En la misma ecuacifn 4.121 expandiendo |v|
mios Zonales e integrando con respecto av, utilizando la -

ecuacion

-v-¥ . —trisz™?

2 @ p(-S) 4.128

- ¥ v [ ] A
j g~ tr3S'T —tr TZT p(myar = |z

T>0

[Herz C.S. [28] pag. 492], donde P(T) es un polinomio de -

grado v, se obtiene la expresibn buscada.

Algunos otros trabajos en los cuales se Qen las aplicaciones de
esta distribucién; asi como algunas caracterizaciones de la misma, son
oresentados por Kshirsagar A.M. [42], Dickey J.M. [15], Press J.S. [60],
Lin P.E. [46], Geisser S. [20], Dunnett C.W. énd Sobel M. [17], Dunn 0.J.
[16], Tiao G.C. [72] y Miller K.S. [47].

4.4. Distribucion F.

En la presenta seccidn, se generalizan las Distribuciones F oy
"Beta univariadas, al caso mu]tiVariado. Ambas distribuciones juegan un

papel muy importante, en varios problemas del ané]isis multivariado co-
mo son: las pruebas de hipbtesis, Sirivastava M.J. [70] y pruebas de -

normalidad multivariadas, Wagle B. [74], entre otros.

Definicidn 4.4.1. Sean v;,V, e RINxaAN, tales que v; ~ WIgN,pi,

(z®0)3lj=1,2, independientes. Se definen las M.A. F Y B como:

F = V3 VE Vi | 4.131

-3 -3

(V1 + Vo) "Vy (V1 + V) 4.132

vej
l
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respectivamente, siendo F d.p., Yy 0z Bz I

A continuacidon se exponen dos teoremas en los cuales se encuen

tran las distribuciones de F y B.

Teorema 4.4.1. Sea F ¢ RANXaN M.A., definida por 4.131, enton

ces su funcion de densidad se define por:

3P1 ip2 1 N _ _ |
):le®®l1 |0 |5 IFIE(PZ gN l)w(ZﬁG) f'(2®@)2ﬂ'%(Pl+P2)

£ 4.133
(F BqN(%Pl I%—PZ)
Tan(a) Tan(b) _ ‘ |
Bgn (a,b) = aN gN = Funcidn Beta Multivariada 14

Herz C.S. [28].

Prueba: Antes de empezar la prueba recuerde que (r&0);i, vi, -

i=1,2, son matrices s.m., d.p.

La f.d. conjunta de vy y v, se define por:

2 lv,I%(piqu+1)@+%tr(2@OTivi
- ' 4.134

£(vi,v2) =

: i

1 T(%pi)~l2&@|§pi

3 3

N+1 :
ToMando F = ViV,= N3 cuye 3 =\v\%(q ) e, integranda con ves

pectoa Vi, se tiene:

[ﬂpl-qN-l)

WlgN, % (p1+p2)

Tan (3 (p;+pz)ﬂ(2@@7i+(zaeY§Fl‘%(P1+pz)~J
V>0

TqN(%Pl) FqN(%Pz) -I'Z@@lépl | l'zﬁgl%pz

- -2
(IR0) 1+ (ZR0) 5F] AV
4.135
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Corolario 4.4.1. Si en el teorema anterior Vi ~ W(aN,pji,Ig®

In), la f.d. de F se puede escribir como:

1 — ey | — 3
1 . IFIY(Pz qN-1) II*‘F| 3 (p2 Pl{
Bgn{%P1,2P2) 4.136

fr) =

Teorema 4.4.2. Sea B ¢ RINXgN M. A., definida por 4.132, enton

ces su f.d. se define como (aqui (z€6) = (I8O),):

\

f(B) — 1 ‘Bl% (Pz—qN*lf l'I _ BI 3 (Pl"':qN"l)‘ 4.137

Bgn (2P1,3P2)

Prueba: Nuevamente no pierda de vista que: (Ig0)ji,Vi Son s.m.

la f.d. conjunta de vi y vz esta dada por 4.134. Luego:

Sea S =Vy +Vy, y Vo = Vy, claramente g =1, asi:

|zeo| "t @1HP2) | ¥ (P1maN-1) )% (PpmaN-1) Lt (120) s 4.138

f(V,S) = 1 -
Tqn(3p1) Tgulipp)  2°F P2+ P2)
Tomando B = s*%vzs”%l donde, sT¥s7 . _ g, £(g) Se puede escri-
bir como (note que g = |s|* ®*+®)
-k - - L — -
) _ | zee| 2(01+P2)+%(P1+P2)P(%(p1+p2)[BI%(PZ'qN 1)|I_Blz(P1 aN-1) .
(B) - Ton (3P1) Tqn(3p2)
" j W(gN,3 (p1+p2) , IRO)dS
570 4.139
En el siguiente resultado se encontrard la Funcién Caracteris-
tica.

Teorema 4.4.3. Sea B € RANXgN d.p. Teniendo a 4.137 como f.d.

Entonces:
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itrTB |
¢ (T) = E(@ ) = 1F1 (3p2;% (p2+p1);T) . ©4.140

-~

itrT'B

Prueba: Multiplicando 4.137 por ¢ y con ayuda de 2.55 se

obtiene el resultado buscado.

E1l siguiente resultado es muy importante dentro de la teoria -

de la Prueba de Hipdtesis. Troskie C.G. [73], Lawley D.N. [45].

Teorema 4.4.4. Si B ¢ mANxgN, tiene a 4.137 como f.d. el t-ési

mo momento de |B|t se define por:

E(lB[t) _ BgN (3pa+t,3p1)

4.141
BgN (3p1:3p2)
Pruebpa:
4.‘ _1 - —1
E(|B|®) = s JlB|%(92+2t-qN' ) |1-p| ¥ P2maN=1) gy
BgqN (2P1.,2P2) O<BET |
| o _4.142
. 3 (p2+2t-gN-1
_ Bqu(pott,ipy) [ _|B|* PHEETAT) r-p| PRI g
BgN (3P /2P ,) BgN (3p2+t;ipy1) | .
: 'OEB=I : 4.143

Teorema 4.4.3. Sea B ¢ RINXQN d.p.s.m., tal que su f.d. estd -

dada por 4.137. Entonces:

ty — (%P)k |
E(BY) i (3 (ps4p,) Ix Ck (Ign) 4.144

Prueba: Para ver esto, se utilizard la f.c., definida por

¢p(T) = 1F1(3pP2,% (P2+P1):T) 4.145
por 2.36: | |

8

(3p2)x  Ck(T) 4.146
[$# (p1+p2) 1k h! :

=L L
h=¢ k
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De acuerdo a 2.43 y 2.44:

hy _ (3p2)k | [
EED S Ty, ke 147

A continuacion se encontraran las f.d. de las M.A. F y Vv, cuan

do en la definicion 4.4.1, v2 &~ W(gN,p2, (Z80)2,3)

Teorema 4.4.5. Sea Vi,Ve € RANXaN, s.m.d.p. tales que Vin W(aN,

— .y 1
p1,(ZR0)1) Y Vo vW(gN,p2, (I80)2,2). Sea ademds F = vivvsi, entonces - -

f(F) Se€ define por:

Q_%(ZQGY%EII%(PZ -3 (p1+pP2)

—qN_l)l(Z@efl+~(Z@@72Fl
Pllzﬁel2P2'

f(r) =
BGN(ZPllzPZ)lZQGII

. . - - -
1F1{%gj%(P1+P2);%(Zﬁ@bEkZEG)%E[(Z@@h}f(Zﬁ@kfFJ 1}
o — 4.148

la cual es 1lamada Distribucion F-Multivariada No-central.

Prueba: La f.d. de v, y v, esta dada por:

3 (pi-gN-1) ,~3tr (380)1Vj,~}tr (380); =

£(vivz) = IV - aNp 1p; oF1 (3p5 13 (380) ;

i=1 271 Tan(3pi) |zeo |72 ,

5(2®@Y2V2)
4.149
N+1) .

Sea F = Vl%Vzvl%, cuyo J = IVI%(q e integrando con respec-

toa Vi, se tiene:
( Vi

TqN(%Pl)qu(%Pz) IE@@I lZQ@l

_itr[(Zﬂ@ 1+(A®@)2F]VOF1(%PZ,%(E@@)%“(Z@@)szl)OV 4,150
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Con la ayuda de 2.47 y 2.36 se tiene finalmente:

g N . - _ - |
~HEr(I80)22 | 2 (P2-aN-1) | 50671, (zeeTir |t (P1¥P2)

l%Pl  |2®91%p2

¢

BqN(%Pll%pZ)' | 20

171135} (p1+p2) ;3 (320)5" (1@0)7'F [ (2R0)1 + (280)3F] '}
4.151

1l

Nota: F[(IR0)1+(IR0)3F] = [(I80)1F T+ (ZR0)3]

Corolario 4.4.2. Sean Vi,v, viRGNxaN, tal que Vi~ W(gN,p;,Ig®

. _1 —1 - 3
IN) Y V2 v W(gN,p2,Ig®IN,Z). Entonces F = vi°v,vi® se distribuye

G-% trElFr%(Pz—qN‘lf -3 (p1+p2)

| 1+F|
BgN (2P1,3p2)

1F1[%pg%(P1+P2};%5(I+F_171]
4.152

Prueba: Es inmediata del teorema anterior, s0lo sustituya -

(IR0); = (I20)2 = (Ig & Iy)

Teorema 4.4.6. Sea B € RANxaN definida por 4,132, solo que

ahora vi ~ W(gN,p1,Ig®In). Entonces f£(g) se puede escribir como:

—
2—

a IB!%(pz—qN-l)_lI_B

BgN (2P1:%pP2)

l%(Pl"qN—l) :
1F1 (3p2:% (p1+p2) ;2=B) 4.153

f®)=

11amada Distribucidon Beta Multivariada No Central

Prueba: La f.d. de v; y v, tiene la forma:

Q“%tr(E+Vz+V1)Ivllé(Pl‘qN‘i)!VZI%(PZ“qN‘l)
Z%QN(P1+P2) '

£y, v)= " oF1 (3p2i2=V2)

Fgn(ip1) Tgn(ip2) 4.154

Sea s =V + Va ¥ Vo = Va. Asi:
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~itr= -itrs. o |7 (P1—gN-1) I%(pz-qN-l)
£(v2,9)= - %qN(g:HPz) lS el ‘ IV-Z" —— ¢F1(3p2;%=Vy)
5 TqN(%Pl)qu(%Pz) - 4,155
Tomando B = s *v,s ¢, d gt g '
= 28 °, donde s * s* = s: f(g) es dada por:
. Q—%tri JI_BI%(pl-qN-l) |B|%(P2'qN‘1)J' Q-%trs Isl%(p1+pz-qN—1)
(B) Tgn (3p1) Ty (3p2) 850

» 1 - .
0F1(7PZI4—— BS)dS 4.156

la integral puede ser resuelta usando 2.36 y 2.47.

Corolario 4.4.3. Si en las expresiones 4.136 y 4.148 gN = 1,
obtenemos respectivamente la Distribucidn Centrada y No-centrada de T -
Hotteling, Constantine A.G. [10], Ito K. [30], Kariva T. [38], y para

el caso en que p, = 1, Hotteling H. [29].

Algunos casos particulares de los tratados en esta seccidn, -
asi como sus aplicaciones son presentadas por Mitra K.S. [48], Kshirsa-

gar A.M. [43], Davis A.W. [13], y Olkin I. [52].

Finalmente, es importante mencionar que tanto para la Distribu
cion T como para 1as f.d. F y B, multivariadas, se pueden determinar sus
correspondientes f.d. complejas, pero debido a 1a similitud, tanto de la

f.d. como de sus pruebas, con las.f.d. reales no seran incluidas.



BIBLIOGRAFIA

[ 1] Anderson, T.W. & Girschick M.A. (1944). Some extensions of the Wishart
Distributions. Ann. Math. Statist. Vol. 14 p. 345-357.

[2] . 1946. The Non-central Wishart Distribution and certain
problems of Multivariate Statistics. Ann.Math. Statist. Vol.
17, p. 409-431.

[3] . 1958. An introduction to Multivariate Statistical Ana-
lysis. Wiley, New York.

[ 4] Apostol, T.M. 1972. Andlsis Matemético. Ed. Reverté, S.A. México

[5] Arnold, S.F. 1980. The Theory of Linear Models and Multivariate Ana
lysis. John Wiley & Sons. New York.

[ 6] Ash, D.B. 1972. Real Analysis and Probability. Academic Press, New
York.

[ 7] Bass, J. 1970. Elementos de cdlculo de pkobabi]idades. Toray-Masson,
S.A. Barcelona.

[ 8 ] Bochner, S. 1944. Grup invariance of Cauchy's formula in several va
riables. Ann. of Math. Vol. 45, p. 686-722.

o7 ravazos, C.R. 1984. Curso de Teoria Estadisticy I. UAAAN. México. -

Comunicacibn personal.



[11]

L12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

73 -

Constantine, A.G. 1963. Some Non-central Distribution problems in
Multivariate Analysis. Ann.NMath.Statist. Vol. 34, p.1270
1284.

.+ 1966. The Distribution of Hotelling's generali-
sed T . Ann.Math.Statist. Vol. 37, p. 215-225.

Cramer, H. 1970. Métodos Matematicos de Estadistica. Ed. Aguilar,
S.A. Madrid. ‘

Davis, A.W. 1970. On the null distribution of the sum of the roots
of a multivariate Beta Distributions. Ann.Math.Statist.
Vol.41, p. 1557-1562.

Demer, W.L. & Olkin F. 1951. The jacobians of certain matrix trans
formation useful in multivariate analysis. Biometrika.
Vol. 38, p. 345-367.

Dikey, J.M. 1967. Matricvariate generalizations of the multivaria-
te t Distribution and the inverted multivariate t Distri-
bution. Ann.Math.Statist., Vol. 37, p. 511-518.

Dunn, 0.J. 1965. A property of the Multivariate t-Distribution. Ann
Math. Statist., Vol. 36, p. 712-714.

Dunnett, C.W. & Sobel M. 1955. Approximations to the probabi]ity
integral and certain percentage points of a multivariate
analogue of Student's t-Distributions . Biometrika, Vol.
42. , p. 258-260. |

Erdelyi, A. 1953. Higher trascendental functions. McGraw Hill, New
York.

Feller, W. 1978. Introduccion a la Teoria de Probabilidades y sus
aplicaciones. Ed. Limusa. México.



[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26].

[27]

[28]

[29]

i
G
o

e

74 -

Geisser, S. & Cornifields, J. 1963. Posterior Distributions for -
Multivariate parameters. J. Roy. Stat. Soc. Ser. B., -
Vol. 25, pp. 368-376.

Giri, N.C. 1977. Multivariate Statistical Inference. Academic Press
New York.

Goodman, N.R. 1963. Statistical Analisis based on a certain multi-
variate complex Gaussian Distribution (an introduction).

Ann.Math.Statist., Vol.34, pp. 152-177.

. 1963. The Distribution of the determinant of a com -

plex Wishart distributed matrix. Ann.Math.Stat.,Vol. 34,
pp. 178-180.

Graybill, F.A. 1961. An introduction to linear statistical models.
Mc GrawhHill. New York. . ~

. 1969. Introduction to matrices with applications 1in

statistics. Wadsworth Publishing Company,‘Inc. Belmont Cal.

Haff, L.R. 1979. An identity for the Wishart Distribution with -
applications. J. Multi. Analysis. Vol. 9, pp. 531-544.

Hall, M., Jr. 1979. Teoria de los grupos. Ed. Trillas, México.

Herz, C.S. 1955. Bessel Funtions of matrix argument. Ann. of Math.
Vol. 61, pp. 474-523.

Hotelling, H. 1831. The generalization of Student's ratio. Ann. -
Math.Statist. Vol. 2, pp.359-378.

Ito, K. 1956. Asymptotic formulae for the Distribution of Hote -
11ing's generalized T? statistic. Ann.Math. Statist. / -
Vol. 27, pp. 1091-1105.



/5 -

[31] James, A.T. 1954.Normal multivariate analysis and the ortogonal -
grup. Ann.Math.Statist. Vol. 25, pp.40-75.

[32] . 1955. The noncentral Wishart Distribution. Proc. Roy.
Soc. Sec. A. Vol. 223, pp. 364-366.

[33] . 1960. The distribution of the latent rootes of cova -
riance matrix. Ann.Math.Statist. Vol. 31, pp. 151-153.

[34] . 1961. The distribution of noncentral means with known
| covariance. Ann.Math.Statist. Vol. 32, pp. 874-882.

[35] . 1961. Zonal Polinomials of the real positive definite
symmetric matrices. Ann. of Math. Vol. 74, pp. 456-469.

[36]' . 1964. Distribution of matrix variates and latent roots

derived from normal semples. Ann.Math.Statist. Vol. 35, -
pp. 475-501.

[37] Jensen, D.R. 1968. The joint distribution of trace of Wishart ma -

trices and some applications. Ann.Math.Statist. Vol. 41,
pp. 133-145.

[38] Kariya, T. 1981. A robustness property of Hotelling's T? test Ann.
Math.Statist. Vol. 1, pp. 211-214.

[3¢] Khatri, C.G. 13880. The necessary and sufficient conditions for de-
pendent quadratic forms to be distributed as multivariate
Ganima. J. Multiv. Analisis. Vol. 10, pp. 233-242.

[40] Krishnaiah, P.R. 1976. Some recent developments of complex multiva
riate distributions J. Multiv. Analysis. Vol. 6, pp. 1-30

{41] Kshirsagar, A.M. 1959. Bartlett descomposition and wishart Distri-
butions. Ann. Math. Statist. Vol. 30, pp. 239—241.



/6 -

[42] Kshirsagar, A.M. 1960. Some extensions of the multivariate t-distri
butions and the multivariate generalization of the distri-
bution of the regression coeficient. Proc. Cambridge, Phil.
Soc. Vol. 57, pp. 80-85.

[43] . 1961. The non-central multivariate Beta Distribu-
tion. Ann.Math.Statist. Vol. 32, pp. 104-111.

[44] . 1981. Multivariate Analysis. Marcel Dekker. New -
York.

[45] Lawley, D.N. 1938. A generalization of Fisher's Z-test. Biometrika.
Vol. 30, pp. 180-187. '

[46] Lin, P.E. 1972. Some caracterizations of the multivariate t-distri-
bution. J. Multiv. Analysis, Vol. 2, pp. 339-344.

[47] Miller, K.S. 1968. Some multivariate t-distributions. Ann.Math. -
Statist. Vol. 39, No. 5, pp. 15(05-16065.

[48] Mitra, S.K. 1970. Analogues of multivariate Beta (Dirchlet) Distri
bution. Sankhya, Series A, Vol. 32, pp. 189-192.

[49] Moncayo, A.R. 1980. Introduccidén a la probabilidad. Fondo de Cultu

ra ccondmica. México.

[50] Morrison, D.F. 1976. Multivariate Statistical Methods. Mc Graw Hill
New York. | ‘

[51] Olkin, I. & Roy, S.N. 1954. On multivariate distribution theory. -
Ann.Math.Statist. Vol. 25. pp. 322-339. '

'e”1 0%1in, I. & Rubin, N.H. 1964. Multivariate Beta Distributions and -
independence properties of the Wishart Distributions. Ann.
Math. Statist. Vol. 35, pp. 261-269.



[53]

[54]

[55]

[56]
[57]

[58]

[59]
[60]
[61]

[62]

/7 -

Perez G., L.A. 1979. Studiul Statistico-Matematic al calitatii si
fiabilitatii in cazul multidimensional (en rumano) Tesis
doctoral. Bucarest, Rumania.

Pérez G., L.A. &'Vaduva,_I. 1979. On multivariate central 1imit -
theorem with statistical aplications to reliability. Ed.
Academiei Bucuresti. Romania.

Pérez G., L.A. 1980. Gauss-Markov estimation for multivariate 1i -

near models: A classical approach. Analele Universitatii

Vucurestii, Romania.

. 1981. Estadistica Matematica. Centro de Investiga -

cion y de Estudios Avanzados del IPN. México.

. 1934. Curso Andlisis Multivariado. UAAAN. México.

Comunicacidn personal.

Pillai, C.S. & Jouris, G.M. 1971. Some distribution problem in the

multivariate complex Gaussian case. Ann.Math.Statist. -
Vol. 42, No. 2, pp. 317-325. B

Pringle, R.M. & Rayner, A.A. 1971. Generalized inverse matrices -
with aplications to statistics. Griffin, London.

Press, S.J. 1972. Multivariate stable distributions. J. Multiv. -
Analysis. Vol. 2, pp. 444-462.

Rao, C.R. & Mitra, S.K, 1971. Generalized inverses of matrices and

aplications. Wiley, New York.

Rao, C.R. 1973. Linear Statistical Inference and its applications.
2nd ed. Wiley, New York.



[63]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

/8 -

Saw, G.J. 1973. Expectation of elementary symetric functions of a
Wishart matrix. Ann. of Statist. Vol. 1, No. 3. pp. 580-
582.

Searle, S.R. 1971. Linear models. John Wiley & Sons. Inc. New York

Serge, L. 1976. Algebra lineal. Fondo Educativo Interamericano. Mé

~ Xxico.

Shah, B.K. & Kmatri, C.G. 1971. Proof of conjectures about the ex-
pected values of elementary simetric function of a noncen
tral Wishart matrix. Ann. of Statist. Vol. 2, No. 4. -
pp. 833-836.

Shaman, P. 1980. The inverted complex Wishart Distribuction and -
its applications to spectral estimation. J. Mutiv. Analy-

sis. Vol. 10, pp. 51-59.

Silverger, A.J. 1979. Introduction to harmonic analysis on reducti
ve p-adic groups. Princeton, New Jersey.

Sirivastava, M.S. 1965. On the comp1eX-Wishart Distribution. Ann.
Math. Statist. Vol. 36, pp. 313-315.

. 1968. On the distribution of a multiple correla-

tion matrix. Non-central multivariate Beta Distributions.
Ann.Math.Satist. Vol. 39, No. 1. pp. 227-332.

Sirivastava, M.S. & C.G. Xhatri. 1979. An introduction to multiva-
riate statistics. North Holland. New York.

[72] Tiao, G.C. & Zellaer, A. 1964. On tye Bayesian Estimation of Multi

variate regression. J. Roy. Stat.Soc.Ser. B. Vol. 26, -
pp. 277-285.

s e —— Y T A TGV . o



73] Troskde, C.6. 1971, The distributions of some test criteria in
miltivariate analysis. Ann.Math.Satast, lol. &2, fo. 1,
0. 158114,

4] Wagle, B, 198, Multivariate Beta Distribution and a test for mul-
tvariate nomality. J. Roy. Stat. Soc. Ser. . Yol 30,
0D, H11-l0.

75 Hooding, R.A. 1996, The ultivariate distribition of (omlex nop-
nal variables. Bioretrika. Vol. 43, o, 212-20h.



APt NDTIGCE



31 -

APENDICE A

E1 presente apéndice se encontrara:
i) E(X)

ii) V(X) » X € IRPXT M.A. con f.c. dada por 4.4

a partir de su f.c., es decir, aplicando la relacidn 3.37
i) E(X), recuerde primero que:

b (T) = Citru'T -3tr(T" Z T 0O)

itr T'y - 3T'(z 2 9)T
C IR CR o (por 4.10)

Encontremos®
o%(T) = [iy - 3(2) (2 & 0) T ¢x(T)

Evaluando en T = 0, se encuentra:
1 i
¢x (0) = iu

Asi por la expresidn 4.37se tiene:

I+

= ¢%(0) = E(X) = 1§

=

1 Recuerde que el jacobiano de Y = XAX' 2AX (Graybill, F.
A. [25], pag.262)
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iij Se encontrard ahora la v(x), recordemos que:
Var (X) = E(x?) - [E(X)]?

Determinemos ¢y (T)

02(T) = [ifl -(I80)T 14y (T) + ¢x(T) [-(220)]
Evaluando en 7 = 0

65(0) = [1%ffi']- 280 = -fii' - 189 [i% = -1]7

2

Multiplicando por i™“ en ambos lados de la ecuacién, y por 3.37

se obtiene:

7 ¢x(0) = i’ + (280) = E(x?)

Finalmente:

Var (X) = up'

+ 2R 0 - {j'

L R0
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