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COMPENDIO

Analisis de Datos Multivariados: Analisis General
POR

JESSICA FERNANDEZ GARZA

MAESTRIA

ESTADISTICA EXPERIMENTAL

UNIVERSIDAD AUTONOMA AGRARIA ANTONIO NARRO

BUENAVISTA, SALTILLO, COAHUILA. Diciembre de 2004

Dr. José Antonio Diaz Garcia -Asesor-

Palabras claves: Analisis Multivariado, Andlisis Multivariado Cléasico, Analisis Multi-
variado Latente, Anédlisis de Componentes Principales, Anélisis de Componentes Principales

Normado, Analisis de Correspondencias Simple, Descomposicién en Valores Singulares.

Una de las lineas de investigacion de mayor desarrollo del Anélisis Multivariado, surgida en
las tltimas décadas, es el Anélisis de Datos Multivariados. Sus métodos contribuyen a describir
grandes y complicados conjuntos de datos multivariados, permitiendo obtener representaciones

simplificadas que facilitan la interpretacion.

En la actualidad existe una gran cantidad de métodos multivariados, cada uno de los cuales
es estudiado por separado y en la mayoria de los casos sin una conexién entre ellos. Varios

de estos métodos comparten un fundamento matemaético en comun que permite estudiarlos



partiendo desde un mismo punto y no de forma aislada, como se ha hecho hasta ahora. Esta
base tedrica en comin es conocida como el Analisis General (AG) y utiliza criterios de dlgebra
matricial. En particular el Andlisis de Componentes Principales (ACP) y el Andlisis de Corres-

pondencias Simple (ACS) pueden ser obtenidos a partir del AG.

Se inicia el documento presentando los conceptos bésicos de algebra requeridos para la com-
prension de los métodos multivariados que se abordaran. Después se describe el procedimiento

matematico para obtener el ACP y el ACS. Se ilustra cada método con un ejemplo.

Finalmente se presentan las ideas algebraicas en las que se fundamenta el AG y se menciona
bajo que circunstancias el ACP y el ACS se obtienen como casos particulares del mismo, ademés

se retoman los ejemplos antes realizados para comprobar que se obtienen los mismos resultados.
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ABSTRACT

Multivariate Data Analysis: General Analysis
BY

JESSICA FERNANDEZ GARZA

MASTER
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Key Words: Multivariate Analysis, Classic Multivariate Analysis, Latent Multivariate
Analysis, Principal Components Analysis, Normalized Principal Components Analysis, Simple

Correspondence Analysis, Singular Value Decomposition.

One of the recent investigation line with an enormous development is the Multivariate Data
Analysis. Its methods contribute to describe a complicate set of multivariate data, let us get

simple representations that help us comprehend the interpretation.

Actually, there are many multivariate methods, each of them is separately study, and in
most of the cases they stabilize without connection. Many of these methods have a common
mathematical fundament, which let us study them beginning in the same point, instead they

go a separate way. It common basis theoretical is known as the General Analysis (AG) and it

Vil



uses algebraic ideas. Particulary, the Principal Components Analysis (ACP) and the Simple

Correspondence Analysis (ACS) can be found by using AG.

We start the document with the basic algebraic concepts, in order to understand the mul-
tivariate methods that we will be studying. Then, we describe the mathematical process to

achieve ACP and ACS. There is an example for each of the methods.

Finally, we give the fundamental ideas of General Analysis, and show when we find the
Principal Components Analysis and Simple Correspondence Analysis using General Analysis.

Again, we do the example to show that the results are the same.
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I. INTRODUCCION

El Anélisis Multivariado ha adquirido en la actualidad un desarrollo impresionante, su
aplicacion en diversos campos cientificos ha sido posible gracias al avance en métodos computa-

cionales.

Dado el espectacular desarrollo tedrico y practico de este campo no es claro que puede enten-
derse hoy como Anélisis Multivariado, para delimitar el contenido del Anélisis Multivariado es
necesario un analisis sobre sus principales lineas de investigacién, algunas en las cuales se tiene
especial interés en este documento son Anadlisis Multivariado Clasico, Analisis Multivariado

Latente y Analisis de Datos Multivariados.

El Analisis Multivariado surge en lo que hoy se conoce como el Analisis Multivariado Clésico
que puede ser bien definido como: el andlisis que pretende extender al caso de observaciones
de varias variables, las ideas y procedimientos estadisticos que han probado su efectividad en

la préctica en el caso univariado (Sibson,1984).

Ejemplo del desarrollo tedrico de esta etapa son la distribuciones Normal Multivariada,
Wishart y el estadistico T de Hotelling, que pueden considerarse extensiones de la Normal
Univariada, x? y del estadistico ¢ de Student, respectivamente. En ocasiones la extensién no se
puede dar o se da en varias formas o bien el caso multivariado no tiene equivalencia en el caso

univariado.

En afios recientes se han desarrollo notablemente los modelos multivariados con variables
latentes. La estructura comun teodrica que liga los modelos que usan variables latentes es

conocida como Andlisis Multivariado Latente.



Desde un punto de vista estadistico los modelos latentes pretenden explicar las propiedades
estadisticas de las variables observables en términos de las variables latentes. Las variables
latentes son aquellas que no pueden ser observadas ni siquiera en la poblacién, solamente

tenemos su rastro a través del efecto que causan en variables que si son observables.

La estructura que liga las variables originales con las latentes, en los modelos latentes, es
lineal. Dos ejemplos de estos modelos son el Andlisis de Componentes Principales (ACP) y el

Andlisis Factorial.

Otra linea de desarrollo de gran interés, surgida en las tltimas décadas, es el Anélisis de
Datos Multivariados, que esta contribuyendo en abordar la problemética de trabajar con datos

multivariados. Los objetivos del Analisis de Datos Multivariados son:

1. Resumir los datos mediante un pequeno conjunto de nuevas variables, con propiedades
deseables, construidas como transformaciones de las originales, con la minima pérdida de

informacion.

2. Identificar grupos que pueden existir en los datos.

3. Clasificar nuevas observaciones en grupos definidos a priori.

4. Relacionar dos conjuntos de variables.

5. Detectar posibles outliers o datos atipicos.

Los datos multivariados son recogidos a menudo solamente porque es mas rapido que ob-

servar una variable, que puede ser incluso desconocida no observable o ser causada por otras

muchas, pero analizar una base de datos con una gran cantidad de variables no es sencillo.

Los métodos multivariados son muy ttiles para describir conjuntos grandes y complica-
dos, permitiendo obtener representaciones simplificadas que facilitan la interpretacion de la

informacion.



Los métodos multivariados pueden ser clasificados en varias formas, una de ellas es clasifi-
carlos en exploratorios y de inferencia. En los primeros se extrae la informacion que contienen
los datos disponibles. Los segundos permiten obtener conclusiones sobre la poblaciéon que ha
generado los datos, lo que requiere la costruccion de un modelo que explique su generacion y

permita prever los datos futuros (Pefia, 2002).

Entre los métodos multivariados exploratorios se encuentran: ACP, Escalado Multidimen-
sional, Andlisis de Correspondencias Simples (ACS), entre otros. Dos de los métodos de infe-

rencia mas importantes son el Analisis Factorial y Anélisis Discriminante.

El ACP utiliza un procedimiento matematico para transformar el conjunto de variables
originales y crear nuevas, conocidas como componentes principales, con la propiedad de no

estar correlacionadas.

El ACS se emplea en el andlisis de tablas de contingencia, permitiendo obtener una re-
presentacién grafica de la misma, este método puede verse de forma analoga al Analisis de

Componentes Principales pero para datos cualitativos.

El Analisis Factorial crea nuevas variables que resuman toda la informaciéon que podria
contenerse en las variables originales, se utiliza para estudiar las relaciones entre variables del

conjunto de datos.

Analisis Discriminante, se usa principalmente para clasificar individuos o unidades experi-

mentales en dos o mas poblaciones definidas de manera tnica.

De especial interés son el ACP y el ACS, que por ser métodos multivariados exploratorios

tienden a motivar hipétesis mas que probarlas.

El ACP y el ACS pueden ser vistos de diferentes puntos de vista, una presentacién de estos

métodos desde un punto de vista descriptivo puede ser consultada en Pena (2002) y Cuadras



(1991). Una excelente presentacion del ACS es realizada por Greenacre (1994). Ambos métodos,
enfatizando el aspecto geométrico, son abordados en Escofier (1990). Una forma alternativa de
obtener el ACP y el ACS es a través del Andlisis General (AG), una aplicacién del AG para

obtener el ACP puede ser consultada en Lebart (1984).

El AG utiliza criterios de algebra matricial, tales como la descomposicién en valores singu-
lares de una matriz (SVD) y la aproximacién por minimos cuadrados de una matriz por otra

de menor rango, con el fin de representar la informacién observada en una dimension menor.

En este documento se describen los métodos multivariados ACP y ACS, y se incluye el

Analisis General. Este tltimo conforma la base tedrica de algunos métodos multivariados, en

particular del ACP y del ACS.

Objetivo del presente documento es mostrar de manera formal, para después ejemplificar,
que ambos métodos multivariados, ACP y ACS, pueden ser obtenidos como casos particulares

del Anélisis General.

La estructura del documento consta de cuatro capitulos. En el primero se abordan conceptos

preliminares de algebra que seran ttiles para la comprension de los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo se describe de forma detallada el ACP, se presenta el procedimiento
matematico para calcular las componentes principales, sus propiedades, identificar la cantidad
de componentes a incluir y su interpretacion. Ademds se puntualiza en que momento utilizar

el Andlisis de Componentes Principales Normado (ACPN). Se concluye con un ejemplo.

El ACS se presenta en el tercer capitulo, se desarrolla hasta llegar al punto en que puede
resolverse de forma andloga a Componentes Principales, también se concluye el capitulo con un

ejemplo.

Finalmente, el ultimo capitulo presenta el fundamento teérico del AG, la SVD y la apro-

ximacion de una matriz por otra, después se indica bajo que circunstancias se obtiene el ACP



y el ACS como casos particulares del Analisis General, se retoman los ejemplos presentados en
los capitulos anteriores para observar que se llega a los mismos resultados utilizando el AG. Se

concluye el trabajo con algunos comentarios finales.



II. CONCEPTOS PRELIMINARES

Introduccion

Al analizar un conjunto de datos multivariados es conveniente representarlos como un arreglo
matricial, por lo que en este capitulo se revisan conceptos sobre algebra, que seran de gran

utilidad cuando se aborden los métodos multivariados a estudiar en este documento.

Se inicia el capitulo citando conceptos muy basicos, relacionados con vectores y matrices,
para después incluir temas como, vectores y matrices ortogonales, eigenvalores y eigenvectores,
derivadas de formas cuadraticas y lineales, matrices no negativas, la tltima seccién del capitulo

hace referencia a la esperanza y covarianza de vectores y matrices aleatorias.

Vectores y matrices

Cuando se estudia alguna observacién generalmente se consideran varias caracteristicas de
ésta, por ejemplo, si se esta interesado en un individuo se pueden recolectar datos de su edad,
estatura, peso, entre otros. Algebraicamente estos datos se pueden representar utilizando un

vector, el cual se define a continuacién.

Definicién 1. (Vector). Conjunto de n nimeros ordenados en una columna, esto es, una
n-upla de la siguiente forma:

X1

X2




Los vectores seran denotados por letras minusculas y negritas como, v, x,y, mientras que

para las matrices se utilizaran letras maytsculas y negritas, A, B, X.

Geométricamente un vector puede verse como un segmento dirigido o flecha en el espacio

R™, graficamente, un vector representa un punto en el espacio de dimensién n.

Los vectores poseen caracteristicas geométricas de direccion y longitud, la primera se deter-
mina por el angulo del vector respecto al primer eje, mientras que la longitud se obtiene por el

teorema de pitdgoras, se define como:

Definicién 2. (Norma cuadrdtica). La longitud o norma cuadrdtica de un vector, que
nicia en el origen es

Lo = IIxl| = y/x? 433 +... 42 (2.2)

La operacion de multiplicar dos vectores, de tal forma que se obtiene un escalar, es conocida

como producto interno y se presenta a continuacion.

Definicién 3. (Producto interno). Sean x yy dos vectores € R"™, el producto interno es

n
X-y:y-x:ZXiyi (2.3)
i=1
Observe que la longitud de un vector es la raiz cuadrada del producto interno consigo mismo.

Cuando un vector se puede expresar en términos lineales de otro vector se dice que los

vectores son linealmente dependientes.

Definicién 4. (Dependencia e independencia lineal). Sea V un conjunto de n vectores,
V = vy, vy, ...,v,,. Se dice que los vectores son linealmente dependientes si existen n escalares
Qay,Qa, ..., Ay, No todos cero tales que

oV, +oasvy + ...+ o, v, =0 (2.4)

Si los vectores no son linealmente dependientes, entonces son linealmente independientes.



Definicién 5. (Combinacién lineal). Cualquier wvector, 'y, de la forma
Y = a1X] + Q9Xo + ... + @, X, €s una combinacion lineal de los vectores X1,Xa, ..., Xp.

Durante este documento frecuentemente se hablara de espacios y subespacios vectoriales,

por lo que es conveniente dar la definicion formal de estos conceptos.

Definicién 6. (Espacio vectorial). Un conjunto no vacio V de vectores es un espacio
vectorial si tenemos definidas dos operaciones:

1. Operacion de adicion. St x,y € V,entonces x+y € V.

2. Operacién de multiplicacién por un escalar. Si x € V, entonces ax € V, donde « es
un escalar.

Satisfaciendo los siguientes axiomas:

La adicion es asociativa, X,y,z € V, tal que (x+y)+z=x+ (y+z).

e La adicion es conmutativa, x,y € V, tal que (x +y) = (y + x).
e Elvector0 € V.

e Six € V, entonces eviste —x € V.

e Six,y € V,ya«a esun escalar, entonces a(x +y) = ax + ay.

e Six, € V,ya,p son escalares, entonces (o + 3)x = ax + Ox.

e Six, € V,ya«,( son escalares, entonces (aff)x = a(f0x).

e Para cadax, € V,1x=x.

Definicién 7. (Subespacio). Un subconjunto W de un espacio vectorial V, se llama subespa-
cio vectorial de V, st W es un espacio vectorial bajo las operaciones de adicion y multiplicacion
por un escalar definidas en V.

El vector es un caso especial de matrices, como se puede ver en la definicién siguiente.

Definicién 8. (Matriz). Es un arreglo rectangular de elementos, llamados escalares y deno-
tados como a;;, donde @ se refiere al renglon y j se refiere a la columna de la matriz.

A = [a]

Si los renglones de la matriz A son intercambiados de tal forma que se colocan como las
columnas de otra matriz, que denotaremos como Af, la matriz resultante es llamada transpuesta
de la matriz A. Si A tiene tamafio n X m, entonces la matriz A! tiene tamano m x n. Note

que el producto interno también puede ser denotado como, x'y é y'x.



Algunas propiedades al transponer una matriz se citan a continuacién, sean A y B matrices,

y «, 3 escalares, entonces
L. (@A) = (Aa)' = Ala = aA”.
2. (AH)=A.

3. (aA + B) = aA' + 5B

En la primer propiedad se observa que la transpuesta de un escalar es el mismo escalar.

Cuando una matriz cuenta con la misma cantidad de renglones y columnas es llamada

matriz cuadrada, y podemos obtener su traza.

Definicién 9. (Traza de una matriz). Sea A = [a;;] una matriz cuadrada n X n. La traza
de la matriz A, denotada por tr(A), es la suma de los elementos de la diagonal principal, esto
es

i @i (2.5)
i=1
Algunas propiedades de la traza de una matriz son:

L. tr(cA) =c tr(A)

2. tr(A £B) = tr(A) £ tr(B)

3. tr(AB) = tr(BA)

4. tr(B™1AB) = tr(A)

5. tr(A) = tr(AY)

6. tr(AA") = tr(A'A) =Y, Y0 a

Una matriz puede ser expresada como un vector mediante el operador vec. Veamos como:
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Definicién 10. (Vectorizacion de una matriz). Sea A € R™ ", tal que A = [a; ay ... a,,]
la vectorizacion de A se obtiene colocando bajo la primer columna la sequnda y asi sucesiva-
mente, el vector resultante es de orden mn, se denota como vec A.

ai
ag

vec A = (2.6)

an

Este operador tiene varias propiedades, una de ellas es

n n

tr(A'B) = Z(AtB)ii - Zef(AtB)ei = Z(Aei)t(Bei)

b,

b,
= {at al ... a } =vec A’ vec B (2.7)

b,

Definicién 11. (Norma euclidiana de una matriz). Sea A € R™ ", entonces la
|AJ12 = tr(AA).

Pues observe que

|[vec A||* = vec A’ vec A = tr(A'A) = ||A|? (2.8)

Definicién 12. (Matriz simétrica). Sea A € R™" tal que A = A', esto es a;; = aj; para
todo 1,5, entonces se dice que A es una matriz simétrica.
Un caso especial de una matriz simétrica es la matriz identidad formada por unos en la

diagonal principal y el resto de sus elementos son ceros, se denota por la letra I.

Finalmente se concluye la seccién con un concepto mas, el rango de una matriz.

Definicién 13. (Rango de una matriz). Es el nimero de lineas o vectores de una matriz
(filas o columnas) que son linealmente independientes.

Una matriz es de rango completo cuando el niimero de renglones o columnas es igual a su

rango.
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Vectores y matrices ortogonales

Los vectores y matrices ortogonales o perpendiculares son utilizados en importantes aplica-
ciones en estadistica ya que tienen propiedades que facilitan trabajar con ellos. Veamos primero

los vectores ortogonales.

Definicién 14. (Vector ortogonal). Los vectores v y x en R™ son ortogonales si y sélo si
su producto interno es igual a cero,

vex =) vix; =0. (2.9)
=1

El hecho de que dos vectores sean ortogonales equivale a que son linealmente independientes,

como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea V = (vy, Vs, ..., v,) un conjunto de vectores diferentes de cero, en R", tal que
cada par de vectores es ortogonal, viv; = 0 para todo i # j, entonces el conjunto de vectores es
linealmente independientes.

Demostracion. Suponga que a;vy + vy + ... + a,. v, = 0. Entonces para cualquier

0 = 0-v;=(qvi +agve + ... + a,v,) - V;
= V1V, +QaVy-V;+ ...+, -V, + ...+ Q. V, -V
= a0+ a0+ ... + a||vi|* + ... + 0

= aifvill* (2.10)

Como v; # 0 por hipétesis, ||v;]|> > 0, y se tiene que a; = 0. Esto es cierto para

1=1,2,...,r. =m

Definicién 15. (Matriz ortogonal). Sea P una matriz cuadrada, tal que P' =P~! en-
tonces P es una matriz ortogonal.

Teorema 2. Sea P una matrizn x n, tal que P = [p1, pa, ...Pn], donde p; es el vector columna
n X 1. La condicion necesaria y suficiente para que P sea ortogonal es
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pgpi =1 parai = 1,2, ..n. (2.11)

pip; =0 parai=1,2..n; j=1,2,..n; i #] (2.12)

Demostracién. Note que si P es ortogonal, entonces PP = PP! = I, luego

P!
. P’
PP = P1 P2 ... Pa
P,
PiP1 PiP2 ... PitPa
pPip1 pyp2 ... PiP,
pP.P1 PLP2 ... PLPn
1 0 0
01 ... 0
- (2.13)
0 0 . 1
Entonces pip; = 1 parai=1,2,..n y pip; =0 parai,j=1,2,...n, cuando i # j. m

Definicién 16. (Matriz diagonalizable). Se dice que una matriz A de n X n es diagona-
lizable si existe una matriz ortogonal P tal que

P'AP =D (2.14)

donde D = diag(Ai, A2, ..., \n) ¥ A1, A, ..., Ay son los eigenvalores de A (ver la siguiente
seccion).

Teorema 3. Sea A una matrizn X n, entonces A es diagonalizable si y solo si A es simétrica.

Demostracién. Utilizando la definicién anterior PAP = D, premultiplicando por P y

postmultiplicando por P!, se tiene que:
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A =P'DP (2.15)

observe que A* = (P'DP)" = P'DP = A, entonces A es simétrica. u

Eigenvalores y eigenvectores

Los eigenvalores son las medidas basicas de tamano de una matriz, que no se ven alteradas
si hacemos un cambio de coordenadas. Las medidas globales de tamano de una matriz, como
la traza o el determinante, son funcién de los eigenvalores y, en consecuencia, serdan también

invariantes ante las transformaciones que preservan los eigenvalores.

Definicién 17. (Eigenvalor y eigenvector). Sea A una matriz de orden n x n. El nimero
A (real o complejo) se llama eigenvalor de A si existe un vector diferente de cero v en R" tal
que:

Av = )\v (2.16)

El vector v # 0 se llama eigenvalor de A correspondiente al eigenvalor \.

Los eigenvalores también se conocen como valores propios o valores caracteristicos y los

eigenvectores reciben el nombre de vectores propios o vectores caracteristicos.

Suponga que A es un valor propio de A. Entonces existe un vector diferente de cero v, tal
que Av = Av = Alv. Esto es

(A —AD)v =0 (2.17)

Si A es una matriz n X n, la expresion anterior corresponde a un sistema homogéneo
de n ecuaciones, como se ha supuesto que el sistema no tiene soluciones triviales, entonces
det(A — AI) = 0. Denotando p(A) = det(A — AI), se tiene que los eigenvalores se encuentran

al resolver la siguiente expresion:

p(A\) =det(A —AI) =0 (2.18)

Definicién 18. (Ecuacion y polinomio caracteristicos). La ecuacion anterior se llama
ecuacion caracteristica de A; p(\) se conoce como el polinomio caracteristico de A.
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El polinomio p(\) es de grado n en A, tiene exactamente n raices, contando multiplici-
dades. Una vez encontrados los eigenvalores, las componentes de los eigenvectores se obtienen

al sustituir el valor del eigenvalor y resolver el sistema de ecuaciones (2.17).

Los eigenvectores de una matriz no tienen porque ser tinicos, en ocasiones existen un nimero
infinito de formas de elegirlos. Ademds los eigenvalores pueden ser complejos. En matrices

simétricas los eigenvalores son siempre reales y los eigenvectores se pueden elegir ortogonales.

Teorema 4. Sea A € R, tal que A = A', entonces la suma de los eigenvalores de A es
igual a la traza de A.

tr (A) =) X\ (2.19)
i=1
Demostracion. La matriz A puede ser factorizada como
A =P'DP (2.20)

Entonces

tr(A) = tr(P'DP) (2.21)

Recordando la tercera propiedad de la traza de una matriz, citada en la seccion 2.2.
tr(A) = tr(P'DP) = tz(PP'D) = tr(D) = ) _\; (2.22)
i=1

Teorema 5. Sean x; y Xy eigenvectores de A correspondientes a los eigenvalores Ay y A,
respectivamente, donde A € R™", tal que A = A'. Si A\ # Xy entonces X; y Xo son
ortogonales.

Demostracion.

(Ax)'xs = (Ax1)'%2 = Aix(Xs (2.23)

Dado que A = A,

(Ax1)"%; = X[]AX; = X[ AoXp = AoX( Xy (2.24)
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Luego

)\1X§X2 = AQX’iXQ

(/\1 - )\Q)XliXQ =0 (225)
El producto interno x{xs = 0, ya que por hipdtesis A\; # ), entonces x; y Xp son

ortogonales. m

Derivadas de formas cuadraticas y lineales

Sea x un vector columnan x 1, A € R"™" v f: R® — R con

f(x) =x'Ax (2.26)

Donde A = [a;;] es una matriz de constantes, entonces f es llamada una funcién cuadrética.

Definicién 19. (Forma cuadrdtica). La funcion f antes descrita es una forma cuadrdtica,
la matriz A es conocida como la matriz de la forma cuadrdtica.

Teorema 6. La matriz de una forma cuadrdtica siempre se puede seleccionar simétrica.

Demostracion.
tA tAT A+ Al
f(X):X sz X _x { _; ]x:xth (2.27)
Donde B = A+TAt = B! = NT+A, es simétrica. m

Definicién 20. (Gradiente). Sea f: R" — R. El gradiente de f en el punto x € R"

o> (2.28)

0
y se denota como —f El gradiente de f también es llamado, derivada de f con respecto a x.

ox
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Observe que dada la funcion f: R” — R, su diferencial total se define como

_of of of
df = adexl + 8X2dX2 +...+ 8xndxn
Xm
dX2
= {ﬂ of ﬁ}
6x1 axg e axn .
dx,
af’ _ _
= [&} dx (2.29)

Si el diferencial total de la funcién f: R® — R, se puede expresar como df = Adx, entonces

aof .,
G = A (2.30)

Teorema 7. Sea f(x) wna forma cuadrdtica de n wvariables aleatorias independientes
X1, Lo, ..., T, definida por

F(x) = x'Ax,
donde A = [a;;] es una matriz simétrica n X n de constantes, entonces:

0f(x) _
—o = 2Ax (2.31)

Demostracion.

df = dx'Ax+x'Adx
= (dx'Ax)" + x'Adx
= x'A'dx + x'Adx
= (x'A'+x'A)dx (2.32)

Entonces

% = (x'A" +x'A)" = Ax + A'x = 2Ax (2.33)

ya que A es simétrica. n
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Teorema 8. Sea q(x) una funcion lineal de n wvariables independientes definida por
q(x) = > a;;; = a'x = x'a, donde @' = [ay, a9, ..., a,], a; es cualquier constante. Entonces

dq(x)
— = 2.34
= (2.34)
Demostracién.
Q(X) =a'x = Z a;X; = A1X1 + QoXg + ... + ApXy (2.35)
i=1
0
asi a(x) = a;, luego
aXi ~ )
a1
dq(x) 2
= = 2.36
0x i a ( )
ap
n

Matrices no negativas

Definicién 21. (Matriz no negativa). Sea A € R™" tal que A = A', entonces A es no
negativa si y solo si es definida positiva o semidefinida positiva. La matriz A es:

e Definida positiva si y sélo si x!Ax > 0 para todo x € R".

e Semidefinida positiva si y sélo si x!Ax > 0 para todo x € R", la igualdad se cumple al
menos para un vector x # 0.

Teorema 9. Sea A una matriz simétrica n x n. Una condicion necesaria y suficiente para que
A sea:

1. Definida positiva. Los eigenvalores de A son positivos.

2. Semidefinida positiva. Los eigenvalores de A son positivos y al menos uno es cero.

Demostracién. Si A es definida positiva entonces P!AP > 0, observe que A = P'DP,

entonces P'AP > 0 equivale a D = diag(A1, Aa, ..., \y) > 0, esto es, \; > 0 para i=1,2,....n.

De forma similar si A es semidefinida positiva, P'AP > 0 equivale a

D = diag(A1, A2, ..., ) > 0, los eigenvalores son positivos y al menos uno es igual a cero. =
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Esperanza y covarianza de vectores y matrices aleatorias

Un vector aleatorio es un vector cuyos elementos son variables aleatorias, similarmente una

matriz aleatoria esta formada por elementos que son variables aleatorias.

La media o valor esperado de una funciéon de probabilidad es la medida de su tendencia

central, la expresion matematica es

(

[ xf(x)dx six es una variable aleatoria continua.

E(x) = (2.37)

Y xp(x) si x es una variable aleatoria discreta.
\

El valor esperado de un vector es conocido como el vector de medias.

Definicién 22. (Vector de medias). Sea x € R™ un vector aleatorio, entonces el valor
esperado de x, E(x), es el valor esperado de cada una de sus componentes, donde la i-ésima
componente es FE(x;). Entonces, se dice que el vector E(x) es el vector de medias.

El valor esperado de una matriz es la matriz donde el 7j-ésimo elemento es el valor esperado

del elemento 5. Si X € R™ ™, entonces

E(Xll) E(Xlg) e E(le)
BE(X) == E(}?l) E<)'{22) E(X'Qm) (2.38)
I E(xn) E(xn2) ... E(Xom) |

Dos importantes propiedades de la esperanza son:
1. EX+Y)=EX)+ E(Y)
2. E(AXB) = A E(X) B, donde las matrices A y B son matrices de constantes.

La covarianza es una medida de asociacion lineal entre dos variables, matematicamente se

expresa Como:

Cov(xi,%;) = B[(xi — ;) (%) — Ha;)] = 04 (2.39)
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Observe que Cov(x;,x;) = o2.

Si dos variables aleatorias, x;,x;, son estadisticamente independientes entonces:

COV(Xi,Xj) =0 (240)

Definicién 23. (Matriz de covarianzas). Sea 'y y x vectores aleatorios en R™ y R™
respectivamente, entonces la matriz de covarianzas de'y y X es la siguiente matriz m X n.

Cov(z, y) = B[(x — tz)(y — 11)'] (2.41)

Si X es una matriz m X n, la matriz de varianza-covarianza es una matriz simétrica de la

forma

Cov (X) = E[X — )X — 112)"]

2
g 0'2 g
21 2 -+ -U2m (2 42)
2
Om1 Om2 ---0p

El valor que toma la covarianza depende de la escala de medicién de las variables, este
problema se elimina estandarizando su valor, utilizando el coeficiente de correlaciéon lineal. La

correlacion entre dos variables se obtiene como

Cov(x;, v,
PRI (2.43)

Ox; Oy,

La matriz de correlaciones para los vectores y y x es:

Rx,y] = [py]

= D,,, Covlxy] Dy, (2.44)
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La correlacion de la matriz X € R™*" se representa con la matriz

1 P12 -+ Pim
P21 1 <o P2m
R = (2.45)
Pt Pmz .. 1

Los siguientes resultados presentan la esperanza y varianza de una combinacién lineal.

Teorema 10. Sea A € R™*™ una matriz de constantes, ademds los vectoresy € R" yb € R™,
donde el vector b es constante, si W = Ay + b, entonces

E(W)=AE(y)+b (2.46)

Demostracién. Sea (a;1, a0, ..., a;,) €l i-ésimo renglén de la matriz A y b; la i-ésima

componente de b, entonces

J
y
E(W) = Z ai;E(y;) + bi (2.48)
J
|

Teorema 11. Sea x € R™ yy € R", entonces para las matrices constantes, de orden
adecuado, A y B , se tiene que

Cov[Ax,By] = A Cov[x,y] B (2.49)

Demostracién.
Cov[Ax,By] = E[(Ax — AE(x))(By — BE(y))]
= AE[(x - E(x))(y — E(y))'|B'

= A Covlx,y] B (2.50)



III. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
Introduccion

El ACP es de las herramientas mas utilizadas en el analisis de datos de tipo multivariado,
transforma un conjunto de m variables correlacionadas en un conjunto de p nuevas variables

no correlacionadas, donde p < m, llamadas componentes principales.

Esta técnica fue descrita por vez primera por Karl Pearson (1901), aunque él no propuso
un método practico de calculo para mas de dos o tres variables, la aportaciéon de métodos
computacionales fue dada por Hotelling (1933) y es precisamente a Hotelling a quien se le

adjudica la técnica de Componentes Principales.

Los objetivos esenciales del ACP son primordialmente dos, el primero es reducir la dimension

del conjunto de datos a interpretar, el segundo consiste en identificar variables subyacentes.

El ACP es utilizado como paso intermedio para investigaciones posteriores, tal como re-

gresion miultiple o el analisis cluster. Ademas permite identificar grupos y outliers en los datos.

Descripcion del Analisis de Componentes Principales

En este apartado se explica en términos generales lo que la técnica de componentes princi-

pales realiza.

Suponga que un investigador obtiene una gran cantidad de observaciones de un nimero
grande de variables, lo cual puede ser representado por la matriz X € R "*™ donde n es el

nimero de individuos en la muestra y m es el nimero de variables o caracteristicas medidas u
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observadas a cada individuo. Esta situacion se puede expresar como:

t
r11 T2 ... Tim X1
t
21 T22 ... Tom X9
X = - (3.1)
t
Tpl Tn2 Tnm Xn

Para +=1,2,...,n.

Ademas se asume que a cada variable de la matriz X se le ha restado su media, de tal forma

que E(X) = 0 y la matriz de varianzas y covarianzas, la cual denotaremos como S, es

S = Cov(X) = E (X'X) (3.3)

El rango de la matriz S, r(S) = r < m, matemadticamente las matrices S y X no tienen

porque ser de rango completo, sin embargo por simplicidad se asume que lo son.

En este caso, el investigador esta interesado en interpretar o visualizar comportamientos,
tendencias, grupos, etc. dentro de la muestra. Dado el tamano de m, esto seria posible sélo para
valores < 3. El ACP, permite, en cierta medida, lograr que en la mayoria de las situaciones, la

dimensién del problema se pueda disminuir a p variables, donde p < m.

La técnica de Componentes Principales parte de m variables originales correlacionadas y

se plantean nuevas variables, conocidas como componentes principales, denotadas por Z;, las
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cuales son combinaciones lineales de las variables originales, con la propiedad de no estar correla-
cionadas. Se pueden obtener tantas componentes principales como variables originales existan,
ademas estan ordenadas tal que Z; contiene la mayor variacion de las variables originales, Zs
es la componente de la segunda mayor variacién, de manera que si Unicamente se toman en

cuenta las componentes principales de mayor variabilidad se habra reducido la dimensién.

Calculo de las componentes

La presente seccion incluye las cuestiones técnicas del ACP. Se obtendra la primer y segunda
componentes principales; después se procede a generalizar el procedimiento de dicho célculo;
ademas se menciona como determinar el nimero de componentes a considerar. Finalmente se

concluye la secciéon numerando los pasos a seguir en el ACP.

La primer componente se puede expresar como el siguiente vector

Z1 = Xa1 (34)

Donde X es la matriz descrita en la seccién anterior y a; es un vector columna m x 1, cuyas
componentes indican la direccién e importancia de la contribucion de cada una de las variables

X1, X5, ..., X,, en la componente Z,

al

a1

a; = (35)

Luego
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Zl = Xa1
ai
az1
= Xi X9 ... Xp
aml
= a11X1 +a21X2 + ...+ @m1Xm (36)

Observando, como ya se habia mencionado, que las componentes principales son combina-

ciones lineales de las variables originales.

Utilizando los teoremas de la esperanza y covarianza de una combinacion lineal y partiendo
de la expresién (3.4)

E (Z,) =E (Xa;) = E (X)a; =0 (3.7)

y la varianza de Z; es

Var (Z,) = Var (Xa;) = a{Sa; (3.8)

Donde S es la matriz de varianzas y covarianzas de las variables observadas.

La primer componente es la de varianza maxima, por lo que es necesario maximizar la
expresién anterior, pero para que tenga solucién la maximizacién es sujeta a la condicién de

ala; = 1, obteniendo que la ecuacién a resolver es

max L = afSa; — \;(ala; — 1) (3.9)

La solucién se encuentra aplicando las condiciones de primer orden.

oL
8_211 = 28&1 — 2)\13.1 =0 (310)
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Entonces

Sa1 = )\1&1 (311)

Donde a; es el eigenvector correspondiente al eigenvalor A; de la matriz S.

En las condiciones de segundo orden de la ecuacién (3.9) se debe encontrar una matriz
semidefinida positiva, para confirmar que la soluciéon es un maximo, como se muestra a con-
tinuacion.

0?L
823.1

= 2(S—\I)
= 2(P'D,P — \,P'P)

— P'[2(Dy — \I)|P (3.12)

Los eigenvalores de la matriz 2(S — AI) son la diagonal principal de la siguiente matriz

A1 — M\ 0 0

0 X-X ... 0
2(Dy — \I) = 2 (3.13)

El primer eigenvalor es cero, entonces la matriz es semidefinida positiva.

Los coeficientes de la primer componente principal o elementos del eigenvector a; se obtienen

resolviendo el siguiente sistema de m ecuaciones.

(S — )\11) a; = 0 (314)

Observe que la expresién (3.8) se puede reescribir, como

Var(Z,) = a’Sa; = al \ja; = \jala; = \; (3.15)
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Es decir, la maximizacion de la varianza de la primer componente principal equivale a tomar

el maximo eigenvalor de la matriz S.

Los coeficientes de la segunda componente principal se obtienen maximizando

maxL = alSa, (3.16)
s.a. aba, =1
ala, =0

La primer restriccién garantiza que la maximizacion tenga solucion, mientras que la segunda

restriccion indica que los vectores son ortogonales y linealmente independientes.

Entonces

max L = a}Sa, — \y(ala, — 1) — B(alay) (3.17)

Condiciones de primer orden

oL
8_3_2 = 2(8 — )\21)82 — ﬁal =0 (318)
Condiciones de segundo orden
0* L
=2(S — A1 3.19
o = 25— haD) (3.19)

La matriz 2(S — AI) es semidefinida positiva, su segundo eigenvalor es cero.

Ahora, si se premultiplica la expresién (3.18) por a}, se tiene que

2alSay — 3 =0 (3.20)

si la ecuacion (3.14) es premultiplicada por el vector al, se encuentra que

alSa; = 0 (3.21)
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se sabe que la transpuesta de un escalar es el mismo escalar, por lo que (alSa;)" = aiSa, = 0,

dado esto, § = 0. Las componentes del vector a, se encuentran al solucionar

Los coeficientes de la segunda componente son los elementos del eigenvector correspondiente

al segundo eigenvalor mayor de la matriz S.

Generalizando, el cdlculo de la j-ésima componente consiste en maximizar la siguiente

funcién objetivo

¢ = a’Sa;— \;(aja; — Zﬂk aja; —0) (3.23)

k<j

to
s.a. aa; = 1

aja; =0 paratodo k< j
donde j=1,2,...m; k=1,2,...,5— 1.

Aplicar las condiciones de primer orden y encontrar los coeficientes de la j-ésima componente

al solucionar el sistema de m ecuaciones de la forma

(S—AI)a; =0 (3.24)

La definicion siguiente resume de manera formal la j-ésima componente principal.

Definicién 24. La j-ésima componente de la muestra de m variables observadas es una com-

binacion lineal de las variables originales
Z;=Xa; para j=1,2,..m

cuyos coeficientes son las componentes del eigenvector de la matriz de covarianzas S, corres-
pondiente al j- ésimo eigenvalor mas grande, \;. La varianza de la j-ésima componente es

A

e
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La matiz de componentes es

Z=XA=X a; as ... am:|:|:zl ZQ Zm (325)

La matriz A tiene como columnas los eigenvectores a;, j=1,2,..m.

all a12 oo Q1m
agy agy ... A9m

A= (3.26)
Aml Am2 ... Amm

Observe que A es una matriz ortogonal, ya que A*A = I. El célculo de los componentes
principales equivale a aplicar una transformacion ortogonal A a las variables X para obtener

nuevas variables Z no correlacionadas.

Una vez obtenidas las componentes principales, el siguiente paso es saber cudntas de éstas
deben ser contempladas para el andlisis, obviamente se busca un cantidad menor a las m varia-
bles originales, se desearia que fueran dos o tres componentes para facilitar el anélisis e incluso
visualizar los resultados gréficamente. La prueba de Anderson (1963) permite determinar el

nimero de componentes necesarias.

La prueba consiste en seleccionar hasta la componente p si el resto de las componentes,
p+1,p+2,...,m, cuentan con varianzas aproximadamente similares, ya que esto indica que a

apartir del eje p+1 no hay ejes principales.

La hipodtesis a probar es

Ho:)\p+1:)\p+2:---:)\m

La razén de verosimilitud proporciona el siguiente estadistico

W=—(n-1) ) In(\)+(m-p)(n—1)

J=p+1

(3.27)
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donde m se refiere al nimero de variables y n son las observaciones.

El estadistico W se distribuye x? con %(m —p)(m—p+1)—1 grados de libertad, se rechaza
la hipétesis nula si el estadistico es significativo. En el momento en que la hipdtesis no sea

rechazada se habra encontrado la cantidad de componentes principales a considerar.

Esta prueba se utiliza si se cumple el supuesto de que las variables observadas se distribuyen

normal.

Existen otros métodos empiricos ! que permiten obtener el niimero de componentes a incluir,

los méas utilizados son:

e Incluir a las componentes con varianza mayor a la varianza media, dada por el cociente

Z;nzl )‘j

m

(3.28)

e Fijar arbitrariamente la variabilidad que se desea explicar, tipicamente 90 por ciento, y
tomar en cuenta hasta el nimero de componentes que cubran ese valor. Esta regla debe
utilizarse con ciertas reservas en el caso que las variables originales cuenten con escalas

de mediciéon muy diferentes, como se vera mas adelante.

Resumiendo, los pasos a seguir en el ACP son:

1. Calcule la matriz de varianzas y covarianzas de las m variables originales, S.

2. Encuentre los eigenvalores y eigenvectores correspondientes a la matriz S, para estar en

condiciones de definir las componentes.

3. Descarte componentes en base a la prueba de Anderson o a alguna de las reglas empiricas

citadas.

I'M4s pruebas para la determinacién del nimero de componentes principales se pueden consultar en Cuadras

(1991).



30

Propiedades de las componentes

Las nuevas variables cuentan con varias propiedades interesantes, algunas son:

e Se conserva la variabilidad inicial. La suma de las varianzas de las componentes es igual

a la suma de las varianzas de las variables originales.

Primero observe que

tr(S) =0l + o053 +...+ 02 (3.29)

de la seccion 2.4, del capitulo anterior, se sabe que la traza de una matriz simétrica puede

ser expresada como la suma de sus eigenvalores, esto es

r(S) => X\ (3.30)
j=1
Obteniendo que
>N =tr(S) =) Var(X;) (3.31)
j=1 Jj=1

Entonces

Z Var(X;) = Z Var(Z,) (3.32)

j:l j:l
e La proporcion de variabilidad explicada por un componente se obtiene mediante el co-

ciente de la varianza del componente y la varianza total.

Aj
PRHPY

(3.33)

e Las covarianzas entre la j-ésima componente principal y las variables X estan dadas por

el producto de las coordenadas del eigenvector que define al componente y su eigenvalor.



Se tiene que

Cov(X, Zj) = E[X - ﬂm)t(zj - ILLZ]')]
= E[(X'Z)] = E[X"Xaj]

= E[XtX]aj = Saj

De la ecuacién (3.24) se sabe que Sa; = \;a;, entonces

COV(X, Z]) = )\jaj

Por ejemplo, la covarianza de la primer componente y las variables originales es

COV(X,Zl) = )\13.1

a1l

ag]

am1

Entonces
COV(Xl, XQ, Ce ,Xm, Zl) = (/\1a11, )\1&21, ceey /\1am1)
Generalizando
COV(Xl, Xg, ey Xm7 Zj> = )\ja; = ()\jalj, )‘jana ceey )\jamj)

e La correlacion entre la j-ésima componente principal y la variable Xy, es

7. X o /N
Corr(Z;, Xk) Cov(Z;, Xx) _ ANy J

= — =akj—5 >
\/Var(Zj)Var(Xk) //\jsz / Sk
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

mostrando que la correlacion es proporcional al coeficiente de esa variable en la definicion

de la componente.
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e Una de las propiedades mas importantes es que las nuevas variables son no corre-

lacionadas, para esto se revisa primero la covarianza entre las componentes Z; y Z .

COV(Zj, Zj/) = E(Z;Zj/) = azE(XtX)aj/ = a;Saj/ (340)

Ya antes se observd que el ultimo término es cero, entonces la correlacion entre estas

variables es
COV(ZJ' s Zj/ )

=TI
\/A_ijj/

Corr (Z;Zy) (3.41)

Antes de citar la dltima propiedad, note que, cada renglén de la matriz X es un punto
en el espacio R™, por lo que la matriz se puede visualizar como n puntos en R™, se busca
encontrar un subespacio p, p < m, tal que los n puntos estén proximos al subespacio. Lo
necesario para proyectar los puntos en RP son las nuevas bases o ejes coordenados y las

nuevas coordenadas.

e La eleccion de los nuevos ejes es tal que la suma de las distancias al cuadrado de cada

punto a su proyecciéon son minimas.

Suponga que se esta trabajando en R? y se tienen n puntos que se proyectan hacia la recta,
como la Figura (3.1) lo muestra. La proyeccién del vector a es el vector b, se desea minimizar
la distancia euclidea entre los puntos a y b, esto se logra utilizando el método de minimos
cuadrados.

min D?(a,b) (3.42)

Utilizando el teorema de pitagoras

min D?*(a,b) = [D?*(0,a) — D*(0,b)], (3.43)

la distancia del origen al punto a es fija, por lo que minimizar la expresién anterior equivale

a maximizar la distancia al cuadrado del origen al punto b, la longitud de ese vector es el



33

> X2

Figura 3.1: Proyeccién de los n puntos.

producto interno consigo mismo, es decir

3
max D?(0,b) = max b'b = max be (3.44)

i=1

El ultimo resultado equivale a maximizar la varianza, ya que el vector de medias de b es
cero. Entonces minimizar la distancia entre el valor observado, a, y su proyeccién, b, equivale
a maximizar la varianza del vector b, precisamente la maximizacién de la varianza es lo que se

utiliza para encontrar las componentes principales.

Analisis de Componentes Principales Normado

Al considerar la matriz de varianzas y covarianzas de las variables originales se pueden
presentar ciertos problemas. Uno de ellos es que si las variables originales estan en unidades
muy diferentes, por ejemplo kilémetros, edad, millones, gramos, etc., la maximizacién de la
varianza se verd afectada por las escalas, las variables de valores mas grandes tendran mas peso

en el analisis.

Otra situacion que puede ocurrir es que una de las variables originales cuente con mayor

varianza que el resto, de tal forma que la primer componente se vea muy influenciada por esa
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variable, recuerde que la primer componente es la de maxima varianza. En las situaciones

descritas no es recomendable utilizar la matriz S.

Con el propdsito de evitar que suceda lo mencionado se requiere que las variables originales
cuenten con unidades y varianzas similares, cuando no es asi se sugiere estandarizar las varia-
bles X, de modo que tengan media cero y varianza 1, lo que equivale a utilizar la matriz de
correlaciones R, en lugar de la matriz S. Bajo estas condiciones el andlisis de componentes

principales es conocido como Anélisis de Componentes Principales Normado.

Las componentes obtenidas de la matriz S y R no son las mismas, ademaés no es posible
pasar de una solucién a otra unicamente utilizando los coeficientes encontrados en cada caso.
Todas las propiedades de las componentes principales establecidas en la seccién anterior se

mantienen, considerando la modificaciéon de que la varianza de cada variable original es uno.

Observe que cuando se enumeraron los pasos a seguir en el Analisis de Componentes Prin-
cipales, el paso uno debe ser modificado, en lugar de calcular la matriz S, se calculard la matriz
R. Ademas en el tdltimo paso, al seleccionar el niimero de componentes, si se utiliza la regla
en base a la varianza media, este valor sera uno, es decir se consideraran las componentes con

eigenvalores o varianzas mayores a la unidad.

Interpretacion de las componentes

Tradicionalmente la primer componente se interpreta como un factor de tamano, o bien un
promedio ponderado de las variables, siempre y cuando cuente con todos sus coeficientes de
signo positivo. El resto de las componentes se interpretan como factores de forma y general-
mente se conforman con coeficientes de signos positivos y negativos, se contrapone el grupo de
variables de signo positivo frente al grupo de variables de signo negativo. Sin embargo, esta

interpretacion debe considerarse con reservas, ya que los coeficientes de la j-ésima componente
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son los elementos del eigenvector correspondiente a A; de la matriz S, el cual no tiene porqué

ser Unico.

Otra forma de interpretar a las componentes es observando que las componentes principales
son una transformacién lineal de las variables originales, geométricamente una transformacién
es el traslado, rotacién, o bien ambos movimientos de los ejes originales, en el caso de ACP
se descarta un traslado de los ejes, ya que E(X) = 0 y E(Z) = 0, entonces, las componentes

principales pueden ser vistas como la rotaciéon de los ejes originales.

Suponga que se tienen n observaciones en R?, los puntos tienen la forma de una elipse
con centro en el origen, como lo ilustra la Figura (3.2), donde el eje mayor es la variable de
mayor varianza, la primer componente Z; , la segunda componente, Zs, representa la variable
con la segunda mayor variacion de la figura y finalmente el eje menor esta dado por la tercer

componente, Zs.

X3

Figura 3.2: Componentes principales y la elipse.

Ejemplo

En México los egresos por entidad federativa se clasifican en 12 capitulos, de acuerdo a la

clasificacién de la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico. Los 12 capitulos son: servicios
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personales, SP, materiales y suministro, MS, servicios generales, SG, subsidios transferencias
y ayuda, STA, adquisicién de bienes, AB, obra ptublica, OP, inversion financiera, IF, recursos
federales, RF, otros egresos, OE, cuenta por terceros, CT, deuda publica, DP y disponibilidad

final, DF.

La informacion de las finanzas estatales para el ano 2002 puede ser consultada en el producto
Finanzas publicas estatales y municipales de México 1999-2002 de INEGI. Los egresos en los 12
capitulos, ya mencionados, se analizaron por medio del método multivariado ACP, utilizando el
paquete S-PLUS, los comandos se encuentran en el Cuadro (3.1) y los resultados en el Cuadro

(3.2).

Cuadro 3.1: Comandos para obtener el ACP en S-PLUS

X <- egresosdatos2

egresos <- princomp(X, covlist=cov.wt(X), cor=F)
Importancia <- summary(egresos)

Loadings <- loadings(egresos)
print(loadings(egresos), cutoff = 0.0)

plot(egresos)

plot (loadings(egresos))




Cuadro 3.2: Resultados en S-PLUS para el ACP

*#* Principal Components Analysis ***
Standard deviations:

Comp.1  Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6  Comp.7
5405.773 3135.61 854.8336 671.457 427.0918 287.5798 218.1182

Comp.8 Comp.9 Comp.10 Comp.11 Comp.12
186.446 171.8362 125.6533 53.10236  46.34324

The number of variables is 12 and the number of observations is 31
Component names:

7sdev” ”loadings” ”correlations” ”scores” ”center” ”scale” "n.obs” ”terms”
7call” "factor.sdev” 7 coef”
Call: princomp(x = ., data = egresosdatos, scores = T, cor = F, na.action =na.exclude)
Importance of components:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
Standard deviation 5405.7726863  3135.6095463 854.83356468 671.45698642
Proportion of Variance 0.719739 0.2421633 0.01795327 0.01110296
Cumulative Proportion 0.719739 0.9619023 0.97985557 0.99095853
Comp.5 Comp.6 Comp.7

Standard deviation 427.091771288  287.579827441  218.118235610
Proportion of Variance 0.004489061 0.002035307 0.001170839
Cumulative Proportion  0.994700863 0.996736170 0.997907008

Comp.8 Comp.9 Comp.10
Standard deviation 1.864460e+002 1.718362e+002  1.256533e+002
Proportion of Variance  8.554985e-004  7.266789e-004  3.885623e-004
Cumulative Proportion  9.987625e-001  9.994892¢-001  9.998777¢-001

Comp.11 Comp.12
Standard deviation 5.310236e+001  4.634324e+-001
Proportion of Variance  6.939701e-005  5.285497e-005
Cumulative Proportion  9.999471e-001  1.000000e+-000

Loadings:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
SP  0.7404908405  0.6147405871  0.0676503530 -0.0136087133 -0.1963144238
MS  0.0290283696  0.0020514866 -0.0286832393 -0.0339951133  0.0153835359
SG  0.0562983533  0.0202315603 -0.0020776029  0.1033670169 -0.0094837508
STA  0.5237053406 -0.7745778021  0.1945307853 -0.0151913675 -0.2515175718
AB  0.0075098931  0.0079087282  0.0396733949  0.0179838149 -0.0671245090
OP  0.1386485912 -0.0549802101 -0.2602849757  0.8897253607  0.2343494449
IF  0.0037231044 -0.0013690432  0.0513588337 -0.0124935122 -0.0972272521
RF  0.3510677597 -0.0704869959  0.1235317245 -0.1649701535  0.7408494959
OE 0.0041905022 -0.0190161869  0.0045961888  0.1540133798 -0.1389964692
CT  0.0164821425  0.0214473953  0.1352948822 -0.1565411053 -0.0322654213
DP  0.1670532980 -0.1132165600 -0.8954257458 -0.3322521769  0.0751571902
DF  0.0515324268  0.0038021640 -0.2223083418  0.0991009339 -0.5041099167

37
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Cuadro 3.2: Resultados en S-PLUS para el ACP (continuacién)

*#% Principal Components Analysis ***

Comp.6 Comp.7 Comp.8 Comp.9 Comp.10
SP  -0.1418523260 -0.0829355448  0.0141787104 -0.0426032168 -0.0224651781
MS  0.1675339918  0.0505192591 -0.0185058481 -0.4843213555 -0.4707793560
SG 0.2438074015  0.0880014704 -0.6112730608 -0.3096694621  0.6373558402
STA  -0.1250528056  -0.0836402657 -0.0277815118 -0.0282241851 -0.0072366990
AB  0.1144606025 -0.0245986512 -0.1005866979 -0.0041399903  0.0916727332
OP  -0.0852132187  0.0493795200 -0.1117569211  0.0922613881 -0.1779059751
IF 0.4862646811 -0.0739931855 -0.2573516974 -0.3076835085 -0.4500235297
RF  0.4327531172  0.1721940759  0.1833317754  0.1560923755  0.0724453146
OE  -0.0241767914  0.5964949122  0.5206450439 -0.4896623709  0.2148776457
CT  -0.2192248231  0.7432514416 -0.4428626638  0.2874074730 -0.2752722312
DP  -0.1109900860  0.0526343928 -0.0718000427 -0.0888478371 -0.0007773758
DF  0.6096524123  0.1632821487  0.1738630333  0.4572707126  0.0426091751

Comp.11 Comp.12

SP 0.0237480874  -0.0195215926

MS  -0.6474560359  0.3009586348
SG  -0.1875832191 -0.0865795107

STA  -0.0089644084 -0.0096335854
AB  0.3826649621  0.9026629760
OP  0.0293122878  0.0162310638
IF 0.5466552359  -0.2890619565

RF  -0.0052902599  0.0164941572
OE  0.2025653893 -0.0460784492
CT  0.0098414798  0.0182534632
DP  0.1149632109  0.0096083670
DF  -0.2108818069  0.0035340232

Si se calculan las varianzas de cada componente y la varianza media de los resultados se
encuentra que el nimero de componentes principales necesarias para reducir la informacion es
dos, lo cual coincide con el criterio de fijar la varianza acumulada en 90 por ciento. La prueba
de Anderson no se puede emplear ya que no existe evidencia empirica de que los datos tengan

distribucién normal.

Una opcion visual de encontrar la cantidad de componentes principales es graficar el his-
tograma de la varianza ();) versus la j-ésima componente, conocido en el idioma inglés como

screeplot. En la grafica de la Figura (3.3) las primeras dos componentes explican el 96.1
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por ciento de la variacién total, a partir de la componente 3 las varianzas son relativamente
pequenas. En lugar de trabajar con las 12 variables originales trabajaremos con las dos primeras

componentes principales.

La importancia de las variables originales y la direcciéon en las componentes principales esté
dada por los elementos de los eigenvectores (ver Cuadro 3.2), la grafica de la Figura (3.4) ilustra

para las cinco primeras componentes principales las variables de mayor peso y su direccion.

- 0.719

2.5*10"7

Variances
1.5*1077

1077
|

5*10"6

0979  0.99

0.995 0.997 0.998 0.999 0.999 1
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L

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8 Comp.9Comp.10

Figura 3.3: Porcentaje de varianza explicada al incluir componentes (ACP).

La primer componente es un promedio ponderado de todas las variables, donde las de mayor
peso son SP, STA y RF. La primer componente agrupa a los estados de acuerdo a la cantidad
que gastaron en ese ano, los que mas gastaron de los que menos gastaron, otra forma de
interpretarla es como la diferenciacion de dos grupos entre los estados, los més ricos y los mas

pobres, dado que los ingresos y egresos coinciden.
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La segunda componente es la comparacién de dos medias ponderadas, contrapone las varia-
bles de signo positivo, (SP, MS, SG, AB, CT, DF), frente a las de signo negativo, (STA, OP,
IF, RF, OE, DP). Nuevamente las variables SP y STA, son las de mayor peso, pero ahora son
de signo contrario. La segunda componente principal diferencia a los estados en dos grupos,
los que destinan una cantidad mayor de egresos en gasto corriente, nominas, servicios de luz,

teléfono, etc. y los que emplean sus ingresos en subsidios, transferencias y ayuda, obra publica,

etc.
Comp.1
<
o
o
IS
SP STA RF DP oP SG
Comp.2
=
o
=]
&
STA SP DP RF OP CT
Comp.3
o
IS
e}
&
DP OoP DF STA CT RF
Comp.4
©
(=}
N
&
OP DP RF CT OE SG
Comp.5
<
o
<
&
RF DF STA OoP SP OE

Figura 3.4: Coeficientes de las 5 primeras componentes (ACP).

El Cuadro (3.3) resume para las dos primeras componentes la informacién més relevante,
los valores entre paréntesis son los coeficientes de correlacién de la variable original con la

componente.

Observe que los coeficientes de correlacién de las variables originales con las primeras dos
componentes, en general confirman la interpretacién de los coeficientes, esto es, las variables

de mayor peso cuentan también con coeficientes de correlacion altos.
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La ordenacién de los estados de acuerdo a las componentes principales, 1 y 2, se presenta
en el Cuadro (3.4), la primer columna representa los 5 estados que mas egresos tuvieron y los 5
estados con menor presupuesto de gasto durante el 2002, la segunda son los primeros 5 estados
que emplean mayor parte de su presupuesto en gasto corriente, mientras que los ultimos cinco
estados son los que emplean mayor parte de sus egresos en subsidios, transferencias y ayuda,

obra publica, etc.

Cuadro 3.3: Resumen de las dos componentes principales

Comp. 1 Comp.2
SP 0.740 (0.90)  0.615 (0.43)
MS 0.029 (0.78)  0.002 (0.03)
SG 0.056 (0.85)  0.020 (0.18)
STA 0.528 (0.76) -0.775 (-0.65)
AB 0.008 (0.45)  0.008 (0.27)
OoP 0.139 (0.75) -0.055 (-0.17)
IF 0.004 (0.11) -0.001 (-0.02)
RF 0.351 (0.97) -0.070 (-0.11)
OE 0.004 (0.10) -0.019 (-0.26)
CT 0.016 (0.32)  0.021 (0.24)
DP 0.167 (0.72) -0.113 (-0.28)
DF 0.052 (0.62)  0.004 (0.03)
A 29222378 9832047
Proporcién de varianza 0.7197 0.2422
Varianza acumulada 0.7197 0.9619

Las variables de mayor peso en las primeras dos componentes, del ejemplo anterior, son
también las de mayor varianza, para evitar el efecto de grandes varianzas, se estandarizan las
variables y se realiza el ACPN. Los comandos se muestran en el Cuadro (3.5) y los resultados

en el Cuadro (3.6).

El ACPN;, siguiendo el criterio de la varianza media, sugiere que las primeras tres compo-
nentes principales son suficientes. En la Figura (3.5) se observa que estas componentes explican
73.5 por ciento de la variaciéon total, si se fija la cantidad de varianza a explicar en 90 por ciento
se requiere trabajar con 6 componentes, utilizaremos el resultado del criterio de la varianza

media.



Cuadro 3.4: Orden de los estados de acuerdo a las componentes principales

Comp.1 Comp.2
México Tabasco
Veracruz Puebla
Jalisco Coahuila
Puebla Michoacan
Nuevo Ledén Veracruz
Quintana Roo Oaxaca
Tlaxcala Guerrero
Aguascalientes Nuevo Leén
Colima México
Baja California Sur Guanajuato

Cuadro 3.5: Comandos para obtener el ACPN en S-PLUS

X <- egresosdatos2

egresos.corr <- princomp(X, cor=T)

Loadings.corr <- loadings(egresos.corr)
print(loadings(egresos.corr),cutoff=0.0)
plot(loadings(egresos.corr))

plot(egresos.corr)

Importancia.corr <- summary(egresos.corr)
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La primer componente cambia considerablemente, la mayoria de las variables son de igual

peso, ver la gréfica de la Figura (3.6), los signos de las variables originales se mantienen, sigue

siendo un promedio ponderado, se interpreta de igual forma, aunque ahora el orden de los

estado de acuerdo a la componente uno cambiara.
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Figura 3.5: Porcentaje de varianza explicado al incluir componentes (ACPN).

Cuadro 3.6: Resultados en S-PLUS para el ACPN

*#* Principal Components Analysis (normado) ***

Standard deviations:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8
2.40876  1.32149 1.125414 0.9900632 0.8649852 0.7332368 0.6588046 0.4539065
Comp.9 Comp.10  Comp.11  Comp.12

0.3648661  0.3042059 0.1906764 0.1297741

The number of variables is 12 and the number of observations is 31 Component names:

7sdev” ”loadings” ”correlations” ”scores” ”center” ”scale” "n.obs” ”terms”
7call” "factor.sdev” ”coef”
Call: princomp(x = ., data = egresosdatos, scores = T, cor = T, na.action = na.exclude)

Importance of components:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.bh
Standard deviation 2.4087599 1.3214904 1.1254138 0.99006325 0.86498519
Proportion of Variance 0.4835103 0.1455281 0.1055464 0.08168544 0.06234995
Cumulative Proportion 0.4835103 0.6290384 0.7345848 0.81627021 0.87862016
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Cuadro 3.6: Resultados en S-PLUS para el ACPN (continuacién)

**% Principal Components Analysis (normado)

Standard deviation

Proportion of Variance
Cumulative Proportion

Standard deviation

Proportion of Variance
Cumulative Proportion

Loadings:
Comp.1
SP  0.3523866343
MS  0.3485420775
SG  0.3717823765
STA  0.3116907006
AB  0.2125082617
OP  0.3285590447
IF 0.1087930536
RF  0.3864989294
OE  0.0781361769
CT  0.0966069482
DP  0.3096604294
DF  0.3054716805
Comp.6
SP 0.1312366357
MS 0.2142337245
SG  -0.1353818017
STA -0.4138781983
AB  -0.2572361925
OP  -0.3277220141
IF  -0.0001367757
RF  -0.2247154957
OE  0.1839812052
CT 0.2691523086
DP 0.2979904877
DF  0.5727982469
Comp.11
SP 0.1807841253
MS  -0.4279933883
SG  -0.2494903743
STA  -0.3474710567
AB  0.0859019353
oP 0.1206644226
IF 0.3370481350
RF 0.2863056671
OE  0.1753873647
CT  0.0198401951
DP  0.5107348564
DF  -0.3027231361

Comp.6

Comp.7

Comp.8

K3k

Comp.9

0.73323678  0.65880457 0.45390650 0.36486612

0.04480301

0.03616862  0.01716926  0.01109394

0.92342318  0.95959180 0.97676106 0.98785500

Comp.10
0.304205851

Comp.11
0.190676438

Comp.12

0.129774055

0.007711767  0.003029792  0.0014034424

0.995566766

Comp.2
-0.1684703939
-0.0639415489
-0.1534830882

0.2513302745
-0.5102530059
0.2854957399
-0.4581495560
0.0344348408
0.2769540899
-0.3536383059
0.3515891798
0.0497387925
Comp.7
-0.2693781033
-0.5366069197
-0.1733024355
0.4320387229
0.3169458438
-0.1406405711
-0.0542137045
-0.0090577740
-0.1490881208
0.2286730433
0.1785328021
0.4394872716

Comp.12
-0.5690958994
0.1096760259
0.0398496073
-0.3748106713
0.0398409711
-0.0097464378
-0.1306508966
0.6752647164
-0.0219316941
0.0153733412
-0.1297316899
0.1724759572

0.998596558

Comp.3
0.2514605479
-0.0338095253
0.0173715664
0.0163510694
-0.2088037382
-0.1076902163
-0.5166729977
0.2106378499
-0.3726508556
0.5688338538
0.1098308194
-0.3066536867
Comp.8
-0.1830446269
-0.2819211107
0.3478791876
-0.0931946874
-0.4692325122
0.4910302373
0.3328853061
-0.1504574311
-0.1548452731
0.3273661963
-0.1190296983
0.1313632699

1.000000000

Comp.4
0.0306735439
-0.1462152598
0.0562326179
0.0026426071
0.1773844372
0.1208460440
-0.2270087588
-0.0318213334
0.7783641390
0.4021425702
-0.3209623274
-0.0728722644
Comp.9
0.3778933321
-0.0250473774
-0.6204162128
0.0844803808
-0.1862736742
0.2142857646
0.1088561628
0.2825179378
-0.0847255393
-0.0103572429
-0.4655039933
0.2612547977

Comp.5
-0.3044249892
0.3271356155
-0.2209006350
0.4351286914
-0.2769864936
-0.2670721686
0.4404815605
0.1260275527
0.1789957932
0.3067360323
0.0877263715
-0.2653209991
Comp.10
0.2606610313
-0.3684196948
0.4096684345
0.1227872193
-0.3350041001
-0.5330545720
0.0973783849
0.3117413685
0.1481847793
-0.2314935306
-0.1688348082
0.0795267084

44
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En la segunda componente las variables de mayor peso son AB y IF, se contraponen dos
medias ponderadas, las variables SP, MS, SG, AB, IF, CT contra el resto, note que son las

mismas variables obtenidas en ACP, con excepcion del intercambio DF por la variable IF.

En la tercer componente la variable IF es la de mayor peso, le sigue CT, pero con signo

contrario, esta componente diferencia los estados que invierten y ahorran de los que no lo hacen.

Comp.1

ol ._-_-_-_-_-
2
RF SG SP MS oP STA

Comp.2

-_-__-_—_-

AB IF CT DP oP OE
Comp.3

| — e

CT IF OE DF SP RF
Comp.4

0.4

0.2

0.2

-0.4

OE CT DP IF AB MS

IF STA MS CT SP AB

Figura 3.6: Coeficientes de las primeras 5 componentes (ACPN).

El Cuadro (3.7) resume la informaciéon mds relevante de las primeras tres componentes

principales.
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Cuadro 3.7: Resumen de las tres componentes principales

Comp.1 Comp.2 Comp.3
SP 0.352 (0.85) -0.168 (-0.22)  0.251 (0.28)
MS 0.349 (0.84) -0.064 (-0.08) -0.034 (-0.04)
SG 0.372 (0.90) -0.153 (-0.20)  0.017 (0.02)
STA 0.312 (0.75)  0.251 (0.33)  0.016 (0.02)
AB 0.216 (0.51) -0.510 (-0.67) -0.209 (-0.23)
OoP 0.329 (0.79)  0.285 (0.38) -0.108 (-0.12)
IF 0.109 (0.26) -0.458 (-0. 61) -0.517 (-0.58)
RF 0.386 (0.93) 0.034 (0.05)  0.211 (0.24)
OE 0.078 (0.19) 0.277 (0.37) -0.373 (-0.42)
cT 0.097 (0.23) -0.354 (-0.47)  0.569 (0.64)
DP 0.310 (0.75)  0.352 (0.46)  0.110 (0.12)
DF 0.305 (0.74)  0.050 (0.07) -0.307 (-0.35)
A 5.8021 1.7463 1.2666
Proporcién de varianza 0.4835 0.1455 0.1055

Varianza acumulada 0.4835 0.6290 0.7346




IV. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Introduccion

El Analisis de Correspondencias (AC) es un método estadistico utilizado para representar
asociaciones entre variables categéricas o cualitativas, con el propodsito de establecer, si es

posible, patrones o estructuras en los datos obtenidos.

La técnica matematicamente fue introducida por Hirschfeld en 1935, el estadistico frances
Jean Paul Benzecri la redescubrié en 1962, como una herramienta de analisis exploratorio de

datos, agregando la representacion geométrica.

Este método se ha empleado en diferentes campos de aplicacion no relacionados, utilizando
diferentes nombres, tales como Analisis de componentes principales para datos cualitativos,
Método de los promedios reciprocos, Analisis factorial de correspondencias, Escalado dual;

entre otros.

El AC es de tipo exploratorio, en el sentido que describe los datos, ademés es complementario
para otros analisis de tipo inferencial tales como el anélisis de modelos log-lineales o de regresién

logistica.

El objetivo del AC es, al igual que en el ACP, la reduccion de la dimension del conjunto de
datos observados, transforma una tabla de informacién referida a variables p-dimensionales de

forma que se puedan visualizar graficamente, facilitando la interpretacion notablemente.

Representacion en el Analisis de Correspondencias

El AC es empleado para representar tablas de contingencia, una tabla de contingencia es la

que contiene las frecuencias de aparicién de la combinacion de dos o méas variables cualitativas
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de un conjunto de observaciones.

Cuando el AC es dirigido hacia tablas de contingencia con dos variables se conoce como
Analisis de Correspondencias Simples. Suponga que se tiene informacion para dos variables, la

variable fila, X y la variable columna, Y, como se presenta a continuacion.

Y, Yy ... Y; | Total
X1 ny N2 ... Nig n.
Xy Ng1 MN22 ... MNgg na.
X1 npp Nrz ... NjpJ ny.
Total | ny na ... ngy n.
Donde:
n;; = frecuencia absoluta de X; y Y.
n; = frecuencia marginal de la variable X;
n,; = frecuencia marginal de la variable Y

Cada celda, n;;, indica la frecuencia absoluta de aparicién del total de las observaciones que
cumplen con la combinacién de la variable X; y Y. La frecuencia marginal n, es la cantidad
de observaciones que cumplen con la variable X;, para ¢ = 1,2, ..., I, mientras que el total de
observaciones con la categoria j de la variable Y es n;, j = 1,2,...,J. El nimero total de

observaciones es n_.

Las frecuencias absolutas de la tabla de contingencia se pueden representar en una matriz

N € R %/ donde la variable cualitativa X, representada en las filas de N, toma I modalidades
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o categorias, la variable Y, contenida en las columnas, tiene J modalidades.

nygy Mg ... Niyg
o1 Moo ... MNoJ

N = (4.1)
npp My ... Njjg

El andlisis de correspondencias pretende presentar las variables en un espacio de dimension
menor, analogo a componentes principales, pero para variables cualitativas. Observe que en el
ACP la proyeccion se realizé por filas, ya que las variables se encontraban representadas en las
columnas de la matriz X, pero en el caso de ACS se puede hacer la representacion tanto de las

filas, como de las columnas o bien la proyeccion de ambas. Estudiemos primero el caso de las

filas.

Representacion de las filas

Defina la matriz F como la matriz de frecuencias relativas, se obtiene dividiendo cada

frecuencia absoluta por el total de observaciones. Esto es

F = (4.2)

=z

La nueva tabla de contingencia es

Yi Y, ... Y; | Total

Xy | fu fiz oo fu| Ao
Xo | fa foo oo for| fo

Xr | fn frz - fu| fo
Total | f1 fo ... fu| f.
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Donde:
f;; = {frecuencia relativa de X; y Y.
f; = frecuencia marginal relativa de la variable X;
f; = frecuencia marginal relativa de la variable Y;

Los elementos f;; de la matriz F indican el porcentaje del total de las observaciones que
cumplen simultaneamente la combinacién de dos variables, la frecuencia marginal relativa de
la fila 4, f;, es el porcentaje del total de las observaciones que cuentan con la categoria i de la

variable X, de forma similar, el porcentaje de observaciones que cumplen con la variable Y; es

f.;- Observe que Z§:1 Ji.= 23;1 fi= Zz’lzl Z}Izl fi=Ff.=1

La suma de las frecuencias marginales relativas de las filas de F' suman uno, esto no implica
que deban ser iguales, cuando son diferentes, las filas no tienen igual peso, debido a que no
contienen el mismo porcentaje de las observaciones. Realizar comparaciones entre las filas, bajo
esta circunstancia, no tiene sentido, para que las comparaciones sean validas deben tener la
misma base, lo que se logra condicionando cada fila a su frecuencia marginal relativa, f;, de

manera que cada fila suma uno. La matriz que incluye esta operacién se denotadaré por P.

P=D;'F = {%} (4.3)

Donde Dy es una matriz diagonal I x I con las frecuencias marginales relativas de las filas,

fi., en la diagonal principal.

Las filas de la matriz P son funciones de probabilidad condicionadas a la variable X;, los
elementos de cada fila suman uno e indica el porcentaje de las observaciones que cumplen la
modalidad j de la variable Y sabiendo que se posee la condicion i de la variable fila. A cada

fila de la matriz P se le conoce como perfil fila.
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El vector conformado por el dltimo rengléon de la tabla de frecuencias relativas, cuyas com-

ponentes son las frecuencias marginales relativas de las columnas, es conocido como el perfil

medio, G = [f, f, ... f/]

Geométricamente cada perfil fila de la matriz P es un punto en R’~!, la matriz es el conjunto
de I puntos en R’7~!, se busca proyectar los I puntos en un espacio de dimensién menor r, tal
que r < J — 1, de manera que las filas de estructura semejante se encuentren muy cercanas
y viceversa. Dos filas se consideran de estructura semejante si se asocian de igual modo al
conjunto de las modalidades de la variable columna, es decir, si se asocian mucho o poco a las

mismas columnas.

Establecer la semejanza entre dos perfiles fila, p; y py, no se obtendrd por la distancia
euclidea, como en el ACP, debido a que no da mayor ponderacién a las filas con mayor cantidad
de observaciones, la manera de equilibrar los perfiles fila es dando igual importancia a cada uno

de ellos, ponderandolos con +-. En lugar de obtener la distancia euclidea

2
D?(pi, py) = (% - %) (4.4)

se utiliza la distancia euclidea ponderada

)2 B N2
DQ(Pi:P;)Zme—?”):(%_%) i @5)

La expresién anterior es conocida como la distancia y?, se estudiard mas adelante.

Matricialmente se obtiene como

D*(pi,py) = (pi — py)'D; (pi — py) (4.6)

Donde D, € R 7*7 es una matriz diagonal con las frecuencias marginales relativas de las

columnas, f;, en la diagonal principal.



La distancia y? equivale a la distancia euclidea entre los vectores

—-1/2 . ..
w; = D. ' "p;, como se muestra a continuacion.

La matriz W puede ser expresada como

Esto es

W = PDC—I/Q _ D;lFDc_l/Q _ [ fl] ]

fi/Fa

La distancia euclidea entre las filas k y k' de la matriz W es

2
ks fi s (fk‘ f’“")Ql
Ditwiwp) = | === ) =507 T
(Wk, Wy ) (fk\/f_] fk’.\/f_-j> fe. T ) i
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transformados

(4.7)

(4.9)

Igual a lo encontrado en la ecuacién (4.5), por lo que se utilizard la matriz W ya que la

distancia euclidea entre sus filas es equivalente a la distancia x? entre las filas de P.

Los elementos de W son las frecuencias relativas condicionadas por filas, pero divididos

por la raiz cuadrada de la frecuencias marginales de las columnas, ni las filas, ni las columnas

Sulnan uno.

La matriz W puede ser tratada como la matriz X del ACP, con observaciones en filas y

variables en columnas, entonces el interés es proyectar las filas. Las distancias entre las filas de

W deben mantenerse en la proyeccion, de tal manera que las filas con estructura similar estén

cercanas, esto implica encontrar una direcciéon de norma uno.

(4.10)
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El vector proyectado sobre esta direccién serd denotado como wy(a) = Wa'y es el de mayor

varianza, entonces

max L =a"W'Wa — \(a'a—1)

(4.11)

El problema con la expresién anterior es que no toma en cuenta que las filas no tiene el

mismo peso, para considerarlo se maximiza la suma de cuadrados ponderada:

maxL = a'W'D;Wa — A(a'a—1)

Sustituyendo W, se obtiene

max L = atD;1/2FtD]71FD;1/2a — Ma'a—1)
Ahora defina la matriz H = D;l/ QFDC_I/ 2. el ij-6simo elemento es
W — Jij
i
Vi
Entonces, la expresion de la maximizacién se reescribe como

maxL = a'H'Ha — \(a'a—1)

La solucion ya es conocida

H'Ha = \a

Donde a es el eigenvector correspondiente al eigenvalor A de la matriz H'H.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

. . . . 1/2 -
La matriz H'H tiene como mayor eigenvalor al uno y como eigenvector a D%, Si sustituimos

H, se encuentra que
(D;'*FD;?)(D,*FD;"?)a; = M
D, '?F'D;"’D;"*FD,"?a, = \ja,

D_'’F'D;'FD, " ?a; = \a,

(4.17)
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Premultiplicando por D. 1/2

D 'F'D;'F(D2a;) = \ (D '?a, 4.18
c f c

[

La matriz DJIlF = P, sus filas suman uno, entonces si Dc_l/Qal =1, implica que a; = D};/ZL
tenemos que
D 'F'P1 =\ 1
D 'F'1 = \1

1=\1 (4.19)

Nuevamente se obtiene otro vector de unos, ya que la matriz D 'F* es la matriz de frecuen-

cias relativas condicionada al total de la columna, sus filas suman uno, entonces A\; = 1.

. . . . !
La matriz H'H tiene el mismo eigenvalor que la matriz D. / H'H, como se demuestra a
continuacion

D /?H'Ha, = D;/?a, (4.20)
premultiplicando por Di/ 2

D}’D;'?H'Ha; = D}’D;'’a

HtHal = ai (421)

El mayor eigenvalor de H'H es A\; = 1 con el eigenvector a; = DY?1.

No se considera la soluciéon anterior ya que no aporta informacion sobre la estructura de
las filas, s6lo se toman los eigenvalores més altos de la matriz H'H, pero menores a la unidad,

después se calculan los eigenvectores, a; € R7.

Finalmente, proyectando la matriz W sobre la direccién a;, se obtienen las nuevas coorde-

nadas de la i-ésima fila de la tabla de contingencia.

Cj, = Wa; =D, 'FD_"?a, (4.22)
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Generalizando, las coordenadas de la proyeccién de cada fila estan dadas por las filas de la

matriz.

C;=WA =D;'FD,'/?A (4.23)

La matriz A = [aj,ay,...,ay], sus columnas son los eigenvectores de la matriz H'H, la

primer fila no se contempla porque es la correspondiente al mayor eigenvalor, A\ = 1.

Las coordenadas son vectores en R7~!, més adelante se verd como identificar los ejes fac-
toriales significativos, r, para determinar la dimensién en la que se trabajara, se espera que

r < J-1, sea igual a dos o tres, para interpretar facilmente los resultados.

Representacion de las columnas

La proyeccion de las columnas de la tabla de contingencia es simétrica a la representacién de
las filas, observe que si se trabaja con la matriz F' las filas de esta matriz contiene las columnas

de F y el andlisis es idéntico a lo presentado en la secciéon anterior.

Ahora la matriz D, contiene las frecuencias relativas de las filas de F' y la matriz Dy
contiene las frecuencias relativas de las columnas de F?, haciendo estas modificaciones, la matriz

P = D_'F! y el vector W = 15D;1/ 2, entonces la expresion a maximizar es

m = b'W'D, Wb (4.24)

En términos de la matriz H, se obtiene
m = b'W'D,Wb
= b/(D;'F'D;"*)'D.D;'F'D;"*b
= b'D,;'*FD;'F'D;"’b
= b'D;"’FD;"/’D;'*F'D;"*b

= b'HH'D (4.25)
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Entonces

max L = b'HH'b — A(b'b — 1) (4.26)

La solucién es

HH'b = \b (4.27)

Los eigenvalores no nulos de la matriz H*H son iguales a los de matriz HH', lo que im-
plica que la matriz HH' también tendrd al uno como maximo eigenvalor. Los eigenvectores

correspondiente al eigenvalor )\; de la matriz HH' se denotardn como b;.

Las coordenadas de la proyeccién de las columnas de la tabla de contingencia son las filas

de la siguiente matriz

C.=WB=D,'FD;"’B (4.28)

Donde B = [by, by, ...b;|, nuevamente la primer fila de la matriz C, no se considera.

Relaciéon entre ambas representaciones

Las proyecciones de las filas y columnas de la tabla de contingencia estan estrechamente
relacionadas, dada la simetria del analisis, algunas propiedades entre ambas representaciones

se mencionan a continuacion.

1. Las matrices H'H y HH' tienen los mismos eigenvalores no nulos.

Demostracién. Si a; es el eigenvector de H'H correspondiente al eigenvalor )\;, entonces

HtHai = )\iai (429)

premultiplicando por H

HH'(Ha;) = \;(Ha,) (4.30)

Entonces \; es eigenvalor de la matriz HH'. n
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2. Los eigenvectores de cada matriz que pertenecen al mismo eigenvalor estan relaciona-
dos, si a; es el eigenvector correspondiente al eigenvalor \; de H'H, entonces el vector
b; = Ha;, es el eigenvector correspondiente a ); de la matriz HH’. Generalizando, la
matriz B = HA es la matriz cuyas columnas son los eigenvectores de la matriz HH?, se

supone [ < J.

Demostraciéon. Inmediata a partir de la propiedad anterior. [

3. Se cumple lo siguiente:

HH=WDW y HH =WDW (4.31)

4. Las coordenadas de las columnas se expresan en funcion de las coordenadas de las filas y

viceversa.

Demostracién. Primero note que H'H = QD,Q! , partiendo de esto la matriz de

eigenvectores B es

B - HQ (4.32)

De la segunda propiedad se sabe que B = HA, esto es, A = Q. Para normalizar los
eigenvectores ubicados en las columnas de B se postmultiplica por D;l/ 2, la matriz resultante

€s

B = HQD, (4.33)

Donde B'B = D;*Q'H'HQD; " = D;*D,D;"* = 1
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Utilizando los eigenvectores normalizados de H'H, se tiene que

C. = WB=D_'F'D;"’B
= D;'F'D,;'’HQD,"”
= DglFtD;1/2D;1/2FDC—1/2QD;1/2
_ DcletDjleDc—l/ZQD;\l/Z

— D;'F'C,;D;"? (4.34)

De forma andloga las coordenadas de las filas se expresan como

C; = D;'FC,D,"* (4.35)

Lo encontrado conduce a poder representar las coordenadas de filas y columnas en los mismo

ejes factoriales.

Distancia y? y sus propiedades

La distancia yx? proviene del contraste de independencia entre las variables fila y columna

en una tabla de contingencia, I X J, se realiza por el siguiente estadistico.

XZ _ Z (fo ;efe>2 (4.36)

Donde f, = frecuencia observada y f. = frecuencia esperada.

El estadistico tiene una distribucién x? con (I-1)(J-1) grados de libertad. La frecuencia
esperada de cada celda, dado que se asume independencia, se obtiene multiplicando n_f; f ;,

entonces el estadistico puede ser escrito como

(n..fij - n..fi.f.j)2
1 nfzf]

(4.37)

XQIZ‘

=1 3
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Desarrollando

— n [ > ff}J - 1] (4.38)

Una de las razones por la que se trabaja con la distancia x? es porque cuenta con la propiedad
de equivalencia distribucional, la cual garantiza que no se modifiquen las distancias al unir o

separar filas de igual estructura.

La distancia x? entre las filas p; y p; es

J 2
2(pi py) Z(&— ”) fi (4.39)

j=1 fi fi

Si la fila p; = (p, U pp), donde p, y pp son de igual estructura, entonces la distancia de p; a

p; no se modifica ya que J}—J y f; permanecen sin cambio. Suponga que

% _ % W (4.40)

Esto implica que D*(p,,ps) = 0 y ambos perfiles fila se representan por el mismo punto en

R7~!. Ahora si se unen las filas a y b.

fa] fbj . faj +fbj —
[ A )

y la distancia hacia los otros perfiles fila no se modifica.
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Antes de ver la siguiente propiedad es necesario primero revisar el concepto de inercia.

Cada objeto tiene un centro de gravedad o centroide, cada particula del objeto tiene masa, 7,

y distancia, d, hacia el centroide, G;. La inercia es una medida de dispersion, se define como

la sumatoria de las cantidades rd®. En nuestro caso la masa o densidad de los perfiles fila es

fi. v la distancia de cada punto hacia su centroide (perfil medio) esta dada por la distancia x?.

Entonces
1T
Note que
Luego
X
Entonces

I
Z Inercia(i) = Z fiD?*(pi, Gy)
=1

=1
I J 2
| fi VL
Sa (f-5) +
X2
x (4.42)

tr(H'H) = ZI: > { ff }J (4.43)

=1 j=1

n.. [tr(H'H) — 1]

IT = Ao+ A3+ ..+ ) (4.45)

La inercia total es la suma de los eigenvalores menores a la unidad de la matriz H'H,

entonces la proyeccién de las filas puede verse como la descomposicién del estadistico x? en sus

fuentes de variacion.
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Prueba de significacion de los ejes factoriales

Las pruebas que existen para determinar el niimero de ejes factoriales necesarios en el ACS,
al igual que en el ACP, son pruebas con fundamento empirico mas que estadistico, de hecho

algunos de los criterios establecidos en el ACP se pueden utilizar en el ACS.}

El método més utilizado es el propuesto por Williams (1952), consiste en descomponer la

x? total en suma de x? correspondientes a los eigenvalores. La descomposicién se muestra en

el Cuadro (4.1).

Si x? =n_\, con (I+J-2r+1) grados de libertad no es significativa, entonces el eje factorial

r no es significativo.

En general, si

Xr=n.(e+ X3 +...+A) (4.46)

con [(I+J-3)+ ...+ (I+J-2r+1)] es significativa y la x? residual

X =1 (A1 + Mgz + o+ Ay) (4.47)

con [(I+J-2r-1)+ ... + (I-J+1)] grados de libertad no es significativa, entonces r es la

cantidad de factores suficientes para la representacion.

La tasa de inercia asociada al eje r indica la parte de la inercia total explicada por ese eje

factorial.

Ar
D VI Y

Vr (4.48)

Més pruebas de significacién de los ejes factoriales se pueden consultar en Cuadras (1991).
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Cuadro 4.1: Descomposicién de la x>

Eigenvalor x> Grados de libertad
)\2 X% = TL“>\2 [‘|‘J-3
A3 X3 =1\ I+J-5
/\J X% :TL.)\J [+J-(2J—1): I-J+1
tr(H'H) — 1 e (I-1)(J-1)

El porcentaje de la inercia explicada por los ejes factoriales 2, 3,....r, es:

XNt A

_ 4.49
R VTS VNI (4.49)

Finalmente, se pueden enumerar los paso a seguir en el ACS.
1. Calcular cualquiera de las matrices H'H o HH'.

2. Obtener sus eigenvalores (son los mismos), recuerde no tomar en cuenta el uno, para

después calcular los eigenvectores de cada matriz.
3. Encontrar las coordenadas de la proyeccién de las filas y columnas.

4. Identificar cuantos factores o ejes son significativos para realizar la representacion grafica.

Interpretacién

El ACS no mide la intensidad de la relacion entre las variables fila y columna, sino que

permite apreciar si existen asociaciones entre las categorias o modalidades de las variables.

A menudo suele ser suficiente dos ejes factoriales (r=2), para la representacién simultanea
de las filas y columnas de la tabla de contingencia. Suponga que dos ejes son suficientes,

entonces se pueden considerar los siguientes aspectos a la hora de interpretar.

e Si existen dos filas o columnas con estructura parecida, su ubicaciéon en el plano sera

cercana.
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e Si la estructura es igual entonces el mismo punto en el plano representarda ambas filas o

columnas.

e La situacion cercana de un punto fila y un punto columna sélo se puede interpretar si

estan alejados del origen.

e Cuando una fila o columna tiene un comportamiento medio se encontrard cerca del origen.

Ejemplo

El Cuadro (4.2) contiene la tabla de contingencia que resume informacién de la clasificaciéon
de los 300 municipios mas representativos de México, determinados por el volumen de captacion
y aplicacion de recursos, de acuerdo al porcentaje de sus egresos destinados a obra publica

durante el ano 2001 y a su region geografica.

Cuadro 4.2: Tabla de contingencia
Porcentaje de egresos destinado a obra ptblica ¢

Regién Bajo Medio Alto Total
(0-24.40)%  (24.41-48.80)% (48.81-73.20)%

Norte ° 54 21 5 80

Centro ¢ 78 56 10 144

Sur ¢ 38 28 10 76

Total 170 105 25 300

“Fuente:Elaboracién propia de acuerdo a las Finanzas publicas estatales y mu-
nicipales de México (2001), INEGIL.

®Municipios de Sinaloa, Sonora, Baja California, Baja California Sur, Chi-
huahua, Durango, Zacatecas,Coahuila, Nuevo Leén, Tamaulipas.

“Municipios de Jalisco, Michoacan, Aguascalientes, Nayarit, Colima, San Luis
Potosi, Guanajuato,Querétaro, México, Morelos, Hidalgo, Tlaxcala.

Municipios de Puebla, Oaxaca, Guerrero, Veracruz, Tabasco, Chiapas,
Campeche, Yucatan, Quintana Roo.

El paquete estadistico S-PLUS no tiene incorporado dentro de su ambiente desarrollar el
ACS, por lo que en el Cuadro (4.3) se presentan los comandos necesarios, para obtener el ACS,

los resultados se encuentran en el Cuadro (4.4).
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Para calcular el ACS se obtiene primero la matriz H, para después calcular los eigenvectores
de H'H y HH', una vez obtenido esto, se pueden encontrar las matrices C; y C,, cuyos ren-

glones son las coordenadas de las filas y columnas de la tabla de contingencia, respectivamente.

El primer eje factorial explica 74.72 por ciento de la inercia total, el segundo 25.28 por

ciento, ambos ejes explican el total de la inercia.

Las coordenadas de las categorias de las dos variables se muestran en la Figura (4.1), se
observa que los municipios de la regién norte se asocian mas con un bajo porcentaje de egresos
destinado a obra ptblica en el ano 2001, mientras que los municipios del centro se asocian con

porcentajes medios, los municipios de la region sur se asocian a porcentajes altos y medios.



Cuadro 4.3: Comandos para obtener el ACS en S-PLUS

Alto <- ¢(5,10,10)

Medio <- ¢(21,56,28)

Bajo <- ¢(54,78,38)

N<-cbind(Bajo,Medio,Alto)

tabla de contingencia absoluta <- print.crosstabs(N)
Inames <- dimnames(N)[1]

Jnames <- dimnames(N)[2]

I <- nrow(N)

J <- ncol(N)

total <- sum(N)

Fr <- matrix (N*(1/total), nrow=I, ncol=J)

Imass <- as.matrix(apply(Fr,1,sum))

Jmass <- as.matrix(apply (Fr,2,sum))

dI <-diag(Imass,nrow=Incol=I)

dJ <-diag(Jmass,nrow=J,ncol=7J)

Ih <- Imass™-0.5

Jh <-Jmass~-0.5

dIh <- diag(Ih,nrow=Incol=I)

dJh <- diag(Jh,nrow=Jncol=J)

PF <- dIh~2 %*% Fr

PC <- Fr%*%dJh~2

H <- dIh%*%Fr%*%dJh

eigen. HtH <- eigen(t(H)%*%H)

eigen. HHt <- eigen(H%*%t(H))

A2 <- cbind(c(eigen. HtH$vectors], 2]), c(eigen.HtHS$vectors|, 3]))
Cf <- dTh%*%H%*%A2

B2 <- cbind(c(eigen.HHt$vectors[, 2]), c(eigen.HHt$vectors], 3]))
Ce <- dJh%*%t(H)%*%B2

cord <- cbind(c(Ct[, 1],Cc[, 1]),c(Cf[, 2],Ccl, 2]))

plot(cord,pch=16,xlab=paste(” Principal axis 1”), ylab=paste(” Principal axis 2”))
text(cord|[1,1],cord[1,2]-0.0045, ”Norte”)
text(cord[2,1],cord|[2,2]-0.0045, ” Centro”)
text(cord[3,1],cord[3,2]-0.0045, ” Sur”)
text(cord[4,1],cord[4,2]-0.0045, "Bajo”)
text(cord[5,1],cord[15,2]-0.0045, "Medio”)
]

text(cord|6,1],cord[6,2]-0.0045, Alto”)

Inercia total <- sum(H"2)-1

Chi.squared <- total *Inercia total
Porcentaje.inercia<-eigen.HtH$values[—1] /Inercia total
Acumulada.inercia <-cumsum(Porcentaje.inercia)
Inercia <-cbind(Porcentaje.inercia, Acumulada.inercia)
dimnames(Inercia)[1]<-list(paste("Eje”, 2:min(I,J)))
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Cuadro 4.4: Resultados del ACS en S-PLUS

> H
[, 1] [, 2]

[1,] 0.4630462 0.2291288

[2,] 0.4985272 0.4554200

[3,] 0.3343123 0.3134416

> eigen.HtH

$values:
[1] 1.000000000 0.019254778

$vectors:

[, 1] [, 2]
[1,]  0.7527727  0.6398695
[2,] 0.5916080 -0.5546195
3,] 0.2886751 -0.5319438

> eigen.HHt

$values:

[1] 1.000000000 0.019254778

$vectors:
1] 2
[1,] 0.5163978  0.7908292
[2, ] 0.6928203 -0.1603451
[3, ] 0.5033223  -0.5906595

1] ;2]

1] ,2]

,3]
0.1118034
0.1666667
0.2294157

0.006513483

»3]
0.1545974
-0.5851472
0.7960543

0.006513483

[, 3]
0.3285156
-0.7030572
0.6307044

1,]  0.21250424  0.05134265
[2,] -0.03211474 -0.08189864
3,] -0.16283968 0.10113148

[1,]  0.1179497  0.01657467
[2,] -0.1300859 -0.07982478
3,] -0.2556970  0.22255633

> Inercia total
[1] 0.02576826

> Chi.squared
[1] 7.730478

> Inercia

Porcentaje.inercia  Acumulada.inercia

Eje 2 0.7472285
Eje 3 0.2527715

0.7472285
1.0000000

66



Eje factorial 2
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Figura 4.1: Representacion grafica de la tabla de contingencia
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V. ANALISIS GENERAL
Introduccion

La base tedrica en comun, el Analisis General, de los dos métodos multivariados estudiados
en los capitulos anteriores, se origina en las ideas desarrolladas por Eckart y Young (1936),

quienes mostraron que una matriz puede ser aproximada por otra de menor rango.

Un conjunto de datos multivariados puede ser representado en un arreglo matricial, como
ya se a mencionado, el AG utiliza criterios de algebra matricial, tales como la descomposicién
en valores singulares de una matriz y la aproximacion por minimos cuadrados de una matriz
por otra de menor rango, con el fin de representar la informacién observada en una dimensién

menor.

En este capitulo se muestra que el ACP y el ACPN pueden ser obtenido a partir del AG apli-
cando la SVD a las matrices adecuadas, que se estudiaran mas adelante. E1 ACS también es un
caso particular del Analisis General, aplicando la SVD a la matriz de residuales estandarizados

que se definird en secciones posteriores.

Descomposicién en valores singulares

Iniciemos la seccion revisando el teorema de Eckart-Young.

Teorema 12. Para cualquier matriz real A, dos matrices ortogonales U y V pueden ser en-

contradas, tal que U'AV = A sea una matriz diagonal de elementos no negativos.
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La matriz diagonal, A, (rectangular o cuadrada) fue definida por Eckart y Young como la

matriz con el ij-ésimo elemento igual a cero, excepto en el caso de que i=j.

Demostracién. Sea A € R™*" suponga que m > n, el rango de A es r(A) =k < n,
recuerde que 7(A) = r(AA"), entonces ambas matrices tienen a lo més k eigenvalores diferentes
y distintos de cero. Sea U una matriz ortogonal de orden m x m con los eigenvectores de la
matriz AA’ en sus columnas, y A € R™ ™ la matriz diagonal con los k eigenvalores de AA" en

la diagonal principal, entonces

A O
U'AA'U = (5.1)
0 0
Ahora defina el siguiente producto como
B
U'‘A = (5.2)
T

Donde B y T son de orden n X n 'y (m —n) X n, respectivamente. Entonces

B BB' BT'
U'AA'U = [ Bt Tt } = (5.3)
T TB' TT'
Obteniendo que
BB’ = A y TT! =0 (5.4)

Los renglones de B son ortogonales, bibz- =0, para i,j=1,2,...n con i # j y el producto in-
terno de cada renglén con sigo mismo es el elemento i de la diagonal principal de A, b;bl = A;;.

La matriz TT" = 0, lo que implica que T=0.
La matriz B se puede plantear como

B = A2V (5.5)
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Donde V es una matriz ortogonal de orden n x n. Sustituyendo lo encontrado en (5.2)

Al/?vt A1/2
U'A = = \%A (5.6)
0 0
Postmultiplicando por V i
A1/2
U'AV = — A (5.7)
0

Esto muestra que cualquier matriz real A puede ser transformada en una matriz diagonal. =
Varios resultados se pueden extraer del teorema anterior, algunos son:

1. La matriz ortogonal U de orden m x m, contiene en sus columnas los eigenvectores de

AA'" y los eigenvalores no nulos son los elementos de la diagonal principal de A.

2. Las columnas de la matriz ortogonal V. € R"™ ™ son los eigenvectores de A*A, los eigen-
valores estan contenidos en A. Observe que
A1/2
(U'AV)(U'AV) = { A2 0 }

0
VIA'AV = A (5.8)

3. Los eigenvalores no nulos de A*A y de AA' son los mismos, cuando m > n AA’ tiene

(m-n) eigenvalores que son ceros.

4. Cuando A es cuadrada la matriz T de elementos nulos se elimina en la ecuacién (5.7),

entonces U'AV = A/2,

La importancia del teorema de Eckart-Young radica en que partiendo de su resultado,
la matriz A puede ser factorizada como el producto de tres matrices, una diagonal y dos
ortogonales, esta factorizacion es conocida como la descomposicion en valores singulares y se

denota como SVD(A).
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Teorema 13. Sea A € R™ ", el rango de la matriz A es r(A) = k < n. Entonces

k
A=UDV|=) auv, (5.9)
=1

donde Uy € R™* 4y V, € R son matrices semi-ortogonales.  La matriz

D = diag(ay, ag, ..., ax), tal que oy > ag > ... > ay, > 0.

Demostracién. Primero note que si 1(A) = k= n, la matriz A'/2, de la ecuacién (5.7), es

de orden n x n, pero si r(A) = k < n, entonces la expresiéon puede ser escrita como

t A0
U'AV = (5.10)

0 O

Donde A,i/ ® es la matriz diagonal de orden k£ x k.

Ahora, premultiplicando por U = [U},Uy], donde U; € R™F* U, € R™Mm k) y

postmultiplicando por V = [V, V,], donde V; € R™F* V, ¢ R™ (%) entonces

A0
A =1U \% (5.11)
0 0
AP o] v
- U, U,
0 0 A%
= U,DVI, (5.12)

donde D = A,t/z = diag(ay, ag, ...ag).

La factorizacién (5.11) es conocida como descomposicién en valores singulares completa,

mientras que el resultado (5.12) se llama SVD incompleta.
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Observe que

A = UlDVt1
(071 0 ... 0 Vﬁ
0 ay ... 0 v
= [ul uy ... uk]
0 0 (673 V};

k
= Z v (5.13)
i=1

Los vectores u; se conocen como vectores singulares por la izquierda, los v; son llamados
vectores singulares por la derecha. Los valores en la diagonal principal de la matriz D son los

valores singulares de A.

Observe que los vectores singulares por la izquierda son los eigenvectores de AA’, mientras
que los eigenvectores de A*A son los vectores singulares por la derecha de A, los eigenvalores

de AA" y A’A son el cuadrado de los valores singulares de A.

Corolario 1. Si A es simétrica (n=m), entonces los valores singulares corresponden a los

eigenvalores de A 1y los vectores singulares son los eigenvectores.
Demostracion.
A=UDV!=A"=V,DU! (5.14)
Entonces, U; = V1, por lo que A = UlDUtI. [
Cuando la SVD se aplica a una matriz simétrica la factorizacion es llamada descomposicion
espectral.

Teorema 14. Sea F € R™ ¥, tal que F = U,D, ademds defina la matriz C € R™F, tal que
C =V D, entonces las filas de las matrices F y C son las coordenadas de las filas y columnas

de A con respecto a las bases Vi y Uy, respectivamente.
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Demostracion.

A =U,DV! =FV! (5.15)

Si se expresa la matriz A por vectores fila, se tiene que

aj fi fivi
t t t\/t
Ao | ® | pveo | By | B 5.16
N = (5.16)
al, ft ft vt
Entonces _ _
vi
v k
a; = f;V] = fa fo oo fu } - Z fijVE‘ (5.17)
j=1

k ‘ .
Entonces a; = Zj:1 fijv;, para ¢ = 1,2, ...m, los coeficientes f;; son las coordenadas de a;
con respecto a la base V. Generalizando, las filas de F' contienen las coordenadas de las filas

de A.

Similarmente si C = VD, entonces A = U;C!, luego si se expresa la matriz A’ por filas

¢ t Tt
aj c} c;Uj
a e U
At = = CU! = Ul = (5.18)
¢ t t1Tt
ay Cn CnU1
La i-ésima fila de A’ es
uy
b Tt u - ¢
a;=cUl = | ¢y o ... ci = E :Cijuj (5.19)
: j=1
u
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k , .
En este caso, a; = ijl cijuj, para i = 1,2,...n, las filas de C contiene las coordenadas de

las filas de Af, o de las columnas de A, con respecto a la base U;. m

Una generalizacién de la SVD es la descomposicién en valores singulares generalizada, pre-

sentada en el siguiente teorema.

Teorema 15. Si Q) € R™™ y¢ € R™™ son matrices definidas positivas, entonces cualquier

matriz A € R™ " se puede factorizar como

k
A =NDM' =) amnm, (5.20)
i=1

donde r(A )=k, N € R™F y M € Rk Ademds las columnas de N y M estdin ortonorma-

lizadas con respecto a Q0 y ¢, esto es, N'QN = M!¢oM = 1.

Demostracién. Defina las matrices N = Q~Y2U; y M = ¢~'/?V,. Considere la SVD

de la matriz QY/2A /2,

Luego
QY2A¢Y? =U,DV! (5.21)
Entonces
NDM' = Q~'?U,DVi¢p~ '/ = Q7 *(Q2A¢"?)p™ 1/ = A (5.22)
|
Observe que
N'ON = UlQ~1200"Y?U, = ULU, =1, (5.23)
M!oM = Vi~ 1200712V, = ViV, =T, (5.24)

En este caso, los elementos de la diagonal principal de D son los valores singulares gene-

ralizados de A, a las columnas de la matriz N se les llaman vectores singulares generalizados
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por la izquierda y son las bases ortonormales para las columnas de A, de forma anloga, a
las columnas de la matriz M se les llaman vectores singulares generalizados por la derecha y

conforman una base ortonormal para las filas de A, respectivamente.

Aproximacién de una matriz por otra de menor rango

Una interesante aplicacién de la SVD es la aproximacién de una matriz por otra de menor
rango. Considere nuevamente el resultado del teorema de Eckart y Young, la expresion (5.7) y

defina lo siguiente:

e Sea AY? la submatriz diagonal que contiene los primeros r elementos de la matriz A,lg/ 2,

(r < k), y sea AY? la matriz diagonal con (k-r) elementos de A,lq/z.

e Particione la matriz ortogonal U en dos submatrices, U, es la submatriz que contiene las

primeras 7 columnas y Uy contiene las columnas restantes, (m-r).

e La matriz V = [V, V], donde V.. es la submatriz con las primeras r columnas y V con

las dltimas (n-r) columnas.

Entonces la descomposicién en valores singulares de la matriz A, es de la siguiente forma

AYZ AV
o= o]

0 AV || V!
= U,AYVL 4 UAVV! (5.25)

Si los ultimos valores singulares son muy pequenos, (k — r), de tal forma que puedan ser
omitidos, entonces se obtiene la aproximacion a la matriz A con otra matriz de menor rango,
(r < k), dicha aproximacién es de minimos cuadrados, ya que se minimizan las distancias al

cuadrado entre los elementos de ambas matrices, como lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 16. Sea Ay, de orden m x n de rango r, tal que

Ay =UAPVE=) vl (5.26)
i=1

entonces Ay es la matriz de aprozimacién de minimos cuadrados, que minimiza la siguiente

ETPTesion.

m n

> (ai —xy)* = tr(A - X)(A - X)' = A = X]]?, (5.27)

i=1 j=1

donde m(X) <r.

Demostracion.

1A = X[ =tr[(A - X)(A — X)]]

=tr[UU(A — X)VV'(A — X)] (5.28)

Sea G = U!XV y recordando la SVD completa A = UAV?, entonces, A = U'AV, susti-

tuyendo se tiene que

|A - X||* = trf[UAV'A! - UGV'A! - UAV'X' + UGV'X] (5.29)

La transpuesta de A es A! = VA!U!, ahora si se premultiplica por V! se encuentra que
VIA! = VIVA'U! = AU, ademés recordando que la tr(AB) = tr(BA), luego la expresién a

minimizar es

|A — X||?=tr[UAAU" - UGA'U" - UAV'X' + UGV'X/]
=tr(AA") — tr(GA") — tr(AG") + tr(GGY)
—tr(A — G)(A — G)*

=|A -G (5.30)
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Entonces

rr%pin I|A — XH2 = min [tr(A - G)(A - G)/|

x

k m
= mxin Z(O&, — gii)g + Z Z gfj (5.31)
=1

i=1 1<j<n

i)
La sumatoria anterior serd minima si g;; = 0 para todo 4,5, tal que 7 # j, se minimiza si G es

diagonal. Observe que r(G) = r(U'XV) = r(X) = r, entonces (k— r) elementos de la diagonal

principal de la matriz G son ceros. Esto es

r k
min A — X|* = min Y (o — ga) + > _ o} (5.32)
=1 i=r

Ademas si en (5.32) se cumple que «; = g;; para i = 1,2...r la expresién se minimiza.

Luego X = UGV*

ap 0 0 0 0
0 a 0 O 0
X =U \%&

0 0 QU 0
0O 0 0 0 0
(05} 0 0
0 (6] 0

= U, \%

0O 0 ... ap



(03] 0 0

0 (6) 0
X = [ul us ur]

0 O Q.

El error de la aproximacion de la matriz A, a A esta dada por

E=A-UAV =UA/?V!

La suma de cuadrados del error es

tr[E'E] = tr[V,AY2ULUAY2VE] = tr[ VA, VY]

= tr[Ay] = Z i

i=r+1
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(5.33)

(5.34)

(5.35)

La suma de cuadrados del error de la aproximacién son los eigenvalores de la matriz AA’

que no son utilizados en la aproximacion. Ademéds observe que

o tr[AAY] = trlUAV!VAU'] = tr[UA2UY] = tr[A%] = SF a2

2

o tr[Ap AL | = tr[UA VIV, APUL = tr[A,] = YT o

(2

Asf una medida de calidad de la aproximacién de A por Ap, es

s al T2
T= [1 By ] 100 = [—%1 a;] 100

(5.36)
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La medida anterior es llamada porcentaje de varianza relativo a los primeros r factores. El

valor de r se obtiene fijando la cantidad de aproximacion que se desea alcanzar.

Teorema 17. Sea A € R™*" r(A)=k, y su descomposicion en valores singulares generalizada

es

k
Z t
A = ;N1 (537)
i=1
entonces la matriz de aproximacion por minimos cuadrados generalizados o ponderados es

Ay =) amm!=N,D,M, (5.38)

=1

Demostracién. Defina G = N'XM vy observe que N'°AM = A. Entonces minimizar la

siguiente norma euclidiana ponderada equivale a

17 2(A = X)o7 =tr[Q 1 (A — X)¢ (A — X)]
=tr[(Q' A~ — Q' Xp ) (A — X)]

—tr[AA! — GA! — AG! — GG

=||A - G|? (5.39)

Observe que

tr[Q T AG T A =tr[Q 2 A 292 AN
=tr[UU'Q 2 A¢ PV VIg 1 2AIQ /2]
—tr[U'Q2AMM!A'Q~/2U]
—tr[N'AMM'A'N]

—tr[AAY] (5.40)



tr[Q AT X =tr[Q 2 A 22X
=tr[UU'Q2A¢ 2V Vi 2XIQ ™12
=tr[U'Q?PAMM'X'Q /U]
=tr[N'AMM'X'N]

=tr[AG’]

tr[Q T X A =tr[Q 2 X292 AO Y
=tr[UU'Q 12X 12V VIp12ALO 12
=tr[U'Q/2XMM'A'Q"/?U)]
=tr[N'XMM'A'N]

=tr[GA']

tr[Q X X =tr[Q 12X 22X
—tr[UU'Q 12X ¢ 12V Vi~ /2XI0"1/2
=tr[U'Q/2XMM'X'Q"/?U]
=tr[N'XMM'X'N]

=tr[GG']

Nuevamente se obtiene que la expresién se minimiza cuando

k m n
min [[Q7V2(A = X)¢7 | 2= min Y (0 — §a)* + D D52
=1

i=1 j=1
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(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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Por lo tanto

X = Z a;n;m! = Am (5.45)

=1

Aplicacion al Analisis de Componentes Principales

Sea X = (x;;) la matriz definida en el capitulo 3, como la matriz donde los renglones representan

n individuos y las columnas son j = 1,2, ..., m variables observadas.
Ahora defina la matriz Y como
Y — [u] (5.46)
Donde x; = > 1" | 72

Pues observe que

Y'Y = lx"j — Xj]t [Xij — Xj] =S (5.47)

Es la matriz de varianzas y covarianzas, entonces si se descomponen en valores singulares

la matrices Y, se tiene que

SVD (Y) = UDV! (5.48)

El interés ahora es encontrar la matriz de menor rango de aproximacién a la matriz Y, esta

es
Ay = Z QU v = Z \//\_l v, (5.49)
i=1 i=1

La calidad de la aproximacion es

T = [—Z:ﬂ Ai] 100 (5.50)
Z .

k
i=1 "\

El ACPN se obtiene si se considera la matriz
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Y = [X;—\_/_?] (5.51)

Donde s; es la desviacién estandar de la j-ésima variable. Entonces

— t —
Y'Y = { Y 31 [ Y J} =R (5.52)
Sjﬁ

Se obtiene la matriz de correlaciones de las variables observadas, de manera que si se aplica

la descomposicién en valores singulares a Y se obtendran los mismos resultados que en el caso

del ACP normado.

La matriz de aproximacién por minimos cuadrados de Y, es
Ay =) VA wvl (5.53)
i=1

La calidad de la aproximacién es

7= [%;—11] 100 (5.54)

Ejemplo

Utilizando los datos del ejemplo de la seccion 3.7, se muestra a continuacion que se obtienen
los mismos resultados utilizando el AG. Los comandos en S-PLUS para obtener el ACP a partir

del AG se encuentran en el Cuadro (5.1).

Los resultados més utiles de S-PLUS se muestran en el Cuadro (5.2). Se observa que
de la SVD de la matriz Y los valores singulares coinciden con las desviaciones estandar de
las componentes, los vectores singulares por la derecha son similares a los eigenvectores o

coeficientes de las componentes.
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La matriz de aproximaciéon A de Y, tal que la calidad de la aproximacion sea mayor a 90

por ciento es A[y, la aproximacién es de 96.11 por ciento, el rango r(Apy)=2, reduciendo asi la

dimensiéon del conjunto de datos.

Cuadro 5.1: Comandos para obtener el ACP usando el Analisis General

X <- egresosdatos2
n <- 31
m <- 12
yl <- matrix(0,n,m)
a <-sqrt(n)
for(i in 1:m)
vyl [,i] <- (x][,i]-colMeans (x[,i]))/a
sval <- svd(yl)
Armenor <- sval$d[1]*sval$u[, 1] %*%t(sval$v[, 1])+
sval$d[2]*sval$v[, 2| %* %t (sval$v], 2])
Aproximacion <- 100*(sum(Armenor~2)/sum(y1°2))

Cuadro 5.2: Resultados del ACP usando el Andlisis General

$d:

[1]
[7]

$v:

— ==
N = O

> sval

5405.773  3135.61
218.1182

1]
0.7404908405
0.0290283696
0.0562983533
0.5237053406
0.0075098931
0.1386485912
0.0037231044
0.3510677597
0.0041905022
0.0164821425
0.1670532980
0.0515324268

186.446

854.8336
171.8362

2
0.6147405871
0.0020514866
0.0202315603

-0.7745778021
0.0079087282

-0.0549802101

-0.0013690432

-0.0704869959

-0.0190161869
0.0214473953

-0.1132165600
0.0038021640

0.1945307853
0.0396733949
-0.2602849757
0.0513588337
0.1235317245
0.0045961888
0.1352948822
-0.8954257458
-0.2223083418

671.457  427.0918 287.5798
125.6533 53.10236  46.34324

.3 4
0.0676503530 -0.0136087133
-0.0286832393 -0.0339951133
-0.0020776029  0.1033670169

-0.0151913675
0.0179838149
0.8897253607

-0.0124935122

-0.1649701535
0.1540133798

-0.1565411053

-0.3322521769
0.0991009339

[, 5]
-0.1963144238
0.0153835359
-0.0094837508
-0.2515175718
-0.0671245090
0.2343494449
-0.0972272521
0.7408494959
-0.1389964692
-0.0322654213
0.0751571902
-0.5041099167




Cuadro 5.2: Resultados del ACP

usando el Analisis General (continuacién)

6] 7] 8] 9] 10]

[1,] -0.1418523260 -0.0829355448 0.0141787104 -0.0426032168 -0.0224651781

12,] 0.1675339918  0.0505192591 -0.0185058481 -0.4843213555 -0.4707793560

(3, ] 0.2438074015  0.0880014704 -0.6112730608 -0.3096694621 0.6373558402

[4,] -0.1250528056 -0.0836402657 -0.0277815118 -0.0282241851 -0.0072366990

[5,] 0.1144606025 -0.0245986512 -0.1005866979 -0.0041399903 0.0916727332

[6,] -0.0852132187 0.0493795200 -0.1117569211 0.0922613881 -0.1779059751

[7,] 0.4862646811 -0.0739931855 -0.2573516974 -0.3076835085 -0.4500235297

8, ] 0.4327531172  0.1721940759  0.1833317754  0.1560923755 0.0724453146

[9,] -0.0241767914  0.5964949122 0.5206450439 -0.4896623709  0.2148776457

[107] -0.2192248231 0.7432514416 -0.4428626638 0.2874074730 -0.2752722312

[11,] -0.1109900860 0.0526343928 -0.0718000427 -0.0888478371 -0.0007773758

[127 } 0.6096524123 0.1632821487 0.1738630333 0.4572707126 0.0426091751
11] [12]

[1,] 0.0237480874 -0.0195215926

[2, ] -0.6474560359 0.3009586348

[3, ] -0.1875832191 -0.0865795107

[4, ] -0.0089644084 -0.0096335854

5, ] 0.3826649621 0.9026629760

[6, ] 0.0293122878  0.0162310638

(7,] 0.5466552359 -0.2890619565

[8,] -0.0052902599 0.0164941572

[9, ] 0.2025653893  -0.0460784492

[10,] 0.0098414798  0.0182534632

[11,] 0.1149632109  0.0096083670

[12,] -0.2108818069  0.0035340232
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Para este mismo ejemplo veamos como obtener el ACPN como caso especial del AG. Los

comandos necesarios se listan a continuacién.

Cuadro 5.3: Comandos para obtener el ACPN usando el Analisis General

X <- egresosdatos?2

y2 <- matrix(0,n,p)

a <-sqrt(n)

for(i in 1:p)

v2[,1] <- ((x[,]-colMeans(x[,i]))/(colStdevs(x[, i],unbiased=F)*a))
svalcor <- svd(y2)

Arcorm <- svalcor$d[1]*svalcor$u[, 1]%*%t(svalcor$v|, 1])+
svalcor$d[2]*svalcor$ul, 2] %*%t (svalcor$vl, 2]) +
svalcor$d[3]*svalcor$u[, 3| %*%t(svalcor$vl, 3])

Aproximacioncor <- 100*(sum(Arcorm~2)/sum((t(y2)%*%y2)~2))

Los principales resultados de S-PLUS se muestran en el Cuadro (5.4). Los vectores singulares
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por la derecha de Y coinciden con los eigenvectores encontrados en el ejemplo de la seccién
3.7, para el caso ACPN. De forma similar, los eigenvalores obtenidos anteriormente son las

raices cuadradas de los valores singulares de Y. Entonces nuevamente el AG proporcionara las

mismas componentes principales que en el ACPN.

La matriz A[g] se aproxima a la matriz Y en 73.46 por ciento .

Cuadro 5.4: Resultados del ACPN usando el Anélisis General

$d:
[1] 2.40876 1.32149 1.125414  0.9900632 0.8649852 0.7332368
[7] 0.6588046 0.4539065 0.3648661 0.3042059 0.1906764 0.1297741
$v:
1] 2 3 4 5]
[1,] 0.3523866343 -0.1684703939  0.2514605479  0.0306735439 -0.3044249892
[2,] 0.3485420775 -0.0639415489 -0.0338095253 -0.1462152598  0.3271356155
[3,] 0.3717823765 -0.1534830882  0.0173715664  0.0562326179 -0.2209006350
[4,] 0.3116907006  0.2513302745  0.0163510694  0.0026426071  0.4351286914
[5,] 0.2125082617 -0.5102530059 -0.2088037382  0.1773844372 -0.2769864936
[6,] 0.3285590447  0.2854957399 -0.1076902163  0.1208460440 -0.2670721686
[7,] 0.1087930536 -0.4581495560 -0.5166729977 -0.2270087588  0.4404815605
[8,] 0.3864989294  0.0344348408  0.2106378499 -0.0318213334  0.1260275527
[9,] 0.0781361769  0.2769540899 -0.3726508556  0.7783641390  0.1789957932
[10,] 0.0966069482 -0.3536383059  0.5688338538  0.4021425702 0.3067360323
[11,] 0.3096604294  0.3515891798  0.1098308194 -0.3209623274  0.0877263715
[12,] 0.3054716805  0.0497387925 -0.3066536867 -0.0728722644 -0.2653209991
[, 6] [, 7] [, 8] 9] [, 10]
[1,] 0.1312366357 -0.2693781033 -0.1830446269  0.3778933321  0.2606610313
(2,] 0.2142337245 -0.5366069197 -0.2819211107 -0.0250473774 -0.3684196948
[3,] -0.1353818017 -0.1733024355  0.3478791876 -0.6204162128  0.4096684345
[4,] -0.4138781983  0.4320387229 -0.0931946874  0.0844803808  0.1227872193
[5,] -0.2572361925  0.3169458438 -0.4692325122 -0.1862736742 -0.3350041001
[6,] -0.3277220141 -0.1406405711  0.4910302373  0.2142857646 -0.5330545720
[7,] -0.0001367757 -0.0542137045  0.3328853061 0.1088561628  0.0973783849
[8,] -0.2247154957 -0.0090577740 -0.1504574311 0.2825179378  0.3117413685
[9,] 0.1839812052  -0.1490881208 -0.1548452731 -0.0847255393  0.1481847793
[10,]  0.2691523086  0.2286730433  0.3273661963 -0.0103572429 -0.2314935306
[11,]  0.2979904877  0.1785328021 -0.1190296983 -0.4655039933 -0.1688348082
[12,] 0.5727982469  0.4394872716  0.1313632699  0.2612547977  0.0795267084
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Cuadro 5.4: Resultados del ACPN usando el Analisis General (continuacién)

1] 12
[1,] 0.1807841253 -0.5690958994
[2,] -0.4279933883  0.1096760259
[3,] -0.2494903743  0.0398496073
[4,] -0.3474710567 -0.3748106713
[5,] 0.0859019353 0.0398409711
[6, ] 0.1206644226 -0.0097464378
[7,] 0.3370481350 -0.1306508966
8, ] 0.2863056671 0.6752647164
9, ] 0.1753873647 -0.0219316941

10,]  0.0198401951  0.0153733412
[11,]  0.5107348564 -0.1297316899
12,] -0.3027231361  0.1724759572

Aplicacion al Analisis de Correspondencias Simples

Considere la SVD generalizada de la siguiente matriz

A=F—fc = NDM' (5.55)

Donde los elementos del vector f = D1 son las frecuencias marginales relativas de las filas
de la tabla de contingencia, el vector ¢ = D.1 contiene las frecuencias marginales relativas de

las columnas. Ademéds N'D;'N =Ty M'D;'M = L.
Ahora defina la matriz A = D;1/2AD§1/2, entonces
SVD(A) = D;'*(F - fc")D;'/? = UDV" (5.56)

La matriz anterior incluye la representacién de las filas y las columnas de la tabla de con-

tingencia, como se muestra a continuacién.
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La representacién por filas de la tabla de contingencia se obtiene a partir de la matriz P
definida en el capitulo 4 como la matriz de perfiles fila, el perfil medio es c, entonces la distancia

de cualquier punto hacia el centro es

(D;'F — 1c") (5.57)

Si se postmultiplica por D,/

(D;'F — 1c¢")D,;'? =W —D)/? (5.58)

c

Obteniendo la matriz W menos su baricentro, W es la matriz que puede ser trabajada
con observaciones en los renglones y variables en las columnas. Sin embargo no considera la

diferencia entre el peso de las filas, luego premultiplicando por D}/ 2

D/*(D;'F - 1¢)D;¥? = D;"*(F - fc')D, /2

= H - f2(c/?)! (5.59)

Se encuentra la matriz H definida en el capitulo 4, entonces la matriz A es
A =D;"*(F - fc")D;V/? = H — £/2(c!/?)" (5.60)
La representacién por columnas se obtiene utilizando la matriz P, entonces la distancia de

cualquier punto hacia el centro, f, es

(D, 'F' — 1f") (5.61)

Postmultiplicando por D;l/ 2 y premultiplicando por Di/ 2, se encuentra

D/*(D;'F' - 1fYD;'* = D;V*(F' - cf')D;"?

= H'—c!2(f1/2%)! = A (5.62)
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Es la transpuesta de la matriz obtenida en la representacién de las filas, ambas proyecciones

pueden ser resueltas por la SVD(A) ya que los vectores singulares por la derecha de A son los

vectores singulares por la izquierda de A’ y viceversa. La matriz A es conocida como matriz

de residuales estandarizados.

Las coordenadas de las filas de A son las filas de la matriz

C; =ND =D, "*UD

Las coordenadas de las columnas de A, las filas de A‘, son

C. =MD = D_'?*VD

El 7j-ésimo elemento de la matriz A es

(fzg fzcj)
V flcj

Cl,ij

Entonces la x? de la tabla de contingencia es
f” fzcj
RO D e DD DL

La inercia total es
2

IT:%:ZZG%

i g

La matriz de aproximacion de A es

A[r] = Z oziuivf-

i=1

La calidad de la aproximacién es

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)



Ejemplo

Apliquemos lo expuesto al ejemplo de la seccién 4.6. Los comandos para obtener el ACS

como caso particular del AG se presentan en el Cuadro (5.5), los resultados en S-PLUS se

presentan en el Cuadro (5.6).

De la SVD de la matriz de residuales, D;l/Q(F fc" D, 12 (vea svl en el Cuadro 5.6), se

tiene que los valores singulares son las raices cuadradas de los eigenvalores de la matriz H'H,

observe que entre los valores singulares no se encuentra la solucién trivial, A = 1 , sino que uno

de los valores singulares es cero, el rango de la matriz de residuales es 2.

Cuadro 5.5: Comandos para obtener el ACS usando el Analisis General

Alto <- ¢(5,10,10)

Medio <- ¢(21,56,28)

Bajo <- ¢(54,78,38)

N <-cbind(Bajo,Medio,Alto)

total <- sum(N)

Fr <- N/total

Imass <- as.matrix(apply(Fr,1,sum))

Jmass <- as.matrix(apply(Fr,2,sum)

Ih <- Imass™-0.5

Jh <-Jmass~-0.5

dIh <- diag(Ih,nrow=I,ncol=I)

dJh <- diag(Jh,nrow=J,ncol=J)

ItC <- Imass%*%t(Jmass)

Y <- Fr- ItC

mres <- dIh%*%Y%*%dJh

svl <- svd(mres)

valoresingulares al cuadrado <- sv1$d~2

coordenadas de las filas <- dIh%*%sv1$u%*%diag(sv1$d)
coordenadas de las columnas <- dJh%*%sv1$v%*%diag(sv1$d)
Inercia total.svd <- sum(mres~2)

Arm <- sv1$d[1]*(sv1$ul, 1])%*%t(sv1$v], 1))+ sv1$d[2]*(sv1$u[, 2])%* %ot (svi$v], 2])
aproximacion <- 100*(sum((Arm)~2)/sum((mres)"2))

Los vectores singulares por la derecha, correspondientes a los valores singulares diferentes

de cero, son iguales a los eigenvectores de H'H, correspondientes a los eigenvalores diferentes
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de uno, mientras que los vectores singulares por la izquierda correspondientes a los valores

singulares diferentes de cero coinciden con los eigenvectores de HH'.

Los vectores singulares por la derecha de la matriz de residuales, y por lo tanto los
eigenvectores de H'H, son los vectores singulares por la izquierda de la SVD de la matriz

~1/2 i~ —1/2

Las coordenadas de las filas de la tabla de contingencia, contenidas en la matriz D;l/ ‘UD
son equivalentes a las obtenidas por la matriz C;. De forma similar coinciden las coordenadas

de las columnas.

La suma de los elementos al cuadrado de la matriz de residuales nos da como resultado la
misma inercia total obtenida anteriormente como la traza de la matriz tr(H'H) — 1.

La aproximacion de la matriz Ay a la matriz de residuales es de 100 por ciento.

Cuadro 5.6: Resultados del ACS usando el Anélisis General

> mres
1] 2] 3]
[1,] 0.07431605 -0.07637626 -0.03726780
[2,] -0.02300895  0.04554200 -0.03333333
[3,] -0.04457497  0.01567208  0.08411910

>svl

$d:
[1] 1.387616e-001 8.070615e-002 1.196741e-017

$v:
1] ® 5]
[1,] -0.6398695 0.1545974  0.7527727
[2,] 0.5546195 -0.5851472 0.5916080
[3, ] 0.5319438 0.7960543  0.2886751

$t

=

[, 1] [, 2] [, 3]
[1,] -0.7908292 0.3285156  0.5163978
2,]  0.1603451 -0.7030572  0.6928203
3,]  0.5906595  0.6307044  0.5033223

> valoresingulares al cuadrado

[1]  1.925478e-002 6.513483e-003 1.432189¢-034
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Cuadro 5.6: Resultados del ACS usando el Andlisis General (continuacién)

> coordenadas de las filas

1] 2] 3]

[1,] -0.21250424  0.05134265 1.196741e-0177
[2,] 0.03211474  -0.08189864  1.196741e-017
[3,] 0.16283968 0.10113148 1.196741e-017

> coordenadas de las columnas

[, 1] ,2] [, 3]
[1,] -0.1179497 0.01657467  1.196741e-017
[2,] 0.1300859 -0.07982478 1.196741e-0177
[3,] 0.2556970  0.22255633  1.196741e-017

> Inercia total.svd
[1] 0.02576826

> ji cuadrada.svd
[1] 7.730478

> aproximacion

1] 100

Comentarios finales

De lo expuesto en este documento se desprende que los métodos multivariados aqui presen-
tados, el ACP, el ACPN y el ACS, pueden ser obtenidos partiendo del AG, aplicando la SVD

a la matriz adecuada, segtin el método que se busque calcular.

Al retomar los ejemplos utilizados para ilustrar cada uno de los métodos multivariados, se
encuentran los mismos resultados si se parte del AG, pero en este tltimo caso se obtienen de

manera mas directa y sencilla.

Po ejemplo, para obtener el ACS se realizan varias operaciones con la finalidad de expresar
la tabla de contingencia como una matriz con observaciones en las filas y variables en las

columnas, para después trabajarla como en el ACP. Al utilizar el AG no es necesario realizar
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todas esas operaciones, ya que los resultados seran los mismos si se aplica la SVD a la matriz

de residuales estandarizados, simplificando notablemente el procedimiento.

El AG es una poderosa herramienta que facilita considerablemente el estudio de los métodos
multivariados aqui presentados, puesto que permite abordarlos de forma més homogénea, desde

un mismo punto de vista, utilizando la SVD.

Obtener mas métodos multivariados por medio del AG puede ser considerado para futuros

estudios de investigacion.
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