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RESuUMEN

Este trabajo trata sobre el problema de prondéstico para una
serie de tiempo estacionaria. EIl principal resultado es la
formulacion de un método de orden cuadratico para
implementar el algoritmo de innovaciones, cuya codificacion
usual tiene orden cubico. El procedimiento propuesto combina
el esquema recursivo de Durbin Levinson, con un teorema de
transformacion de representaciones para un prondstico.

A Second Order Implementation for the Innovations Algorithm
in Time Series Analysis

INTRODUCCION

Este trabajo se ubica en el area conocida como analisis
de una serie de tiempo, y el principal objetivo es
presentar una implementacién eficiente de un
procedimiento de prondstico conocido como algoritmo
de innovaciones. De manera intuitiva, una serie de
tiempo es una sucesion {X } de variables aleatorias
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, donde
la variable aleatoria X se interpreta como la observacion
que se realiza en el tiempo ¢, el cual, en el caso
considerado en este trabajo, puede variar en un
subconjunto de los numeros enteros. El rasgo
fundamental de la sucesion {X} es que, en contraste
con el supuesto comunmente adoptado en la teoria
estadistica clasica (Borovkov, 1999, Dudewicz y
Mishra, 1988, Shao, 2008, Wackerly et al., 2009), no
se supone la independencia de las variables X, ni que
éstas tengan la misma distribucion, caracteristicas que

ABSTRACT

This work is about the problem of prognosis for a stationary
time series. The main result is the formulation of a quadratic
order method to implement the innovations algorithm, which
usual coding has cubic order. The proposed procedure
combines the Durbin-Levinson algorithmwith a new theorem
of transformation of representations for a forecast, one in
terms of the innovations, and the other one in terms of the

original observations.

permiten incluir en el estudio una gran variedad de
observaciones que surgen en la practica, como las ventas
diarias de una almacén, la asistencia semanal a teatros,
la poblacién de un pais, o la aparicion de manchas
solares (Brockwell y Davis, 1991; Shumway y Stoffer,
2006; Shao, 2008). Las series que se analizan son
estacionarias, en el sentido de que las propiedades
relevantes de un segmento (X, X,,...,X ) son las mismas
que las del segmento trasladado (X, X, ,,....X ,,) para
cada entero /4; como no se hace supuesto alguno sobre
la distribuciéon de los datos X, las propiedades
importante de la serie involucran sus momentos.
Formalmente, una serie es estacionaria si

(a) E[X ]= u no depende de t;

(b) Para cada s y #, Cov(X,X) esta bien definida y
depende solo de la diferencia entre s y ¢

Estas propiedades permiten definir la funcién de
autocovarianza asociada a la serie estacionaria {X }
mediante

""(h) = E[X.tlhxt.;a h= O?+$ _-:-_2$~ v

(1.1)
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Aunque la idea de serie estacionaria es bastante
restrictiva y, en general, una de tales series no es un
modelo razonable para los datos que se observan
comunmente en la practica, las series estacionarias son
parte esencial del denominado modelo clasico, el cual
si captura una amplia gama de situaciones reales (Shao,
2008).

El problema de prondstico para una serie estacionaria
puede describirse como sigue: Dadas las observaciones
X,,...,X registradas hasta el tiempo n, determinar ‘la
mejor’ aproximacion para la variable X, que se
observara en el tiempo futuro » + /4 en términos de los
datos disponibles X ,...,X . Un resultado conocido en la
teoria estadistica establece que la mejor aproximacion
a X, en el sentido de minimizar el error cuadratico
esperado es la esperanza condicional g(X,,...,X )=
E[X ,1X,....X ], sin embargo, al no conocer la
distribucion de {X }, la funcion g(-) no se puede calcular,
y en la teoria de series de tiempo, la aproximacion que
se pretende encontrar es ‘la mejor aproximacion lineal’
basada en los datos observados hasta el momento actual
n:

X, X)=aX, + - aX (1.2)

donde a,...,a, son constantes y

min E[((X,,, - (b, X, + = b X))]= E[((X,,, - (aX, + -

non

biysh (1.3)

1 n

a X))

non

tales nimeros ai siempre existen y se expresan solamente
en términos de la funcion de autocovarianza _ (-); de
hecho, al,...,an pueden determinarse por mcdio de
diferenciacion (Fulks 1982; Khuri 2003) e invirtiendo
una matriz. Sin embargo, se conocen métodos
alternativos y mas eficientes para determinar
prondsticos. En este trabajo el principal interés se centra
en el denominado algoritmo de innovaciones, y el
problema que se analiza es disefiar una implementacion
de dicho procedimiento que realice menos operaciones
que la codificacion usual. Este objetivo se alcanza
combinando un algoritmo conocido como método de
Durbin-Levinson, con un resultado de transformacion
entre representaciones de un pronostico que se establece
en este trabajo como Teorema 7.1, el cual representa la
principal aportacion técnica del articulo.

La presentacion ha sido organizada de la siguiente
manera. En la Seccion 2 se discute la nocion de

proyeccion ortogonal en un espacio vectorial con
producto interno y su relacion con el problema de
prondstico, mientras que estas ideas son usadas en la
Seccion 3 para formular las ecuaciones de prondstico y
para encontrar los errores correspondientes. A
continuacion, en la Seccion 4 se discute el procedimiento
para calcular prondsticos conocidos como método de
Durbin-Levinson, y se demuestra que es de segundo
orden. Posteriormente, en la Seccidon 5 se introduce la
base ortogonal de innovaciones y en la Seccioén 6 se
formula el algoritmo clésico correspondiente, probando
que es de orden cubico. Finalmente, en la Seccion 7 se
presenta un método que relaciona las expresiones para
un pronostico en términos de las bases de innovaciones
y de observaciones originales, y la exposicion concluye
en la Seccion 8 formulando una implementacion del
algoritmo de innovaciones que tiene orden cuadratico;
el método propuesto combina el algoritmo de Durbin-
Levinson con el resultado de transformacion previamente
obtenido.

PRoYECCIONES

Puesto que este trabajo se centra en la determinacion de
las constantes a,...,a_en (1.2), las cuales tienen la
propiedad de optimalidad en (1.3), las ideas basicas de
espacio vectorial y producto interno son de importancia
fundamental en el desarrollo subsecuente; para un
estudio de estos conceptos en espacios de dimension
finita, vea, por ejemplo, Graybill (2000, 2001), Harville
(2008), Hoffman y Kunze (1971) y, particularmente,
Strang (2003). La intuicion del caso de dimension finita
es de gran importancia en el estudio de series de tiempo,
aunque el entorno de trabajo es, naturalmente, el espacio

= L*0F P

de todas las variables aleatoriasY:2— & con segundo
momento finito, y donde (2.7, P) es el espacio de proba-
bilidad donde la serie {X | esta definida. Este espacio
es de dimension infinita y el producto interno esta
especificado por

N, Yz} = EMY,

vYel?, (2.1

y la norma correspondiente estd dada por

¥ = /{7.¥) = E[Y21/2 (2.2)
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Con respecto a esta norma, L’ esun espacio métrico
completo, es decir, toda sucesion de Cauchy es
convergente (Apostol, 1974; Rudin, 1987; Royden,
1998). Considere ahora, una sucesion finita W ..., W,
de variables en L, y sea W el espacio vectorial generado
por estas variables:

W={aWi+  +enWn|e,e,...,60 € R}
el cual es un subespacio cerrado de L? (Rudin, 1987,
Royden, 1988). Dado Y & L?, existe una Unica variable
aleatoria P, Y que satisface las siguientes propiedades:

ByYeW y [V-RBy¥|<|V-w| puateowel. (2.3)
Estas condiciones son equivalentes a

PwYeW y (PywY,w)=(Y,w), weW. (2.4)
(Brockwell y Davis, 1991, Strang, 2003); debido a
la (bi-)linealidad del producto interno, estas condiciones

pueden expresarse como
ByY €W v (ByV W)= Wi, i=12...h (2.5)

La variable P Y se llama la proyeccion (ortogonal) de
Y sobre W'y es una transformacion lineal; la equivalencia
de (2.3—(2.5) se conoce teorema de proyeccion. La
siguiente propiedad sera util Si W,y W, son dos
subespacios de L?, entonces
Wo € Wi = By, By, = B (2.6)

A partir de esta discusion se es claro que el mejor
prondstico g(X,,...,X ) para X, dadas las observaciones
X,...,X , es la proyeccion de X, sobre el espacio

n+l

generado por X ,...,.X ; compare (1.2) y (1.3) con (2.3).
EcuacioNEs Y ERRORES DE PrRoONOSTICO

Dada una serie estacionaria {X } con funcion de
autocovarianza - (-), en esta seccion se establecen las
ecuaciones para determinar la proyeccion ortogonal una
variable X . donde & > 0, sobre el espacio generado
por las variables X,....X donde, por el momento, el
entero 7 es fijo, y el L« es el subespacio de L’ generado
por las variables X con 1 <¢<n:

LK1y o) = L= Kot b0 X | i) €R7). (3.1

Para cualquier variable aleatoria Y con varianza finita,
la proyeccion ortogonal de Y sobre L, se denotara
mediante ¥":

Y =F- ¥,

de manera que, como se establecid en la seccidn
precedente, ¥ esta caracterizada por los siguientes
requerimientos:

y X =(¥ X)), k=12...m (3.3)

en palabras, ¥ es una comlzinacién lineal de X,... X, y
los productos internos deY"y ¥ con X, coinciden, i =1,
2,...,n. Ahora se determinara la forma que estas condi-
ciones adoptan para el caso en que Y es la variable X
que se observara una unidad de tiempo después de haber
registrado el valor de X ; primero, se estudiara el caso
h = 1. Observe que la inclusion X, 11 € £, significa que
X.41 es una combinacion lineal de X,..., X , de manera
que existen constantes @=1, ¢nz ,..., ¥nn tales que

Xy Pn1Xn +naXn_1+  + dunkl,

o de forma mas compacta,

T
X!a—'l - Z';jﬁ jﬁ-ﬁ +1—7j»
=1

(3.4)

A continuacion, note que la condicion de que X |y
Xt tengan los mismos productos internos con las
variables X, r =1, 2,...,n puede escribirse en términos
de la funcién de autocovarianza:

(Xat1. X Xot1, X

(3.4)

Una forma mas conveniente para este sistema se
obtiene escribiendo
i=n+1-r
con esta notacion, cuando » toma cualquier valor
entre 1 y n, i también lo hace y el anterior sistema de
ecuaciones se escribe como
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Definiendo los vectores Vx> ¥, € [R™ y la matriz
I';. de orden n x n mediante

M 11

b
;

Pig=12,.n; (36)

con esta notacion, las ecuaciones anteriores equivalen

sistema que siempre es consistente, por el teorema de
proyeccion. Después de encontrar una solucion¥ para
esta ecuacion vectorial, el error cuadratico de pronds-
tico, denotado por v, y definido mediante

tn = || Xnt1 — X [P, (3.9)

puede determinarse de forma muy simple. En efecto,
observando que

", -A’.‘_;_l,,‘(.... 0

para todo r =1, 2,...,n (vea la primera igualdad en 3.5),
como X1 es una combinacion lineal de X ..., X se
desprende que

A Xpp1, A 0 (3.9)
lo que equivale a
."l. - Y\ Fa s i ) i ]
\__}tn.h Xoti J =\ indg 1_.,5€.—e |.1;.?' = ||?i_., } 1|| .
Con esto en mente,
|| X fuullz—{xy\al Kni1, Xnga J‘(.ul:}
= {xmal Rhll‘xﬂnl} ixn.1 jn|11£nn1}

= Xnsi1 — 'iltl 1 1“:: (por la ecuacidn {3.9:!]
!

= (Xnt1: Kngr) — =::_X~|-1.xn | 1:3

= (0) — {Knss, Kurr b

donde, de nueva cuenta, se utilizo la ecuacion (3.9) para
establecer la ultima igualdad. Por lo tanto,

X1 = Kl = 70) — (Xnt1, Xnia)  (3:10)

Ahora se calculara la norma cuadratica de X, . 1. Usando
(3.4) se tiene que

] i
<fn+1, -fn+l> = <Z PniXns1-s Zﬂﬁm‘xwl-i:>
31 -1

=33 bnilXnp1oss Xnp1-iddn;

j=1li=1

=33 nev(i— 1)n;

j=li=1
= ¢nlatey,

y recordando que I'p¢,, = 7v,, se obtiene que
(Xas1,Xoi1) = ¢lhrnicombinando esta relacion con (3.10),
se llega a la expresion

= [ Xnt1 — Znta]? = 7(0) — @l vn-

De esta manera, al resolver la ecuacion (3.7) es posible
determinar, tanto la proyeccior A, ; por medio de (3.4),
como el error de prondstico v, a través de la anterior
expresion desplegada. Esta discusion se resume en el
siguiente teorema.

Teorema 3.1. Suponga que {X,} es una serie
estacionaria con funcion de autocovarianze ().

En este caso, la proyeccion X,,.; de X  sobre el

n+l

espacio Ln generado por X,,...,.X estd dada por

T
Xny1 = th’annH—j
j=1
donde ¥, = (#n1,---.9nn)es cualquier vector que satisface el
sistema de ecuaciones

’Tn = Pﬂtpn?
y la notaciéon es como en (3.6). Mas aun, el error de
pronostico vi esta dado por

tn = [Xns1— X1l =40 = @hva.  (3.11)

EL ALcorITMO DE DURBIN-LEVINSON

En este seccion se formula un procedimiento recursivo
para calcular los coeficientes ¢ & en la expresion para
la proyeccion de X | sobre £L{(Xi,...,X.). Este procedi-
miento calcula el vector de coeficientes #.-1 el error de
prondstico v en términos del vector de coeficientes

¥n-1 y el correspondiente error de v_, evitando el
problema de invertir la matriz I'x. El esquema de calculo
en el siguiente teorema se conoce como el algoritmo de
Durbin-Levinson. En el resto del capitulo, se utiliza la
siguiente notacion:
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4 '|__|'.]1

Ko = Prgx,, . X0} Xns

4P =y0 @D
X.2 n=23,...

Uy = | X;

Un_1 = [|[Xn

Por conveniencia, a continuacion se reescribe la
expresion para A, :

n—1

) =
X'n. = 2 P Lk Xn---kA

k=1 4.2)

Teorema 4.1. Suponga que {X,} es un proceso
estacionario con funcion de autocovarianze ¥(-) tal que
conforme h —co,de tal forma que las
matrices I', son no singulares. En este caso, los
coeficientes @nk y los errores cuadraticos de pronos-
tico satisfacen las siguientes relaciones:

¥0) >0 yyh) =0

1)

(i) =y w10
" Tl 3=1 |
(111) Pk = Pn-1k — Punfn-ln-k, k=12 3

Una demostracion de este teorema puede encontrarse
en Brockwell y Davis (1991), o en Fuller (1996). Este
resultado permite encontrar los coeficientes ¢« & en

i
A ~ s
Xn—,—l_ 2 @'n_j n+l—js
j=1

asi como el error de prondsticc v = | Xn1— £ni1l%, de ma-
nera recursiva, sin invertir la matriz I'n. El pro-
cedimiento se describe como sigue:

Algoritmo de Durbin-Levinson
Entrada: Un vector (+(0),4(1},...,%(n)), donde *()es una
funcién de autocovarianza.

Salida: El vector w, = (¢s1,--.,¢sn) de coeficientes
de la proyeccion X1, asi como v , el correspondiente
error cuadratico de pronostico.

* Inicio: Defina #u: = #it)/v(1) y v = (1

* Paso Recursivo: En términos de ;. i

calcule

%) ¥ ponga k= 1

1,2, . kywg

&
(a)  Pren vt |tk 1) =Y e ik + 1 - )

=1

(b)  we1=1we[l _‘i’i+1k+1]

(€)  Per1j =i — Bresibt1Pn—yo T=12...k

Ademas
(d) Incremente k£ en una unidad.

* Paso de Prueba: Si k = n detenga el procedimiento.
Los nimeros actuales vz ¥ ¢zj, 7 =1,2,...,%& las
cantidades deseadas.

Si k<n, vaya al paso anterior.

A continuacion se analiza el orden del algoritmo, esto
es el requerimiento de memoria y la cantidad de
operaciones aritméticas necesarias para obtener los
coeficientes ®nk se prestara atencion al numero de
multiplicaciones y divisiones, pes estas operaciones
consumen un mayor tiempo de computo que las sumas
y restas.

* En la etapa inicial se realizan una division para
evaluar 611 y dos multiplicaciones para calcular v,; en
total, 3 operaciones

* En la etapa recursiva, para pasar de#x y v, hacia
¥rt1 ¥ tes1 se llevan a cabo

(a) £ multiplicaciones y una division para evaluar
Ph1 k+1;

(b) dos multiplicaciones para calcular v, , y

(c) k multiplicaciones para determinar las restantes
componentes 15,7 =12...k En total se realizan 2k + 3
multiplicaciones o divisiones.

Como la etapa iterativa se repite para k =1, 2,...,

n-1, todo el algoritmo requiere la realizacion de
3+ T2k + 8 =l +2) multiplicaciones o divisiones. En este
caso, se dice que el algoritmo de Durbin-Levinson es de
orden n?, y se escribe O(n2). En cuanto a los
requerimientos de memoria, se necesitan n + 1 lugares
para almacenar +(0),1(1),...,(r), », lugares adicionales para
guardar v,...,v , y otros n lugares para almacenar
¢k, k=1,2,...,n, totalizando 3n+1 posiciones de memoria
para los datos de entrada y salida. En esta descripcion,
la palabra ‘lugar’ se refiere a la cantidad de bytes
necesaria para almacenar un nimero real con precision
determinada, y dicha cantidad depende del entorno de
trabajo y del programa que ejecuta la tarea. Para
propositos de referencia futura, esta discusion se resume
en el siguiente teorema.

Teorema 4.2. (i) Con respecto a las operaciones
aritméticas que realiza, el algoritmo de Durbin-Levinson
es de orden O(n?).

(i1) El requerimiento de memoria del algoritmo de
Durbin-Levinson es de orden O(n); si se desea almacenar
todos los coeficientes 1 < j < s < n el requerimiento de
memoria naturalmente aumenta , y es de orden O(n,).

Agraria 9 (1): 113-122, 2012 117



Agraria, Septiembre - Diciembre, 2012

UN CoNJUNTO ORTOGONAL

El problema de calcular proyecciones sobre un
subespacio £ se facilita al disponer de un conjunto
generador que sea ortogonal (Hoffman y Kunze, 1971,
Graybill 2001, Harville, 2008). En esta seccion se
construye uno de tales conjuntos pareix, ¥,...., X.) donde,
en adelante, n es un entero positivo fijo. Considere las
variables aleatorias

Ur=X, Ue=X-Prx,, 50 k=120
En este caso, debido a que
Uie L(Xy,...,X;) v Ujesortogonal a L(Xy,..., X ),
se tiene la siguiente relacion de ortogonalidad:
i<i={U,U)=0

Suponga ahora que la matriz de varianza I",, del vector
(X,....X ) es no singular para cada n, de manera que
X,...X son linealmente independientes. Como U, es
una combinacion lineal de X,...,X en la que el
coeficiente de X, es 1, se tiene que v, #0 para cada k.
Combinando esta propiedad con la anterior relacion de
ortogonalidad se desprende que

U,...,U, son linealmente independientes.

y por lo tanto, como u.....,t, € £iX,....X,) un argumento di-
recto de dimensionalidad permite establecer que

ol O S

para cada n. Por otro lado, recuerde que el prondstico
para X, en términos de X,...,. X, , es Xi="Fe, .x X, de
manera que v, - x. - &, y entonces

| Uk |2 = || Xk er.- |2 = Vg—1

vea (3.11).La discusion precedente se resume como
sigue:

Lema 5.1. Dada una serie estacionaria {X} defina las
variables aleatorias U, mediante (5.1). En este caso,
(i) Las variables U,U,U,... son ortogonales;

(ii) Se satisface la igualdad
ra cada k;
(iii) Para cada k =1, 2, 3,..., Uk = vk-1.

LU Uy U = L&, X Xk} P@-

La variable U, se denomina la innovacion en el
tiempo k. Para justificar este término, note que X, se
expresa como

X = Pecx,,.. %) Xe + [Xe = Peex, ... x5 Xl

y ubiquese en el momento en que Xk va a ser observada.
En ese instante, ya se registraron X ,...,X, ,, y el término
Prix,, . x._.)Xk es combinacion lineal de esas variables;
por lo tanto, £eix,,  x...)%« es conocido para el obser-
vador. En contraste, [Xx — Fex,.....x._.3x] es ortogonal
a X,....X,_, y en ese sentido, representa ‘la nueva
informacion’ que el observador obtendra al registrar el
valor de X. Por otro lado, como el conjunto ortogonal
U,...,U, genera el mismo espacio vectorial que X ..., X ,
se tiene que la proyeccion

4

Xnt1 = Prexy,. ) Xn1 = Pry,.. v Xn

S€ exXpresa como

X?H—l = gnlUn + Bn QUn—l 40 911 n—1U2 + 971 nUl

n
— Z BnkUn-l—l—k-
k=1

Esta es la representacion de X,.; en términos de la
innovaciones U,,...,U .

(5.2)

DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES
DE LAS INNOVACIONES

En esta seccion se enuncia un resultado clasico sobre la
determinacion de los coeficientes de la expresion de

X1 como combinacion lineal de las innovaciones
U,...,U,. Como punto de partida, suponga que, para
cada k=1,...,n - 1, ya se han determinado los coeficientes

Bk 5,1 = j= i en las expresiones
Xirr =) OugUkrag (6.1)

asi como los correspondientes errores cuadraticos de
pronostico

g == [l == [y — e (6.2)
El siguiente teorema muestra como pueden determinarse
los coeficientes ®nk y el error v en términos de estas

cantidades.
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Teorema 6.1. Suponga que para cada entero £ =1,

2,... n-1 se conocen los coeficientes 5, 1 < j < &, asi
como v,. En este caso,

(i) Los coeficientes #nk en la expresion

X \' [ k
o (6.3)
satisfacen , , _ .,
-1
Uillanei = (R — ) — Y B0 i )
(i) Mas atin,

0= 308

Una demostracion de este resultado se encuentra, por
ejemplo, en Brockwell y Davis (1991), o Fuller (1996).
El Teorema 6.1 sugiere una manera natural de encontrar
los coeficientes #,,,,, # #,1 , en la expresion (6.3)
para el pronoéstico X1, asi como el correspondiente
error cuadratico ®n = [[Xap — Xapal®

Suponga que la funcidn de autocovarianza es tal que,
para cada n, la matriz I'y, es invertible, de manera que
v > 0 para todo k. Iniciando con

vg = ¥(0),
el Teorema 6.1 permite calcular

(1) 811 = ¥(1)/v0 ¥ v1 = ¥(0) — 83 0.

Usando estas cantidades, ahora se calculan los
coeficientes 22,621 ¥ 11 como sigue:

(ii} B2 = ¥(2)fvo, Ba1 = [9(1) — brabagual/vn, ¥ vg = (0) — BEot — 62 o0,

A partir de este punto, la formulas del Teorema 6.1
permiten calcular 53,832,851 ¥ vs, ese orden. En gene-
ral, dados &k, 1 < j < iy vV ,...,V,, €8 posible evaluar
BrnsOun-1,-..,0n1, en el orden indicado. Este procedi-
miento se describe formalmente a continuacion:

Algoritmo de Innovaciones
Entrada: Un vector (v(0),%(1}),...,v(n), donde (-} es una
funcion de autocovarianzay n = 2
Salida: El vector #» = (fn1,...,%:x) de coeficientes de la
proyecciéon X, ., en (6.3), asi como v , €l correspon-
diente error cuadratico de pronostico.

e Inicio: Defina w = (), 811 = 4(0)/uo, v = 3(0) — B0 y k= 1.

* Paso Recursivo: Incremente & en 1 y calcule

ek = (k) tip,

£-1
Ouie o [rlh—8)— % e
=
[
-Y By

APk g fve, Em1,2,...,k-1,

)]

* Paso de Prueba: Si k = n detenga el procedimiento.
Los niimeros actuales v y x5, 7 = 1, 2,...,k son las
cantidades deseadas.

Si k<n, vaya al paso anterior.

Un aspecto importante en el algoritmo de innova-
ciones, es que para evaluar v, y los nimeros &, es
necesario tener disponibles todos las cantidades 8,y
v,1= i =y <k Asi, debe reservarse lugar para todos los

numeros en el siguiente arreglo:
o
1 ™

flaz g vy
34 Bsg 83, g

FJ-lv\e n 'qn =1

9"" ] Ig1-\e'| Un

totalizando 1 +2 + - +(n+1) =(n + 1)(n + 2)/2 lugares
de memoria. Ademas se requieren n + 1 lugares para
(v(0),%(1),...,7(n) y uno mas para la variable k. Asi, el
requerimiento de memoria es de (n + 2)(n + 3)/2 lugares
numéricos, es decir, O(n?).

Ahora se discutira la carga aritmética del algoritmo,
contando el numero de multiplicaciones y divisiones
necesarias para ejecutarlo. En el paso recursivo,
aplicado al entero k requiere
(a) Una division para evaluar #y x;

(b) 2(i - 1) multiplicaciones y una division para calcular
f 1 » dando un total de 2i-1 operaciones; esto debe ha-
cerse para i =1, 2,k -1, arrojando un total de

Y- = k(k - 1) - (k- 1) = (k - 1)> multiplicaciones o
d1v151ones. Como el paso recursivo se realiza con valores
k =2,...,n, el total de operaciones en todos los paso, es
Tholk =17 = (n = 1)(n)(2n - 1)/6 ~ n®/3.

Esta discusion se resume en el siguiente teorema:

Teorema 6.2. Para determinar los n coeficientes
Onn,..0n1 y el error cuadratico de pronostico v, el
algoritmo de innovaciones requiere (n + 2)(n + 3)/2
lugares numéricos de memoria, y la realizacion de
3+(n-1)(n)(2n-1)/6 #n*/3 multiplicaciones o divisiones.
Asi, el algoritmo de innovaciones es de orden O(n?) en
cuanto a requerimiento de memoria, y de orden O(n’)
con respecto a la carga aritmética.

Como ya se menciono, el principal objetivo de este
trabajo es disefiar una implementacion del algoritmo de
innovaciones que sea mas eficiente, en el sentido de que
carga aritmética sea de orden menor a n’. Dicho
resultado depende de la relacion entre los coeficientes
que se utilizan para representar la proyeccion X,..; en
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términos de las innovaciones U.,...,U , y las cantidades
que se usan en la representacion como combinacion
lineal de las variables originales X ,....X .

RELACION ENTRE DOS EXPRESIONES
PARA UN PRONOSTICO

El proposito de esta seccion es desarrollar la idea
principal en que se sustenta la formulaciéon de un
procedimiento de segundo orden para determinar el
vector de coeficientes Un que aparece al expresar el
pronéstico Xn41 en términos de las innovaciones
U,,...,U. . El resultado principal relaciona dicho vector
con la representacion de los prondsticos Xx+1 en térmi-
nos de las variables originales.

Considere las dos representaciones para la
proyeccior Xni1 de X, sobre L£(Xi,...,X,):

Xng1= i.”‘.-e_.-f"_.-=|1 3

J=1

n (7.1)

Xok1 =3 #nsKnt1-s
Ful

donde, como antes, U, es la innovacion en el tiempo &
+1. El siguiente resultado es la principal contribucion

técnica de este trabajo.

Teorema 7.1. Considere una serie estacionaria {X} tal
que la matriz I'x es invertible para cada entero positivo
k; vea (3.6). Sea n un entero positivo, y suponga que,
para algun entero k entre 1 y n, se tiene la siguiente
representacion:

k

{?.:|_\_' R . :--xJu = \' l."'i' j‘l. F1—iy
' 2 (7.2)

13

donde C,...,c, son constantes. En este caso,
(i) El coeficiente 8., .,y 1 en (7.1) esta dado por

by n4lak = C1-

(il) La proyeccion X, sobre el espacio L[(X,,..., X.,) estd

dada por i =
Feixy, .._\':_;:--\-1.—1 = {-_"'—':'-’\q—:'-
donde
(d1,day... k1) = (eny€ayee o C) F €2(Plo1 1, P14 ooy o1 k1)

Demostracion. Primeramente, observe que (7.2)
puede escribirse como

"

El término entre corchetes que multiplica a ¢, es
precisamente la innovacion U,, mientras que
Prox,_ o = Tioi #e-15X-5. Por lo tanto,

= k=1
Frix,, _K‘.,“xn—l =gyl 4 }_"’_1'+ka_'- o }_,""*—'.‘ 5i-;,_';
f=1 F=1
k-1 (73)
=gl + E["-‘Jn +eidp-1]Xe—j
Lr=1

Por otro lado, la primera igualdad en (7.1) puede

escribirse como
Peex,...X )Xt i B iU pas \::5‘.. atl—slTe

Recuerde ahora dos hechos fundamentales:

(a) Si Mq y Mison dos subespacios tales Mo © M1, que
entonces

Ppto Pry = Prao;

vea, por ejemplo, Hoffman y Kunze (1971) o Lipschutz
(1996).
(b) £iXy....X,) = £{Uy,...,U,), igualdad que se establecio en el
capitulo precedente. Usando estas dos propiedades, y
recordando que & es un entero entre 1 y n, se desprende
que

FProxy, Xty = Feox o o Feix,, o x Xap
n
=P£|L.'|....,L.'|| }_.-"?'v\;{"-v\-] _;j
f=1
=% "8 P, Un 1
F=1
= E HI:_?""I:II. -

donde se uso que Py, pgUe=0s s> k+1y P, unUs = Ui cuando
s < k. El mismo argumento con k - 1 en vez de £ muestra
que

T
Prxe, X Xni1 = 3
jmn4-2—k

"-r}'a ] L 'r'1+ 1—j-

Combinando estas dos ultimas relaciones desplegadas
se obtiene que

n
Pegty, X Xot1 = D BasUnirg

F=ntl-k

n
= 9r.ﬁ+1—kUk~ = Z gnjUn—l—j

F=n+2-k
y entonces

P'C(Xi. --.xk}xﬁ'l'l = Gpnt1-klUk + Pﬁ(Xl. ,,ka_._}Xﬁ_;l

Comparando esta expresion con (7.3), la ortogonalidad
y no nulidad de las innovaciones implica que

fn ni1-k = €1 como se establece en la parte (i), mien-
tras que
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k-1 k—1

PE(X|,__.,XJ_._|:)XW p1 = Z[C_ﬂ 1+ 1w l_fJXk 4 = Zdjlrk i1
=1 F=1

donde ¢; =41 +eide1; paraj =1, 2,....,k - 1, como se

establece en la parte (if).

Conociendo los vectores ¢; = (0k1,.-,0kk), k=12....n, este
teorema permite calcular el vector?: = %10, 0iu); cuyas
componentes son los coeficientes en la representacion
de X, en términos de las innovaciones U,,...,U,,
Iniciando con

T
Peexyx ) Xnt1 = Y bniXnii—i
=

el Teorema 7.1 conf = n y ¢ = (e1.....c0) = &, establece
qQue frni1-n = a1 = o1 = @1, y permite calcular el vec-
tord = (d .d,,....d ) tal que

n-

-1
Pﬁtxa,m,X”_i)X%l = Zdﬁ'Xn—J
=1
Otra aplicacion del teorema precedente con k=n -1y

con el vector d en lugar de ¢ arroja que 1 (=l =d, y
un vector d = (dy.ds, ... .d,_2) que satisface
] X N di X

L

A partir de aqui se obtiene 8, ; = d; y otro vector d

tal que

=

n—

b }:.."\rr, Ll = :\_.

I g

Pr(Xi,Xn
Continuando con este proceso, se llega finalmente a
determinar todos los coeficientesf, 1, f,,2,...,f. . Estas
ideas se presentan en el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Transformacion
Entrada: Un entero positivo n y los vectores #% tales
que

s =% .4 Xi)ip:
para cada k =1,...,n.
Salida: El vector 8., = (#..1,....8,.) tal que

Ko = (..., U8,
Inicio: Ponga k = 1 y defina el vector & = ¢,,
Etapa de calculo: (a) Si k = n ponga 0,, = o
(b) Si k<n, ponga &, ,+1-k = 1,y sustituya e« por
el vector : .

Vo, Ol ) T O, L
e incremente k por una unidad.
Etapa de salida: (a) Si £>n salga del procedimiento
mostrando el vector @,,.

(b) Si £ < n vaya a la etapa de calculo.
Para concluir la seccidn, se analiza el orden del

procedimiento de transformacion para obtener el vector
8,

Teorema 7.2. El procedimiento de transformacion
descrito anteriormente es de orden cuadratico, tanto en
el requerimiento de memoria, como en la carga
aritmética.

Demostracion. Debido a que el procedimiento requiere
utiliza los vectores #,---,%¥, cuyas longitudes suman
142+ n=n(n + 1)/2, es claro que el requerimiento de
memoria tiene orden O(n?). Por otro lado, en la etapa
de calculo se realizan n - £ multiplicaciones al realizar
el producto @1¥»_&, y esto se hace para k =1, 2,...,n -
1. Por lo tanto se realizan

m-1)+m-1)+-+1=nn-1)2

multiplicaciones, asi que el procedimiento también es
de orden cuadratico respecto a la carga aritmética.

IMPLEMENTACION CUADRATICA DEL
ALGORITMO DE INNOVACIONES

En esta seccion se describe un procedimiento para
determinar el vector
gn p— (91‘111 97!2:: e 791'!1‘1-,-}

en la representacion
n
Xn 1l = Zgnkxn| 1=k
k=1

asi como el error de pronostico

Un = || Xny1 — Xn+l”2

El siguiente procedimiento combina el algoritmo de
Durbin-Levinson el esquema de transformacion de la
seccion precedente para resolver el problema, cuya
solucién es el principal objetivo del algoritmo de
innovaciones.

Algoritmo combinado para determinar 8, y v,
Paso 1: Utilice el método de Durbin-Levinson para
determinar vn y los vectores #w & =12,....n. en las
representaciones Xis1 = (X1,.. ., Xe) @y

Paso 2: Aplique el método de transformacion descrito
en la seccion precedente para determinar &, a partir de
Y, k=12,...,n.

El siguiente teorema condensa el trabajo realizado
previamente, y se enuncia para enfatizar la importancia

del resultado.
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Teorema 8.1. El algoritmo combinado descrito
anteriormente es de orden cuadratico, tanto en los
requerimientos de memoria como en la carga aritmética.

Demostracion. Debido a que tanto el algoritmo de
Durbin-Levinson como el método de transformacion son
de orden cuadratico en requerimientos de memoria y
carga aritmética, se desprende que el esquema
combinado también es de orden O(#n?).

Este resultado indica claramente la ventaja del
algoritmo combinado respecto a la formulacion original
del algoritmo de innovaciones. Ambos procedimientos
encuentran &, y vy, pero el algoritmo combinado es de
orden O(n?) y por lo tanto requiere realizar menos
operaciones aritméticas que el algoritmo de innovaciones
original, el cual tiene orden O(#?).
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