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Capitulo 1

Presentacion

1.1 La Idea Principal

Este trabajo trata sobre una idea basica en el problema de estimacion es-
tadistica, el cual, en términos generales, puede describirse como sigue: De-
spués de observar vectores aleatorios Y1, Yo, ..., Y, se desea utilizarlos para
obtener informacién acerca de una cantidad desconocida 1. Una manera de

abordar el problema es construir, mediante algin método, una aproximacion

Qﬁn = ’l/A)n(Y]_,Yz, ool 7Yn)

para v en términos de los datos observados, la cual recibe el nombre de
estimador de . El método que genera a los estimadores ﬁn, o la sucesion
misma de estimadores {&n}, se denomina consistente si, conforme el nimero
de datos observados n se incrementa, los valores de @Z?n convergen, en algun
sentido, al valor desonocido 3 (Casella y Berger, 2001, Mood et. al. 1987,
Dudewicz y Mishra 1988). Esta propiedad de consistencia es, sin duda, la

més basica de las que se pueden requerir de un método de estimaciéon. En la



practica, significa que el esfuerzo temporal o econémico que se realiza para
generar mas y mas datos, se ve recompenzado con aproximaciones cada vez
mas cercanas al valor desconocido 1; en ausencia de esta propiedad, seria
imposible convencer a alguien de la conveniencia de invertir recursos para
aumentar el nimero de datos observados, y puede decirse que el requisito
minimo para que un método de estimacion sea ‘razonable’ es que sea consis-

tente. El tema central de este trabajo es la nocién de consistencia.

Sin duda alguna, el mas fundamental de los resultados de consistencia
es la ley de los grandes ntimeros, la cual establece que al observar variables
aleatorias independientes Y7, Y5, ..., Y, con distribucién comin y esperanza
finita p, entonces i, = (Y1 + ...Y,)/n—la media muestral basada en los n
datos—converge hacia pu. Hay varias verisones de este resultado, conocidas
como la ley débil y la ley fuerte de los grandes niimeros. La ley débil establece
que, para cada € > 0, conforme n crece la probabilidad de observar que
|, — 1| > € se aproxima a cero, mientras que la ley fuerte dice que al
incrementarse n, fi, converge a p (Ash 1987, Dudley 2002). Este resultado
fundamental, que se encuentra ligado a la propia interpretacion frecuencial
de probabilidad, es el instrumento bdasico para estudiar la consistencia de

estimadores.
1.2 Familias de Densidades

Cuando se afirma que el problema de estimacion consiste en usar los datos
observados para obtener aproximaciones a alguna cantidad desconocida 1,
la primera pregunta que surge es jporqué no se conoce a 9?7 Como punto
de partida para analizar este cuestionamiento, recuerde que las cantidades
susceptibles de un estudio estadistico son aquellas que dependen de la dis-
tribucién de los datos. Por lo tanto, el hecho de no conocer a v implica
que la distribucion de los datos no estd completamente especificada, que
algun aspecto de ella no es conocido. En adelante se denotard mediante 6
a esos ‘aspectos’ desconocidos de la distribuciéon de los datos. Denote a los

datos mediante Y1,...,Y,, donde los vectores aleatorios Y; estan definidos
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en un mismo espacio de probabilidad (€2, F, P). La probabilidad del evento
(Y1,...,Y,) € Aes P[(Y1,...,Y,) € A] pero, en general, ésta no se calcula
usando la medida de probabilidad P; maés bien, se emplea en el computo la
distribucién del vector Y = (Y4,...,Y,). Suponiendo que Y tiene densidad
A(y) , se calcula

P[(Yl,..‘,Yn)eA]:/AA(y)dy, (2.1)

Cualquiera de los términos en esta igualdad es la distribucién de Y evaluada
en A, y si A(y) se conociera con precisién, P[(Y1,...,Y,) € A] estaria
completamente determinada. Sin embargo, al no conocer el valor de 1, el
cual depende de la distribucién de Y, esto es de A(y), se tiene que la densidad

A(y) no estd completamente determinada:

Aly) = f(y;0)

donde, como ya se ha mencionado, 6 representa los aspectos desconocidos
de la distribucién, y se supondra que # es un vector con componentes reales.

En este caso, (2.1) se convierte en

P(Y1,...,Y.) € A = /A F(y:6) dy. (2.2)

Conocer 6 implica conocer completamente la distribucion de Y y entonces
determinar 1) de manera tnica. Por lo tanto, las cantidades desconocidas de
interés 1 son funciones de 6, esto es, ¢ = ¥ (#). En resumen: el problema
de estimacién se presenta cuando la densidad del vector de datos Y depende
de algin vector desconocido # y, bajo el supuesto de que Y tiene densidad,
esto significa que lo que se conoce de la verdadera densidad es que pertenece
a la familia {f(-;0)}, pero no se conoce de forma precisa cual valor 6y de 6
produce la verdadera densidad de Y. Como es usual en el andlisis estadistico,
se supondrd que paramentros 6 distintos inducen densidades diferentes, y
entonces determinar cual de las densidades dentro de la familia {f(-;0)}
equivale a determinar cual es el verdadero valor 6y de 6. En este contexto

0 se llama ‘el parametro’, y el conjunto de valores posibles de 6, denotado
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por O es el espacio de pardmetros. Consideraciones similares se aplican en
el caso en que el vector de datos Y sea discreto. En este caso, el problema
de estimacion surge cuando lo que se sabe es que la funcién de probabilidad

de Y pertenece a una familia {f(-;0)}, donde

PlY e Al= ) f(y;0) (2.3)

y€EA
El lado derecho de esta igualdad, o de (2.1), se denota mediante Py[A], y es
la distribucion de Y evaluada en A. El soporte de una densidad o funcién de
probabilidad f(y;#) es el conjunto de todos los vectores y en los que f(y;6)
es positiva:
= {y: f(y;0) > 0}.
En el desarrollo subsecuente, se supondra que todos los miembros de la fa-

milia {f(y;0)} tienen el mismo soporte, esto es, que Yy no dependa de 6.
1.3 El Problema

Suponga que se desea estimar la funcién ¢ (0) = 6. En este trabajo se aborda
el problema de demostrar la consistencia de los estimadores de verosimilitud
maxima de 0; este método de estimacién es ampliamente conocido y utilizado
en las aplicaciones (Murphy y Topel 1985, Hardin 2002), y su consistencia
es un resultado cldsico ampliamente conocido en la literatrura (Dudewicz y
Mishra 1988, Rao, 2002, Severini 2001), asi que lo primero que viene a la
mente es la razén para demostrar un resultado ya establecido. La razoén es

la siguiente:

El resultado clésico sobre la consistencia de los estimadores de vero-
similitud méxima supone que la familia de densidades {f(y;0)}
satisface ciertas condiciones de regularidad, las cuales, entre otros
aspectos, involucran la existencia de derivadas hasta de tercer orden
respecto a 6 de las densidades f(y;6) (Serfling 1988, Greene 2003,
Grifiths et. al. 1997).

Las condiciones de regularidad fallan en modelos simples de traslacién, en

los que las densidades son de la forma f(y;0) = g(y — 6) y g tiene ‘picos’,



esto es, g no es derivable en todo su dominio, y por lo tanto los resultados
clasicos no se aplican. Por esta razon, es importante, e interesante desde
el punto de vista estadistico, demostrar la consistencia de los estimadores
de verosimilitud méxima bajo supuestos més débiles que las condiciones de
regularidad usuales; este es el problema que se aborda en este trabajo, y
presenta retos analiticos interesantes. Las condiciones que se utilizan en el
desarrollo subsecuente involucran continuidad de f(y;) respecto a 6 en el
sentido de Lipschitz y, consecuentemente, son mas débiles que los supuestos
clasicos. Por lo tanto, este trabajo es una generalizacion de los resultados de

consistencia conocidos.
1.4 Los Instrumentos

Como ya se ha mencionado, estudiar la consistencia de los estimadores de
verosimilitud méxima sin suponer existencia de derivadas respecto a 6 de
f(y;0), es un problema interesante, tanto desde el punto de vista estadistico
como analitico. Las herramientas estadisticas que se utilizaran para analizar
el problema son, esencialmente, dos: La ley de los grandes ntimeros, y la de-
sigualdad de Jensen, la cual relaciona las ideas de valor esperado y de funcién
coOncava. El instrumento analitico esencial es el Teorema de Heine-Borel, el
cual se refiere a conjuntos compactos. Un conjunto contendio en IRF es com-
pacto si es cerrado y acotado, y el toerema de Heine-Borel establece que al
cubrir un conjunto compacto mediante una coleccion de conjuntos abiertos,
existe una subcoleccidn finita que tambien cubre al conjunto (Dugundji 1968,

Munkres 1989, Rudin 1968).
1.5 La Organizacion

La presentacion del material subsecuente ha sido organizada de la siguiente
manera: En el Capitulo 2 se establece una versiéon de la ley fuerte de los
grandes nimeros que desempenard un papel central en el desarrollo del tra-
bajo. Esta formulacién no supone que la esperanza de las variables aleatorias

sea finita, sino que solamente se impone la condicion de que la esperanza ex-
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ista. Posteriormente se analiza la desigualdad de Jensen, prestando especial
atencion al caso de funciones estrictamente céncavas. A continuacion, se for-
mula de manera precisa el método de verosimilitud méxima y se demuestra
la consistencia de los estimadores que el método genera en el caso de que el
espacio de parametros es finito. Este resultado, aunque simple, ilustra las
principales ideas que sustentan este trabajo.

En el Capitulo 3 se establecen los supuestos de compacidad y con-
tinuidad bajo las cuales se establece y se demustra la consistencia de los
estimadores de verosimilitud méxima en el Teorema 3.3.1, el cual es la prin-
cipal contribucién de este trabajo. En el Capitulo 4 se proporciona el argu-
mento clasico para establecer la consistencia de los estimadores de verosimil-
itud maxima. EIl proposito aqui, es ilustrar la complejidad analitica del
enfoque clasico, y enfatizar en que puntos del argumento se utilizan los di-
versos supuesto de regularidad usuales. La demostracion, sin embargo, es en
cierto aspecto méas simple que la que se encuentra disponible en la literatura,
y estd basada en la intoroduccién de dos funciones cuadréticas cuyas raices,
en contraste con las soluciones de la ecuaciéon de verosimilitud, pueden en-
contrarse facilmente. El argumento en esta parte es una modificacion del

presentado en Serfflig (1988).



Capitulo 2

Consistencia

2.1 Introduccion

Este capitulo trata sobre la idea central en este trabajo, a saber, la nocién
de consistencia de una sucesion de estimadores. Como punto de partida,
sea Y1, Yo,... una sucesion de vectores aleatorios independientes con una
distribucién comun, la cual se supone que tiene densidad f(y;6) respecto a
una medida fija. En la aplicaciones, con frecuencia dicha medida es la de
Lebesgue, en el caso continuo, o una medida de conteo, en el caso discreto.
Por otro lado, 6 es un pardmetro desconocido, el cual pertenece a un conjunto
©. De esta manera, el observador no conoce exactamente la densidad de
la distribucién de los vectores Y;, pero si sabe que pertenece a la familia
{f(y;0)|0 € ©}. En el desarrollo subsecuente, §y € © denota al verdadero
valor del parametro, de manera que la distribucion comun de los vectores Y
tiene densidad f(y;0p); sin embargo, 6y no es conocido por el observador,
y su objetivo es utilizar los datos observados para estimar el valor de 6y o,

més generalmente, de una funcién g(6y). Un estimador de g(6y) basado en



Y, Y,,...,Y, es una funcién
gn Egn(YhYZ?"'aYn)

la cual serd utilizada por el observador como una ‘aproximacién’ de g(6o).
Esta idea de estimador es bastante general, y la funcién §,, puede ser pro-
ducida por cualquier método, pero es razonable requerir que, a medida que
el nimero n de datos observados crece, los valores de §,(Y,,...,Y,) se
aproximen a g(fp), en cuyo caso la sucesién de estimadores {g,} se denom-
ina consistente. Esta idea puede formalizarse de varias maneras, y en este

trabajo se adoptard la siguiente.

Definicién 2.1.1 Sea Y1,Y>,Y3... una sucesiéon de vectores aleatorios inde-
pendientes e idénticamente distribuidos (iid), y suponga que la distribucién
comin tiene densidad f(y; ) donde 6 € ©. Denote mediante 0y al verdadero
valor del pardmetro y sea Py, la distribucién correspondiente a f(y;60o).

Dada una funcién g(¢), una sucesiéon {g,(Y1,...,Y,)} es consistente si

Py, [ lim gn(Y1,..., Y0) = g(00)| = 1.

Esta nocién se denomina consistencia fuerte en la literatura, para distin-
guirla de otra nocién relacionada, llamada consistencia débil o consitencia
en probabilidad, la cual requeire que, para cada € > 0,

lm Py, [|gn(Y1,.-., YY) =g(60)] > €] =0;

n— oo

Para detalles sobre estas nociones vea, por ejemplo, Dudewicz y Mishra
(1988), Mood et. al. (1987). Puede demostrarse que si una sucesién {g, }
es consistente en el sentido de la Definicion 2.1.1, entonces es consistente
en probabilidad, de manera que la nocién en la definicién anterior es, efec-
tivamente, mas fuerte que la idea de consistencia en probabilidad, o débil.
Como ya se ha mencionado, el objetivo de este trabajo es establecer la con-
sistencia de los estimadores de 0y obtenidos mediante el método de verosimil-

itud méxima, y obtener este resultado bajo condiciones sobre la familia de
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densidades {f(y;0)} que son menos restrictivas que los requerimientos de
regularidad usuales. En este capitulo se establecen los instrumentos que se
utilizardn para obtener el principal resultado en esta direccion.

La exposicion ha sido organizada de la siguiente manera: En la Seccién 2
se presenta la ley de los grandes niimeros, un importante resultado clasico que
establece que los promedios muestrales de variables iid forma una sucesién
consistente de estimadores de la media poblacional. En la Seccién 3 se estu-
dia la desigualdad de Jensen, la cual relaciona el valor esperado de variables
aleatorias con la nocién de concavidad de una funcién. El objetivo de esa
seccion es establecer que, para una variable aleatoria positiva X, la desigual-
dad log F[X] > E[log(X)] se satisface cuando X no es constante. El capitulo
concluye en la Seccién 4 introduciendo el método de verosimilitud méxima
para construir estimadores del verdadero valor del parametro 6y, y estable-
ciendo la consistencia de dichos estimadores en modelos cuyo espacio de
parametros es finito. Aunque el resultado que se obtiene en este capitulo es
simple, las ideas utilizadas para establecerlo seran tutiles en la demostracion

del resultado general analizado més adelante.
2.2 Ley de los Grandes Numeros

El analisis de la consistencia de los estimadores de verosimilitud méaxima
depende fuertemente de la ley de los grandes numeros, resultado que se

establece a continuacién.

Teorema 2.2.1 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y considere una

sucesion de variables aleatorias { X;: Q2 — IR} con las siguientes propiedades:
(i) X1, X2, X3, ... son independientes;

(ii) X1, X9, X3, ... tienen una distribucién comiin, y

(iii) El valor esperado de X; es finito, digamos u = E[X;].

En este caso, existe una evento Q* C 2 tal que

n—roo

PQ*]=1 y lim Z—Zilnil(iu—)— =pu, we. (2.1)
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Una demostracién de este resultado puede encontrarse, por ejemplo, en Ash
(1987) o en Casella y Beger (2001) Usualmente, la conclusién (2.1) se expresa
escribiendo

lim
n—roo

————————Z;l:l X'L — /j/’ C.S.
n

donde c.s. significa ‘casi seguramente’, otra forma de decir que la propiedad
indicada ocurre sobre un evento de probabilidad 1. En el trabajo subsecuente
se usard una version ligeramente mas general de la ley de los grandes ntimeros.
Para establecerla, es conveniente profundizar en uno de los supuestos del
Teorema 2.2.1, a saber, la condiciéon de que las variables aleatorias X; tengan

esperanza finita. Considere una variable aleatoria X y defina
Xt =max{X,0}, y X~ =max{-X,0}; (2.2),

de modo que

X:X+—X—; (23)

X1 y X~ son la parte positiva y negativa de X, respectivamente. Si X tiene

densidad f(z), entonces

0

E[X+]:/Ooxf(x)d:v, y E[X—]:—/ zf(z) dz,

0 —00
mientras que si X es discreta férmulas similares se aplican con las integrales

sustituidas por sumatorias. En general, sin importar la naturaleza de la

variable aleatoria X,

00 0
E[Xﬂ:/ (1- F(z))ds, y E[X“]:/ F(x) dx,
0

— 00

donde F'(x) es la funcién de distribuciéon de X. La esperanza de X estd
definida cuando

E[Xt]<oo o E[X]<o0 (2.4)

y en este caso, por definicién

E[X] = B[X*] - E[X); (2.5)
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vea, por ejemplo Ash (1987), o DUdley (2002). Note que la condicién (2.4) es
necesaria para evitar que la férmula para F[X] en (2.5) resulte en ‘co — o0’,
la cual no tiene sentido. Cuando E[XT] = ooy E[X | < 0o, de acuerdo a la
convencién usual oo — a = oo para todo a € IR, la férmula (2.5) arroja que

E[X] = co. La tnica forma en que F[X] sea finita, es que
E[XT]<oco y E[X ]<o (2.6)

pues en estas condiciones F[X] en (2.5) es la diferencia de dos niimeros reales
(i.e., finitos). El supuesto de que las variables aleatorias X; en el Teorema
2.2.1 tiene esperanza finita puede escribirse entonces como F [XZ+ | < o0y
E[X;] < co. Para los propésitos de este trabajo, es conveniente establecer
la siguiente forma de la ley de los grandes niimeros, en la cual el supuesto
de que la esperanza de las variables X; sea finito se relaja, imponiendo sélo

la condicién de que la esperanza de las variables X; esté definida.

Teorema 2.2.2 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y considere una
sucesion de variables aleatorias { X;: 2 — IR} con las siguientes propiedades:
(i) X1, X2, X3, ... son independientes;

(ii) X1, X9, X3, ... tienen una distribucién comun, y

(iii) El valor esperado de X; estd definido, digamos u = E[X;].

En este caso, existe una evento Q2* C € tal que

P =1y nli_)r{.lo ;%wl =pu, we. (2.7)

Note que la unica diferencia entre las condiciones de los Teorema 2.2.1

y 2.2.2 es que en este ultimo teorema la esperanza comun de las variables X;
puede ser co o —oo. Si, por ejemplo, E[X;] = oo, entonces el Teorema 2.2.2
asegura que lim,,_, (X1 + -+ X;n)/n = oo c.p. 1. Como las variables X;
tienen distribucién comun, se desprende que E[X;'] es la misma para todo 4

y, similarmente, E[X, | no depende de 3.

Demostracion. Primeramente, observe que es suficiente demostrar el teorema

en el caso en que pu = FE[X;] = —o0 0 p = E[X;] = 0o, pues el caso en que
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E[X;] es finita ya estd cubierto por el Teorema 2.2.1. Con esto en mente,

suponga que E[X;] = —oo, esto es, que
pt=E[X]<oco y E[X]]=co. (2.8)
En este caso, para cada N =1,2,3,..., defina Xi,N mediante
X; y:=min{X;", N}. (2.9)

como X, >0 (vea (2.2)) se tiene que

— )

y entonces

jin:= E[X; N] < N. (2.10)
Por otro lado, a partir de la especificaciéon de Xi, N, se desprende que
Xi,N S ~i,N+1 S Xi_—? N = 1,2,3, . y lim X@N — Xi_ (2.11)
N—oo

y a partir del teorema de convergencia mondtona se concluye que

lim gy = lim E[X; y] = E[X; ] = oco. (2.12)
N—o0 N —o00
Defina ahora
Xin =X - Xin. (2.13)

Para cada N fijo, las vartiables aleatorias X; y son independientes con dis-
tribucién comin, y E[X; x| = E[X; — X; x| = pt — jin es finita; vea (2.8) y
(2.10). Luego, aplicando el Teorema 2.2.1, se desprende que existe un evento
Q3 con
P[Qy] =1 (2.14)
tal que
iy izt XiN (@)

n— 00 n

=ut — N, weQy. (2.15)

Por otro lado, usando que X; > Xi,N (vea (2.11)), se desprende que

Xin=X}-Xin 2 X - X7 = X;
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donde la primera y segunda igualdades se deben a (2.13) y (2.3), respectiva-

mente. Por lo tanto, la desigualdad

E?:l X;(w) < 2?21 Xin(w)

- n

es siempre valida, de tal manera que

¢ T X
limsup————-——zi:1 i(w) < lim sup Zml ’N(w)

n—00 n n n

Usando (2.15) esta relacién conduce a

lim sup
n—r0o0

-Z—Ln—X’(—@ <uh—inN, weQy. (2.16)

Para concluir, defina Q* = 3_; Q& En este caso, (2.14) implica que
Pl =1

mientras que combinando la inclusién Q* C Q% con (2.16) se desprende que

.
limsupM§u+—ﬁN, we*, N=1,2,3,...
n

n— oo

Tomando limite conforme N tiende a infinito en el lado derecho de esta

desigualdad se obtiene que

e
lim sup ____Zz=1 i)
n

< lim [pt — pgn]=pT —00 = -0, weQ*
n—00 N—oo

lo cual equivale a

E?:l Xi(w)

lim &==—~ = -—oc0o=pu, wen"
n—r oo n
Como P[Q*] = 1, esto muestra que con probabilidad 1 la media muestral

converge a la media poblacional conforme n tiende a infinito. El caso p = oo

se analiza de forma similar. O

2.3 Desigualdad de Jensen
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En esta seccién se establece otro de los instrumentos que desempenan un
papel central en el estudio de la consistencia de los estimadores de verosimil-
itud mdxima. Como punto de partida, recuerde que una funcién g(z) es
céncava en un intervalo I si para cada par de puntos 1 y 2 en I y para

cada ¢ € [0, 1],
gtz + (1 —t)x2) > tg(z1) + (1 — t)g(z2). (3.1)

Si g es una funcién derivable, un criterio simple para verificar la concavidad
de g es el siguiente: Si g”(z) < 0 en cada punto de I, entonces g es concava en
I (Fulks, 1981, Rudin 1968). Si z1,z3,. .., T, son puntos en I, un argumento

de induccién iniciando con (3.1) permite demostrar que
g(t1m1 + taZa + -+ tnTn) > t1g(T1) + t2g(z2) + - + tng(zn)

siempre que 1, {2, .. .,t, sean nimeros no negativos cuya suma es la unidad.
Considere ahora una variable aleatoria X tal que P[X = z;] = t;, i =
1,2,...,n. En este caso E[X]| = t121 +toxo+- - tpzy y E[g(X)] = t19(z1) +
tog(z2)+- - - tng(zy), de manera que la anterior desigualdad desplegada equiv-
ale a g(E[X]) > F[g(X)], la cual es la desigualdad de Jensen. Esta relacion
se generaliza en el siguiente teorema, en el cual la naturaleza de X es total-
menta arbitraria, y sélo se supone que sus valores pertenecen al intervalo [

en el cual la funcién g es céncava.

Teorema 2.3.1 Considere un intervalo I de IR y sea g: I — IR una funciéon
céncava en I. Supoga que X es una variable aleatoria tal que P[X € I] =1,

y que F[X] es finita. En este caso, el valor esperado de g(X) existe y satisface

9(E[X]) > Elg(X)].

Para una demostracién de este resultado vea, por ejemplo, Ash (1987) o
Dudewicz y Mishra (1989) . En el andlisis de la consistencia de los esti-
madores de verosimilitud maxima se utilizard un caso especial del Teorema

2.3.1, el cual involucra la idea de funcién estrictamente céncava: Una funcién
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definida en un intervalo I es estrictamente concava si para cada xq1,zo € I
con x1 # x2 y para cada t € (0,1), la desigualdad estricta ocurre en (3.1),
esto es, g(tzy + (1 — t)xa) > tg(z1) + (1 — t)g(x2). Si la funcién g tiene
segunda derivada en I, entonces g es estrictamente céncava en I si g”(z) < 0
en cada punto = € I. En particular, la fucnién g(z) = log(z) es estrictamente

céncava en I = (0,00), pues g’ (z) = —1/x% < 0 para todo z > 0.

Teorema 2.3.2 Suponga que g es una funcién estrictamente céncava en un
intervalo I. Sea X una variable aleatoria para la cual P[X € I] =1y cuya
esperanza u es finita. Si X no es constante con probabilidad 1, esto es, si

P[X = u] < 1, entonces

9(E[X]) > E[g(X)].

Una demostracion de este resultado puede verse, por ejemplo, en Rudin
(1968), Dudley (2001) o en Ash (1987). El siguiente caso especial del Teo-
rema 2.3.2, el cual se obtiene tomando g(z) = log(z) para z € (0,00) = I,
desempenara un papel central en el estudio del método de verosimilitud

maxima.

Corolario 2.3.1 Sea X tal que P[X > 0] = 1. Suponga que E[X] =1y que
P[X =1] < 1. En este caso,

0> Ellog(X)].

Este resultado sera utilizado cuando X es el cociente de dos densidades, como

se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1 [Cociente de densidades.] Sea Y un vector aleatorio con den-

sidad fo(y) y denote mediante ) al soporte de fo(y), esto es,

Y ={y: fo(y) > 0}.

En este caso, para cada funcién H(Y) para la cual E[H(Y)] estd definida,

/ Hy)foly)d (3.2)
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Considere ahora otra densidad f;(y) cuyo soporte es ), de manera que

fily) >0paray e Yy

| nwdy =1,
Y
y suponga que las densidades fi y fo son distintas, en el sentido de que

J4 f1ly) dy # [, fo(y) dy son diferentes para algin intervalo A. Considere
ahora el cociente X de las densidades f; y fo evaluadas en la variable aleatoria

Y, esto es,

En este caso,

(i) P[X > 0] = 1, pues Y toma valores en ) con probabilidad 1 y tanto f;

como fo son positivas en ).

(ii) Aplicando (3.2) se obtiene que

BlX]= E[H(Y)]
-

H(y) fo(y) dy
fi (Y)

(y) fo(y) dy

fo
:/fl(Y)dy
Yy
=1

(iii) Como las densidades fo y f1 son distintas, se tiene que P[X = 1] < 1.
En efecto, si P[X = 1] = 1, entonces P[X —1 = 0] = 1, de menara que, para
cada intervalo A,

P[(X = 1)I4(Y) =0] =1,

de donde se desprende que

0= B[ - 1] = B | (23 - 1) 1)

y, via (3.2) se concluye que

0= /y (283 _ 1) La(9) foly) dy

_ /y (11(y) = foly)) La(y) dy

= / () = foly) dy,
A
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y entonces [, f1(y)dy = [, fo(y)dy; como este argumento es valido para
todo intervalo A, se tiene una contradiccién con el supuesto de que fy y f1
son densidades distintas. Por lo tanto P[X = 1] < 1, como se afirmé.

Las propiedades (i)—(iii) muestran que X satisface las condiciones del

Corolario 2.3.1, de tal manera que

o e sl ()] - s (5

En resumen: Si Y tiene densidad fo(y) y fi(y) es cualquier densidad dis-

tinta con el mismo soporte que fo(y), entonces X = log(f1(Y)/fo(Y)) tiene

esperanza negativa. ]

En el siguiente ejemplo se proporciona un célculo concreto acerca del logar-

itmo de un cociente de densidades.

Ejemplo 2.3.2 Ahora se proporcionara un célculo concreto referente a la con-

clusion del ejemplo previo. Considere una variable aleatoria Y con densidad

de manera que

BH(Y)] = /R o

Ahora sea f1(y) la densidad

1
fily) = §e—|y—9|’ y € R,

donde 6 € IR es arbitrario. En estas circunstancia

log (f%gj%) = log ((e“y“‘g'“y') =—Y — 6|+ |Y]

y lo que la conclusién del ejemplo anterior establece en este caso es que

0> [ (-ly= 01+ uhge ™ dy.
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Después de los resultados técnicos preliminares en esta y la seccién prece-

dente, a continuacién se aborda el tema central de este trabajo.
2.4 El Método de Verosimilitud Maxima: Motivacion

Suponga que Y es un vector aleatorio cuya densidad pertence a la familia
{f(y;0):0 € ©}, y denote por 6y al verdadero valor el parametro, el cual
es desconocido para el observador, de manera que la densidad del vector Y
es f(y;6o). Suponga, ademds que el soporte de las densidades f(y;6) no

depende de 6, y que la siguiente condicién es vilida.

Hipétesis 2.4.1 [Identificabilidad.] Densidades correspondientes a pardme-
tros distintos son diferentes, i.e., si 0 # 61, entonces existe un conjunto A

tal que

/A £(3:6) dy # fA F(y:61) dy.

Como es usual, se utilizard la expresién Eg[H (Y')] para indicar la esperanza
de la variable aleatoria Y bajo el supuesto de que la densidad de Y es f(y;0),
de manera que Fyg,[H(Y)] denota la esperanza de H(Y) cuando el valor del
pardmetro es g, el verdadero valor. Para obtener informacion sobre 6, el
cual se desconoce, el observador toma una muestra Yi,Y2, Ys3,..., Y, y
trata de obtener una buena estimacion a partir de los datos observados. Lo
que el observador sabe es que esta muestra se obtuvo a partir de una densidad
f(y;6) donde 6 € O, pero no sabe que el valor real de 6 es 0. Asi, él conoce
que la densidad de (Y1,Ys,...,Y,) es

n
fa(y1,- - yn;0) = [[ £(yis0), 6€®. (4.1)
=1
Sin embargo, el observador no sabe el valor preciso de 6, es decir, no sabe

que la verdadera densidad de (Y1,Ys,...,Y,) es

n

fn(Y1a - Yno 90) = Hf(yi; 90) (42)

=1
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El método de verosimilitud méxima para construir un estimador de 6 estéd

basado en el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1 (i) Para cada 6 # 0,
f(Y;0)
Ey, |1 || = .
o os (fivi))| =@ <0
(ii) Con probabilidad 1 respecto a Py, ,

. 1 fn(il,...,in;ﬁ)
1 —
s = log (fn(Yl, LY 90)> v(6)

(iii) Existe un evento Q* tal que P[2*] = 1 para el cual la siguiente afirmacién

es cierta: Para cada w € Q*, existe un entero N(w;#) tal que
log fn(Y1(w), ..., Yn(w);0) <log fn(Y1(w),..., Yn(w);bo), n>N(w;0)
0, equivalentemente,

fo(Y1(w), ..., Yo (w);0) < fr(Yi(w),..., Yo(w);00), n > N(w;0)

Demostracién. (i) Esta parte se desprende del Ejemplo 2.3.1 con f(y;0) y
f(y;00) en vez de f1(y) y fo(y), respectivamente.

(ii) Note que, via (4.1) y (4.2), se obtiene que

1Og<fn(yl,...,yn;9) ) :log(H?ﬂf(Yi;e) ) :élog (M)

fn(Yla"‘aYn;QO) H?:l f(YheO) f(YMeO)
(4.3)
Por otro lado, las variabes aleatorias X; = log (M) son independi-
f(Yi;00)

entes e idénticamente distribuidas con respecto a FPp,, y su esperanza comun

Buy (] = B, [tog (50| = (0) <o

por la parte (i). Por lo tanto, la ley de los grandes nimeros en el Teorema

€s

2.2.2 implica que existe un evento Q* con Py, [2*] = 1, tal que

R - 100 :
0) = ~ (W)= lim — e Q
v(0) = Jim 03 Kilw) niﬂon;bg@m(w);e@ v e



20
Combinando esta relacién con (4.3) se desprende que

< fa(Y1(w),..., Y, (w);0)
fa(Y1(w),..., Yn(w);60)

Jim, 5 los

) =v(d), weQ,

completando el argumento pues, como ya se ha mencionado, P[Q2*] =1

(iii) Sea Q* el evento en la demostracién de la parte (ii). Combinando la
anterior relacién desplegada con el hecho de que v(w) < 0, a partir de la
definicién de limite se obtiene que para cada w € Q*, existe un entero N (w, )

tal que

L Fa(@), -, Ya(w);6) -
nl = (fn(Yl(w)a"'aYn(w);QO)) < 07 g N( ,H),

lo cual equivale a

log(fn(Yl(w)a'-an(w);H))
<log (fn(Yi(w),...,Yn(w);6p)), n>N(w,b),

o bien
fn(Yi(w),..., Y,(w);0)
< fu(Yi(w),..., Y,(w);00), n>N(w,0)
concluyendo la demostracion. O

Dados los datos observados Y1,..., Y,, defina
Ln(Q;Yl,...,Yn) :fn(Yl,Yz,...,Yn;H), 96@, (44)

la cual se denomina funcién de verosimilitud. Si los vectores Y; son discre-
tos, el valor de L,(0;y1,...,yn) es la probabilidad de observar el evento
Y1 = y1,Y2 = y2,..., Y, = yy] cuando 6 es el valor del parametro.
El hecho fundamental que se establece en la parte (iii) del Teorema an-
terior, es que, para n suficientemente grande, la funcién de verosimilitud
L,(0;Y1,...,Y,) no se maximiza en 6 # 0y, por lo cual es razonable buscar
‘buenos’ estimadores del valor desconocido 0y entre los maximizadores de la

funcién de verosimilitud.
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Definicién 2.4.1 [Método de Verosimilitud Méxima.] Sea Y1,Y2,...,Y, una
muestra de una distribucién con densidad f(y;#), donde § € ©. Un esti-
mador 0,,(Y1,...,Y,) € O se denomina estimador de verosimilitud méxima
sl

Ln(0n(Y1,.. Y)Y, ..., Y) > Le(0;Y,...,Y,), 60€0

El siguiente resultado muestra que si el espacio de parametros es finito, en-
tonces una sucesién {én} de estimadores de verosimilitud maxima es con-
sistente. Note que cuando el espacio de parametros © es finito, entonces
L(6;Y4,...,Y,) siempre tiene un maximizador como funcién de 6 € ©, de

modo que 6,, estd siempre definido.

Teorema 2.4.2 Sea Y1, Yo,..., Y, una muestra de una distribucién con den-
sidad f(y;0), donde 6 € ©, y el espacio de pardmetros © es finito. Denote
por 6y € © al verdadero valor del parametro y suponga que la Hipdtesis 2.4.1

es valida. En este caso, existe un evento 2* tal que
(i) Poo[Q] =1,
(ii) Para cada w € Q*, existe un entero N(w) tal que

A

0,(Y1(w),... Yy(w)) =0y, n>N(w).

Este resultado muestra que, con probabilidad 1, cuando el tamano de la
muestra es suficientemente grande, el estimador de verosimilitud maxima
coincide con el verdadero valor del parametro y, por lo tanto, la sucesién
{6,} de estimadores de verosimilitud maxima converge con probabilidad 1
al verdadero valor del pardmetro 6y, ie.,

Peo[nm b, =6 =1

— 00

Demostracion. Escriba

© = {0o,01,...,0.}, (4.5)
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donde 6, es el verdadero valor del pardmetro. Para cada 1 =1,2,...,r, por
el Teorema 2.4.1(iii) existe un evento €2} tal que
(i) Po[27] =1,y
(i) Para cada w € QF existe un entero N(w, ;) tal que
fn(Yi(w),..., Y, (w);6:)
< fn(Yi(w),...,Yn(w);00), n>N(w,b,;),
lo cual equivale a
L,0;Y1(w),...,Yn(w))
< L,(00;Y1(w),...,Y,(w)), n>N(w,b;),

Esta desigualdad muestra que

~

Paraw € QF, 0,(Y1(w),...,Y,(w)) #6; sin>N(w,b;). (4.6)
Ahora defina

Q* = ﬂ Q;
i=1

y note que Py, [Q2*] = 1. Sea
N(w)= max N(w,b6;)

1=1,2. 7
y observe que N(w) es finito, pues el espacio de pardmetros lo es. Seleccione

ahora w € Q* y tome n > N(w). En este caso w € Qf y n > N(w,b;)
para cada i =1,2,...,r, y (4.6) implica que 0, (Y1(w),..., Y, (w)) # ;. En

resumen:
Siwe Q*yn>NWw),
entonces O, (Y1(w),..., Yo(w)) # 6, i=1,2,...,r

Como 0,(Y1(w),...,Y,(w)) € ©, combinando este enunciado con (4.5) se

desprende que
Siwe Q*yn> N(w) entonces 0,(Y1(w), ..., Yo(w)) = 6o,

completando la demostracién, pues como ya se ha mencionado, Py, [Q2*] =1

y N(w) es finito. O

El objetivo de este trabajo es extender la conclusién del Teorema 2.4.2
a un marco de trabajo mds general, en el cual el espacio de pardmetros no

es finito. Esta es la tarea que se desarrolla en los siguientes capitulos
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Capitulo 3

Estimacion en el Caso de Espacio
de Parametros Compacto

3.1 Introduccion

En este capitulo se establece el principal resultado de este trabajo, a saber,
la consistencia de los estimadores de verosimilitud maxima bajo condiciones
de continuidad respecto al pardametro de la funcién de densidad. Estas condi-
ciones no involucran diferenciabilidad, y por lo tanto son mas déblies que las
condiciones de regularidad usuales. Por otro lado, es un hecho conocido que
una funcién puede no tener un maximizador si no se imponen condiciones
sobre su dominio. Para una funcién L definida en un subconjunto de IR",
una condicién necesaria para que L tenga maximizador es que su dominio
sea compacto, es decir, que sea cerrado y acotado, y se supondra la com-
pacidad del espacio de parametros. El resultado principal de este trabajo se
formula en el Teorema 3.3.1, y la estrategia para demostrarlo se basa en tres

resultados fundamentales:

(i) La ley de los grandes nidmeros, la cual establece que el promedio muestral
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de variables aleatorias independientes con distribucién comun converge con
probabilidad 1 hacia la media poblacional; vea la formulacién presisa en el

Teorema 2.2.2 del Capitulo 2.

(ii) La desigualdad de Jensen, la cual relaciona las ideas de esperanza y
de funcién céncava; particularmente, se usard el resultado sobre el valor

esperado del logaritmo de un cociente de densidades en Ejemplo 2.3.1.

(iii) El teorema de Heine-Borel, también llamado el teorema de subcubiertas
finitas para conjuntos compactos. Este resultado es una propiedad funda-
mental del sistema de nimeros reales y serd formalmente establecido en este

capitulo.

La organizacion del material del capitulo es la sigiente: En la Seccién 2
se introducen los supuestos de continuidad y compacidad bajo los cuales se
analizara la consistencia de los estimadores de verosimilitud maxima; ademés
se incluyen dos ejemplos para ilustrar la verificacién de las hipdtesis en dos
casos comunes en las aplicaciones. En uno de los ejemplos, las condiciones
usuales de diferenciabilidad no se satisfacen. En la Seccién 3 se establece el
resultado de consistencia en el Teorema 3.3.1, mientras que la demostracién

se presenta en la Seccién 4.
3.2 Supuestos de Continuidad—Compacidad

Para determina el estimador én de 0y es necesario maximizar la funcién de
verosimilitud L, (6;Y1,...,Y,) como funcién de § € ©. Para garantizar
que esta funcién tenga realmente un maximizador, de manera que 0, esté
bien definido, es necesario imponer condiciones, tanto sobre el dominio de la
funcién—en este caso ®—como sobre la continuidad de la funcién. Recuerde
que un subconjunto no vacio ® C IR es cerrado si para cada sucesién {6,,} C
O se tiene que si lim,_, o 0, = 0 entonces 6 € O. Ademads, © es acotado
si existe una constante B > 0 tal que ||f|| < B para todo § € O, mientras
que O es compacto si es tanto cerrado como acotado. En términos generales,

para garantizar que una funcién tenga un maximizador en su dominio es

necesario suponer que éste es compacto, razén por la cual se impone la



25

siguiente condicidn.

Hipotesis 3.2.1 El espacio de pardmetros © es un subconjunto compacto de

REF.

Este supuesto tiene una consecuencia que desempena un importante papel
en el analisis subsecuente. Para cada punto x € IRF y € > 0, defina la bola

con centro x y radio € > 0 mediante

B(x,e):={y ¢ R*: ||y — x|| < ¢}. (2.1)

Teorema 3.2.1 Sea © un subconjunto compacto de IR*. Considere un sub-

conjunto F C IR* y para cada x € F sea ex un nimero positivo. Suponga

que
O C U B(x,ex)
xeF
En este caso, existe un subconjunto finito {x1,x2...,X,,} C F tal que

O C UB(Xz‘,Exi)

1=1

Este resultado, que es una de las propiedades mas profundas del sistema
de ntimeros reales, se conoce como teorema de Heine-Borel, o teorema de
la subcubierta finita. Una demostraciéon puede encontrarse en Ash (1987),
Dugundji (1968), o Munkres (1989). Ademds de la compacidad de su do-
minio, para garantizar que una funcién tenga un maximizador es necesario
suponer que es continua, propiedad que efectivamente se verifica cuando
la funcién es diferenciable. Las condiciones clasicas sobre la funcién de
verosimilitud suponen que ésta es diferenciable como funcion del pardmetro
0. En este trabajo se supondra la siguiente condicién sobre la dependencia
de la funcién de verosimilitud respecto al pardmetro 6, la cual es mas fuerte
que el simple supuesto de continuidad, pero que es mas débil que el requer-

imiento clasico de diferenciabilidad. En este punto es conveniente recordar
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que la discusion en este trabajo supone que todas las densidades de la familia

{f(y;0):0 € ©} tienen el mismo soporte ), esto es,

Y:={y: f(y;0) > 0}
3s el mismo para cada 6 € ©.

Hipétesis 3.2.2 [Condiciones de Continuidad.] Ewziste una funcidn B:Y —

0,00) tal que las siguientes condiciones (i) y (i) son vdlidas:

(i) La funcion 0 — log f(y;0) es continua con modulo de continuidad B(y),

esto es,
|log f(y;0) —log f(y;01)| < [0 — 61||B(y), 0,60 €0, ye€). (2.2)

Mas atin,
(i) La variable aleatoria B(Y') tiene esperanza finita sin importar cual sea

2l verdadero valor del pardmetro, i.e.,

/J,B(H):: EQ[B(Y)] <o, He€0. (23)

-as condicién (2.2) establece que, como funcién de 6, f(y;60) es una funcién
:ontinua en el sentido de Lipschitz, con constante de Lipschitz B(y). Por otro
ado, como ya se ha mencionado, la estrategia que se seguird para analizar
a consistencia de los estimadores de verosimilitud méaxima gira alrededor
le la ley de los grandes numeros, y el uso de este tltimo resultado requiere
jue la condicién (2.3) sea valida. A continuacién se discute la validez de la

Tipéteisis 3.2.2 en algunos modelos comunes en las aplicaciones.
Zjemplo 3.2.1 Considere la familia de densidades dada por

F(3:€) = al@) T h()ef TV, yeR®, £€B
londe T(y) = [T(y), T2(y), - - -, Tu(y)]’, € € R,

0© = [ h)e T ay,
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mientras que Z consiste de todos los vectores en IR¥ para los cuales a(§) es
finita. En este caso Z es un conjunto convexo y, sin pérdida de generalidad,
se supondra que Z no tiene interior vacio. El conjunto {f(y;£):& € E} es
una familia exponencial k-parametral para la cual las siguientes propiedades

son validas en cada punto interior &y de =:

(i) Cada componente T;(Y') de T'(Y) tiene esperanza finita respecto a f(+;&o),
esto es,

EEOHTZ(Y)” <oo, 1=1,2,... k. (2.4)

(ii) La funcién a(-) es derivable en &y y
8§ra(€0) = a(&O)Eﬁo[Tr(Y)], r= 1,2,...,k,

Mas aun,
(iii) Las derivadas parciales de a(§) son continuas en todo el interior de =.

Una demostracion de estos resultados puede encontrarse en Lehmman

(2001). Note que en este caso Y, el conjunto soporte de f(y;¢) es
Y ={y:h(y) > 0}.

Ahora, sea © un conjunto compacto contenido en el interior de Z. En este
caso, se verificard a continuacién que la familia { f(y;§): £ € ©} satisface los

requerimientos en la Hipotesis 3.2.2. Con este fin note que paray € YV

log f(y; €) = logla(€) h(y)es T™)]
= ¢'T(y) + log(h(y)) — log(a()),

y entonces

log f(y; €)—log f(y; 1) = (£—&1)'T(y)+logla(§)]-logla(é1)], €,61€E, yelVl
(2.5)

Note ahora que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

(€ = &) T < 1€ =& TG
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donde ||w|| denota la norma Euclideana del vector w, de manera que

1T = VTi(y)? + -+ Tu(y)? < [Ti(y)| + - + 1 Te()],

y por lo tanto

(€ = &) T < € =&l IT(y) =l = &I IT )+ -+ [Te(¥)]] (2.6)

Ahora se establecerd una cota para la diferencia de logaritmos en (2.5). Sea
© la unién de todos los segmentos que unen puntos de ©, esto es, 6 =
{td + (1 —t)01 6,0, € O, t € [0,1]}. Como O es un conjunto compacto
contenido en el interior de Z, el cual es un conjunto convexo, se desprende
© es compacto y estd contenido en el interior de =. Luego, las derivadas
parciales de a(§), las cuales estdn definidas y son continuas en el interior de

2, estan acotadas cuando £ € O, i.e., existe M > 0 tal que |0¢,a(€)] < M,
1=1,2,...,k, & € ©. Por lo tanto,

IDa(©)]l = /06, a(€)? + - + Be,a(€)?
<VM2+ -+ M2=VEM =M, £c0.

Seleccione ahora &,£&; € © . Por el teorema del valor medio, existe ¢t € (0,1)
tal que
a(§) — a(§1) = Da(té + (1 = 1)&1)(§ — &1);
en este caso t€ 4 (1 —t)&; € O, y la anterior deisgualdad desplegada implica
que
[1Da(t€ + (1 - t)&)| < M,
y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se concluye que
|a(§) — a(é1)| = [Da(t& + (1 = 1)&1)(§ — &)
< [ Da(t€ + (1 = 1)) 1€ = &lls (2.7)
< Ml[[§ =&, &€& €O,
Por otro lado, debido a que a(£) es continua y positiva para & en el interior

de Z, el cual contiene al conjunto compacto O, existe una constante b > 0

tal que
a(§) >b, £e€0O.
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Usando que log’(z) = 1/, el teorema del valor medio implica que existe una

constante s € (0, 1) tal que

1

sa(&) + (1 — s)a(&y) [a(8) = a(&)];

loga(¢) —loga(&:) =

cuando & y & pertenecen a O se tiene que a(§) > by a(§1) > by por lo tanto
la inclusién s € (0,1) implica que sa(§) + (1 —s)a(&;) > b. Combinando este

hecho con la anterior relacién desplegada se obtiene que

loga(6) ~ loga(6)| < 7la(6) — a(ér)], &6 €O

y junto con (2.7) esto implica que

M
[loga(§) —loga(&y)| < €~ &ll, & & €O
Combinando esta desigualdad con (2.5) y (2.6) se obtiene

llog f(y;€) — log f(y; &)
< Mm@+ +HmW) + 5 | le- &l &6, ye.

Definiendo B(y):= |T1(y) + -+ - + Ti(y)] + % se tiene que la primera parte

de la Hip6tesis 3.2.2 ocurre (vea (2.2)), mientras que la desigualdad (2.4),
valida cuando &y es un punto interior de =, implica que

B3 [B(Y)] = B [IT(Y)[| + -+ + Bo [Tu(Y)[| + 5 <0, 0€O,

puesto que © estd contenido en el interior de =. Por lo tanto, también la

segunda parte de la Hipdtesisi 3.2.2 es valida. O

El siguiente ejemplo se refiere a una familia de densidades que no es una
familia exponencial, y muestra que las condiciones en la Hipéteis 3.2.2 pueden
ser satisfechas aun en el caso en que log f(y; ) no sea diferenciable respecto

a 0, como lo requieren las condiciones clésicas.
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Ejemplo 3.2.2 Sea f(y;€) la densidad de Laplace con centro &, i.e.,
L
f(y7§):§e k ’ yEIR’ £€IR'
En este caso log f(y; &) = —|y — &| — log 2, y entonces

log f(y; &) —log f(y;&1) = ly — €] — |y — &l

usando la desigualdad del tridngulo, la cual establece que
| lal = [b]| < |a — 0|
para todos los nimeros reales a y b, se desprende que

Hy =€l —ly—&ll <1y —&) - (- &) =16 ¢

y entonces

log f(y; &) — log f(y;€1)| < |€ — &ul;

definiendo B(y) = 1 para todo y € IR, se desprende que la Hipdtesis 3.2.2 se

satisface. O

Después de establecer los instrumentos técnicos necesarios, se estd en posi-

bilidad de formular y demostrar la principal contribucién de este trabajo
3.3 El Resultado Principal

En esta seccion se formula el resultado de consistencia de los estimadores de
verosimilitud méxima bajo los supuestos de continuidad—compacidad estable-
cidos anteriormente. Como punto de partida note que, bajo la las Hipotesis
3.2.1y 3.2.2 la funcién de verosimilitud L, (6;Y1,...,Y,) depende continu-
amente de #, y por lo tanto tiene un maximizador, 6,, = 0, (Y1,...,Y,) pues
el espacio de parametros es compacto. Esto significa que siempre es posible
encontrar un estimador de verosimilitud méxima basado en Y1, Ys,..., Y.

La principal contribucion de este trabajo se establece a continuacién.
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Teorema 3.3.1 Sea Y1,Y,, Y3s,... una sucesion de vectores aleatorios inde-
sendientes con una distrinucion comun cuya densidad pertenece a la familia
(f(y;0):0 € ©} y suponga que las Hipétesis 3.2.1 y 3.2.2 son validas. Denote
dor Oy al verdadero valor del pardmetro y sea 6,, un estimador de verosimil-
tud méxima basado en Y1,Ys,...,Y,. En estas circunstancias,

Py, | lim 0, = 90] — 1. (3.1)
_a conclusién (3.1) es que los estimadores de verosimilitud méxima estiman
:onsistentemente al verdadero valor del parametro 6y; ésta, desde luego, es la
:onclusién clasica, pero la diferencia es que las condiciones bajo las cuales se
»btiene, a saber, las Hipétesis 3.2.1 y 3.2.2 son mas débiles que las condiciones
le regularidad usuales (Greene 2003, Grifiths ef. al. 1997). La demostracién
lel Teorema 3.3.1 es algo técnica y se presenta en la tltima secciéon de este

:apitulo. El argumento utiliza el siguiente resultado que es una extensién

lel Teorema 2.4.1 del Capitulo 2

Feorema 3.3.2 Suponga que las Hipdtesis 3.2.1 y 3.2.2 son validas y sea

7* € © un parametro arbitrario, con
0" # 6o

in este caso, existe un evento Q* con P[Q*] = 1, asi como un ndmero
* =¢*(0*) > 0 con la siguiente propiedad:

lara cada w € Q*, existe un entero N (w;6*) tal que para todo 6 € B(6*,e*)

fan(Y1(w),..., Y,o(w);0) < fn(Y1(w),..., Y,(w);00), n>N(w;6%)

Jsencialmente, este resultado establece que si 8* no coincide con el ver-
ladero valor del parametro 6y, entonces el maximizador 6 de la funcién de
rerosimilitud basado en n observaciones no se ubica en la bola de centro 6*
r radio positivo €* > 0, a condicién de que el nimero de vectores observados

ea suficientemente grande, i.e., n > N(w, 6*).
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Demostracién. Sea B(y) la funcién en la Hipétesis 3.2.2, de manera que

Ey,[B(Y)] < 00 y recuerde que

B oe (£050)] -0y <o

vea al Teorema 2.4.1(i) del Capitulo 2. En este caso, existe un nimero
positivo €* tal que
v(0*) +e"Eg[B(Y)] <0 (3.2)

de tal manera que

By |tog (25100 ) + € BOY)| =010 + B [BY)] <0,

A partir de este hecho, la ley de los grandes nimeros establecida en el Teo-
rema 2.2.2 del Capitulo 2 implica que existe un evento Q* con P[Q2*] =1 tal

que, para todo w € Q*,

: l 3 0 M e* (W = (0" "
Jzﬁon;[l o (Fwihag) e BOED] = w0 + e BalBm)L

Como el lado derecho es negativo, a partir de la definicién de limite se de-
sprende que para cada w € Q* existe un entero positivo N* = N*(w) tal

que

i [10g (%) +6*B(Yi(w))} <0, n>N'(w), wen"

1=1

(3.3)

Seleccione ahora un pardmetro ¢ arbitrario en B(6*,¢*), de manera que
|0 — 07| < e*. (3.4)
Usando la parte (i) de la Hipétesis 3.2.2 se desprende que
|log f(y;0) —log f(y;0")| < [|0 — 0%||B(y) <e"B(y), y€)
Por lo tanto,
g (%) —log (%) = [log f(y;0) — log f(y; 0o)]
— [log f(y;6") — log f(y; 6o)]

= log f(y;0) — log f(y; ")
<e"B(y)
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y entonces

o8 ( Foiy) <1 (T ) #7801 vy

Por lo tanto,

log (%) < log (f(—i(i")——e—» +¢e*B(Yi(w)),

de donde se desprende que
(w); 9)) 5 [ (f(Yi(w)§9*)> ‘ }
lo log | 5—+———= | +"B(Y;(w))| .
Z g( w);00) Zl &\ F(Yi(w); 60) (¥sw))
Combinando esta desigualdad con (3.3) y recordando que § € © es un
pardmetro arbitrario que satisface (3.4) se concluye que

Zlog( ))90))><0, we, n>N*(w), 0¢cB(0*c). (3.5)

Por otro lado, observando que fr(y1,¥2,--.,¥n;0) = 11—y f(yi;0) se ob-

tiene

fn(YIa“‘ayn;e) )
fn(y17"'7YTL;00)

z:: Og( ;’:90))>

de tal manera que (3.5) implica que, para cada w € Q* y 0 € B(0*,¢*)

log fru(y1,---y¥n;0) — log fr(y1,...,¥n;60) = log (

log frn(Y1(w),..., Y,(w);0) <log fr(Yi(w),..., Yn(w);00), n>N"(w);

como P[Q2*] = 1, esto muestra que la conclusién deseada se satisface con

N(w,0*) = N*(w) y e*(6*) = &*. 0

3.4 Demostracion del Teorema 3.3.1

En esta seccién se proporciona una demostracion del Teorema 3.3.1. El

argumento utiliza la siguiente consecuencia de los Teoremas 2.2.1 y 3.3.2
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Teorema 3.4.1 Sea ¢ > 0 un numero fijo. Bajo las Hipétesis 3.2.1 y 3.2.2

existe un evento {2, con las siguiente propiedades:
PlQ]=1

y
Para cada w € Q. y 6 € © N B(fp, )¢ existe un entero N.(w) tal que
log frn(Y1(w), ..., Yn(w);0) <log fu(Y1(w),..., Yn(w);b0), n> Ne(w).

Verbalmente, la conclusién de este teorema puede establecerse como sigue:
Con probabilidad 1, los maximizadores de log f,(Y1(w),..., Y, (w);0) no se
ubican en © N B(6y, €)¢ cuando n es suficientemente grande. Esto indica que
dichos maximizadores deben estar a una distancia menor que € de 6, el cual

es el verdadero valor del pardmetro.

Demostracién. Considere el conjunto © N B(6y, €)¢ el cual es un subconjunto
compacto de ©. Para cada 0* € © N B(6y,€)¢, se tiene que ||0* —Oy|| > €; en

particular, 0* # 6y. Luego, por el Teorema 3.3.2, existe un evento Q(6*) con
P[Q(6")] =1 (4.1)

asi como un nimero positivo £(6*) tal que, para cada w € Q(6*) existe un

entero N(w,8*) con la siguiente propiedad:
Si [|§ — 0*|| < e(6*), entonces para n > N (w,0*)
(4.2)
log fn(Y1(w), ..., Yn(w);0) <log fn(Y1(w),..., Yn(w);bo).

Note ahora que

© N B(fy,¢)¢ C U  B",e6%).
6*€ONB(6o,e)
Puesto que © N B(fp,e)¢ es un conjunto compacto, por el Teorema 2.2.1
existe un conjnuto finito {67,603, ...,05} C © N B(fy, ) tal que

6 N B(0o,e)° C OB(&;,g(e;)). (4.3)
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Defina el evento €2, mediante
T
Q=) Q) (4.4)
mientras que
Ne(w):= max N(w,6;), w€ Q. (4.5)

Note ahora que (4.1) y (4.4) implican que P[Q] = 1, y que N.(w) es finto,
pues cada N(w,6}) lo es. Se mostrard que la conclusién del teorema ocurre

con el evento Q¢ y el entero N.(w) especificados de esta forma. Sean
0eONB(6) v we

arbitrarios y seleccione

n > Ne(w). (4.6)

Por la inclusién (4.3), se tiene que 6 € B(0F,e(0;)) para algin i entre 1 y r,
esto es,

16 =071 < e(67)

Ademis, w € Q(0), por (4.4), mientras que n > N(w,0;) por (4.5)y (4.6).
Por lo tanto, (4.2) implica que

log frn(Y1(w),..., Y,u(w);0) <log fr(Yi(w),..., Yn(w); ).

En resumen: Si § € © N B(6y)¢, w € Q. y n > N¢(w), entonces la ante-
rior desigualdad ocurre, completando la demostraciéon pues, como ya se ha

mencionado, P[] = 1. O

Demostracion del Teorema 3.3.1. Para cada entero m = 1,2,..., sea €/,

el evento en el Teorema 3.4.1 correspondiente a € = 1/m, y defina

Q= () Q/m. (4.7)
m=1
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En este caso, Q*° = J,_; Qf ,, de manera que P Q)<Yo P [Qi/m] =
0, y entonces
PQ*]=1. (4.8)

Se demostrard a continuacion que , para cada w € Q*, si

A

0,(Y1(w), ..., Yn(w))

es un maximizador de la funcién de verosimilitud, entonces

~

lim Gn(Yl(CU), SEer: ,Yn(W)) = 90.

n— oo

Para alcanzar este objetivo, sean w € 2* y d > 0 arbitrarios. Seleccione un
entero m > 0 tal que 1/m < ¢ y note que w € Q4 /p,, por (4.7). Sea Ny (w)

el entero en el Teorema 3.4.1, de tal manera que
si n > Ny/m(w), entonces para § € © N B(6o, 1/m)°
log f(Y1(w),. .-, Ya(w);0) < log f(Y1(w),..., Ya(w); 60).

Esto significa que para n > Ny, (w) la funcién
0 > log f(Y1(w), .., Ya();0)

no se maximiza en ningin punto de § € © N B(Hy,1/m)¢, de manera que

~

0,(Y1(w),...,Yu(w)) € ©N B(6y,1/m) C B(Oy,1/m), y entonces
160 (Y1(@), -, Y () — o] < %1— <8, 1> Nym(w).

De acuerdo a la definicién de limite, esta desigualdad muestra que

~

lim 0,(Y1(w),...,Ya(w)) = 6Oo;

n— 00

como w € * es arbitrario y P[Q2*] = 1, se cocnluye que 6,, converge a 0, con

probabilidad 1, completando la demostracién. O
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Capitulo 4

El Argumento Clasico

4.1 Introduccion

En este capitulo se presenta la argumentacion clasica para para establecer
la consistencia de los estimadores de verosimilitud méxima en el caso en
que el espacio de pardametros © es un subconjunto de IR. Como ya se ha
mencionado, las condiciones usuales para asegurar la consistencia involucran
diferenciabilidad y se establecen a continuacién ( Serfling 1988, Greene 2001,

Dudewicz, 1989)

Hipétesis 4.1.1 La familia {f(y;0):0 € O} satisface las siguientes condi-

cilones:

R1: Para caday € ), la funcion de densidad f(y;0) tiene derivadas par-

ctales respecto a 0 hasta el tercer orden.
R2: Dado un pardmetro 0y € ©, existen 6 > 0 y funciones Hy, Hy y Hs
definidas en Y tales que

9'f(y;0)

0| < h(y), yey, oc@-a0+0), i=123
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R3: Mas ain, las funciones H; satisfacen las siguientes condiciones de in-

tegrabilidad:
/Hi(y)dy<oo, i=1,2
y
dlog f(Y;60)\>
0 < By, (——W) } <oo y 0< Ey [H5(Y)] < o0.

Bajo estas condiciones, el resultado cldsico de consistencia sobre estimadores

de verosimilitud maxima es el siguiente:

Teorema 4.1.1 Denote por 6y al verdadero valor del pardmetro. Bajo la
HipGtesis 4.1.1, existe una sucesién de estimadores {0, = 0,(Y1,...,Yy)}
tales que, con probabilidad 1 respecto a Py, las siguientes afirmaciones son
validas:

(i) Para n suficientemente grande, 0,, es una solucién para 6 del sistema de
ecuaciones de verosimilitud

8£n(9;Y1, cee ,Yn)

50 =1k (1.1)

(ii) lim 6, = 0o, esto es, {#,} es una sucesién consistente de estimadores
n— 00

del verdadero valor del parametro 6.

En la ecuacién (1.1) £ denota el logaritmo de la funcién de verosimilitud,

esto es,
L,0;Y1,...,Y,):=logL,(0;Y1,...,Y,) =log fn(Y1,...,Yn;0), (1.2)

de manera que (1.1) equivale a

8Ln(€;Y1, . .,Yn)

90 =

y también a
Bfn(Yl, oee ,Yn; (9)

00

Por otro lado, hay al menos dos aspectos en el Teorema 4.1.1 que es con-

= (.

veniente enfatizar. Primero, el teorema segura que, para n suficientemente
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grande, el sistema de ecuaciones de verosimilitud tiene una solucién én, esto
es que 6,, es un punto critico de £,, como funcién de 6, pero no garantiza que
0,, sea efectivamente un maximizador de £,,. En los caso practicos, sin em-
bargo, con frecuencia es posible demostrar que £,, si tiene un maximizador
6,, como funcién de 6, y que el sistema (1.1) tiene solucién dnica; por lo tanto,
dicho maximizador debe ser la solucién 6, de (1.1) referida en el teorema,
de manera que én = én converge a 6y conforme el tamano de la muestra
aumenta, por la parte (ii) del Teorema 4.1.1. Por otro lado, atin concedi-
endo que la solucién del sistema (1.1) corresponda a un maximizador de la
funcién de verosimilitud, su existencia estd garantizada sélo en el caso de
que las condiciones de diferenciabilidad e integrabilidad en la Hipétesis 4.1.1
se satisfagan. De esta manera, el Teorema 4.1.1 no es aplicable, por ejemplo,
en caso de que la muestra provenga de una densidad de Laplace, como en
el Ejemplo 3.2.2. En contraste, el Teorema si es aplicable en este ultimo
caso, pues la Hipotesis 3.2.2 se verifica. Una pregunta natural es por qué es
necesario suponer las condiciones en la Hipétesis 4.1.1 para poder obtener las
conclusiones del Teorema 4.1.1. La respuesta es que el argumnto clasico para
demostrar la consistencia de los estimadores de verosimilitud méxima utiliza
ciertas ideas analiticas, como desarrollos de Taylor, y las condicones (R1)—
(R3) son neceasrias para que dichas expansiones sean validas. El argumento
que se presenta a continuacién es una version mas simple del presentado en

(Serfling 1988).
4.2 Resultados Auxiliares

En esta seccién se presentan los resultados preliminares que se utilizan en
el enfoque clasico para demostrar el Teorema . Dichos resultados dependen
del siguiente resultado bésico, conocido como teorema de convergencia dom-
inada, el cual establece condiciones bajo las cuales es posible intercambiar

las operaciones de limite e integracion.

Teorema 4.2.1 Sea H(y) una funcién no negativa definida en ) y suponga
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que

/yH(Y)dY<OO

Si {gn:Y — IR} es una sucesién de funciones que satisface
lgn(y)| < H(y), y€¥, n=12.3,... (2.1)

y que
lim g,(y) = 9(y)-

n— 00
En este caso las funciones g, y g son integrables, esto es, fy l9n(y)| dy < oo
y [y l9(y)|dy < oo, y ademis

lim [ g,(y)dy= /y Jim g, (y) dy = /y 9(y) dy. (2.2)

n—00
Yy

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en Ash (1987), Rudin
(1968) o Dudley (2002). Verbalmente, la conclusién de este resultado es-
tablece que si la sucesién {g,} esta dominada por una funcién integrable
H(y) (vea (2.1)), entonces es posible intercambiar limite e integracién como
en (2.2). El siguiente teorema utiliza el anterior resultado para establecer

dos importantes consecuencias de la Hipotesis 4.1.1.

Teorema 4.2.2 Bajo la Hipdtesis 4.1.1, sea 6 € (0y — 0,00 + ) arbitrario. En

este caso

(i) Las funciones dg f(y;0) y 03 f(y;0) son integrables sobre Y y
/ 0o f(y;0)dy =0 = /yagf(y;@) dy.
y

(ii) Las esperanzas de 9 log f(Y,0) y g log f(Y,6) respecto a Py existen y

satisfacen

Eqy [03log f(Y,0)] = —Eg [(39 log f(Y,Q))ﬂ

Eq [0 log f(Y,0)] = 0.
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Demostracién. (i) Considere una sucesién {0, } de nimeros positivos tal que

lim §,, =0
n—0

y defina

n) ,9
gn(y):f(y’9+65) fly )’ yey.

Observe que

/ygn(}’)dy:%l/yf(y,9+5n)dy—/yf(y,0)dy} =0

pues tanto f(y,0+3,) v f(y, ) son densidades con soporte }, mientras que

la definicién de derivada implica que
lim g5, (y) = 0af (y;0). (2.3)
n—o0

Por otro lado, para n suficientemente grande, 6 + 6,, € (0 — 9,00 + 6), y el
teorema del valor medio implica que para cada y € ) existe d,, € (0,6) tal que

f(y7 0+5n)_f(Y7 9) = 5n89f(y; 9+Sn)7 de manera que gn(Y) = aef(}’; 9""571),

y entonces

l9.(¥)| < Hi(y), y €,

por la condicién (R2) en la Hipétesis 4.1.1. Puesto que fy Hi(y) < oo, las
tres ultimas desigualdades desplegadas permiten concluir, via el Teorema de

convergencia dominada, que Jg f(y;0) es una funcién integrable, y

0= Jin [ ga(y)dy = [ lim g(y)dy = | 2uf(y:0)dy
y'n,—>oo y

n—o0 y

La igualdad [}, 97 f(y;0) dy = 0 puede establecerse de manera similar,

(ii) Observe que

Ogf(y;0) , 1
f(y;0) —89f(y’9)f(y;9)

BANCO DE TESIS

Op log f(y;0) =

i 4794
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y entonces

03102 (vi0) = 00 [ 901530 705

f(y;
1
= 061001 (53] 55 + 00 4:0)08 |
_ 02¢(u. 1 f(y;0)
—39f(y,9)m+89f(y, );( .0)2

_3f(y;0) _ 96f(y:0)?
f(y;0) f(y;0)?
_ 93 f(y;0) <3ef(y;9)>2

- fy;9) f(y;0)
_ 93 f(y;9) N2
- ;-(y,e) - (89 lOg f(yae))

Por lo tanto,

03 log f(y;0) f(y;0) = 92 f(y;0) — (9g log f(y;0))° f(y;0)

y entonces

A}aglogf(y;e)f(y;H)dy
- / 82§ (y:0) dy — / (9 log £(3:0))? f(y;9) dy.
y Yy

y usando la igualdad fy 02 f(y;0) dy = 0 establecida en la primera parte del

teorema se desprende que

/ 83 1og f(3:6) £(y;6) dy = — / (95 log £(3:6))? £(y:6)dy,
Yy Yy

lo cual equivale a
2 2
Ep [02log £(Y;0)] = —E, [(89 log (Y 0)) ] .

Para concluir, observe que la igualdad fy 0o f(y; 0)dy = 0 establecida en la

parte (i), equivale a

09 f(y;0)
y [(y;0)

/y@elogf(y;G)dy: f(y;0)dy =0,
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esto es, Fy[0plog f(Y;0)] = 0, concluyendo la demostracion. 0

4.3 Cotas Para la ecuacion de Verosimilitud

En esta seccién se obtienen cotas para la derivada parcial respecto a 6 del
logaritmo de la funcién de verosimilitud alrededor del verdadero valor del
parametro #y. Dichas cotas son funciones cuadraticas, cuyas raices pueden
encotrarse facilmente, y serdn el instrumento basico para encontrar solu-
ciones de la ecuacién de verosimilitud (1.1). Como en Serfling (1988), la idea
fundamental es obtener el desarrollo de Taylor de la funcién dy alrededor
de 6y, pero despues de ese punto el argumento que sigue es completamente
distinto y mas simple que el usualmente aplicado. Como punto de partida,
note que después de observar los datos Yi7,Y5,...,Y,, la verosimilitud del

pardmetro 6 es
n

Ln(0;Y1,...,Y,) =[] £(Y:50)

=1

de manera que
‘Cn(e;Yla ce 7Yn) = lOgLn(e; | E T Yn) = Zlog f(Yu 0)
i=1

y esta funcén tiene, por lo menos, hasta tercera derivada respecto a 6, por

la Hipétesis 4.1.1. Por lo tanto
n
06Ln(0; Y1, .., Yn) =) dglog f(Ys;0) (3.1)
1=1

tiene por lomenos dos derivadas respecto a 6. A partir de este hecho se
desprende que 99L,,(0;Y1,...,Y,) tiene un desarrollo de Taylor alrededor
del verdadero valor del parametro 6g:
89£n(9; Yl, “oe ,Yn)
= 00Ln(00; Y1, Yn) +03Ln(00;Y1,...,Y,) (0 — 6) (3.2)
+ 2L, (0;Y 1, ..., Y ) (0 — 0p)?
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donde 6 es un punto entre 6 y 6. Las cotas para 00Ln(0;Y1,...,Y,) en el

siguiente lema serdan ttiles en el desarrollo subsecuente.

Lema 4.3.1 Sean 6y el verdadero valor del parametro y 6 > 0 como en la

Hipoétesis 4.1.1. Para 6 € (6g — d,00 + 9),

i—ag,cn(o;yl, oY) < An— Ba(0—00) + Ca(6—060)2  (3.3)

y
%agﬁn(e; Yoo Y,) > Ay — Bo(0—00) — Co(0—60)2 (3.4)
donde "
An = %239 log f(00; Y5); (3.5)
=1
Bo——2 3" 08 log £(60; Yo (3:6)
i=1
y Lo
Cn =~ ;Hg(Yi), (3.7)

donde Hs(y) es la cota para 9j log f(y;6) postulada en la parte (R2) de la
Hipotesis 4.1.1.

Demostracién. A partir de (3.1) se desprende que

0oL (003 Y1, ..., Yn) =) dglog f(00; Yi) = nAy;

1=1
2 . _ - 2 . —
89£n(90, Yl, . ,Yn) = Z 89 lOg f(go, Yl) = —an,
i=1

donde las igualdades en la extrema derecha se desprenden de la especificacién

de A, y B, en (3.5) y (3.6), respectivamente, y entonces (3.2) implica que

9L (0;Y1,...,Yy) =nA, —nBp(0 —0p) + 02L,(0;Y1,...,Y,)(0 — 6)%
(3.8)
Por otro lado, 83L,(0;Y1,...,Y,) = S, 03log f(8;Y;); como 6 perte-

nence a (0 — 6,60 + 0) y 6 se encuentra entre 0 y 6y, se tiene que 0 €
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(6o — 0,600 + §), de manera que, a partir del supuesto (R2) en la Hipétesis

4.1.1, se obtiene que

’33 log f(0;Y;)| < H3(Y;)

y entonces

0L, (0:Y1,....Y,)

<3 |f1o8 16 ¥)
=1

<Y " Hs(Y;) = nCp;
i=1

donde (3.7) se usé para estableer la igualdad. Combinando este hecho con

(3.8) se desprende que

0pLn(0;Y 1, ..., Yy) < nAp — nBp(0 — 0) + nCr (0 — 6)*

aﬁ»cn(0§Y17 SO 7Yn) > nAn - an(e - 90) - nc’n(e - 90)27

relaciones que son equivalentes a (3.3) y (3.4), respectivamente. O

4.4 Raices de las Cotas Cuadraticas

En esta seccién se estudian las cotas cuadraticas para 9L, (0;Y1,...,Yy,)
establecidas en el Lema 4.3.1. Por conveniencia, escriba
Ul n(e) = An - Bn(g - 90) + Cn(g - 60)2;

(4.1)
Uon(0) = Ap — Bn(0 — 6y) — Cn(6 — 6p)>.

El siguiente objetivo es mostrar que, con probabilidad 1, cuando n es sufi-
cientemente grande estas funciones cuadraticas tiene raices 61, y 6y, que
convergen a . El primer paso en esta direccién se establece a continuacion

y depende de la férmula cuadratica.

Lema 4.4.1 Suponga que

B2 —4]|A,C| >0, y C,>0. (4.2)
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y defina 6y, y 01, mediante

B, — /B2 —4A,C,
O1n =0+

2Ch (4.3)
B — B + B, — /B2 +4A,C,
on — Y0 _20”
Entonces
Ui(01,) =0=Us(6on) (4.4)

Demostracién. Suponga que (4.2) es vélida. Observe ahora que la ecuacién

Uin(6) = 0 es cuadrética en z = 6 — 0y, y que su discriminante es
B2 —4A,(C,) > B2 —4|A,Cp| >0

Usando la férmula cuadratica, la ecuacién Uy ,(0) = 0 es equivalente a

B, + /B2 —4A,C,
9—90—_— n 3

20,

seleccionando el signo menos se obtiene que

Bn — /B2 —4A,Cy
- ‘91n

2C,

0 =00+

satisface Uy, (01 ,) = 0. Considere ahora la ecuacién Uy, () = 0, la cual de
nueva cuenta es cuadrética en z = 6 —6y. De acuerdo a (4.1), su discriminante

€S
B2 +4A,(Cy,) > B2 — 4]A4,C,| > 0

y la férmula cuadrética permite concluir que U; ,(0) = 0 equivale a

B, + /BZ T 14,0,
0— 0y = e 103

—2C,

y al seleccionar el signo menos se obtiene que

B, — /B2 — 44,,C,,

—2C,

0= 0o+ = 6o

satisface Up,(0o,) = 0, concluyendo la demostracion. O
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EL siguiente resultado muestra que, con probabilidad 1, las condiciones en

(4.2) se satisfacen siempre que n es suficientemente grande.

Lema 4.4.2 Sea 0y el verdadero valor del pardmetro y suponga que la
Hipdtesis 4.1.1 es valida. En este caso, las siguientes convergencias ocur-

ren con probabilidad 1:

(i) lim A, =0;

n—oo

ii) lim B, = —Ey, [03log f(Y;0)] =B >0

n—oo

n—roo

(
(iii) lim C, = —FEg, [H3(Y)] =:C >0
(iv) lim B2 —4|A,,C,|=B*>0

Demostracién. (i) A partir de (3.5) se desprende que A, es la media mues-
tral de las variables aleatorias 9y log f(Y;;60), ¢ = 1,2,...,n las cuales son
iid con esperanza 0; vea el Teorema 4.2.2(ii). Por lo tanto, la ley de los
grandes numeros establecida en el Teorema 2.2.1 del Capitulo 2 implica que

lim A, = 0 ocurre con probabilidad 1.
n—o0

(ii) De la especificacién de By, en (3.6) se desprende que B,, es el promedio de
las variables aleatorias —93 log f(Y;00), i = 1,2,...,n; estas variables son
independientes con la misma distribucién y, mas atin, de acuerdo al Teorema

4.2.2(ii) su valor esperado es
B:= By, (08108 (Y 600)] = Ea, (96108 /(Y :360))°] >0

donde la desigualdad se desprende de la condicién (R3) en la Hipdteisi 4.1.1.
En consecuencia, la ley de los grandes niimeros permite concluir que la con-

vergencia lim B, = B es valida con probabilidad 1.
n—0o0

(iii) C,, es la media muestral de las variables aleatorias Hs(Y;), las cuales
tienen esperanza finita y positiva C:= Ey,[H3(Y)], por la condicién (R3)
en la Hipétesis 4.1.1. Por lo tanto, lim,_,,, C,, = C > 0, por la ley de los
grandes numeros.

(iv) A partir de las partes (i)—(iii) se desprende que, con probabilidad 1,
lim B2 — 4|A,C,| = B> - 4/0C| = B*® > 0. O
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La ultima etapa antes de la demostracion del Teorema 4.1.1 es el siguiente
resultado, el cual muestra que las soluciones 6;,, de las ecuaciones cuadraticas

Uin(0) = 0 convergen a y con probabilidad 1.

Lema 4.4.3 Con probabilidad 1 las siguientes afirmaciones son validas:

(i) Para n suficientemente grande la condicién (4.2) se satisface. Por lo tanto

las soluciones 61, y 0o, en el (4.3) estan definidas.

(ii) Las siguientes convergencias ocurren:

lim 01n = 90
n—00

lim 90n = 90
—»00

Demostracién. (i) Por el lema anterior, las convergencias lim,,_,o, C,, = C' >
0 y lim, s B2 — 4|A,Cr| = B% > 0 ocurren con probabilidad 1, de man-
era que la definiciéon de limite permite concluir que para n suficientemente
grande, B2 — 4|A,,C,,| > 0y C,, > 0, que es precisamente la condicién (4.2),

y en este caso 01, y 0y, estdn bien definidas.

(ii) A partir de las férmulas (4.3) se desprende que

B, — /B2 — 44,C,

lim 6;, =60p+ lim

n—00 n—00 2C,
. B-VB?
=bo+ lim — =

donde la segunda igualdad se debe al Lema 4.4.2. Como B > 0, se tiene
que VB2 = B,, y entonce la anterior igualdad desplegada se reduce a
limy, 00 01, = 0. La convergancia lim,, ,., 0y, = 0o se establece de manera

similar. O

4.5 Demostracion del Teorema 4.1.1
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Despues de los preliminares técnicos en las secciones precedentes, a contin-
uacion se proporcionard una demostracién del resultado clasico de existencia
de soluciones de la ecuacién de verosimilitud (1.1) y de su convergencia ha-
cia el verdadero valor del parametro 6y. Sean 6y, y 61, como en (4.3),
valores que, con probabilidad 1, estdn bien definidos para n suficientemente
grande. Sea d > 0 como en la condicién (R2) de la Hipétesis 4.1.1. Como
lim, 00 Oin = 00 € (6o — 0,00 + 9), ¢ = 1,2, por el Lemma 4.4.3. Por lo
tanto, con probabilidad 1,

90n701n S (80 - 5,90 +5)

para n suficientemente grande. Por lo tanto, las desigualdades (3.3) y (3.4),

vélidas para 0 € (6g — J,0y + §) permiten concluir que

1
ﬁaeﬁcn(eln;Yla s ,Yn) S An - Bn(eln - '90) + Cn(eln - 90)2
= Uln(eln) =0

donde la prinera igualdad se debe a la definicién de Uy, (vea (4.1)) y la

segunda a la especificacién de 61 ,. Similarmente puede demostrarse que

1
'ﬁaé‘cn(eln;Yla o3 Y,) > Ay — Bp(015n — 00) — Cr(01n — 60)?
— U()n(e()n) = 0.

Considere ahora el intervalo I,, que une a los puntos 6y, y 61, €l cual estd
contenido en (6y—4d,0¢+9), y observe qu la funcén z — 9Ly, (z; Y1,...,Y,)
es continua en I, pues es derivable, y que de acuerdo a las desigualdades
anteriores, esta funcién es no negativa en un extremo del intervalo y no
positiva en el otro. Por lo tanto, la funcién z — 9gL,(z;Y1,...,Y,) se
anula en algin punto de I,, por la propiedad del valor intermedio,, esto es,

existe én € I, tal que
89Ln(0n:Y1,...,Y,) =0.

demostrando la existencia de soluciones a la ecuacién de verosimilitud .Para

conluir observe que la inclusién 0, € I,, y el hecho de que los extremos
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del intervalo I, a saber, 6y, y 01, convergen con probabilidad 1 hacia 6,

implica que
lim ,, = g
n—oo

casi seguramente, completando la demostracién del Teorema 4.1.1 a
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