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En el presente trabajo, se describen algunas herramientas bdsicas de Algebra
Lineal, y varias medidas de diagnéstico que permiten detectar observaciones in-
fluyentes, y se propone una modificacién de la distancia de Cook, basdndose en la
distancia de Mahalanobis generalizada, en el contexto del modelo de regresion lineal
con distribucién normal multivariada. Se establece ademds, la distribucién exacta
del estadistico basado en esta distancia de Mahalanobis generalizada, la cual pro-
porciona puntos criticos para identificar “outliers” en un conjunto de datos. Este
procedimiento, se ilustra con un ejemplo, en el caso de la regresion lineal multiple y
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In this work, it describe some basic tools of Linear Algebra, and several
diagnostics measures that it permit to detect influential observations, and a modifi-
cation of the classical Cook’s distance is proposed, providing us with a generalized
Mahalanobis distance in the context of multivariate normal linear regression models.
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INTRODUCCION

La regresidn es una herramienta analitica inferencial que establece la relacion
funcional entre variables, y constituye uno de los métodos estadisticos mas amplia-
mente utilizado. Al conjunto de técnicas que permiten construir y evaluar modelos
que describan la relacién entre variables, y formular inferencias basadas en los mo-
delos obtenidos, se les conoce como técnicas de regresion; y al andlisis estadistico

que resulta de aplicarlas, se le denomina andlisis de regresion.

Considerando el modelo de regresion general

Y =X3+e, ' (1.1)
donde:
Y, esun vector de tamano n x 1 de variables dependientes (variables res-
puesta),
X, es una matriz de tamafio n X k (con n > k) de variables independientes
(variables predictoras o explicatorias),
B, esun vector de tamafio k x 1 de coeficientes o parametros desconoci-

dos, y

€, esun vector de tamano n X 1 de errores aleatorios.

Si el modelo dado en la ecuacién (1.1) es lineal, entonces se le llama modelo
de regresion lineal, en el cual, si se involucra sélo una variable independiente, la
regresion lineal se dice ser simple, pero si existen dos o més variables independientes
en el modelo, entonces se dice ser mﬁltiple.' Uno de los propésitos del andlisis

de regresion lineal, es el de utilizar las variables explicatorias, cuyos valores son



conocidos, para predecir el comportamiento de la variable respuesta, aunque se
puede decir que el objetivo general de esta técnica, es hacer mejores inferencias

sobre la variable de mayor interés.

Los elementos que determinan una ecuacion de regresion lineal, son las
observaciones, las variables y los supuestos asociados al modelo, estos iltimos se dan
en la tercer secciéon del segundo capitulo. El ajuste de esta ecuacion por el método

de cuadrados minimos, es el procedimiento de modelacion que sera utilizado.

En la préactica, es comun enconﬁl‘ar algunos problemas relacionados con la
informacién disponible (observaciones), tal como ocurre cuando se tiene la presencia
de una o varias observaciones discrepantes (también llamados puntos anémalos), las
cuales son inherentes a un conjunto de datos determinado. En este caso, el dia-
grama de dispersién de los datos, constituye un procedimiento informal que permite
detectar con facilidad dichos puntos andémalos, pues aparecen en forma aislada, es

decir, se alejan de la nube (o patron) que siguen los demas puntos.

A las observaciones extremas, que individualmente o en conjunto, afectan
la estimacién minimo cuadratica dé los pardmetros de la regresion, es decir, 8 v
02, al ajustar el modelo de regresién, se les llama observaciones influyentes, de las
cuales, Chatterjee y Hadi (1988), distinguen tres tipos, a saber: “outliers”, puntos
paldnca y puntos influyentes, cuyas definiciones se exponen en la primera seccion del

tercer capitulo.

Se han desarrollado algunos métodos para detectar observaciones influyen-
tes, entre los que se encuentran, el método de la eliminacion de observaciones y el
método basado en la diferenciacion. El primero, estudia cémo el ajuste del modelo
de regresién se ve perturbado al omitir una observacién en particular, o bien, un
conjunto de observaciones; mientras que en el segundo, la perturbacion del ajuste

es con respecto a ciertos parametros del modelo.



Dentro del gran numero de medidas de diagnéstico correspondientes al
primer método, cabe destacar aquellas que miden la influencia de la i-ésima obser-
vacién (potencialmente influyente), en la estimacion de 3 exclusivamente, cuando
dicha observacién es omitida. Esto es, si se suprime la i-ésima observacion, y se com-
para el vector que no considera esta observacion Z‘? 4y con el vector que considera el
conjunto de datos completo B, a través de su diferencia (3 — B(i))’ se establece el

impacto que tiene la observacién i sobre la estimacion.

En el diagndstico del andlisis de regresion lineal, comunmente, se utilizan
medidas basadas en residuales, en las que la versién estudentizada, juega un papel
fundamental, tal como lo sugieren Atkinson (1981 y 1982) y Velleman y Welsch

(1981); estas medidas se describen en la primera seccion del tercer capitulo.

Por su parte Hampel (1968 y 1974), propone las medidas basadas en la
curva de influencia para B, dentro de las cuales se encuentra la distancia de Cook,
cuya definicién requiere considerar, que bajo normalidad, = la regién de confianza
100(1 — a)% para 3, se obtiene a partir de

B-BTxTx)B -8

ko?

< F(a;k,nv—k),

donde F(c;k,n — k) es el punto superior « de la distribucién F' centrada con k y
(n — k) grados de libertad. Esta desigualdad define una region elipsoidal centrada
en B, y permite medir la influencia de la i-ésima observacién por el cambio en el
centro del elipsoide de confianza, cuando la i-ésima observacién es omitida. En forma
analoga, Cook (1977), propone la medida

(B-Bu)T(XTX)(B-By)

ko?

C; = , 1=1,2,...,n,

para considerar la influencia de la i-ésima observacién sobre el centro del elipsoide
de confianza, es decir, sobre B. Asimismo, Welsch y Kuh (1977), presentan la
distancia de Welsch y la de Welsch-Kuh, mientras que Atkinson (1981), realiza una



modificacion de la distancia de Cook. Estas medidas se muestran en la primera

seccién del tercer capitulo.

Una alternativa a las medidas anteriores, la constituyen, medidas de la
influencia de la i-ésima observacién, que se basan en el cambio en el volumen del
elipsoide deconfianza para (3, cuando esta observacén es omitida, las cuales se mues-
tran en la primera seccion del tercer capitulo, y son: el estadistico Andrews-Pregibon
sugerido por Andrews y Pregibon (1978), la relacion de varianzas senalada en Bel-
sley et al. (1980) y el estadistico Cook-Weisberg propuesto por Cook y Weisberg
(1980).

Se concluye esta seccién con las definiciones de las medidas basadas en la

funcién de verosimilitud propuestas por Cook y Weisberg (1982).

La mayor parte de las aportaciones son recopiladas en Chatterjee y Hadi
(1988) y en Belsley et al. (1980), en donde se observa que para la mayoria de las
medidas de diagnéstico, el estadistico de prueba no tiene una distribucion exacta,
que mediante una regla de decision permita establecer el punto critico (o punto de

corte) que facilite la deteccién de observaciones influyentes.

En el presente trabajo se plantean las bases y la importancia del andlisis
de sensibilidad en regresién. Como tema central, se propone una modificacion de
la distancia de Cook, baséndose en la distancia de Mahalanobis generalizada, en el
contexto de la regresién lineal con distribucién normal multivariada. Se establecen
ademas, las distribuciones exactas de los estadisticos basados en esta distancia mod-
ificada, a través de la cual, se obtiene un punto critico que permita detectar una o

varias observaciones influyentes.

En el segundo capitulo, se da la notacion, algunos resultados y supuestos
asociados con el modelo dado en la ecuacién (1.1), que son requeridos en los capitulos

posteriores; asimismo, se describen las propiedades de las matrices de prediccion P
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y de residuales (I — P), y se mencionan los efectos sobre P, que resultan al omitir
una o varias observaciones, y por ultimo, se muestra la distribucion que siguen los

elementos de la diagonal de la matriz de prediccidn, es decir, los py;.

Las medidas de diagndstico, correspondientes al método de la eliminacién
de una observacién, y el método basado en la diferenciacién son descritas en el tercer

capitulo.

Por su parte, en el cuarto capittilo, se generaliza algunas de las medidas des-
critas en el tercer capitulo, al caso de la influencia de multiples observaciones sobre
el ajuste de la ecuacién de regresién, limitdndose sdélo a aquellas que corresponden

al método de la eliminacion de multiples observaciones.

En el quinto capitulo, se presenta el articulo “Una modificacién de la
distancia de Cook”, donde considerando el modelo de regresion lineal multivariado
con distribucién normal, se propone una modificacién de la distancia de Cook para el
caso de una observacién, basindose en la distancia generalizada de Mahalanobis, vea
el Teorema 1. En el Teorema 2 se define como calcular el cuadrado de la distancia
de Cook modicada para detectar k observaciones influyentes. En los teoremas 3 y
4 se encuentran las distribuciones de las distancias de Cook modificadas propuestas
en los teoremas 1 y 2, respectivamente. Se concluye el articulo con una aplicacion
de las técnicas descritas a un ejemplo de regresién lineal simple y otro de regresion

lineal multiple multivariado.



LA MATRIZ DE PREDICCION

Notacion

A continuacién se propone la notacién que serd utilizada durante el desa-

rrollo del presente trabajo.

En primera instancia, se define I como la matriz identidad, 0 como la matriz

nula y 1 como el vector de unos.

Sea u;, el i-ésimo vector unitario, es decir, un vector con uno en la posicion

iy ceros en el resto de las posiciones.

Asimismo, se utiliza M T, M~-' M-T para denotar la transpuesta, la
inversa y la inversa de la transpuesta de la matriz M, respectivamente. Mientras
que el rango, la traza, el determinante y la norma de la matriz M son dados por

r(M), tr(M), det(M) y || M]||, respectivamente.

Sean y;, ¢ = 1,2, ...,n, el i-ésimo elemento de Y; :ciT, la i-ésima fila de X;

ysea X;, j=1,2,..,k, la j-ésima columna de X.

Cuando se hace referencia a la i-ésima observacién, se considera el vector

fila (z; : y;), esto es, la i-ésima fila de la matriz aumentada Z = (X : Y').

La matriz X con la i-ésima fila eliminada se denota por X ;). Del mismo
modo, ,6(2-) es conocido como el vector de pardmetros estimado cuando la i-ésima

observacién ha sido eliminada.



Se define a € o €., como el vector de residuales, cuando se hace una

regresién de la variable Y con la(s) variable(s) X.

Las expresiones E()), Var(:), Cov(,-) y Corr(-,-), son usadas para
definir el valor esperado, la varianza, la covarianza y el coeficiente de correlacion
de la(s) variable(s) aleatoria(s) que se indican por puntos en los paréntesis, respec-

tivamente.

Resultados

Algunos resultados importantes que seran requeridos, son dados a continuacion.

1. El método de estimacién mas cominmente utilizado es el de Cuadrados Minimos,

el cual requiere minimizar la expresion
y -x8) T (v -x
( B)" ( B),

para lo cual se deriva con respecto a B, v resulta el sistema de ecuaciones

normales

xTx)p=xTy,

el cual tiene solucién tnica, si y solo si (XTX )~1 existe, dando lugar al

estimador de 3, es decir,
B=xTx)*xTy,
el cual tiene las siguientes propiedades:

(a) B es un estimador insesgado para B, esto es, E (B) = B,



(b) 3 es el mejor estimador linealmente insesgado para 3, lo cual indica que
la varianza del estimador, es decir, Var(8) = ¢%(X Tx )~ es la mas

pequena, de entre la clase de estimadores linealmente insesgados, y

(c) Asumiendo que los errores siguen una distribucién normal, como se vera

en la siguiente seccién, por (a) y (b), se tiene que
B~ N (8,03(XTXx)1).
2. El vector de valores ajustad?s (predichos), es decir, ?, se obtiene asi,
Y=xB=x(xTx)'xTy = Py, (2.1)

donde
P=x(xTx)1xT, (2.2)

este vector Y, cuenta con las siguientes propiedades:

—

(a) E(Y) =X,
(b) Var(Y)=0%P,y

(c) Bajo normalidad, por (a) y (b), se tiene que
| Y ~ N, (X8,0°P),
la cual es una distribucién singular de rango k, pues P es singular.
3. El vector de residuales €, se calcula asi,
€e=Y-Y=Y-PY=(I-P)Y,
y presenta las siguientes propiedades:

(a) E(€) =0,

(b) Var(e) = o*(I — P),



(c¢) Nuevamente asumiendo normalidad, por (a) y (b), se tiene que
&~ N, (0,0*(I - P)),

la cual es una distribucién singular de rango n — k, pues (I — P) es

singular, y

~ ~

€€

(.d) ~ x*(n — k), donde € T% es 1a suma de cuadrados de residuales.

O~2

Supuestos

El an4lisis de regresién general se basa en suposiciones, en seguida se muestran

aquellas que seran de utilidad en el presente estudio.

1. El supuesto de linealidad implicito en el modelo, el cual establece que cada
valor respuesta observado y;, puede ser escrito como una funcién lineal de la

i- ésima fila de X, o sea,

Yi :m?6+ €, 1=12,..,n

2. El supuesto que permite encontrar un estimador tnico de 3, para lo cual es

necesario que ()(T)()_1 exista, o equivalentemente, que el 7(X) = k.
3. El supuesto distribucional, en el que se requiere que

(a) X sea medida sin errores,

T

(b) € no dependa de z; , para¢ =1,2,...,n,y

(¢) € ~ N,(0,02I).

4. El supuesto que indica que todas las observaciones son igualmente confiables

y deben influir de igual manera en la determinacién de los estimadores de 3y

o2,
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Las Matrices Py (I — P)

Recordando que la matriz P dada en la ecuacién (2.2), juega un papel muy
importante en el andlisis de regresion lineal, ya que es necesaria para obtener los
estimadores de los pardmetros incluidos en el modelo. Chatterjee y Hadi (1986), le
llaman matriz de prediccion, porque es la transformacion matricial que aplicada a
Y, produce el vector de los valores predichos, es decir, Y. Similarmente, a (I -P)
se le denomina matriz de residuales, ya que al aplicarse a Y, genera el vector de

residuales estimado, esto es, €.

En cuanto a notacién se refiere, los elementos de P se definen de la siguiente

manera,
1. pij, 4,7 =1,2,...,n es el ij-ésimo elemento de P, y se obtiene asi,
Wl Pu; = ul X (XT X)X Tu; = 2 (xT x) 22 = pyy,
2. pii, ©=1,2,...,neseli-ésimo elemento de la diagonal de P, y similarmente,
se encuentra asi,

uiTPui = u;.rX (XTX)‘lXTui = a:zT(XT_X)‘ll‘i = Pii,

Algunos resultados donde estan involucrados los elementos de P, son dados

a continuacion.
1. Var(y;)=0*pi,
2. Var(€)=c*(1 - pi),
3. Cov(é},é}):—a:?pij, y

4. Corr(€;,€; —Pij

)= \/El “‘pii)\/(l —pjj)

notando que el coeficiente de correlacién es determinado totalmente por

los elementos de P.
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Una caracteristica importante de las matrices de prediccion y de residuales,
es que son simétricas e idempotentes, es decir, son proyecciones ortogonales. P
proyecta ortogonalmente cualquier vector n-dimensional en el espacio k-dimensional
de las columnas de X, esto es, PX = X, por lo que se deduce que (I — P)X =0,

y el vector de residuales estimado se puede expresar como
eE=I-P)YY =(I—-P)XB+¢€)=(I—- P,
en donde la relacién entre € y € depende sélo de P.

Ahora, si se considera la igualdad dada en la ecuacién (2.1), se observa que -
el i-ésimo valor predicho ¥;, se puede calcular de la siguiente manera,
n
U; = O Pij¥; = DPiili + > piivi, i1=1,2,..,n,
=1 A

de donde se sigue que,

R
(9ZZ = Pii, 1= 1,2,...,71

Por consiguiente, p;; puede interpretarse como el valor “palanca’” que cada

y; tiene en determinado ¥; (Hoaglin y Welsch, 1978). Similarmente, p;; puede ser

interpretado como el valor “palanca” que cada y; tiene en determinado ;.

Por otro lado, el reciproco de p;; se puede considerar como el nimero de
observaciones que determinan 3;, Huber (1977 y 1981); esto es, si pi; = 1, g, esta
determinado por una sola observacién (solamente por ¥;), por lo tanto se requiere
un grado de libertad para ajustar y;, Belsley et al. (1980); si p;; = 0, y; no tiene
influencia sobre ¥;; y si pi; = 0.5, §; estd determinado por dos observaciones. Una
amplia variacién en los valores que toma p;;, indican un espaciamiento no homogéneo

en las filas de X (Behnken y Draper, 1972).

Se observa que los elementos de P tienen una interesante interpretacion

geométrica, esto es,
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1. Cuando X contiene una columna constante o cuando las columnas de X son
centradas, la forma cuadratica VT(X Tx )71V = ¢, donde V es un vector
kx 1y c es una constante, define contornos elipticos k-dimensionales centrados
al promedio de las columnas de X, es decir, X. El conjunto convexo més
pequeno que contiene a los n puntos en el espacio X, estd contenido en los
elipsoides que satisfacen la desigualdad ¢ < maxz(pi;). En consecuencia, py;
estéd determinado por la colocacién de x; en el espacio X, es decir, un valor
grande (o pequeno) de p;;, indica que @; se encuentra lejos (o cerca) de la

nube de puntos del conjunto de datos.

2. El volumen del elipsoide de confianza 100(1—a)% para 3 es monétono creciente
con Pi;, es decir, un p;; grande, provoca un incremento en el elipsoide de

conflanza para 8 cuando la i-ésima observacién es eliminada.

3. Considerando la regresiéon de u; sobre X. El vector de residuales para esta
regresion es

/é’u.--)( = (I — P)’U,i,

el cual, simplemente es la i-ésima columna (fila) de (I — P). La norma del

vector de residuales es

[, = /uT (T = PYTU = Pyus = /uT (1 - Pyu, = /1~ pa

El dngulo 0; entre €, , y €, , se encuentra de la siguiente forma,

~

v.x €y x
”EYX” ’ |I€ui~Xl|

YyT(1 - P)T(I - P)u,

VYT(I - Py (I- P)YyT=p3
YT (I - P)u;

VeTeyT=ps

)

1 —pi;)

€

cost;

e T
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De este modo, el i-ésimo residual se puede expresar como

&; = cost/e Te(1 — pu)

Ellenberg (1973, 1976), ha demostrado que si p; # 1, entonces

2
0; ~ Bet (_,_ — k= )
cos eta 22(n k—1)

Por su parte, Beckman y Trussel (1974), han mostrado que si p;; # 1, entonces

cothivyn —k —1 ~t{n—k—1)

Propiedades de la Matriz de Prediccion

A continuacién se muestran algunas propiedades de la matriz P, las cuales se

dan en los siguientes teoremas.

Teorema 1. La matriz de prediccion P es invariante bajo transformaciones lineales
no singulares de la forma X — X E, donde E es cualquier matriz de tamario k X k

no singular.

Demostracion. Sea E cualquier matriz de tamafio k£ X k no singular y sean las matri-
ces de prediccién para X y para X E, denotadas por P, y P, , respectivamente,

entonces sélo hay que mostrar que P, =P, para lo cual, se ve que

P, = (XE) ((XE)T(XE)> 1 xE)T - X(XTX)"'XT=P,u

Este teorema indica que las matrices de prediccién para X y X E son las
mismas, por lo tanto, cuando se hace una regresion, el vector de residuales estimado

para X FE es el mismo que para X, es decir,

€ =(I—-P,, )Y =(I-Px)Y =¢,,

Y- XE
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De este modo, si el modelo de la ecuacién (1.1) contiene un término constan-
te, los residuales y sus varianzas estimadas son invariantes bajo transformaciones de
parametros de escala y de localizacién en X ; mientras que si el modelo no contiene
un término constante, solo son invariantes bajo transformaciones de pardmetro de

escala en X.

Este teorema, ademas, permite cualquier reparametrizacién no singular del

Vmodelo de la ecuacién (1.1), es decir, si a=FE —13, entonces los modelos
Y =XB+¢€ y Y =XFEa-+e,
son equivalentes, en el sentido de que producen el mismq Y.
Teorema 2. P y (I — P) son matrices simétricas e idempotentes.
Demostracion. Para demostrar simetria, hay que ver que
p=pPT y que -P)=1-P)7T
Mientras que para mostrar idempotencia, se ve que

P=P%2 y que (I-P)=(I-P)’n

Teorema 3. Sea X una malriz de tamano n X k, entonces
1. tr(P)=r(P)=k,

9. tr(I —P)=n—k,y

3. ) > pi=k.

i=1j=1
Demostracion.
1. Para toda matriz de proyeccién P, la tr(P)=r(P)=Fk.

2. Se ve que la tr(I — P)=tr(I) - tr(P)=n— k.
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n n
3. i P=PT = P2 entonces, la tr(P):t'r(P2):tr(PTP):ZZpgj:;,;' -

i=15=1
Para la demostracién del Teorema 4, se requiere citar el siguiente lema.

Lema 1. La inversa de una matriz particionada.

Se define
A Age

A21 A22

1. Si Ay Ay, son no singulares, entonces:

Al_ll -+ A;11A12MA21 Ai—ll —‘Ai—llA]_zM

A7l=
— M Agy A} M

donde M = (Aaz2 — A21A1_11A12)~1

2. Si Ay Asp son no singulares, entonces:

N —NA;, A}
— Az AN ATl + A Ay N AL AGY

A=

donde N = (A — A2 AZ,) Agy) ™t

Demostracion. Sise considera B=A"1, entonces sélo se debe mostrar que BA = T.

Teorema 4. Sea X = (X; : X2), donde X, es una matriz de tamano nXr de rango
r y X2 es una matrizn x (k—r) de rango (k—r). Sea P, = X (XlTXl)*leT la
matriz de prediccion para X, y W = (I — Py) X5 es la proyeccion ortogonal de X,
sobre el complemento de Xy. Por dltimo, sea Py = W(WTW)“IWT la matriz

de prediccion para W ; entonces, P puede ser expresada como

P=P +P;
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x(xTx)y1xT - x,(xTx)-*xT + (1 - P)R(I - P,)

donde Ry = X (XTI (I - P)X5) 71X

Demostracion. Se ve que P se puede calcular asi,

—1
xTx, xTx, xT
PZ{XI Xz] T T T
xTx, xTx,| |x]

Al invertir la matriz particionada que se encuentra en la parte central de

la expresién anterior, utilizando para ello el Lema 1, se llega a que P = P + P,

quedando probado el teorema. n

Este teorema permite ademés, particionar la matriz P en dos o mas matrices

de prediccion.

Teorema 5. Para 1= 1,2,....,nyj=1,2,...,n, se tiene que
1. 0 < py; <1, para todo i,
2. 0.5 < p;; < 0.5, para todo j # 1,
3. Si X contiene una columna constante, entonces

1

(a) pii > n~t, para todo 1,

(b) P1=1,y
4. Suponga que x; ocurre a veces y que —x; ocurre b veces, entonces

pii < (a+0b)7L.

Demostracion. Para el inciso 3, se tiene

(a) Si X contiene una columna constante, entonces se puede definir como
X = (1 : Xz),

por el Teorema 4, se tiene que
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p = 11T)1T = 1p-1uT = 11T

W=(I-P)X;=T-n"111)x,=X
P, =XXTX)xT
De este modo, la matriz de prediccién P se puede expresar como
P=pP +P=n11T 4+ X(xXTx)1xT

Se ve que cada uno de los elementos de la diagonal de Py es igual a n=1,

Como P es una matriz de prediccién, por el Teorema 5(1), se deduce que los
1

elementos de la diagonal son no negativos, por lo que p;; > n™ ", para todo .

(b) Se ve que xTy = 0, y que P21 =0, entonces P1= P 1=1.

La demostracién completa aparece en Chatterjee y Hadi (1938). n
Teorema 6. Parai=1,2,...,nyj=1,2,..,n, setiene que

1. Sipi; =1 o 0, entonces p;; =0,

2

2. (1 _pii)(l - pjj) - pij > O;

3. pupj;i — P >0,y

~2

6-
4 pu+ —f— <1

€€

Demostracion.

1. Se observa que el i-ésimo elemento diagonal de P, puede ser escrito como

n n
pi =y P% =ph+ > Pk
7=1 J#Fi

por lo que, si p;; = 0, entonces py; = 0; y si pi; = 1, entonces p;; = 0.

2. Se puede ver en Chatterjee y Hadi (1988).
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3. Simplificando la expresién del Teorema 6(2), se comprueba que
pas—p2 >0
PiiPji — P;; = V-

4. Se define Z = (X :Y), Px=X(XTx)1xT y p,=zzTz)12zT
Utilizando el Teorema 4, se ve que

T

€€

_ Tr— ‘
L u-payyTa-py

P,=P €
yla-pY Y eTe

X

De esta manera, los elementos de la diagonal de P, son menores o iguales

a uno, tomando el i-ésimo elemento, resulta

~2

Pi;i + 4 <1
ii s 1lm
e T

El Teorema 6(1), 6(2) y 6(3), indica que si p;; es grande (cercano a 1), o
pequerio (cercano a 0), entonces p;; es pequeno para toda j # i. El Teorema 6(4)

indica que para p;; grande, el i-ésimo residual estimado €; es pequeno.

Omitiendo o Adicionando una Observacion

Para determinar los efectos que resultan de omitir o adicionar observaciones en

P, son necesarios los siguientes resultados.

Lema 2. Sean A y D matrices no singulares de drdenes k x k y m X m, respecti-
vamente. Sean ademds B y C, ambas de orden k x m; entonces, existe la siguiente

INUersa,

‘ (A-{—BDC’T)"l — A-L —A”lB(D‘1+CTA‘1B)"1CTA_1

Demostracion. Sélo debe verse que

(A+BDcT)(A* - A'B(D™" + cTaB)*cTAY)=1In
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Un caso para el que la inversa de esta matriz no existe, se tiene cuando
A-I1.B=x, 0T =xT yp=—(xTx)" asi, (A+BDCT) = (1 - P),

ésta tltima, como se sabe, es singular.

Este lema, también es conocido como el Teorema de Sherman-Morrison-

Woodbury (Henderson y Searle, 1981).

Sustituyendo B = x;, cT = a:?, D=1yA= (Xg;X(i)), en la expresién

del Lema 2, se obtiene

xTx)r = (xTXq +zal)™
(X(%;X(i))‘lmiﬂ??(X%;X(i))"l

(2.3)
1+ m?(Xg)’X(i))—lmi

= (XHXe) ™ -

Sustituyendo ahora, B = x;, cT = a:I;.T, D=-1yA= XTX, resulta

(xTxe) = XTX —zie])™
(xT x)-1z;2L (xT x)1
11—l (xTx) e,

- xTx)y1+ (2.4)
Para ver los efectos sobre la matriz de prediccidn, al adicionar una ob-
servacion :cgr, se utiliza la ecuacién (2.3). A continuacién se presentan algunos

ejemplos.

1. Si prc:mT(XTX)—lmc, entonces

Pri(i)Pic(i) .
o) para T,c#4,
L+ Piis)

Prc = Prc(i) —
donde Pres) :1';11 (Xg;X(,)) -1 Ze.
2. Si pm--—~p,-,.-——.1n:',z1 (XTX)‘lm,-7 entonces

_ Pii)Pir(n) _ _ Pir(d)

= , para r #4i,
1 + piis) 1+ piis)

Pir = Dir(i)

donde pirciy=2L (XL X o)) 1.
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3. Si piizmiT(XTX)“lw,;, entonces

2
Piy _ _ Piiy)
1+ pu@y 1+ Piigy

Pii = Pii(s) —

donde Pii(i) :il‘? (X(%;X(z) ) "1.’13.,;.

Por otra parte, para ver los efectos sobre la matriz de prediccion, al omitir

T

una observacién 1 | se usa la ecuacién (2.4). Observando por ejemplo lo que sucede

con Per(s), €sto es,

PeiDir

1_pii’

Der(i) = Per + para T,c#£1

y cuando r = ¢, entonces la expresion anterior se simplifica, resultando -

2
pir

1—pi

Prr@@) — Prr +

Cuando la i-ésima observacién es omitida, la anterior expresiéon muestra que
para T # i, Prr(y €s grande, si Pi, Prr y/O |pir| son grandes. Ahora, cuando la

i-ésima y r-ésima filas de X son iguales, entonces prr(iy se reduce a

_ DPii
DPrr(i) — 1—]3"’

observando que si p;; esté proximo a 0.5, entonces prr(;) esta proximo a 1, en tal caso
la i-ésima (r-ésima) observacién puede no ser detectada, cuando ambas observaciones

estan presentes.

Notando que, implicitamente se supone que existe la inversa de (X (%;X (@)
o equivalentemente, el (X (y)=Fk. No existe (X (%;X(,;))"l, si la eliminacién de la

i-ésima observacién resulta en un modelo de rango deficiente.
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Condiciones para Valores Grandes de p;;

Para el caso de una regresion simple de la variable Y con X, se tiene

P xxT
B Dot "Ei ’
de donde se deduce que
z; j=1,2
Pii — T 3> 1= 7‘7"'an
Zr:l wz

Si un término constante es incluido en X, y X denota el promedio de X,

entonces utilizando la prueba del Teorema 5(3(a)), ps; se puede escribir como

1 . (33i-X)2
P T T (e, — X)2

, t=1,2,..,n

De este modo, p;; serd grande, si x; se encuentra alejado de la nube de

puntos de un determinado conjunto de datos.

En el caso de una regresién multiple, considerando A, y V., r = 1,2, .., k,
los eigenvalores y sus correspondientes eigenvectores normalizados de X Tx , Te-
spectivamente. Si 8;, es el angulo entre x; y V,., entonces

k
_ -1, .2
pij = |l - [|2all D A~ tcos?6y,,
r=1
y asi,
k

T -1, .2
Pii = T; T; Z A "tcos*8,,.
r=1

Notando que si x; y V,, tienen la misma direccién, entonces el cos®0;,=1, y si
son perpendiculares, entonces c0s%0;,=0. De igual forma, p;; sera grande si x; se
encuentra alejado de la nube de puntos de un determinado conjunto de datos (Cook

y Weisberg, 1982).
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Omitiendo Multiples Filas de X

Los efectos sobre P, que se tienen al omitir un subconjunto de filas de X, se

muestran en el siguiente teorema.

Teorema 7. Suponiendo que X es de orden n X k de rango k y que existen m < k
elementos de la diagonal de P igquales a uno, y sea [={i : py = 1,1 =1,2,...,n} el
conjunto de sus indices; entonces, para cualquier J 2 I, el (X p) < k—m, con

la igualdad sélo st J = 1.

Demostracién. Ajustando las filas de X, de tal forma que las m filas indexadas por

I, sean las ultimas m filas de X, entonces X se puede escribir asi,

X — X | (n—m)xk
xT mx k

Se define a P; como el menor principal de P correspondiente a X ? Y como pi;=1,
i € I, entonces P;=I, donde I es de dimensién m x m. Utilizando el Teorema 6(1),

P puede expresarse como

Xo(xTx)xE, o

- ’

0 I

en donde puede observarse que (X (X Tx )X (1;)> es idempotente con rango

(k —m), por lo tanto,
(k—m) = (XX TX0)7xE)) = r(X )
de donde se sigue que, para cualquier J 2 I, el

T(X(J)) _<__ ’I‘(X(I)) = (k —m)l

Beckman y Trussel (1974), sefialan que si se emplean las propiedades de la

inversa generalizada para X, bajo las condiciones del modelo de la ecuacién (1.1),
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! no existe. Esto

entonces si pu=1, el r(X4))=(k — 1), y por lo tanto (Xg;X(,-))‘
representa un caso especial de este teorema, donde m = 1, de manera que si [={i}

y pii=1, entonces se tiene que

(X)) <r(Xy) =k-1)

Notando que este teorema establece que si para algin ¢ € I, p;;=1, entonces

el

’I‘(X.([)) S k.

Eigenvalores de P y (I — P)

Las propiedades de los eigenvalores de Py (I — P), son dadas en los tres

teoremas siguientes.
Teorema 8. Los eigenvalores de P y (I — P) son 0’s o 1’s.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del hecho de que los eigen-
valores de matrices idempotentes son 0’s o 1’s.

Teorema 9. FEuisten (n — k) eigenvalores de P iguales a 0, y los restantes k
eigenvalores son iguales a 1. Similarmente, k eigenvalores de (I — P) son iguales a

0y (n— k) eigenvalores son igquales a 1.

Demostracion. Sean X, ¢ = 1,2, ...,n, los eigenvalores de P. Usando el Teorema

3(1), se tiene

n

ZAIL:t’I"(P) :k‘,

i=1

pero el Teorema 8 afirma que A;=0 o 1 para todo ¢, por lo tanto, k de los eigenvalores
de P son iguales a 1 y los restantes (n — k) eigenvalores son iguales a 0. Se aplica

un argumento similar para (I — P). n
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Para la prueba del Teorema 10 es necesario ver los siguientes dos lemas.

Lema 3. El determinante de una matriz partictonada. Se define la particion de S,

como sigue,

A B
C D

S =

1. Si A es no singular, entonces el det(S)=det(A)det(D — CA™'B), y

2. Si D es no singular, entonces el det(S)=det(D)det(A - BD™'C).

Demostracion.

1. Sea S definida como antes, y sea ademés S* definida de la siguiente manera,

At 0
§* =
—-CA™ ' I
entonces se ve que el det(S*)=det(A™')= L
det(A)
Considerando ahora el producto
A7l 0 A B I A'B
5*S = = ,
-CA™' I C D 0 ~-CA'B+D

por lo que el

det(5*S) = det(D — CA~'B),

o sea,

det(S*)det(S) = det(D — CA™'B),

finalmente se llega a

det(D — CA™'B)
det(S™)

det(D — CA™'B)

- 1

det(A)

det(S) =

— det(A)det(D — CA-1B)



2. Se aplica un argumento similar al utilizado en la prueba del Lema 3(1). n

Lema 4. Sean B y C matrices de orden k x m. Si A es una matriz de orden k X k

no singular, entonces el
det(A — BCT) = det(A)det(I — cT A-1B).
Demostracion. Por el Lema/3(l)‘, se tiene que el

A B T
det = det(A)det(I — C* A'B),
cT 1

y por el Lema 3(2), se tiene que el

det = det(I)det(A — BI7'C*) = det(A - BC*),
cT 1

Por lo tanto se comprueba que el det(A — BCT) = det(A)det(I — C’TA‘IB).

Teorema 10. Sea P; de orden mxm, un menor de P, dado por las filas y columnas

de P indezadas por I. Si A\ < Ay < ... < Ay, s0n los eigenvalores de Py, entonces,

1. Los eigenvalores de Py y de (I — Pyp) estdn entre 0y 1, esto es, 0 < \; <1,

j = 1727 "'7m7

2. (I — Pj) es una matriz positiva definida st Ay, < 1, si no, es positiva semi-

definida, y

3. Blr(X () <k, sidm=1.

Demostracion.
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1. Sea Py de orden m x m un menor de P, es decir, Py, son las Gltimas m filas
y columnas de P. Se considera la particion de P, como
P, P
rl p,
Como P, es simétrica, entonces por el Teorema de la descomposicién es-
pectfal (Searle, 1982), puede escribirse como szzVAVT? donde A es una
matriz diagonal con los eigenvalores de Ps2 en la diagonal, y V' es una matriz
que contiene como columnas los correspondientes eigenvalores normalizados.

Ahora, se ve que P=P P, entonces
Py, = nglz + Phy Poy,

y como Pg P;5 > 0, entonces Paz > Pay Pas. Sustituyendo en ésta tltima

expresion el valor de Psg, se tiene
VvAVT > vavTvavT = varvT,

o sea,

vAvT —varvT >,

luego,

via-a)vT >0,
y finalmente se llega a
(A =A%) >0,
la cual también se puede poner de la forma (A — X?) > 0, de donde se deduce

que los eigenvalores de P2 estan entre 0y 1.

2.8 M\ < A < ... < A\n son los eigenvalores de Paa, entonces (1 — X;), 7 =
1,2,...,m, son los eigenvalores de (I — Ps3z). Ahora, si A, = 1, entonces
(1=Xn) =0y por lo tanto (I — P,2) es positiva semidefinida. Pero si Ay, < 1,
entonces (1 — ;) > 0, @ = 1,2,...,m, y por lo tanto (I — Pa2) es positiva

definida.
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3. Se ve que la expresién (XEZ;)X([)) se puede escribir como (XTX - XIX;F),

y al aplicar el Lema 4, se obtiene

det(XEx ) = det(xTx - x,;x7T)
— det(XTX) det (I—X?’(XTX)~1XI>

— det(XTX) det(I-Py),

de este modo, el

s

det(I - P[) = (1 — )\j),

j=1
concluyéndose que si A, = 1, entonces, el det(X Zj) X (n) = 0, o equivalente-
mente, el (X () <k, si Ay = 1.

Distribucién de p;;

Recordando que la matriz de prediccion P, depende solamente de X, la cual se
supone es medida sin error. En algunos casos, sin embargo, X es medida con error,
y entonces es razonable suponer que las ‘ﬁlas de X tienen una distribucién Normal
multivariada con media y y varianza ¥. En este sentido, la distribucién de p;; puede
ser encontrada, tal como proponen Belsley,' et al. (1980), quienes establecen que si
las filas de X=(I — n”lllT)X son independientes e idénticamente distribuidas
como una distribucién Normal (k — 1)-dimensional, entonces,

(=B Ps=n")  _ pg 1k,
(k—1) (1 - pii)

donde F (k — 1,n — k) es la distribucién F con (k — 1,n — k) grados de libertad.

Pero también, recordando que 1T'x = 0, por lo que no se puede suponer que las

filas de X, es decir, &;, i = 1,2,...,n, sean independientes. Afortunadamente, se da
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la dependencia de las filas de X en cada disminucién o incremento que se tiene en

n. Lo anterior puede verse al calcular la covarianza entre Z; y x;, es decir,

Cov(dy, &) - B(&@") — (B(&)) (B@), i#j
= = 2upT +n8) T 4t

= —n71%,

la cual converge a cero cuando n se aproxima a infinito.



EFECTOS DE UNA OBSERVACION SOBRE
LA ECUACION DE REGRESION

Cuando un conjunto de datos determinado, se somete a un analisis de re-
gresién, en donde se ajusta el modelo dado en la ecuacién (1.1), utilizando el método
de Cuadrados Minimos, entonces, los resultados de este ajuste, pueden ser influen-
ciados por la eliminacién o adicién de una o varias observaciones. Normalmente, no
todas las observaciones presentes en un conjunto de datos, influyen de igual manera

en el ajuste de dicho modelo.

Las observaciones, que individual o colectivamente, influyen (en cierta me-
dida) en la ecuacién de regresion ajustada, se les llama observaciones influyentes, y

éstas pueden ser: “outliers”, puntos palanca o puntos influyentes.

Las medidas que se utilizan para detectar observaciones influyentes se han

agrupado en dos métodos, que son:

1. El método de la eliminacién de observaciones. Este procedimiento es-
tudia cémo es que varios resultados del analisis de regresién, cambian cuando

alguna o algunas de las observaciones son omitidas.

9. El método basado en la diferenciacién. Por su parte, este método estudia
las modificaciones que sufren varios de los resultados del analisis de regresion

con respecto a ciertos parametros del modelo.

En este capitulo, se analizard la deteccién de una sola observacion influyente.
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Método de la Eliminacion de una Observacion

Existen algunas medidas que permiten detectar una observacién influyente,

entre las que se pueden mencionar:

. Medidas basadas en residuales.

—

2. Outliers, puntos palanca y puntos influyentes.
3. Medidas basadas en la curva de influencia.
4. Medidas basadas en el volumen de elipsoides de confianza.

5. Medidas basadas en la funcién de verosimilitud.

6. Medidas basadas en un subconjunto de coeficientes de regresion.

Medidas Basadas en Residuales

A pesar de que los errores aleatorios € no pueden ser observados, si pueden
ser medidos en cierta forma por los residuales €, por lo que estos tltimos juegan un
papel fundamental en el diagnéstico del analisis de regresién. Recordando que los
residuales € pueden ser escritos como €=(I — P)e, en donde se observa que € mide
razonablemente a €, s6lo si los elementos de la diagonal de P son lo suficientemente
pequeiios. Notando ademas que, atin cuando los elementos de € sean independientes
y con la misma varianza, por la identidad €=(I — P)€ se ve que los residuales € no
son independientes (a menos que P sea diagonal), y no tienen la misma varianza (a
menos que los elementos de la diagonal de P sean iguales). Por lo que puede men-
cionarse que, € estima aproximadamente a €, si las filas de X son homogéneas, asi,
los elementos de la diagonal de P son aproximadamente iguales y lo suficientemente

pequenos.
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Por lo anterior, en vez de usar €

; en el diagndstico del analisis de regresion,
es preferible utilizar una versién transformada de los residuales, esto es,

€;
— z
f(e'ivai) = (31)
1
donde o; es la desviacién estandar del i-ésimo residual.

De la ecuacién (3.1), se obtienen los residuales normalizados, estandarizados
y dos casos de residuales estudentizados.

Residual Normalizado

~T

El i-ésimo residual normalizado es obtenido al reemplazar ¢; por V€~ € en

la ecuacién (3.1), con lo que se obtiene

&
a; zf(ai,\/@Tz) S -

(3.2)
Residual Estandarizado

El i-ésimo residual estandarizado es encontrado al sustituir la expresion

Residual Interno Estudentizado
Si en la ecuacién (3.1), se considera que

oy = 04/1 = pui,
entonces resulta el i-ésimo residual interno estudentizado, que es

€
ri5f<€§,8,/1—pii)=8 L

—t . i=12..n

(3.4)
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Residual Externo Estudentizado

Tomando ahora
o = 0@/ 1 — Pis

en la ecuacién (3.1), se obtiene el i-ésimo residual externo estudentizado, dado por
€.
= f1€;,0m]1— --)zA————Z’—, 1=1,2,..,n, 3.5
f( 1Y) Pii 3 = p.. ~ Da: ’ ( )
donde

L, YEI-Py)Ys
T T k-1

, 1=1,2,..,n,

es el residual que estima el Cuadrado Medio del Error cuando la i-ésima observacién

es omitida, y

1y T : .
P :X(i)(Xg;;X(i)) 'XG, 1=12..n,
es la matriz de prediccién para X(j).

Para encontrar las relaciones entre los cuatro casos de residuales, primero,
es conveniente ver que estan en funcién de cuatro cantidades que son: (n—k), € TE,
€; vy (1 — pi). Y segundo, es necesario escribir G en términos de &. Esto puede

verse al omitir la i-ésima observacién, pues es equivalente a ajustar el modelo
E(Y)=Xp+ u;f,
donde @ es el coeficiente de regresién del i-ésimo vector unitario u;.
Usando la expresién dada en el Teorema 4, se tiene que

SSEu = Y& (I-Py)Yy

_ T (I—P— (I;—I;.j)u,;u?(I—P)) v
u; (I - Pu;

€2

= — L 3.6
SSE 1—pis ( )
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donde SSE es la Suma de Cuadrados de Residuales y SSE;) es la Suma de Cuadra-
dos de Residuales cuando la i-ésima observacion es omitida. Observando que al

dividir ambos lados de la dltima expresién por (n —k — 1), se obtiene

~2
52 — (n—k‘) ~2 €;

G = mo —(n—k—l)(l"‘pii)
o (n—k=ri
. (n_k_l) (3.7)

Ademas, b; = a;v/n —k, y por lo tanto

= b,, — a: n—=k
T T=pa V1l-Dpa
. - . SSE) _
Si en la ecuacién (3.5), se reemplaza 0(;) por m, y posteriormente se

utiliza la ecuacién (3.6), entonces ;" se puede escribir como

. €; €; n—k—1
T = = > ,
(1-Psi)SSE; €; -
YRt (o) (558 - ) RE=TE

Asimismo, la sustitucién de la ecuacién (3.7) en la ecuacién (3.5), resulta otra forma
de escribir 7;*, esto es,

n—k—1

T = T _—
* Vn—k—r?

Las distribuciones de r; y de r;" se presentan en los siguientes teoremas,

cuyas pruebas pueden verse en Chatterjee y Hadi (1988).

Teorema 11. Suponiendo que X en el modelo dado en la ecuacidn (1.1) es de
rango k, entonces:

1. Ellenberg (1973), sefiala que st el r(Xa@)=k y €~ NL(0,0%I), en-

2
r; . Cae g C e .
* , para 1 = 1,2,..,n, son idénticamente distribuidos como

tonces

Beta (2, fn—k- 1)) Yy

9. Beckman y Trussel (1974), indican que si el r(X@)=(k — 1), entonces T; no
estd definido, esto es, €,=0 Yy Var(€;)=0
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Teorema 12. Beckman y Trussel (1974), afirman que st se supone que X en el

modelo dado en la ecuacion (1.1) es de rango k, entonces:

1. Si el 7(X@))=k y € ~ No(0,0%I), entonces r;*, para i = 1,2,....,n, son

idénticamente distribuidos como t(n —k —1), y

9. Siel r(Xy)=(k — 1), entonces r;* no estd definido.

Para probar la suficiencia de los supnliéstos del modelo de la ecuacién (1.1),
no se debe preferir alguna de las formias de residuales sobre otra, ya que ninguna es
independientemente distribuida, pero para la mayoria de los problemas practicos,
especialmente cuando el tamano de muestra es grande, se pueden considerar inde-
pendientes, tal como lo senalan Behnken y Draper (1972), Chatterjee y Price (1977)
y Draper y Smith (1981).

Behnken y Draper (1972), mencionan ademas, que los residuales normaliza-
dos y los estandarizados son basicamente equivalentes, pues son multiplos constantes

de €;

i, sin embargo, también sugieren que si varian los elementos de la diagonal de

P, y por consiguiente, las varianzas de €;, parat = 1,2,...,n, seria preferible usar

Ti.

Algunos otros autores como Atkinson (1981 y 1982) y Velleman y Welsch

(1981), prefieren r;* sobre 7;, ya que como se ve en el Teorema 12(1),
r;* ~tln—k—1),
para lo cual las tablas de t estan disponibles.

Existen dos maneras en que los residuales r; y r;*, permiten detectar “out-
liers”, es decir, dos procedimientos de prueba que ayudan a descubrir observaciones
que se alejan de la nube de puntos en un diagrama de dispersién de un conjunto de

datos, estos son la prueba formal e informal para detectar un “outlier”.
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Prueba Formal para Detectar un “Outlier”

En regresiéon lineal, existen algunos métodos, los cuales suponen que existe

méximo un “outlier” en un conjunto de datos dado y generalmente son de dos formas,

1. Para ciertos estadisticos T'(x;, y;), se encuentra C'a tal que,

P {T(x;,y;) > Ca : méximo un “outlier” estd presente} < «, 'y

2. Se declara la i-ésima observaciéon como un “outlier” si T'(x;,y;) > Ca.

Tietjen et al. (1973), sugieren utilizar T'(2;, Y;)=maz|r;| = Tmae. para el caso de

una regresién lineal simple; de manera que los valores criticos aproximados para

B (n—k)F
rmaa:“ n_k_1+F7

Tmaz, €stan dados por

donde F, es el 100(1 — 2) punto de F' (1,n —k — 1). Lund (1975), proporciona

valores criticos para Tmqe para el caso general de regresion multiple.
Prueba Informal para Detectar un “outlier” (Métodos Gréficos)

Los métodos graficos proporcionan informacién valiosa acerca de la presen-
cia de “outliers”, de la suficiencia del modelo y de la validacién de sus supuestos
asociados. Behnken y Draper (1972), sugieren utilizar 7; en estos graficos, mientras
que, Atkinson (1981) prefiere 7;*, pero como 7;* es una transformacion mondtona
de 7;, las conclusiones hechas de graficos basados en estos residuales, usualmente

son las mismas.
Algunas de las graficas de residuales més cominmente usadas son:

1. Distribucién de frecuencias de residuales. Las graficas de una dimension, tales

como

(a) Histogramas,
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(b) Graficas de puntos,
(c) Graficas de tallos y hojas, y

(d) Gréficas de cajas,

son una via ficil para observar si la muestra fue extraida de una poblacién

Normal.

2. Graficas de residuales en series de tiempo. Estos graficos proveen informacion
para validar el supuesto de que los €;, 1 = 1,2, ...,n, son independientes, si no

lo son, entonces el problema es conocido como ”autocorrelacion”.

3. Gréficas de probabilidad normal. Este grafico debe ser aproximadamente una

vy la pendiente, son estimaciones de pt y 0,

)

linea recta, donde el intercepto

respectivamente.

4. Craficas de residuales contra valores ajustados (predichos). Este gréafico pro-
porciona informacién acerca de la validacién de los supuestos de linealidad y

homogeneidad de varianzas.

Outliers, Puntos Palanca y Puntos Influyentes

Los outliers, puntos palanca y puntos influyentes son tres conceptos relaciona-

dos entre si, a continuacién se define cada uno de ellos.

“Qutliers”

En regresion lineal, se define a un “outlier” como una observacién para la
cual, el residual estudentizado (ya sea 7; o 73"), es grande en magnitud comparado
con el que presentan las demds observaciones de un conjunto de datos determinado.

El “outlier” se considera como tal, cuando la ecuacion de regresion no se ajusta con

éxito.
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Puntos Palanca

Los puntos palanca, son aquellas observaciones para las cuales el vector
x;, se encuentra lejos del resto de las observaciones en un conjunto de datos dado.
Equivalentemente, un punto palanca es una observacion que presenta un p;; grande
en comparaciéon con el que se observa en las otras observaciones del conjunto de
datos. Las observaciones que se encuentran aisladas en el espacio X son consi-
deradas como puntos palanca, de manera que en el espacio X los puntos palanca
pueden ser también considerados como “outliers”, por lo tanto, puede decirse que
las variables predictoras en X son las que determinan los puntos palanca, no la

variable respuesta en Y.
Puntos Influyentes

Por su parte, los puntos influyentes, se definen como observaciones que, indi-
vidual o colectivamente, influyen excesivamente en la ecuacién de regresion ajustada,

comparadas con las demés observaciones del conjunto de datos.

Sin embargo, una observacién puede no tener la misma influencia sobre los
resultados del anélisis de regresién, por ejemplo, sobre el vector de parametros ,2‘3,
o sobre el vector de valores ajustados o predichos Y. De este modo, en un analisis
de regresion, lo importante estriba en saber qué es lo primordial, si la estimacion de
B o la prediccién en Y, para posteriormente, dedicarse a medir la influencia de las

observaciones sobre 3 o sobre Y, respectivamente.

Es interesante notar que:
1. Los “outliers” no necesariamente son puntos influyentes, y viceversa.

2. Las observaciones con residuales grandes no son deseables, pero se debe tener
cuidado, pues un residual pequetio, no necesariamente significa que la obser-

vacién correspondiente es adecuada, esto generalmente es debido a que en el
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ajuste por Cuadrados Minimos se evitan residuales grandes, lo cual puede
hacer que un punto indeseable se acomode a los otros puntos del conjunto de
datos. De hecho, existe una tendencia general en los puntos palanca que mues-
tran residuales pequenios pero influyen en el ajuste, ocasionando una ecuacion

de regresién desproporcionada.

3. Los puntos palanca no necesariamente son puntos influyentes, y viceversa.

Recordando la desigualdad del Teorema 6(4), la cual implica que las obser-
vaciones con P;; grande, tienden a téner residuales pequenos, por lo que se consideran
puntos palanca. A continuacién se mencionan tres cantidades relacionadas con la
medicién de este tipo de observaciones, que son los elementos de la diagonal de P,

la distancia de Mahalanobis y los elementos de la diagonal de Pz.

Elementos de la Diagonal de P

Los P;; juegan un papel importante en la determinacién de los valores ajus-
tados ?, y la magnitud de los residuales, por lo que Hoaglin y Welsch (1978),
sugieren la utilizacién de 7;* para detectar “outliers” y p;; para detectar puntos
palanca que son potencialmente influyentes. Comunmente se aplican los siguientes

tres puntos de corte para p;;:

1. Se puede considerar a p—l— como el numero de observaciones que determinan
22

Ui. Por esto, Huber (1981), sefiala que puntos con pi; > 0.2 se clasifican

como puntos palanca. En este sentido, se requiere poner atencién especial

a aquellas observaciones cuyos valores predichos Y;, estén determinados por

cinco o menos observaciones.

9. Por el Teorema 3(1), se puede deducir que el promedio de los elementos de

la diagonal de P es £, esto condujo a Hoaglin y Welsch (1978) a indicar que

2k

puntos con p;; > =%, se consideran puntos palanca.
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3. Basdndose en las condiciones de la distribucién de p;;, descritas en el segundo
capitulo, se llega entonces a considerar puntos con

nF(k—1)+ (n—k)
Pi = TFk Z1) +a(n— k)

como puntos palanca, donde F' es el 100(1 — @) punto de F' (k—1,n — k).

Distancia de Mahalanobis

Se supone que X contiene una columna de unos y que X denota la X
centrada excluyendo la columna constante, por lo tanto, un estadistico que mide

que tan lejos esta z; del centro del conjunto de datos, cominmente se calcula como
(n— -tz (XTX) 4,

donde Z; es la i-ésima fila de X . Sin embargo, lo que interesa medir es que tan lejos
estd x; del resto de las observaciones, por lo que debe excluirse 2; cuando se calcula
la media y la matriz de varianzas de X, entonces la distancia de Mahalanobis es

definida como
Mi = (71 —_ 2)(@1 — X(,’))T ()Zg; (I — (77/ - 1)_111T) X(z)) —I(ZE,; - X(i)),

donde ):C(i) es el promedio de X ;). Usando la ecuaciéon (2.4) y notando ademas,

que

X@=m-1)""XE1=—(n-1)" 4,

puesto que X es centrada, entonces M; se reduce a

M, — n(n — 2) (i — %)77
(n—1) (1-pi)

1=1,2,...,m,
donde puede verse que M; es equivalente a pi;.
Elementos de la Diagonal de Pz

Una desventaja de utilizar solamente a p;; como medida de diagnéstico para

identificar puntos palanca, es que no se dispone de la informacién contenida en Y’;
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en este caso, se utiliza la matriz aumentada Z = (X :Y'), donde se define al i-ésimo
elemento de la diagonal de la matriz de prediccion Pz como p.,,, y recordando el

Teorema 6(4), p.,, se puede escribir como

€2

Pz = ziT(ZTZ)‘IZi = Pii + ——
i /éT’é

~¢

. , - 2
En consecuencia, p.,, serd grande, siempre que p;; sea grande o €; sea grande, o
ambas lo sean; es por esto, que p.., no debe usarse como medida, pues no distingue

entre un punto palanca en el espacio X y un “outlier” en el espacio Z.

Medidas Basadas en la Curva de Influencia

Una clase importante de medidas de la influencia de la i-ésima observacién sobre
los resultados del analisis de regresién, estan basadas en la curva de influencia, cuyo

concepto fue introducido por Hampel (1968 y 1974), y el cual es dado a continuacién.
Curva de Influencia

Esta definicién es general, en el sentido de que puede aplicarse a diferentes
modelos v métodos de estimacidn, pero solo se menciona lo referente a modelos
de regresién y estimacién minimo cuadrética. Para estimar algunos pardmetros de
interés, suponiendo que se tiene un estadistico T', basado en una muestra aleatoria
muy grande, 21, 22, ..., zn, proveniente de una funcién de distribucién acumulada F;
al adicionar una observacién més z a esta muestra, se observa cémo se modifica al
estadistico T' y las conclusiones basadas en T'. Por lo que, la curva de influencia es

definida como
T((1-€)F +e¢€b,) —T(F)
€

¥(=,F,T) = lim
donde se observa que el limite existe en z, donde ¢, = 1.

Definiendo Fe=(1 — €)F + €6, y escribiendo nuevamente ¢(z, F,T), asi,

. T(Fe)-T(F d
w(z,F,T) :él_l% ( 6)6 ( ) ___ET

(Fe)le=o
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Entonces, la curva de influencia es la derivada de la funcién T'(F'¢) con respecto a

€, evaluada en € = 0.

La curva de influencia tiene varias aplicaciones, una de las cuales, se usa para
estudiar las propiedades asintéticas de un estimador, para lo cual, considerando a F,
como la funcién de distribucién empirica basada en n observaciones, y suponiendo
que F,, converge a F y que T'(F,) converge a T(F), entonces bajo condiciones de

regularidad apropiadas, se tiene que

Vi (T(F,) — T(F)) ijzFJWFOQMV,Z¢zFT)

Por el Teorema Central del Limite, el lado derecho de esta expresién es asintotica-

mente Normal con media cero y varianza Sy=[19(z, F, T)wT(z, F,T)dF(z).

Otra aplicacién de la curva de influencia, se utiliza para comparar esti-
madores y sugerir estimadores robustos como otra alternativa de estimacion. A
continuacién se da otro uso de las curvas de influencia, el cual trata sobre la influ-

encia de las observaciones sobre los estimadores de 8 y ¢2.
Curvas de Influencia para 8y 52

Si la curva de influencia para T no es acotada, entonces T' se dice ser
un estimador no robusto, puesto que es sensible a observaciones extremas. Los
estimadores de interés para 3 y 02, en este caso, son los que resultan de la estimacion
minimo cuadrética, los cuales son obtenidos al solucionar el sistema de las (b + 1)

ecuaciones lineales

%im@—ﬁ%)=0 (3.8)
LS ye—alpR = o (39)

Suponiendo que el vector (k + 1)-dimensional, dado por (:BT, y) tiene una funcién

de distribucién acumulada conjunta F', entonces las ecuaciones (3.8) y (3.9), pueden

BANCO DE TES!S —

D



42

escribirse como

/T % 2T B)aF.(aT,y) = 0 (3.10)

/T T3VdF (zT,y) = o (3.11)
La solucion de (3.10) y (3.11) produce funciones para 3 y o”.

Se supone ahora que,

T Zxx(F) ny(F)
B A |
F{ y | y}} sT(F) o,(F)

entonces resulta que

y que
‘72<F) = 0yy(F) — ZE(F)Ewﬁl(F)ZzAF)

Asi, la curva de influencia puede ser obtenida sustituyendo z por el vector

mT, y) y reemplazando T por B(F) o o*(F), entonces se tiene que
p q

T((1—-€F+ep ) —T(F)
¢(@l,y, F,T) = lim ( - )

(3.12)

Se requiere del siguiente lema, para probar el Teorema 13, pues éste ultimo, propor-
ciona formas explicitas de curvas de influencia para 3y 72, utilizando la ecuacién

(3.12).

—1

Lema 5. Sea A cualquier matriz, tal que (I + €A)™" exista, entonces

(I+eA)P=T+> (-1)€A
i1

Demostracién. Usando repetidamente (I + €A)™" = I — € A(I + €A)™1, se tiene

que

(I+€A)"! = T—€cA(I +eA)™!
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= IT—eA+ AT +eA)™?

= T—€eA+eA? - A (T +eA)?

= I+ Z(——l)ieiAil

i—=1
Teorema 13.

1. La curva de influencia para ,@ es
v (2T, y, F,B(F)) = L. (F)z (y — 2T B(F))

9. La curva de influencia para G* es

~ 2

v (2T ,y, F,6%(F)) = (y - 2T B(F)) — 0, (F) + =2, (F)B(F)

Demostracion.

1. La sustitucién de B(F) en la ecuacién (3.12), produce la curva de influencia

para 3, es decir,

Bl(1—€)F +eb _B(F
w(mT,y,F,ﬁ(F)):hmﬂ<( ‘ ezTy> B(F)

€—0 €

y luego al utilizar el Lema 5, se prueba el Teorema 13(1).

2. La sustitucién de o?(F) en la ecuacién (3.12), produce la curva de influencia

para 02, entonces se tiene

72 ({(1—e)F +¢€b — 0%(F
w(mT,y,F,UQ(FD = lima (( ‘ E$T"> 7

€—0 €

d .. .
= EEthUQ(Fe)k:m

resolviendo la derivada y evaluando en € = 0, se prueba el Teorema 13(2). =
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Notando que las curvas de influencia para By &2, no son acotadas, pues (y - mTB(F)>
2

tampoco lo es, por lo que no existen estimadores robustos para Byo”.
Aproximacién de la Curva de Influencia

Las curvas de influencia dadas en el Teorema 13, miden la influencia sobre
B y 32, al adicionarse una observacién (.’ETa y) a una muestra muy grande. En la
practica no siempre se tiene la posibilidad de contar con muestras muy grandes,
por lo que es necesario aproximar la curva de influencia para una muestra finita. A

continuacion se mencionan cuatro aproximaciones de la curva de influencia para 3.

La Curva de Influencia Empirica basada en n Observaciones. Se obtiene a

partir de la curva de influencia para B, aproximando F' por la funcién de distribuciéon
acumulada empirica /F\, y sustituyendo (m?,yi), n‘l(XTX) y B por (wT,y),

Yez(F)y B(F), respectivamente, obteniéndose

EIC; — n(XTX)—lmz(yz - :BT/B) = n’(XTX)‘lm‘LEEa 7’ = 17 21 T

La Curva de Influencia Muestral. Se obtiene de la ecuacién (3.12), consideran-
do las igualdades (mT,y) = (93;11, y;), F = F, € = —(n—1)"1 y omitiendo el limite,

resulta

SIC; = —(n—1) (T(n—f—{ﬁJr s >~T(F))

I’I,—l T Y
= (n~1) (T(F) -T(F)),
donde /F(i) es la funcién de distribucién acumulada empirica cuando la i-ésima
observacién es omitida. Tomando ahora las igualdades T(/F\) = B y T(f’(i)) = B oL

se tiene que SIC; se puede escribir simplemente como
SIC; = (n—1)(B— By (3.13)

donde B(i): (X Z;X @) X g;)Y(,-) es el estimador de 3 cuando la i-ésima observacion

es omitida. Al usar la ecuacién (2.4), se obtiene

(XTX>-1wim?’(XTX>—1)

xEy (3.14)

- T v\-1
ﬁ(i)-((X X)™h 1= pi



También, notando que

- Y
ﬁ::(XTxrl[Xg %]
Yi
= (xTx) xT v + (XTX) 2 ys,
despejando, se obtiene
xTx)xLyy =B - (XTX) ey, (3.15)

sustituyendo la ecuacién (3.15) en la ecuacion (3.14), y simplificando, se obtiene

’é.
. (3.16)
1—-pi

(B - Z_)(i)) = (XTX)ﬁlmi

si se usa esta identidad, entonces el SIC; dado en la ecuacion (3.13), puede ser

escrito como

La Curva de Sensibilidad. Considerando F' = /F\(i) y € = n~' y omitiendo el

limite en la ecuacion (3.12), resulta

— 1~ — — —

sCo=n(1("Fg+ 51, ) T(Fy)) = n(T(F) - TF ).

si nuevamente se consideran las identidades T'(F) = By T( ) B (i) € llega a

€
L i=1,2,..,n (3.18)

(B =08.)= T x\-1p,
SC; =n(B ﬁ(z))“n(X X) mll“Pii,

La Curva de Influencia Empirica basada en (n — 1) Observaciones. De la

misma manera que las demds, ésta también se obtiene a partir de la curva de in-
fluencia para B. Solo que ahora tomando las siguientes igualdades, F' = /If:@),
(mTyy) = (wirayi); Yer(F) = (n — 1)—1(X(Ti)X(i)) y B(F) = ,3(1'), y entonces se

produce

EICu = (n— 1)(XEX @) @:(y: — 2 Ta,;), i=12,.,n (319
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a la cantidad (y; — mTB (i))’ se le llama residual predicho, la cual, utilizando las

ecuaciones (2.4) y (3.15), puede escribirse como

€4

1 —pi

T3 _
(yi — &; /6(1',)) -

Sustituyendo esta ultima expresién en la ecuacién (3.19) y utilizando nuevamente

la ecuacion (24), se obtiene

P
EIC(z) = (TL—' 1)(XTX)_"1Q%E—1—1LP—F, 1=1,2,...,n (320)
Notando que EIC; es el menos sensible a puntos palanca, mientras que
EIC; es el mas sensible. También notando que SIC; v SC; pueden considerarse

~

equivalentes, pues son proporcionales a la distancia (B -3 (i))'

La curva de influencia para 62 dada en el Teorema 13(2), es un escalar.
Sin embargo, la curva de influencia para ,B dada en el Teorema 13(1), asi como
sus aproximaciones, son vectores; por lo tanto, es necesario reducir esta curva de
influencia a una cantidad escalar y que las observaciones puedan ser ordenadas de
acuerdo a su influencia sobre ,B o una funcién lineal de ,@ . Para realizar tal reduccion
se puede utilizar,

SU.pr’y ”¢ (mTa Y, FaB(F)> “7

esta expresién es considerada por Hampel (1974), como una medida de la influen-
cia maxima posible de cualquier observacién sobre los coeficientes estimados, y la
llama el error de sensibilidad, pues tiene la desventaja de no ser invariante bajo

transformaciones de parametros de localizacion y escala.

Una alternativa al error de sensibilidad, es del tipo
Ty (2T, y, F,B(F)) |

sup sup ,
Ly e \/ aTEwa

la cual, es invariante bajo transformaciones no singulares de X, y mide la in-

fluencia maxima de cualquier observacién sobre cualquier combinacién lineal de los
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coeficientes relativos al error estindar de la combinacién lineal y/ a,TEwa, donde
Y=/ fl/r(z,F,T)wT(z,F,T)dF(z), Se ve que si a se restringe a x, entonces se

convierte en una medida de la influencia de cualquier observacién sobre los valores

predichos.

Otra cantidad equivalente a la anterior es

o1 (aT ,y, P, B(F)) My («T,y, F,B(F))

C

SUJ
me 5y

En la practica, lo que interesa es encontrar la influencia méaxima posible de cualquier
observacién sobre los resultados de la regresién, ordenando las n observaciones de
acuerdo a su nivel de influencia, para lo cual es necesario hacer una apropiada

eleccion de M y ¢, por lo tanto, se puede usar

T
puste) Y (T, ., F,B(F)) My (2] 9. F, ﬁ(F))’ a1

C

para considerar la influencia de la i-ésima observacién sobre los coeficientes de re-
gresién relativos a M y c. De manera que si se registra un valor grande en D; (M, ¢),
este indica que la i-ésima observacién tiene una fuerte influencia sobre 3 relativa a

Myec.

Se presentan cuatro alternativas de M y ¢, en D;(M,c), las cuales son, las

distancias de Cook, de Welsch-Kuh, de Welsch y una modificacién a la primera.
Distancia de Cook

Para definir esta distancia, es necesario considerar que, bajo normalidad, la
regién de confianza 100(1 — @)% para 3, se puede obtener a partir de

BB XTX)B=B) _ piaknp)

ko?

donde F(a;k,n — k) es el punto superior & de la distribucion F' centrada con

(k,n—k) grados de libertad. Esta desigualdad, define una regién elipsoidal centrada
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en B, y permite medir la influencia de la i-¢sima observacion por el cambio en el

centro del elipsoide de confianza, cuando la i-ésima observacion es omitida.

En forma anéloga, Cook (1977), propone la medida
(B =BT (XTX)(8 - B;)

ko?

C; = . i=1,2,..n, (3.22)

para considerar la influencia de la i-ésima observacion sobre el centro del elipsoide
de confianza, es decir, sobre 3. Esta medida se conoce como la distancia de Cook,

y es simplemente, una distancia a escala entre ,B y B(i)-

Bingham (1977), sefiala que C;, también puede ser escrita como

.
o Y- Ya) (V=Y
: ko2 ’

=12,...,n

donde Y(i):X B 4y €8 el vector de valores predichos, cuando se realiza una regresion
de Y(i) con X (@) Por lo anterior C;, se puede interpretar como la distancia eucli-
deana a escala, entre los vectores de valores predichos, incluyendo y excluyendo la

i-ésima observacién, cuando se hace el ajuste.

A simple vista, pareciera que para encontrar Cj, 1 =1,2,...,n, se requiere
realizar (n + 1) analisis de regresién, uno utilizando todos los datos, y n usando los
datos sin cada observacién. Sin embargo, si se sustituye la ecuacién (3.16) en la
ecuacién (3.22), se produce

o T XTI & 1 Ps e (50
@ k(1 — pii) P(l-ps) k(l-pu)’ |

En la ecuacién (3.23), se observa que se combinan dos medidas, p;; y 73, los cuales,
como se sabe, proporcionan informacién sobre puntos palanca y “outliers”, respec-

tivamente.

Observando ademas que (—l_ﬂg—n—), es la relacién dada entre la varianza del

i-ésimo valor predicho Var(y;)=0?pi;, y la varianza del i-ésimo residual

Var(g) = o*(1 — pi).
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Cook y Weisberg (1982), se refieren a esta relacién, como el potencial de la i-ésima
observacién en la determinacién de 3, con M = X Tx yc=(n-1)23% Otra
interpretacién de esta relacién, es dada por Huber (1981), para la cual se ve que
si se utilizan la ecuacién (3.16) y el residual predicho antes descrito, ¥; se puede

escribir como

T
T< & Tyr-1.. | A
= z | —+— (X" X))~ :v,+,8)
(1= pis) @
%
(1 - pa)
_ 2 T
= Pi: (yi - m?ﬁ(g)) + m,; /B(i)

= (1- pii)m?B(i) + PiiYi

= Dii + ZU,-TB(Z')

De esta forma, a%—’——) puede también ser considerada como la relacién que existe
k2

entre la parte de ¥; debida a y; y la parte debida al valor predicho :I}T‘@ (@)-

Es claro ver en la ecuacién (3.23), que C; serd grande si py; es grande y 72

también lo es.

. , 2 .
Se ve que C; es una funcién monétona de r;°, de manera que sl se cumplen

las condiciones del Teorema 12(1) y utilizando la expresion

entonces, resulta que

r?(n—k—1)
2 ~y

F(,n—k-1),

n—=k— s
lo cual indica que C; no tiene estrictamente una distribucion F.
La distancia de Cook, puede ser obtenida directamente de la curva de in-

fluencia para B dada en el Teorema 13(1), si ésta se aproxima por la curva de

influencia muestral STC; dada en la ecuacién (3.13) y utilizando para ello la ecuacion
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(3.21), entonces C; puede expresarse como

C; = D; (XT X, k*(n - 1)2)

Distancia de Welsch-Kuh

La influencia de la i-ésima observacién sobre los valores predichos ¥;, puede
ser medida por el cambio en la prediccién en x;, cuando la i-ésima observacién es
omitida, relativa al error estiandar de ¥;, esto es,

9-9i)) 1218 ~Bg)
I/ Pii 0\/Dii
Welsch y Kuh (1977), Welsch y Peters (1978) y Belsley et al. (1980), prefieren

(3.24)

utilizar (;) como un estimador de ¢ en la ecuacion (3.24). Si se usan las ecuaciones

(3.16) v (3.5), entonces la ecuacién (3.24) puede ser escrita como

€.
l—":z_—mT(XTX)——lmll i
WKz — (1-Pii) * — 1,,,1:*‘ b (325)
T(i)\/Pii 1 —pi;

Valores grandes de W K;, indican que la i-ésima observacion influye sobre el ajuste

del modelo.

Del mismo modo que la distancia de Cook, puede mencionarse que aunque
la distancia de Welsch-Kuh sea un estadistico parecido a t, no tiene estrictamente
una distribucién t. Pero si se dan las condiciones del Teorema 12(1), entonces

r;* ~ t(n —k — 1), lo cual hace que pueda sugerirse como un punto de corte a

Belsley et al. (1980), recomiendan usar 2\/—1“1:, como punto de corte para W Kj;, pero

, . . %
parece ser mas apropiado utilizar 2,/ —.

La distancia de Welsch-Kuh, también puede ser obtenida directamente de

la curva de influencia para B dada en el Teorema 13(1), si ésta se aproxima por la



curva de influencia muestral SIC; dada en la ecuacién (3.17) y utilizando para ello

la ecuacién (3.21), entonces W K; puede expresarse como

WK; = \/Di (xTX,(n—1)53)

Si en vez de aproximar con la curva de influencia muestral, se aproxima con la curva

de sensibilidad, dada en la ecuacién (3.18), entonces W Kj; se escribe asi,

WK, — \/ D, (XTX %)

Distancia de Welsch

Si se utiliza la curva de influencia empirica basada en (n — 1) observaciones,
la cual estd dada en la ecuacién (3.20), como una aproximacién a la curva de in-
fluencia para B, y considerando ademés que, M = X(%;X(,-) = (X Tx m,mlT) y

¢ = (n— 1)5{,, entonces la ecuacién (3.21) se convierte en

T o
W2 = D;(X3Xa),(n—1)5)

~2
€ -
= (0= Vol KT HXTX 2] (XTX) e
(Z) k%2
R
_ — Dt 3.26

Al comparar las ecuaciones (3.25) y (3.26), resulta

n—1
1 —pi;

Se observa claramente en la ecuacién (3.27), que W; da un mayor énfasis a los
puntos palanca que W K;, sin embargo, algunos autores prefieren ésta dltima, por
considerarla més facil de interpretar. Asimismo, en la ecuacién (3.27) se puede ver

que un punto de corte para W;, puede obtenerse al multiplicar el punto de corte

1
para W K; por (ng?_‘kl)))z; entonce, si el punto de corte para W K es 2,/ nk—_—}: el
correspondiente punto de corte para W; es (;%T)\/kn(n — 1), sin embargo, si 7 es

grande comparada con k, esta cantidad se convierte en 3vVEk.



Distancia de Cook Modificada

Para la deteccion de observaciones influyentes, Atkinson (1981), propone
usar una versién modificada de la distancia de Cook. Esta modificacién implica
reemplazar 2 por 8(21.)_, tomar la raiz cuadrada de C; y ajustarlo por tamano de

muestra, lo cual produce

- . T Mﬁ
Ci* = \]D,(X X, 0

(3.28)

Atkinson (1981), afirma que esta modificacion, mejora a C;, ya que C;* proporciona

mayor énfasis a puntos extremos.

Si se utilizan diferentes aproximaciones a la curva de influencia para B, en
combinacién con varias elecciones de M y ¢ de la ecuacién (3.21), se pueden obtener
algunas mediciones de la influencia de la i-ésima observacion sobre los coeficientes
de regresion; entonces, la diferencia fundamental en C;, W K;, W, y C;*, estriba
en la eleccién de M y c. Asi, C; usa xTx y 7% WK; y C;* usan xTx y 65.),
y W, usa (X g;X (i)) ¥ Gfy, entonces se puede concluir que C; mide la influencia de
la i-ésima observacién solamente sobre E, mientras que W K;, W; y C;* miden la

influencia sobre B y sobre 7.

Medidas Basadas en el Volumen de Elipsoides de Confianza

Hasta el momento, se ha visto que las medidas de diagndstico basadas en la
curva de influencia, se pueden interpretar como medidas que se basan en el cambio
en el centro del elipsoide de confianza, cuando la i-ésima observacién es omitida; una

alternativa, la constituyen, medidas de la influencia de la i-ésima observacién, que



se basan en el cambio en el volumen del elipsoide de confianza, cuando la i-ésima

observacién es omitida. A continuacién se describen tres de estas medidas.
Estadistico Andrews-Pregibon

El volumen de la regién de confianza para 3, como se ha visto, se obtiene

de
B-ATXTX)B-B) _ pakin— i
k62 e — ) 7 )

la cual, es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del det(X Tx ). Asi, la
influencia de la i-ésima observacién sobre el volumen de los elipsoides de confianza,:
puede ser medida comparando el det(XTX) con el det(Xg;X(i)). Por otra parte,
al omitir una observacién con un residual grande, ocasionara una fuerte reduccion
en la suma de cuadrados de residuales SSE. De tal forma que, la influencia de la
i-ésima observacién puede ser medida combinando éstas dos ideas, v calculando el
cambio en € T yen el det(X Tx ) cuando la i-ésima observacién es omitida. Por
lo que Andrews y Pregibon (1978), sugieren la relacion

SSEwdet(X{ X )

SSEdet(xTX)

i=1,2,...,n. (3.29)
El cociente dado en la ecuacién (3.29), se puede simplicar de la siguiente forma,
definiendo la matriz aumentada Z = (X : YY), y se ve que
T xTx xTy
zZ+ Z=
vyTx vTy

al utilizar el Lema 3(1), se tiene que
det(zTz) = det(XTX)det (YTY - YT x(xTx)*xTy)
= det(XTX)det (YT(I - P)Y)
~ det(XTX)SSE
Equivalentemente, se tiene

det(ZL Z;)) = det(X} X)) SSEq



Entonces, la ecuaciéon dada en (3.29), se convierte en

SSEqdet(XE X))  det(Z] Zw)
SSEdet(XT X) det(z1z)’

la cual mide el cambio relativo en el det(ZTZ), debido a la eliminacién de la i-
ésima observacioén, es decir, la proporcién del volumen generado por Z que no es
debida a la i-ésima observacién. Si se omite una observacién que estd lejos del centro
de los datos, resultard en una reduccién en el determinante y un incremento en el
volumen; por lo que, valores pequeflos en la ecuacion (3.29) requieren una atencién

especial. Por conveniencia, se ha definido a

T _ o
det(Z..Z i )
AP, —1- ——(—(—%—(—)— (3.30)
det(Z* Z)
por lo que ahora, los que requieren de atencién especial, son los valores grandes de

la ecuacién (3.30). Por otro lado, si en el Lema 4, se considera que A=27T7 y

B = C = z;, resulta que

det(Z(ii;Z(i)) = det(ZTZ~ziz;F)

= det(zT2)(1- 2L (2T 2)" 2)

z

= det(2T 2)(1 - p=)
S este resultado se sustituye en la ecuacién (3.30), resulta
AP’i = Pz

puede concluirse entonces que, AP; no distingue entre puntos palanca en el espacio
X y “outliers” en el espacio Z. Asimismo, se ve que AP; es el i-ésimo elemento de la
diagonal de la matriz de prediccién Pg, se sigue del Teorema 5(1), que 0 < AP; < 1.
Recordando que -

e2

Dz = ZiT(ZTZ)“IZi = pii + —
‘ eTe

entonces la relacién entre AP;, ; y Py, estd dada por

AP, = py + —2 = pu+ (1 - paa)
T _pm —~ p'u pl’l- (n__ k:)’

eTE
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la cual, también puede escribirse como

’I"z“

(1-AF;) = (1 - pi) (1— (n—k))

Como senialan Draper y John (1981), (1 — AP;) es un producto de dos cantidades. la

primera identifica puntos palanca y la segunda detecta “outliers”, por lo que resulta

més informativa que AP;.
Relacién de Varianzas

Constituye una alternativa al estadistico Andrews-Pregibon, para medir la
influencia de la i-ésima observacién, comparando la varianza estimada de ,B dada
por GZ(XTX)_l, y la varianza estimada de 'B(i) dada por 67, (Xg.)X(i))‘l. Si el
7(X(s)) = k, estas matrices son positivas definidas, las cuales, se comparan mediante
la relacién de sus trazas o sus determinantes. Belsley et al. (1980), prefieren utilizar
la relacion entre sus determinantes, esto es,
det (5% (X5 X))

det (72(XT X))

(%)’“ det(XTX)
det(X} X))

VR, =

= i=1,2,....n (3.31)

Observando ahora que, esta relacién de determinantes tiene que ver con 7; y PDis,
para lo cual, definiendo A = X Ty y B = C = x; y utilizando el Lema 4, resulta

que

TXu) = det(XTX —2al)

det(X(,

7

= det(XxTx)(1- =T (xTx) e,

— det(XTX)(1 - pa). (3.32)
Sustituyendo las ecuaciones (3.7) y (3.32) en la ecuacién (3.31), se produce

n—k—riQ k 1
VRi:(n—k—1> (1 - pu) (3:33)
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Un anélisis de la ecuacién (3.33), indica que V R; > 1, cuando r;* es pequerio y p;;
es grande, mientras que si r;2 es grande y pi; es pequeno, entonces V R; < 1; pero
si 732 y pi; son grandes o pequenos, entonces V R; se aproxima a 1. En la practica,

se ha observado que, V R; elige exitosamente observaciones influyentes.

Lo ideal ocurre cuando todas las observaciones tienen igual influencia so-
bre la matriz de covarianzas, en este caso, V R; es aproximadamente igual a 1,
cualquier desviacién de la unidad, indica que la i-ésima observacién es potencial-
mente influyente. Belsley et al. (1980), proporcionan dos aproximaciones de puntos

de corte para V R;, que son:
1. Cuando |r;| > 2 con p;; = %, se produce aproximadamente
3k

VR, <1- ——
R; < p—

el cual, es util sélo cuando n > 4k.
2. Cuando 7; = 0 con p;; > gnﬁ, resulta aproximadamente

3
VR, > 14+ ———.
n—k
Estos autores, reemplazan (n — k) por n y ponen estos limites de la forma

3k
VR; - 1] > —
n

Estadistico Cook-Weisberg

Bajo normalidad, el 100(1 — «)% del elipsoide de confianza conjunta para

B es dado por
_aTxT _ B
E:{ﬂ:(ﬂ BT xTx)(p ﬁ)SF(a;k’n_k)},

ko?
pero, cuando la i-ésima observacién es omitida, E se convierte en

3-8.)T(xT X)) B - B
(i
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Cook y Weisberg (1980), proponen el logaritmo de la relacion entre £ y E;) como
una medida de la influencia de la i-ésima observacion sobre el volumen del elipsoide

de confianza para 3, asi, se tiene

Volumen(E) , , ,
CWi =1 ) = 1727"'a ) <
°J Volumen(£;)) ' " (3.34)

y como el volumen de un elipsoide es proporcional a la inversa de la raiz cuadrada
del determinante de la matriz de forma cuadritica asociada, entonces la ecuacion

(3.34), se convierte en

1 , .
— det(XE X))\’ (i)k< Flogk,n— k) ) 3.35)
e det(XT x) i) F(ajk,n—k—1) o

Sustituyendo las ecuaciones (3.7) y (3.32) en la ecuacién (3.35), se obtiene

1 k n—k—1 k F(a;k,n—k) ,
W, == — Pii Py N} 5!
CW; = 5log(l = )+QZOg('n,—k—ri2)+2Og(F(a;k,n——k—l)) (3.36)

Cook y Weisberg (1980), sefialan que si CW; es grande y positivo, entonces la
eliminacién de la i-ésima observacién ocasionard una reduccién en volumen, y s
es grande y negativo, resultard en un incremento en volumen. Un analisis de la
ecuacién (3.36), indica que CW; serd grande y positivo, cuando 7;? es grande vy P

3 seré d ti do ;% es N ;i grande. Pero si 7,2
pequefio, v sera grande y negativo, cuando 7;° es pequeno y p;; grande. Pero si 7;

y Pii son grandes o pequenos, entonces CW; se aproxima a cero.

Se observa en la ecuacién (3.33), que se puede relacionar a CW; con VR;

por medio de

F(a;k,n—k) ) . (3.37)

1 k
— _ZJog(VR:) + —
CW: QZOg( Ri) + Flog (F(a;k,n—k—l)

2

en donde se observa que CW; y V R; se pueden considerar como cantidades equi-

valentes.



Medidas Basadas en la Funcién de Verosimilitud

Sea log(B, 02) el logaritmo de la funcién de verosimilitud basada en las 7 ob-
servaciones; sean B y 2 los estimadores de méxima verosimilitud (MLE) de B y o
respectivamente; y sea log(3,52) el logaritmo de la funcién de verosimilitud evalua-
da en B v 62. Se sabe que, el 100(1 — a)% de la region de confianza asintética para

B v o2 es dada por

{(8,0%) : 2 (1og(B,5) — log(B,0%)) < x*(as ki + D)}, (3.38)

donde x?(c; k + 1) es el punto superior « de la distribucién ji-cuadrada con (k + 1)

grados de libertad.

Suponiendo ahora que Y ~ Np(X 3,0°I), entonces el logaritmo de la
funcién de verosimilitud para 8 y 0% es

v -x8T(y-Xxp)

. n
log(B,0%) = —glog2m — gloga2 - 357 (3.39)

de la cual se sigue que los MLE de 8 y ¢* son

pp v oo(

n

Y cuando la i-ésima observacién es omitida, los MLE de 8y o2 son

Bay=Baw ¥ %0 =% (——“—n_l )*” <———“n_1

Tomando 3 = 3 y 02 = 3% en la ecuacién (3.39) y simplificando, se obtiene

7 —k
log(B8,5%) = ~glog27r - glog52 (n - ) - % | (3.40)

Similarmente, tomando 8 = B(i) y o= 5(%) en la ecuaciéon (3.39), se produce

__n n, .o = Tz 2
log(ﬂ() a(l)) = —§l0927r — —éloga(i) 2& Z:( ,6(2))

_n n. g
= —§log27r - ~éloga(i) -
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La influencia de la i-ésima observacién sobre la funcién de verosimilitud, puede ser
medida por la distancia que existe entre las funciones de verosimilitud dadas en
las ecuaciones (3.40) y (3.41). Por analogia a la ecuacién (3.38), Cook y Weisberg

(1982), definen la distancia de verosimilitud por
LD;(8,0%) = 2{log(B,5%) — 1og(B ), 6%)} > i=1,2,.um (3.42)

Sustituyendo los MLE B(i) = Z‘3<,,:) y 5(22-) = 0 (
ciones (3.40) y (3.41) en la ecuacién (3.42), se tiene

2
), asi como las ecua-

‘ T3 2
n(n —k — r:?) (n—1)(y: — xy Bgy)
(8.0 — nlog [ 2 i @’ _q
L-D’L(IB’U ) n OQ (TL— 1)(TL*‘I{7) 5_‘2(72’___]{3__7.2_2)
Usando el residual predicho, y simplificando, LD;(3, 0?) se convierte en
— k-7 (n—1)r;?
LD; %) =nl nn . - -
(8,7) noy((n——l)(n—k) (1 = pai)(n—k —7r;?) !

La similaridad existente entre las ecuaciones (3.38) y (3.42), sugiere que LD;(3, 0°)

se pueda comparar con la distribucién ji-cuadrada con (k + 1) grados de libertad.

Notando que LD;(3,0?) se utiliza para estimar 3 y 02, pero si solamente
se desea estimar 3, entonces el 100(1 — a)% de la regién de confianza asintética para
B es

{8:2(1g(8,6%) ~maz. 10g(8,0%) <x(esk)},

y la distancia de verosimilitud se convierte en
LDi(,B|cr2) =9 {Zog(,@,&2) — Mazy log(B(i),az)} , 1=1,2,....n, (3.43)

donde
~ n n 1 n »
log (B 0%) = —loglr — 5logo® = 5753 (ye - 218,

El valor de ¢? que maximiza (ﬂ@-),az), se encuentra asi,

a7 1$ Ty v g2 (Pt 5
7*(B3) = — 2 (Ur — ;. By) :U(i)< n >+n(1‘pz‘i)2’

r=1
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de manera que

—ogar — —loga (B4)) — T (3.44)

maZs lOQ(B(i)HTZ): 5

Por lo que al sustituir las ecuaciones (3.40) y (3.44) en la ecuacién (3.43), se produce

~2/A .
Di(/allfz) = nlog (_U (52(’6)))

ci) L i=1,2,..m, (3.45)

donde C; est4 dada en la ecuacién (3.22), entonces LD;(3 |0?) es equivalente a la

distancia de Cook, pero LD;(B|o?) puede compararse con la distribucién x*(a; k).

Medidas Basadas en un Subconjunto de Coeficientes de

Regresion

A continuacién se presentan medidas que consideran la influencia que una
observacién tiene sobre un simple coeficiente de regresién y sobre combinaciones

lineales de los coeficientes de regresién.
Influencia sobre un Simple Coeficiente de Regresién

Se supone que la j-ésima variable X; es la 1iltima columna de X y parti-
cionando X como X = (X(j : X;), donde X ;) es la matriz X sin X;. El modelo

dado en la ecuacién (1.1), puede entonces ser escrito como

Y = X(J’)/B(j) + Xj,Bj +€
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Utilizando el Teorema 4, se puede descomponer la matriz de prediccién P como

P = Pg+ (3.46)
X,-T(I — P)) X
wT
- P(]) + T 4 ‘a
i i
donde
yv=1x7T
Py = Xy (X5 X)) Xy, (3.47)
es la matriz de prediccién para Xy, y
W; = (I — Py))X;, (3.48)

es el vector de residuales, cuando se hace una regresion de X sobre Xy, vy

(WJTWJ-) es la suma de cuadrados de residuales.

Definiendo a fij y Bj (3)> como los estimadores de ﬁj obtenidos de los
datos completos y los datos sin la i-ésima observacién, respectivamente. Observando

entonces que

- ~ €; Wij
Bj=Pja) = (1 —Zpii) wlw;’

(3.49)

donde w;; es la i-ésima componente de W;.

La influencia de la i-ésima observacién sobre el j-ésimo coeficiente de re-

gresién estimado, se obtiene al dividir la ecuacién (3.49) por el error estandar de

(BJ - By (i) ), entonces se tiene

y asi,
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el cual, dependiendo de la eleccién del estimador de o, se puede obtener r; o ;.
Alternativamente, la ecuacién (3.49), puede ser dividida por el error estandar de

Bj’ y asi obtener

A (3.50)
Var(ﬁj)

Se ve que B j puede expresarse como

o xTu-py)y wly (351)
I X1 - Py)X; wlw;
Y de la ecuacién (3.51), se sigue que
Var(®;) = —o (

ar(B;) = —— 3.52
7 wl'w; )

Sustituyendo ahora, las ecuaciones (3.49) y (3.52) en la ecuacion (3.50), se produce

B —Fiey) &  ws 1 (3.53)
‘ /Va,r,(Bj) o1 — P \/me V1 —Dpii
Usando & como estimador de ¢ en la ecuacién (3.53), se obtiene
1
i (3.54)

D;; =i
1 —pii
\/W’]TW,- vi=p

Mientras que, usando b%) como estimador de o en la ecuacién (3.53), se llega a
Wij 1

'f',;*
o,

7

Belsley et al., (1980), sugieren poner especial atencidn, a aquellos puntos con valores
de | D;;"|, que excedan 2
Influencia sobre Funciones Lineales de 8

Suponiendo ahora, que la i-ésima, observacién influye un subconjunto de coe-

ficientes de regresion dado, es decir, ¢ combinaciones linealmente independientes de
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3, o sea, LT,B, donde L es una matriz k X ¢ con rango q. Sea o= LT,B, el maximo
MLE de © es © = LT,@. La curva de influencia para O es LT'w (:BT,yj F,B(F))
Si se utiliza la curva de influencia muestral, STC; dada en la ecuacién (3.13), para
aproximar ¥(-), v se usa ademss, la ecuacién (3.21) como una medida de la influencia
de la i-ésima observacién sobre ©, se obtiene

(/@ - B(i))TA/[(B - B(i))

C

C;i(L) = D;(M,c) =

(3.56)

donde ¢ = g(n — 1)%0* y M = L (LT(XTX)"lL) 11T Usando la ecuacién
(3.16), entonces la ecuacién (3.56) se reduce a

2

Cy(L) = 2D (xTx)y m(xTx)'z;, i=1,2,..,n (357)

q(1 — pii)
Se supone que el interés estd centrado sdlo en ¢ elementos de 3, las cuales, son
las ultimas ¢ componentes de 3, y asl r = (0 : I), donde O es una matriz
nula de tamafio g X (k — q). La particién de X es X = (X1 : X2) y la de x; es
:L';r = (m’-lr : wle’) Usando el Lema 1(1), se tiene que (XTX)“1 se puede escribir

como

(xTx,)-* + xTx)*xTx,axTx(xTx,)~? ~(xTx,)xTx,A
——AX211X1(X?X1)_1 A

donde A~1 = XT' (1 - Xy (XT X)) XT) X, v asi,
xTx)ytmxTx)

xTx) xTx,axTx,(xTx)* —(xf X)) xTx.4

—AxTx, (xTx,)~1 A
T ~1
_ xTx)r— | KX 0
0 0

de lo cual se sigue que

T (xTx) M(XTX) 2, = pis — 2L (XTX) a2y,
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por lo tanto, la ecuacién (3.57) puede escribirse como

7‘,;2

C;(L) = ) (pu— 2L (XTX) 7 2y,), i=12,.,n (3.58)

q(1 — pi; L

Asi, la ecuacién (3.58), mide la influencia de la i-ésima observacién sobre ¢ combina-
ciones linealmente independientes de los coeficientes de regresion especificados para
L. Sisélo interesa un coeficiente 8 3 entonces la ecuacion (3.58) puede simplificarse,
estoes, sig=1, LT = (OT 1), X1 = X(j) ¥ T1; = Zi(j), se produce

= m(pii — Pii(5)) (3.59)

De la ecuacién (3.46), se tiene que

2
wij

wlw,
J

)

Pii = Pii(5) T+

y por consiguiente, la ecuacién (3.59) se convierte en

2
w; 1

‘/V;TW] (1 - pii)

Dij? = Ci(L) = ri® i=1,2.,n, =12k (3.60)

la cual mide la influencia de la i-ésima observacién sobre 3;. Se ve que el D;; en

(3.60), es el que estéd dado en la ecuacién (3.54).

Método Basado en la Diferenciacion

Hasta el momento, se ha visto el efecto que causa una observacién individual
sobre la ecuacién de regresién ajustada, mediante el método de la eliminacién de
esa observacién. Una alternativa, es el método basado en la diferenciacién, el cual,
en vez de realizar una modificacién en los datos, se induce un pequeno cambio en
algunos parémetros del modelo y luego se estudian los resultados del anélisis de
regresién como una funcién de estos pardmetros modificados, Welsch y Kuh (1977),

Pregibon (1979 y 1981) y Belsley et al. (1980).
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o~

V@(O) _ aﬁ(wi)

— T -1, E'I: 36
a’l_l)i 1wi:0 (X X) Z; (1 — p“>2 ( ()7)

Existe equivalencia entre las medidas de influencia basadas en VB(w;) y
las basadas en la curva de influencia, esto es, EIC; es proporcional a V,@(l), y
EIC; es proporcional a V3(0). Por lo que EIC; mide la tasa de cambio en B
con la i-ésima observacién (w; = 1), y EIC(;) mide la tasa de cambio en B cuando

la i-ésima observacién es eliminada (w; = 0).

Puesto que B3(w) es diferenciable sobre todo el rango de w, el Teorema del
Valor Medio, garantiza la existencia de w}, tal que vB(1) < VB(w *) < v3(0).
Entonces

1
VB(w!) = / VB (w;)dw;

- KT [ Gt

- xTx)1g

m)

S (3.65)

En las ecuaciones (3.17), (3.18) y (3.68), se ve que

~ SIC; SC;
VB(w)) = oy = T

por lo que, SIC; y SC; son proporcionales a V,B(’w), 0<w<1.



EFECTOS DE MULTIPLES OBSERVACIONES
SOBRE LA ECUACION DE REGRESION

Hasta el momento se han descrito algunos métodos para detectar observa-
ciones que individualmente pueden ser consideradas como “outliers”, puntos palanca
o puntos influyentes; en este capitulo se extienden los procedimientos de una simple
observacién al caso general, en el que se consideran los efectos conjuntos de multiples

observaciones, sobre varios resultados del analisis de regresién.

Existen tres problemas inherentes al caso general de observaciones multiples,

que son:

1. La determinacién del tamafio del subconjunto de observaciones conjuntamente
influyentes. Suponiendo que se desean detectar todos los subconjuntos de
tamafio m = 2,3,4,..., de observaciones que se consideran potencialmente
influyentes, en donde un método secuencial puede usarse para determinar 1,

iniciando con m = 2, m = 3, m = 4, etc.

2. Se ha visto, en el caso de una simple observacién, que para cada medida
de diagnéstico, se calculan n cantidades, una para cada observacion en el
conjunto de datos. En el caso de observaciones multiples, sin embargo, se
tiene la desventaja de que para cada subconjunto de tamano m, existen (:L)
posibles subconjuntos para los cuales cada medida de diagnéstico puede ser

calculada.

3. Las medidas de influencia, para el caso de una simple observacién, pueden ser
facilmente graficadas. Pero en el caso de observaciones multiples, no es posible

la representacién grafica, especialmente para n y m grandes.
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Método de la Eliminaciéon de
Miultiples Observaciones

Como en el caso de la deteccién de una observacién influyente individual, en el
caso general, se tienen las medidas correspondientes que permiten detectar multiples

observaciones, Y que son:
1. Medidas basadas en residuales.
2. Medidas basadas en la curva de influencia.
3. Medidas basadas en el volumen de elipsoides de confianza.
4. Medidas basadas en la funcién de verosimilitud.

5. Medidas basadas en un subconjunto de coeficientes de regresion.

Medidas Basadas en Residuales

Recordando que si la i-ésima observacién es omitida, equivale a ajustar el mo-

delo
E(Y)= X0+ u;f, (4.1)
donde @ es el coeficiente de regresién del i-ésimo vector unitario u;.

Esta aproximacién en que se adiciona una variable indicadora u; como una
forma para omitir la i-ésima observacién, puede ser generalizada al caso de omitir

m observaciones y adicionar m variables indicadoras.

Sea I = {i1,i2,..,im}, m < (n — k), el conjunto que contiene los indices de
las m observaciones que seran eliminadas, y sea Uy = {wiy s Uiy, ooy Uiy}, 1o matriz

que contiene las correspondientes variables indicadoras. Se supone ahora que, las m
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observaciones que seran omitidas, son las tltimas m observaciones, tales que Y, X

y Uy, pueden escribirse como

Y([) } (rz—m) x 1

m x 1

m X m

Asi, omitiendo las m observaciones indexadas por I, equivale a ajustar el modelo
EY)=Xp+U,0 (4.2)

donde @ es un vector mx 1 de los coeficientes de regresion de las variables indicadoras

U;.
El estadistico para probar,
Hy . EY)=Xp3 vs H,:EY)=XB+U,0,

€5

SSE(H,) — SSE(H;)

F;= (4.3)

SSET;EH].)
(n—k—m)

Sean Py Py y,, las matrices de prediccién para X y (X : Uy), respectivamente.

Utilizando el Teorema 4, se tiene

YT(1 - Pxy)Y
—vyTiu-py-vyTu-pPu, (U?(I - P)UI) T (1 P)Y (44)
Notando que
(U?(I _ P)UI) -1 (1 - P, (4.5)
donde

P, =xT xTx)x,, (4.6)
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es la submatriz de P, cuyas filas y columnas estin indexadas por /. También

notando que
vTia-py=vTe=¢, (4.7)
donde
G =Y - X118, (4.8)

es el subconjunto de los residuales cuyos indices estan contenidos en /. Sustituyendo

las ecuaciones (4.5) y (4.7) en la ecuacién (4.4), y reordenando, se obtiene
YT(1-P)Y -YT(I- Pxy)Y =€ (I- P~ (4.9)
entonces, se deduce que
SSE(H,) — SSE(H,) = ¢l (I - P;)"'¢ (4.10)

Sustituyendo la ecuacién (4.10) en la ecuacién (4.3), se obtiene

(n—k-m) e (I - Py~ T(r-p)te

€]
F[ = = = 3 411)
m  yI(r- PX,UI)Y mo? (
donde
~2 SSEY(I)X(I) _ YT(I ~ Pxu,)Y ;
(n—k—m) (n—k—m)

es el estimador de o2 cuando las m observaciones indexadas por / son omitidas. Si

se dividen ambos lados de la ecuacién (4.10) por (n — k — m), y reordenando, se

obtiene
T 2
~2 (n—k) ., 7 (L~ PI) ofn—k—7]
_ — = —_— 4.13
°m (n—k—m) (n—k— m) “\n=k-m)’ (4.13)
donde
T
., e [I—-Pp)t
ri= = , (4.14)

es el analogo de los 7;%.
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Suponiendo que existen maximo m “outliers” en el conjunto de datos y
que se conocen las etiquetas de esas observaciones, entonces bajo los supuestos
de normalidad, el estadistico F; dado en la ecuacién (4.11) se distribuye como
F(m,n—k —m). En la practica, se calcula F';, para todo (:l) posible subconjunto
de tamano m y se busca el F; més grande. La distribucién de maz(F') es diffcil

de obtener, como en el caso de Tmaz-

Medidas Basadas en la Curva de Influencia

Se han visto varias medidas de la influencia de la i-ésima observacién sobre 3,
las cuales, estan basadas en la ecuacion (3.21). Se presenta ahora, una generalizacion
de D;(M,c), la cual es dada por

o (xF, v pBF)) Mo (xT. ¥, FB(F))

D;(M,c) = - . (4.15)

donde (X :;F,YI,F , ;@(F )) es una generalizacién de la version muestral de la

curva de influencia para multiples observaciones.

Al igual que para el caso de una simple observacion, se presentan a confi-

nuacién dos aproximaciones a la curva de influencia para 8.
Curva de Influencia Muestral

Una generalizacién de la curva de influencia muestral STC); puede obtenerse

de la ecuacién (3.12), si se omite el limite y se reemplaza (CET,y) por (XIT,YI) y

F' por /I'\", y se define a € = ", entonces se obtiene
src, — oM pf_n ™ ~T(F
1= T, mm)  (n—m) T )
n—m — o
= (—————> (T(F) - T(F(I))) , (4.16)
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donde /F\( 1, es la funcién de distribucion acumulada empirica cuando las m observa-
ciones indexadas por I son omitidas. Sustituyendo ,@ por T(/F\) v ,B< ) por T(/F\( n)

en la ecuacién (4.16), se obtiene

T —1MmM) ~ —~
SIC; = g—m“l(ﬁ —Bw) (4.17)
donde
B = (XL x ) 'xLy 418
B = (XX ) 0¥ (1 (4.18)

son los coeficientes de regresién estimados, cuando las m observaciones indexadas
por [ son eliminadas. Para simplificar la ecuacién (4.17), se expresa la diferencia
(B — B(y) en términos de cantidades obtenidas del ajuste del modelo a los datos

completos. Reescribiendo B( 1) como
By =xTx -x,xT)(xTy - x,v)) (4.19)
Y usando el Lema 2 para evaluar la inversa de (X Tx - x,x ’}F), se obtiene

xTxp)™ = xTx-xx7)*

= (xTx) '+ (xTx)y1x,(1-P)txT(xTx)=1 (4.20)
Sustituyendo la ecuacién (4.20) en la ecuacién (4.19), se obtiene

By = (xXTx)=+ (xTx)x, (- Py xT (xTx)7) (xTY - Xx,v))
- B+(xXTx)'x(I1-P)XxTp-(xTx)"' XY,

~(XTX)"'X(I-P)"'P1Y;
Adicionando y sustrayendo (X Tx )"1X ;(I- P;)~'Y 1, y reordenando, se obtiene

B-Bu) = XTX)'X,(I-P)~'&

+(xTx)'X,(I-(I—~P)*+(I-P)'P)Y,
y como (I — (I — P;)~t + (I — P;)~'P;) = 0, entonces resulta que

B-By) = (XTX)'X,(I-Pr~e, (4.21)



73

la cual constituye una generalizacién de la ecuacion (3.16). Se puede encontrar
una expresién mas simple para SIC/, al sustituir la ecuacién (4.21) en la ecuacién

(4.17), lo cual produce

(n —m)

SIC; = (xTx)'x (I - P;)™'e, (4.22)

la cual se reduce a la ecuacién (3.17), cuando m=1.
Curva de Influencia Empirica

La curva de influencia empirica basada en (n — m) observaciones, se en-
cuentra a partir de la curva de influencia para B7 definida en el Teorema 13(1).
Aproximando F' por /F\(I), y considerando que (:cT,y) = (XIT,YI), Yee(F) =
(n — m)_l(X,El;)X(I)) y B(F) = ,@(I), se obtiene

EICy = (n— m) (XX 1) X (Y1 - xT3,) (4.23)
De la ecuacién (4.20), se tiene que
(X%Z;)X(I))*IXI - ((XTX)—l +(xTx)1x (1~ PI)_lX?(XTX)_1> X

= (XTX)—IX[ (I + (I — P[>—1PI)

- (xTx)tx(1-P)" | (4.24)

Mientras que de la ecuacién (4.21), se tiene

o~

¥i-xTBy) = Vi-xF (- xXTx)X.(I-P)*e)
= €+ P;(I-P) g
= (I+P;(I-P) He

= (I-P;)'& (4.25)

Sustituyendo las ecuaciones (4.24) y (4.25) en la ecuacién (4.23), y simplificando, se

obtiene

EIC( = (n—m)(XTX)"1X (I - Pr)" %, (4.26)



la cual se reduce a la ecuacién (3.20) cuando m=1.

Las medidas de diagnéstico basadas en la curva de influencia pueden también
ser generalizadas al caso de observaciones multiples. A continuacién se muestran
dos de ellas, las cuales se obtienen utilizando la ecuacion (4.15), una aproximacién a
la curva de influencia para B (tal como SIC|y EIC ;) y una eleccion apropiada

para M y c.
Distancia de'Cook Generalizada

El anslogo a la distancia de Cook Cj, se obtiene sustituyendo SICy en la

ecuacién (4.15), después de una simplificacion, se obtiene

)2 _ EI (I— P[)—]'P[(I—PI)~1%[
i

(4.27)

C, = D, (XTX, kg2 (

n—m
Un valor grande de C; en la ecuacién (4.27), indica que las observaciones indexadas
por I, son conjuntamente influyentes sobre (3. Si se considera el caso especifico en

que m =2y I = {i,j}, entonces la ecuacién (4.27) se convierte en

¢ 2 ~2 (¢ . ~2 1oy .
pis )’ P (61-(2 — pjj) + &2 pu))
s 52

2€;€,pi; (1 + P — PiiPii)

2 »

ko?C,; = k3*(C;+ Cj) (1+

(4.28)

donde &;; = (1 — pu)(1 — Pjj) — pfj, y por el Teorema 6(2), 6;; > 0. Un analisis de

la ecuacién (4.5), muestra que

si (’éfjpij) >0, entonces C;> (C;+ Cj),
se ve ademés que si 6;; es pequerno, y (E,ﬁjpij) es grande, entonces C es grande.
Distancia de Welsch Generalizada

Si se utiliza EICy) dado en la ecuacién (4.26) como una aproximacion a

la curva de influencia para 3, y se considera ademas que

M=xExp = (XTX - X XT) y e=m-mdf,
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entonces, se obtiene

w2 = (":2 m) - py2xT(xTx) M(XTX)"1X (I - P)~%,;

9(n
n—m\ . o~
= ( 32 ) GCIF(I — P[)—2P[(I — P[)(I — P[)_2€1
(n
= (n:z m) & (I—-P)2P(I-Pr)7 "¢ (4.29)
0

Medidas Basadas en el Volumen de Elipsoides de Confianza

A continuacién se presenta una generalizacién de las medidas AP; y V.R;. No

se generaliza CW;, pues es una funcién mondtona de VR;.
Estadistico Andrews-Pregibon Generalizado

Definiendo la matriz aumentada Z = (X :Y), y sean Z? las m filas de Z
que seran eliminadas y Z(py la matriz Z sin ZCIF, entonces, utilizando el Lema 4, se

tiene

det(zL 2) = det(ZTZ - 7,27)
~ det(ZT Z)det (I - Z?(ZTZ)—12[>

— det(zT Z)det(I - P3,), (4.30)

donde P 7 es la matriz de prediccién para Z,y Pz es la submatriz de P 5, cuyas
filas y columnas estan indexadas por /. Una generalizacién obvia de la ecuacion

(3.30), es
det(ZE Z 1))
det(z1 z)

De la ecuacién (4.30), se sigue que AP puede expresarse como

AP;=1-

AP, =1—det(I-Py) (4.31)



76

Del Teorema 6(4), se tiene que

~T
€€
Py =P+ —&,
eTe
y asi,
Py, =P;+
Z eTe
Aplicando el Lema 4, se obtiene
T ~1s
I1-P
AP; = 1—det(I— Py (1 _ald ATA’) G’)
€€
r2
n ——

donde 7% se muestra en la ecuacién (4.14).

Relacién de Varianzas Generalizada

En forma andloga a la ecuacién (3.31), la influencia de las m observaciones

indexadas por I sobre la varianza de los coeficientes de regresién estimados es medida

por

VR[ -

det <5<zz> (X&) X (1))'1) (

3(2[)')’“ det(XT X)
det (2(XT X))

52
* ) det(XL X 1)
Usando la demostracién del Teorema 10(3) y sustituyendo la ecuacién (4.14) en la

ecuacién (4.33), se obtiene

n—k—r2\"* 4 .

donde 72 es dada en la ecuacién (4.14).

(4.33)

Medidas Basadas en la Funcién de Verosimilitud

Cuando las m observaciones indexadas por I son omitidas, los MLE de 8 y a2

son dados por

B(I) = B(I)’ | (4.35)
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-

g o [n—k—m o fn—k—13
_ ) = M —— 4.36
U 0(1)( n—m ) 7 ( n—m ) ( )
Sustituyendo estos estimadores, por sus respectivos parametros en la ecuacién (3.39),

se obtiene
~ T ~

= s n, n,oo. (Y—'XB(I)) (Y_Xﬂ(z)) o
log(,B(I), Uéz)) = —§l0927r — 51090%1) - 2&%” : (4.37)

Usando las ecuaciones (4.21) y (4.35), se tiene
(Y - X:é(z)) = (Y - XB(I))
- v-XB3+x(xTx)'X,;(I-Pp)'e
= e+ X(XTX)1X (I - Pr)7%e,
y asi,
v - xp) T (v —xBy) = eler2e Tx(xTx)1X(I-P;) e
vel(1- Py tP(I-P) "% (439
Puesto que € Tx = 0, entonces la ecuacion (4.38) se reduce a
v - X3 T (¥ - X)) = elere I-P)TPI - P
= 3% ((n—k)+kCy), (4.39)
donde C; es definido en la ecuacién (4.27).

Sustituyendo las ecuaciones (4.36) y (4.39) en la ecuacion (4.37), y simpli-

ficando se obtiene

(4.40)

n—m

2 Y ok
~ oy T n, g n—k—rg¢ _(n—m)((n—-k)+k01)
log(,BU), 0(1)) = 2l0927r 2loga ( ) CEr—y
Finalmente, la distancia de verosimilitud para B y 02, cuando m observaciones

indexadas por I son eliminadas, es definida por

LDi(B,0Y) = 2(l0g(B,5) —log(Bu)th))

nn—k=r3)\  (n=m)n—k+kC) |
nlog((n—m)(n—k))+ (h—k—19) (441)




Medidas Basadas en un Subconjunto de Coeficientes de

Regresion

La influencia de las m observaciones indexadas por [ pueden medirse,
anslogamente a la ecuacién (3.53), por
Bj —Bjwn)

—, (4.42)
Var(,Bj)

el numerador de la ecuacién (4.42), representa el cambio en el J-ésimo coeficiente de

regresién debido a la eliminacion de las m observaciones indexadas por I, y es dado

por
(Bj B Bj(n) =2l (- PI)_lﬂGI(W,TWG)‘l, (4.43)

donde Wj, es el subconjunto de W; indexado por [, y Wj es el vector de residuales
obtenido de la regresién de X; sobre los demas componentes de X, para esto, se ve

la ecuacién (3.48).

De las ecuaciones (3.52) y (4.43), se sigue que

B.—B. 1
B —Bjw) _ e T (1 - P~ W, (WIw;)-3, (4.44)

Var(8;)
la cual, es el analogo de la ecuacién (3.53). Param =1, la ecuacién (4.44) se reduce
a las ecuaciones (3.54) o (3.55), dependiendo de cual cantidad se utilice para estimar

ag.
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ABSTRACT

A modification of the classical Cook’s distance is proposed, providing us with a gen-
eralized Mahalanobis distance in the context of multivariate normal linear regression
models. We establish the exact distribution of a pivotal type statistics based on this
generalized Mahalanobis distance, which provides critical points for the identifica-
tion of data points. We illustrate the procedure with an example, in the context of

multiple and multivariate linear regression.

RESUMEN

En el presente articulo se propone una modificacién de la distancia de Cook, ba-
séndose en la distancia de Mahalanobis generalizada, en el contexto del modelo

de regresién lineal multivariado con distribucién normal. Se establece ademas, la
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distribucion exacta del estadistico basado en esta distancia de Mahalanobis genera-
lizada, la cnal proporciona puntos criticos para identificar “outliers” en un conjunto
de datos. Este procedimiento, se ilustra con un ejemplo, en el caso de la regresion

lineal multiple y multivariada.
1. INTRODUCCION

El problema de la identificacién de “outliers” o puntos influyentes, en el caso de la
regresién lineal univariada o multivariada v bajo el supuesto de que los errores se
distribuyen normales, ha sido estudiado por varios autores, tales como Cook (1977),
Besley et al. (1980), Cook y Weisberg (1982) y Chatterjee y Hadl (1988), sélo por
mencionar algunos. Muchos de estos resultados han sido extendidos al caso de las
distribuciones de contorno eliptico, ver por ejemplo Galea et al. (1997), Liu (2000) y
Diaz-Carcia et al. (2001), entre otros. En todos estos trabajos, la idea es utilizar la
distancia de Cook como una medida de diagnostico, para identificar observaciones
influyentes, individualmente o en conjunto. Sin embargo, cuando se usa este criterlo,
se cuenta solamente con puntos criticos, los cuales son proporcionados por una
aproximacién a la distribucién F centrada, tal como lo propuso Cook (1977). En
este articulo, el propdsito es realizar una modificacién a esta distancia y derivar su
distribucién exacta.

Suponiendo que Y € [R™® tiene una distribucion normal con media u € IR™? y
matriz de covarianzas L © © € IR"P*™ con L € [RF*F, 2 >0y © € IR™™ 0 >0,

entonces la funcién de densidad es dada por
Fo(Y) = @m)P2s 20 eun(BTHY — w) O (Y — )

Este hecho, se denota también, como Y ~ Nyp(pt, £ ® 0).

Considerando el modelo de regresién lineal multivariado:
Y = X3 +¢, (5.1)

donde Y € IR™*? es la matriz respuesta, X € IR"%, con r(X) = q, B € [RT?
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es la matriz de parametros desconocidos y € € IR™*? es una matriz de errores, tal
que € ~ Npxp(0, 2 ® I,,). Este modelo es conocido como modelo de regresién lineal
normal multivariado. Los estimadores de maxima verosimilitud para 3 y X estan
dados por, ver Muirhead (pp. 83, 1982),

1 ~

3= (XTX)'XTY = XY y £=-(Y-Xp)T(Y - XB),

n
donde X~ es la inversa de Moore-Penrose de X.

Se considera entonces la regresion lineal con distribucion normal multivariada, v se
propone una extensiéon y modificacion a la distancia de Cook. Esto permite derivar
la distribucion exacta para la nueva distancia, la cual, a su vez, proporciona un punto
critico para decidir si una observacion en particular (o un conjunto de observaciones)

se comportan como un “outlier”.
9 DISTANCIA MODIFICADA : UNA OBSERVACION

Considerando el modelo de regresién lineal normal multivariado con la siguiente

modificacién,
YG) = X(i)ﬁ(fi,) + 6(i)7 e(rj) ~ v/\/‘(n~1)xp(03 E(i) ® I‘n.)7 (52)

el cual se obtiene del modelo dado en (5.1), eliminando la i-ésima fila de Y, X vy €,
esto es, eliminando la i-ésima observacién. -
Para el modelo modificado, se tiene que:
By = XHXw) " XY = XpYe ¥
= 1

i) = o @ T Xwhu) Vo = Xoba)

Primero, se requiere una representacion simple para B — ,3“:). Para esto, con-

siderando la siguiente particién en las matrices:

YlT € X1T
Y2T €2 Xg

Y = _ R KGIRP €= ) , €,i€]Rp = ) , X; € IR%.
YT et xT
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por consiguiente

Xy
T X; n n
XTX = (X1Xz - Xn) =S X XT =3 X X7 + X XT
: k=1 ki
XT

y
Y'IT
T ) Y'zT n n
k=1 k#i
YT

- X7T

@ Y@ T X,Y;r.

Notando que el es el i-ésimo vector de la base candnica en IR", esto es, el vector

unitario dado por e = (0---010--- 0)T, entonces e?TY =YT, e?TX =XTy

Rao (pp. 33, 1973), sefiala que si A es no singular, v y u son dos vectores arbitrarios,

entonces
A yvT A1

o Ty—1 . A1
(A —uv™) A +———————-1_vTA_1u

por lo tanto, si se define A = XTX yu=wv= X, seobtiene
(XTX - X;XT)™t = (X§5X@)™

_ (xrx)r g XEX)TXXTXCOX)T
. (1 —pis) ’

(5.3)

con P = XIT(XTX)“IX,-.
De (5.3), se obtiene que

B-By = (XTX)1XTY — (X5 X)) 7 X5 Yo
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l

(XTX) X XT(XTX) N ory,
(1 - pii)

((Xg;)X(i))_l -
T —

~(XEX0) T X Y

(XTX) 1 X XT(XTX)"'XTY

= (X(I;)X(i))_l(XTY - X(T;)Y(i)) -

(1= pii)
xTx)1x, XxT(XTx)'XxTy
— (X(I;)X(i))—lxiyf ! ) a i;ﬁ) : (5.4)
Usando (5.3) en la primera parte de (5.4), se obtiene
XTX)1X, XT(XTXx)™?
(XE X)X = () i e 2T
. TX ——1Xin
- (XTX)X YT+ P aX_X) :
(1= pi)
(XTX)-—lxiY'iT .
= A —pe) : (5.5)
Sustituyendo (5.5) en (5.4), resulta
o~ - (XTX)1X;YF — (XTX)’lX,-XiT(XTX)‘lXTY
/8 - /8(7:) =
(1 = pas)
XTX)—IX;, o
_ ET___E_(YiT _ XT(XTX)XTY) (5.6)

Ahora, puesto que € = (Y — XB)=(I-XX")Y = (I~ P)Y, donde P es el

proyector ortogonal sobre la imégen de X. Entonces

ez =2l —er™(V - XB) = YT - XI(XTX)' XY,

2 k2

asi, se obtiene:

. (5.7)

Bajo el supuesto de la matriz de distribucién normal, se propone la siguiente modi-

ficacién a la distancia de Cook, denotada como Dy,
Dy = VeC(B - B(i))TC’\OV(VeC(E - B(i)))_ VeC(B - B(i)) (5.8)

Nota 1. La expresién dada en (5.8), es una extension del cuadrado de la distancia

de Mahalanobis generalizada, ver Rao y Mitra (203-206, 197 1).
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El segundo paso, es encontrar una expresién simple para la matriz de varianzas y
covarianzas Cov(vec(B — B(i)))' Para lo cual, recordando que Y ~ N (1, £ ® O),
entonces E(Y) = p , Cov(vec(Y)) = (£ ® ©), ver Muirhead (pp. 79, 1982).

Puesto que €;T = e?T (Y —XB) = e?T(I — P)Y, es claro que
vecg;T = (I, ® e?T (I - P))vecY,

por consiguiente

(Ip ® (XTX)—IX,;)

vee(B — B4) (I, ® e?" (I — P))vecY

(1 = pii)
. LXTX) X (- P) |y
- (1 - pii) |
T -1 T
I, ® (XTX)'X:H; ) (5.9)
(1 - pii)

donde HF = e;‘T(I — P) es la i-ésima fila de la matriz (I — P). Entonces

Ty \-1x. 5T
Cov(vec(,@—,@(i))) = (I, (X" X) leIT[“')Cov(vecY)

(I, (XTX) ' X;H])T
(1 —pas)

(1 —pi)
- ol X )X (n0 1)1, HXF(XTX))
|Hi (@ (XTX) ' X XT(XTX)~1)

(1—pui)?

(5.10)

Notando que

I = e (I - P)(I=P)e}
= e (I—P)e}
= erer — e X(XTX) 1 XTep

= 1-X;(XTX)7'XxT

Sustituyendo (5.11) en (5.10), se obtiene

N N T —-IXi T T -1
Cov(vec(B — ﬁ(i))) = (E® (X X)(l — pi()z (X" X)™) (5.12)




Sea S; = n¥/(n — q) y observando que E(S;) = X, ver Muirhead (pp. 84, 1982),
entonces
— -~ - S, @ (XTX) 11X, XT(XTX)?
Cov(vee(B — Byy)) = (519 21 _p__)z ( =) (5.13)

Sea r; = (XTX)~1X;. Basindose en los siguientes resultados:

1. Para a € IR", a= = o /||al|?,

9. Dada A € IRP*, entonces (AAT)~ = AT- A~ con A~' = A~ si Aesno
singular,
3. Dadas las matrices Ay B, (A® B)" = A~ Q@ B~

se obtiene

(Cov(vec(B — B3)))~ = Cov(vec(B — Bz))

B ((51 ®ri7’f)>_
B (1 — pii)
—————(1 ~ i) ($:7'® TiTiT)

[lral

Por lo tanto, la distancia de Cook modificada puede ser re-escrita como:

Dny = VeC(IB - B(i))Téa/(VeC(B - B(i)))- Vec(,@' _'/B(i))
- (e (XTX) 7 X:HE) vecY>T (1 (S~ @rar])

(1 - pi) |[rsl]*
((Ip @ (XTX)"1X;HY) vecY)
(1= pis)
(1-pa)" 7 ~1 T, T 1T
= —W—— vecTY (517 ® Hyr; rir; r.H; YvecY
= (1—pu) tvecTY (571 ® H;HT)vecY. (5.14)

Alternativamente, ya que

tr(BXTCXD) = vecTX (BTDT Q@ C) vec X = vecTX (DB ® CT)vec X,
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para matrices de érdenes adecuados, se puede escribir D,, como
D = (1 — p) (S TYYTHHTY ).
Por otro lado, puesto que €;T = e?T (Y — XB) = H,;Y, entonces
Dy = (1-— pii)‘ltr(Sl_léiE'f
= (1—py) ttr(EF S5~ '€;)
= (1—pu) '€ 517

Por lo que se tienen las siguientes expresiones como alternativa para el cuadrado de

la distancia de Cook modificada:
vec(B — B))TCov(vec(B — B)))™ vee(B = Byz)
(1 - pii)—l vec TY(Sl_l ® H,H;:r) vec Y

(1 — pii)_l tr (Sl_lyTH,;P;I'Y)

(1 —pi) ' €F S 7Y

Nota 2. De acuerdo con Chatterjee y Hadi (pp. 124, 1988), se puede reemplazar
la matriz S; por otra obtenida usando la muestra reducida (n — 1), denotada por
Sy (7).

Nota 3. Cook (1977), Chatterjee y Hadi (pp. 117, 1988), Diaz-Garcia et. al
(2001), y muchos otros autores, utilizan la matriz de varianzas y covarianzas del
vec(fﬁ’) para construir la medida de distancia. La reformulacién que se propone, est
basada en el reemplazo de ésta matriz, por la matriz de varianzas y covarianzas

y Hadi (pp. 150,

o

del vec(B — Bm). Se puede encontrar esta idea en Chatterjee
1988), para el caso univariado, pero para la evaluacién de observaciones influyentes
sobre un particular coeficiente de regresion, solamente se utiliza la varianza de un
coeficiente, en vez de la varianza de la diferencia. El problema que se presenta,

cuando esta idea es extendida al caso multivariado, es que tal matriz es singular,
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por lo que se necesita considerar la inversa de Moore-Penrose para la matriz de

varianzas y covarianzas del vec(B — B(i))'

Teorema 1. Considerando el modelo de regresién normal multivariado dado en
(5.1). Entonces, el cuadrado de la distancia de Cook modificada para detectar un

“outlier”, puede ser escrita como:

(51 ® (XTXH) X, XT(XTX)™)
(1 — pii)

(1 = pis) ™" vec Ty (S ' ® Hle) vecY

VE‘C(,@ _ B(i))T ( ) - V‘:‘C(B - B(@j)

(1 —pi)ttr (SleTH,;PiTY>

(1 - pu) e S
(5.16)

Nota 4. En (5.16) es ficil ver que si se quiere implementar esta medida para todo
el conjunto de datos, es suficiente ajustar el modelo una sola vez, y de la forma
usual se puede construir la distancia modificada para cada punto. Notando que la

expresién D,,, en el caso normal univariado, coincide con el andlisis de residuales

estudentizados, ver Besley et al. (p. 201, 1980) y Chatterjee y Hadi (p. 78, 1988).

3. DISTANCIA MODIFICADA : MULTIPLES OBSERVACIONES

Sea I = {i1,4s,...,% } un subconjunto de tamano k de {1,2,...,n}, de forma tal
que (n — k) > g. Ahora, bajo el modelo (5.1), denote por Xy, Yy y €y, las
matrices de regresiéon, de datos y de errores, respectivamente, después de eliminar
las correspondientes observaciones de acuerdo con los subindices en I. Sea /@( m Y

2(1) los correspondientes estimadores de maxima verosimilitud en el modelo
Yo =XwBy tew,  €w ~ Na-rl0, 2 & In).

Basandose en el Lema 2, y usando procedimientos similares a los de la seccion 2, es
ficil verificar que

~

®

By = (XTX)'X(I-P)7e,
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con (I-P;) = (I,— X, T(XTX) X))y X es la matriz con las correspondientes

filas de X de acuerdo con [. Observando que €; = U, Te=U;T(I - P)Y, donde

T
n
eil
n

T
ei2

7%
Se obtiene
vec (B — By) = (I, ® (XTX) 71X (I - Py) 7 Hi) vecY,

con H; =U;T(I — P).
De donde

Cov(vec(B — Bp)) = (E @ (XTX) X (I - P)1X,T(XTX)™)

Cov(vee(B — Bp)) = (51 ® (XTX)* X (I - Pr) 7 XM(XTX)™)
Entonces se tiene,

Teorema 2. Considerando el modelo de regresién normal multivariado dado en
(5.1). Entonces, el cuadrado de la distancia de Cook modificada para detectar k

observaciones influyentes, puede ser escrita como:

,

vec(B — B)T(S1 @ (XTX) 71X (I - P X T (XTX) ™)™ vee(B - By)
vecTY(Sl_l ® H]T(I - P])“J‘H[) vecY

tr(S1~YTH,/T(I - P;) *HY)

tr (Sl—lgf(l ~P;)"Ye)
(5.17)
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4. FUNCIONES DE DISTRIBUCION ASOCIADAS CON
LAS DISTANCIAS MODIFICADAS

La razén principal para estudiar las modificaciones dadas en las secciones 2y 3 para
el cuadrado de la distancia de Cook es que, en vez de utilizar una aproximacion
‘a la distribucién F, se derivard la distribucién exacta para Dn,. Anéalogamente se
encuentra la distribucién exacta para Dy, es decir, para el caso de la deteccion de
varias observaciones influyentes, simultépea_mente.

Se derivaré la distribucién del estadistico para el caso de una observacion influyente

a la vez y para el caso multiples observaciones.

Teorema 3. Bajo los supuestos del Teorema 1, se tiene

(n—q—p+1)
p(n—q)

D ~ Fp(n-g-p+1) (5.18)

donde Fp (n—q-p+1) denota una distribucion F centrada, con p y (n—q—p+1) grados

de libertad (gl).
Prueba: Se sigue directamente del Teorema 5.2.2 en Anderson (p. 163, 1984). =

Del Teorema 3, dando un nivel de significancia a, se puede escribir la siguiente regla

de decisién:

Y;,i=1,2,...,n, es un “outlier”, si
(n—q-—p+1) R

donde Fo.p(n—q—p+1) €8 €l correspondiente o — percentil superior de una distribucion

Feonpy(n—q—p+1) gl

Nota 5. Para el caso univariado, p = 1, la regla de decision se convierte en: Y;,

i=1,2,...,n, es un “outlier” si

Dm 2 Fa:l,(n—q) (520)
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donde Fy.1 (n—q) €s €l a — percentil de una distribucion F con 1y (n—q) gl, o
equivalentemente:

DY? > tojain-q) (5.21)

m

donde t4/2:(n—q) €5 €l @ /2 — percentil superior de una distribucién ¢ con (n — q) gl.
Similarmente, para el caso de multiples observaciones:
Teorema 4. Bajo los supuestos del Teorema 2, se tiene que

Dy ~ LHsmp (5.22)

donde LHsmy denota la distribucion centrada para el estadistico Lawley-Hotelling

con pardmetros s = min(p, k), m = (jp—k|—=1)/2yh=(n—-q—p+1)/2.

Prueba: Se sigue directamente del Teorema 10.6.2, Corolario 10.6.3, en Muirhead

[pp. 468-471 y p. 471, 1982]. -
5. UNA APLICACION

Se ilustra la utilizacién de la prueba exacta dada en la seccién 4, bajo una regresion
simple y bajo una regresion multiple multivariada.

El primer conjunto de datos fue presentado por Cook y Weisberg (pp. 204-207,
1994). Este es un conjunto de datos pequeno, con observaciones sobre 21 ninos,
dando la edad (AGE) en meses, en la que dijeron su primera palabra, y un SCORE,
el cual es una medida del desarrollo del nifio. En la figura 1(a), se presenta la grafica
(AGE,SCORE). Es claro que las observaciones 18, 1 y 17, muestran un compor-
tamiento diferente. Si se considera un ajuste lineal usando cuadrados minimos or-
dinarios, el SCORFE parece decrecer con AGE. El caso 18 parece tener un pobre
ajuste hacia una tendencia lineal, comparado con los demés datos. Los casos ly
17, tienen relativamente valores grandes de AGE. La figura 1(b), muestra el grafico

Q-Q de los residuales provenientes del ajuste lineal, usando cuadrados minimos or-
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dinarios. Es claro que, solamente la observacién 18 parece ser un candidato para ser
considerado “outlier”, tal como es definido en Chatterjee y Hadi (pp.94-95, 1988).

La figura 2 muestra la identificacién y deteccion de “outliers” y puntos influyentes,
usando diferentes técnicas. Este analisis enfatiza el hecho mencionado antes, es
decir, los residuales estudentizados coinciden con la distancia modificada para el
caso univariado. Ademas, los residuales estudentizados son la base para la distancia

de Draper y John, y se discuten en Draper y Smith (pp. 169-175, 1981).

a) Adaptive Score Data

018

]

Score

80 70 80 60 100

o1

17

Age

b) Residual Analysis

o18

)

2

1

0000

Residuals
°

0 0
Q9

-10

2 1 u 1 2
Quantiles of Standard Normal
Figura 1. Datos originales para el ajuste del SCORE y un grafico Q-Q para los
residuales en la regresién simple de SCORE sobre AGE.

La figura 2(a), muestra cémo la distancia de Cook detecta la observacién 17, la cual
es un punto palanca, tal como se describe en Cook y Weisberg (1994). Considerando
la figura 1(b) y de acuerdo con las figuras 2(b) y 2(c), la observacién 18, es un

candidato para ser considerado “outlier”, y las pruebas estin a favor para declararla
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como tal. Notando que el valor critico en la figura 2( ¢), es el valor aproximado de

una distribucién F, multiplicado por s%(i) para ¢ = 18, de acuerdo al grafico de la

distancia original de Draper y John.

a) Qutlier Distance: Cook's Distance

.................

Criical Value =0.618 froma F(0.45,2,18)

06

2
2
R R N R N N
123456789101112131415161718192021
Observation Number
b) Qutlier Distance: Modified Distance
3 [==)
§ © Critical Value =441 froma £(0.95,1,18)
= [ B R LIRS Mg eesssemaeeameesstsssseeeaaseesigestevTiemssastessfeteseniasanmannaeesans
: i | | : . . ; | . | | . ' 1 i

4 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1213 14 15 1% 7 ¥ 19 20 A

Observation Number

¢) Outlier Distance: Draper & John Distance

800

400

ill,.ui.‘l.ll"{

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 1B 14 1516 7 18 19 202N

Observation Number

Figure 2. Identificacién de la influencia y “outliers”, basados en a) Distancia de

Cook, b) Distancia de Cook Modificada de acuerdo con (5.20), ¢) Distancia de

Draper y John. n =21, ¢=2,p=1y s%(i). La varianza de los residuales sin la

i-ésima observacién se usa en todos los casos, de acuerdo con la Nota 2.

Para el ejemplo de la regresién miltiple multivariada, se generan 19 observaciones

de un modelo y = X3 + ¢, con errores normales, p =2,y ¢ = 4.
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Se ajusta el modelo, la matriz de la suma de cuadrados de residuales, entonces
aplicando el cuadrado de la distancia de Mahalanobis, como se muestra en Seber (pp.
152-153, 1984). La figura 3(a) presenta el cuadrado de la distancia de Mahalanobis
y sugiere a las observaciones 10 y 11 como posibles “outliers”. Aplicando (5.22),
con k =2y Dm = 4.77, comparado con un valor critico de 3.015, el percentil
es aproximado por una distribucién F, tal como sugiere Seber (pp. 38-39, 563-
564, 1984). La prueba estd a favor de considerar las observaciones 10 y 11 como

“outliers”.

a) Outlier Distance: Mahalanobis Distance

w Critical Value = 5.99 an awox.Ch(sq(0.95,2)

Distance

QObservation Number

b) Outlier Distance: Modified Distance

20 25 30

Critical Value = 9.71 froma F({1-0.05/n),2,13)

Distance
10 18

5

1 B . . 1 ' . . ' [

0

1 2 3 4 § 8 7 8 ¢ 10 1 12 13 4 15 18 17 18 18

Observation Number

Figure 3. Identificacién de “outliers” basada en la Distancia de Mahalanobis sobre
la matriz de residuales, v deteccién de “outliers” basada en la Distancia de Cook

Modificada dada en el Teorema 3.

La figura 3(b), muestra el mismo analisis tomando una observacién a la vez. Se usa
una prueba F, basada en (1 — a/n) en vez de (1 — a), para obtener una prueba
simulténea con un nivel minimo . En este caso, se obtiene la misma conclusién,

como con la prueba basada en k observaciones.

Se recomienda el uso de la prueba basada en k observaciones, dada en (5.22), y se
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seleccionan los & puntos, usando un método grafico, como el mostrado en la figura

3(a).
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