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COMPENDIO

E1l Factorial P’ (P un ndmero primo) con los niveles de
Bloques en funcién de los efectos confundidos.
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En este trabajo se presenta un m¢todo para obtener
las ecuaciones normales, los estimadores ¥y sumas de
cuadrados del factorial P° (P un ndmero primo) utilizando
las técnicas de teoria de campos para el antlisis vy

construccién de disefSos factoriales.

El m®todo permite trabajar directamente el modelo
lineal de cualquier disefio factorial y obtener en términos
algebréicos y en funcién explicita de los productos
observados las ecuaciones normales, los estimadores y sumas

de cuadrados.



ABSTRACT

The P factorial (P a prime number) with the block levels as
functions of the confounded effecta.
by
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MASTER OF SCIENCE
EXPERIMENTAL STATISTICS
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BUENAVISTA, SALTILLO, COAHUILA. NOVEMBER, 1991.
M_C. Emilio Padron Corral — Advisor -

Keywords: Experimental design, factorial, prime number

A method is presented to obtain the normal
equations, the parameter estimated and sums of s8quares of
the P factorial (P being a prime number) through
utilization of the fields theory techniques for the analysis

and setting up of factorial experimental designs.

The proposed method allows direct derivation of the
liner model of any factorial experimental design, to obtain
its normal equations, the parameter estimators, and the sums
of squares in algebraic forms as explicit functions of the

observed products.
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INTRODUCCION

En este trabajo se utilizo el metodo basado en la
Teoria de Campos de Galois para el anélisis y construccion
de disefios factoriales vy se representé el modelo lineal del
Factorial Pn, (p un primo), expresandoc al subindice para
identificar bloques en funcion de los subindices para los
niveles de los factores y de los efectos factoriales que se

confunden en las repeticiones del experimento.

Con esta representacién, toda 1la informacion del
disefioc queda incluida en el modelo, la notacion permite
obtener formalmente del modelo y en terminos algebréicos las
ecuaciones normales, las que con los estimadores y sus sumas
de cuadrados pueden expresarse directamente en funcion de

los productos observados.

La definicion del subindice para niveles de bloques

- - -7 - -
en forma funcional, es la i1innovacion 1introducida en esta

tesis.

.

Con esta definicion y la metodologia que aquil se
propone, es posible trabajar el modelo lineal de cualquier

disefio factorial P" de manera sencilla.
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Los resultados aqui obtenidos permiten cubrir una de

las necesidades que se han observado en el area de 1la
estadistica, como es la de simplificar la ensefflanza de 1los

factoriales Pn.

En el capitulo segundo se presenta el material
basico de conceptos fundamentales del sistema P"  necesario
para el desarrollc de 1la tesis. Consiste en una breve
descripcién del sistema P” en el marco del metodo conocido
como de Teoria de Campos. Se introducen 1los conceptos de

efectos e interacciones y se aborda el tema de confusion.

El tercer capitulo es esencialmente el procedimiento
utilizado para obtener las ecuaciones normales y la suma de
cuadrados para el analisis de varianza. Se muestra el metodo
con un disefio en bloques completos al azar, el modelo lineal
se representa en funcion de los efectos factoriales seg&n
las definiciones dadas para ellos en el capitulo primero. Se
obtienen los estimadores vy las sumas de cuadrados en
terminos directos de los productos observados. Esto Gltimo

es una pequeflla contribucion de este trabajo.

En el cuarto capitulo se aborda el disefflo factorial
P” con esquema de confusién, se define el subindice &n para

niveles de bloques para cualquier sistema de confusion.
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Los resultados aqui obtenidos permiten cubrir una de
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niveles de bloques para cualquier sistema de confusion.
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Se obtienen los estimadores y sus sumas de

cuadrados. E1l capitulo finaliza con dos ejemplos

ilustrativos del metodo propuestoc.

Los fundamentos teoricos pafa elaborar este trabajo
se han obtenido principalmente de Kempthorne (1932). En
esta obra 1 autor expone de manera amplia los experimentos
factoriales utilizando consideraciones geométricas o de

teoria de campos finitos de Galois.



ALGUNOS FUNDAMENTOS DEL SISTEMA FACTORIAL P”

El experimento factorial P"  comprende n factores
cada uno a P niveles, siendo P un AUMEro primo. Un metoda
muy conocido para su anélisis y construccion utilizado para
desarrollar este trabajo es el relacionado con la Teoria de
Campos Finitos de Galois. Una exsticién de esta teoria de
campos Yy Su relacién con el sistema P" puede encontrarse en
Kempthorne (1932) vy en Martinez (1988). Para los
propésitos de este estudio es necesario solamente presentar

algunos resultados principales.

Debe recordarse que todos los numeros mayores que
7z 7 e
P — 1 que resulten de una operacion algebraica deberan

sustitulrse por su residuo modulo P.
Efectos e Interacciones.

Dados n factores a, b, c.... en un arreglo
- n - - -
factorial , las P combinaciones de tratamientos pueden
representarse por (xi, xz...x ) en donde x1 define los
m

niveles del primer factor, x los del segundo vy asi

sucesivamente, cada x toma valores enteros de cero a
1

p — 1.



S
El efecto principal del primer factor esta dado por

el contraste entre los productos de las combinaciones de

tratamientos representados por:

y este tiene p — 1 grados de libertad.

La interaccién de dos factores, por ejemplo de 2 vy
b, tiene en total (p —1)2 grados de 1libertad que pueden

dividirse en p — 1 conjuntos de p — 1 grados de libertad,

representados como sigue:

Los contrastes entre los P totales de las
combinaciones de tratamientos que satisfacen:

x1 + x2 = 0, 1, 25cuccnu.n. s p — 1 (mod p)
lnos contrastes entre los p totales de las combinaciones de
tratamientos que satisfacen:

x + 2xx = 0, 1, 2,..-5 p — 1 (mod p)}
Vi asi sucesivamente hasta los contrastes entre los P totales
de las combinaciones de tratamientos para 1los cuales:

xi + (p — 1)x2 =0, 1, 2, ..., p — 1 (mod p)
En el orden anterior los contrastes se denotan por AB, ABz,
...AB"? y se definen como los efectos factoriales en que

se divide la interaccion de los factores 2 b esta
3

interaccion se representa por A X B.

La interaccion de tres factores a,b,c tiene en
total (p — 1)3 grados de libertad vy puede dividirse en

(P - 1)2 comparaciones de p totales cada una, representadas



por:

+ -+ oy o= -
X aox ax O, 1, 2, ...4 p 1 (mod p)
donde o vy aa toman todos los valores de unoc a (p -1), los
2
% %
contrastes anteriores se denotan por AB C y se definen
como laos efectos factoriales en que se divide la

interaccion de tres factores a, b, ¢ denotada por A X B X C

En general, los efectos factoriales pueden darse

R . n—4 - -
por la comparacion de p conjuntos de p combinaciones de
tratamientos,; cada uno con p — 1 grados de libertad,

representados por las P ecuaciones:

Y ax = K (mod p) (2.1)
v o
donde K = 0, 1, 2, ..., p — 1, cada o toma valores de cero
T
ap— 1y al menos una o es diferente de cero. Con cada

L

- 4 -
combinacion lineal.

se usa el simbolo A B C P para denotar los

contrastes correspondientes.

e 7
Para obtener una numeracion completa y unica de los
efectos factoriales, es necesario adoptar al principio un

orden para las letras y la regla de gque la potencia de 1la

primera letra en cada simbolo debe ser la wunidad. Lo

anterior implica que el coeficiente en la primera x no
L

nula de (1.1) se haga 1gual a wuno. Esto siempre puede

hacerse observando que para A\ = 1, 2, ..., p —~— 1 e . = 0O,



S ax = k (mod p) (2.2)

X Dax =3 (mod p)
v
son los mismos pero en orden diferente. De esta manera, el

contraste A° B C es igual al contraste ABZCZ, cuando p = 3.

Los Productos de las Combinaciones de Tratamientos

p
en Funcion de Efectos e Interacciones

Para el factorial 2“, el producto de una

combinacion de tratamientos puede expresarse en funcion de
efectos e interacciones. Si se prueban tres factores a, b,

c, el producto T‘k de las unidades que reciben la
Vi

Combinacién de tratamientos (i,jk) es dado por

ZT..k = media + (—1)“"1 N o+ (,1)V1 B + (_l)Hw% A B
1
k=2 k-2 v+ k-3

et e 1 AC ¢ (1) BC + (-1) ABC

en donde los subindices i, 35 k¥ son ceros © unos. A se
define como la diferencia entre el promedioc de las unidades
que reciben el factor a al nivel uno, menos el promedioc de

las unidades que reciben el factor 2 al nivel cero. En

terminos algebraicos:

A = (a — 1) (b +1) (c + 1)

i
2
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en donde la expresion debe de expanderse Y las

combinaciones de tratamientos sustituidos por sUSs
correspondientes productos.

Las interacciones AB y ABC se definen como:

AB

B B

(a — 1) (b — 1) (c + 1)

ABC

Il

{a — 1) (b - 1) (c - 1)

En el caso general de n factores a, by, c¢c,...cada
uno a P niveles, los efectos e interacciones no pueden
representarse por una simple diferencia puesto que existen
p — 1 diferencias. Cuando1 el efecto principal del factor a
en el nivel i se define como el producto promedioc de las

combinaciones de tratamientos para los cuales X i menos
1

l1a media general up y se denota por A, cuando para

O(: o 049

cualquier efecto factorial se denota por A B cC ... o

ERY

- n—1 - -
+ Qv O al promedio de las p combinaciones de
3
tratamientos para los cuales:
GOX + X +O0OX + ... = 0oL +oi o+ ak + ... menos la
i 1 2 2 3 3 i 2 3
media u, entonces el producto real T,k... en las unidades
v)
que reciben la combinacion de tratamientos (i, |, k...
puede representarse por:
O(i Olz oA
3
T ... = + A B c ...
Lik H z oL o+ O] o+ Ok
e, O . s> : 1 2 3
1 2
(2-3)

1 .
Recuerde que los componentes de los efectos factoriales
pueden definirse sin 1incluir la media p.
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donde la sumatoria se extiende sobre todos los  pasihbles

valores de (31, N y...) excepto (0, O0,...0). En este
2
- < - -~ - -
trabajo se adoptaran las definiciones anteriores para
los efectos e interacciones y en consecuencia la de T | ..
ik

Segﬁn la ecuacion (2.3).
Confusion

Cuando un experimento con arreglo factorial deba
ensayarse en bloques incompletos, es a veces necesario o
conveniente diseflar el experimento en bloques de menor
tamafio que el de una rEpeticién completa. La tecnica de
confusién es &til para lograr este tipo de disefio y de 1las
razones para usar bloques de menor tamahio se pueden seflalar

las siguientes.

Para experimentos de campo, principalmente en la
Agricultura, se recomienda que el tamafo de los bloques no
debe exceder de 16 unidades experimentales, ademas de que la
varianza total de las observaciones tiende a aumentar en

general cuando se incrementa el tamafo de los bloques.

- ’ -
Otras razones pueden ser limitaciones economicas o
de materia prima para ensayar con repeticiones completas,
s
que pueden ser grandes aun con un numero moderado de

factores.
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Por ultimo, la disminucion de 1la varianza usando

e
bloques incompletos, permite mayor informacion sobre ciertos
efectos que 1la qgue se obtendria usando repeticiones

completas.

En contraparte a las bondades debidas a la
7 7’
confusion, se pierde informacion sobre los efectos

confundidos.

Un experimento confundido parcialmente se obtiene

cuando efectos factoriales diferentes se confunden en cada

una de las repeticiones completas del disefio.

En este tipo de disefio es posible obtener
informacién sobre los efectos confundidos. Esta infarmacion
se aobtiene de las repeticiones en que no se confunden estos
efectos. Como el disefio trata con bloques de menor tamafio
que el de una repeticién completa, se tiene una disminucién
de la varianza vy por tanto un incremento en la informacion
en relacién a la wvarianza que se obtendria con un
experimento en situaciones anélogas peroc con repeticiones O

blogques completos.

Formacion de Bloques por Confusion

7 - g r - -
Con la tecnica de confusion las P combinaciones en
R . - - - n-s
una repeticion completa pueden dividirse en p bloques de

e ) .
tamafSo p (s « n). Considere la formacion de P blogues catda
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uno de tamafio p”ﬂ. Los p - 1 grados de libertad para

blogques pueden obtenerse de cualguiera de los p - 1 grados

de libertad dados para los efectos factariales representados
A (o} (o}

en general por A *B?c? ... E1 primer block se forma con

las combinaciones de tratamientos que satisfacen:

y asi sucesivamente. Cualquier contraste para bloques, da
O(1 (o} 0(3
- 2 -
el mismo contraste que para A B C ..y se dice
ot Ot o]

entonces que el efecto A ‘B 2¢c? -y se ha confundido

completamente con blogues. Considere ahora la formacion de
2 n-2 2
p° bloques cada uno de tamafio p , los p - 1 grados de

libertad para bloques pueden obtenerse eligiendo ademas del
e a a [31 [??

efecto A ' B 2 c 3..., a cualquier otro efecto A B

3
c? ..., en donde o # (3. Un primer block se puede formar
A2 A2

con las combinaciones de tratamientos que satisfacen las

N R .
ecuaciones simul taneas.

ax +ax + . ... =0 ]
11 2 2
j {(mod p)
+ + =
,Gix1 ﬁzxz RN O
Un segundo block por las combinaciones de

tratamientos gue satisfacen:
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(mod p)

En general, cualquier block se forma con las
combinaciones de tratamientos gue satisfacen las ecuaciones

simul taneas:

{(mod p)

habiendo pz pares de ecuaciones igual al nimero de bloques.

ot a ol
- 1 2 3
Observese gue cualquier contraste para A B C

g B, B,
..-5y O para A B C .--5, gueda mezclado con los

contrastes para blogues, se dice entonces que estos efectos

se confunden completamente con bloqgues.

Puede demostrarse que si dos efectos, abreviados
por las letras X e Y, se confunden completamente con

bloques, tambien se confunden los efectos dados por XY,

XYa, Xy? ... XYpd; este resultado se conoce como la regla

4 -
de la interaccion generalizada.

o o o« BB 0
con X =p'B2Cc? ..., y=na' B Cc’ ..., =e
confunden (p + 1) conjuntos de (p — 1) grados de libertad
cada uno, dando en total (p + 1)(p - 1) = p2 - 1 grados de

libertad igual al numero de grados de libertad para blogues.
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En el caso general, para faormar pWﬁ bloques de

tamao p , se eligen n - =4 efectos factoriales

independientes:

Los bloques se forman con las combinaciones de
tratamientos que satisfacen simultaneamente los sistemas de

ecuaciones:

o ng =0, 1, 25,.... p — 1 (mod p)

Con n—-s sumatorias en el lado izquierdo, los n-s
efectos seleccionados para construilr los bloques se
conocen como generadores del diseffio y la independencia de
ellos es en el sentido de que la matriz de los coeficientes
de las X 5 Ccon los nUmeros reducidos el modulo P es de

rango completo.



FACTORIAL P" EN BLOQUES COMPLETOS AL AZAR

En este capitulo se utilizo el disefo en bloques
completos al azar con arreglo factorial de un experimento

con n factores cada uno a P niveles.

£l objetivo es presentar el metodo para obtener las
ecuaciones normales y las sumas de cuadrados cuando el
modelo lineal se expresa con los efectos factoriales
definidos como en el capitulo anterior, se 1introduce 1la

notacion para sumar los diferentes terminos del modelo

lineal.
Modelo Lineal
Representando por Y“k"' a una variable aleatoria
. i

que define el producto observado sobre la unidad
experimental que recibe el tratamiento (i, j k. ..) vy por
E,k... el error correspondiente a esa Dbservacién con las
L)

suposiciones usuales para prueba de hipotesis.

El modelo lineal de un experimento factorial pn en

r bloques completos al azar, puede expresarse como.

Y =r + T + E (3.1)

k. . .n n koo, vik. . ..
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en donde n indica el numero de bloques o repeticibn y toma

valores de cero a r—1. Los niveles i,j,k,... toman valores
enteros de cero a p—-1, r es la contribucion de 1la
2l
n—esima repeticion o bloque completo vy T“k es el
k. ..

productc verdadero de la comblinacion de tratamientos

(v, 3 k...).

Expresando T“k como en la ecuacién (2.3) del
vik. ..

capitulo anterior y desarrollando la sumatoria, la forma

del modelo lineal seria como la siguiente:

Y . =y +r + A + B + AB + A  + ... + C +
vk, .. n v 1 1+ 1+2) k
2 2
AC + + ...+ BC + ) +
1+k 1+2k i+k i*+2k
3.2
E'Lik. . ( )

Reglas para Sumar en el Modelo Lineal

En esta seccion se establece el metodo para sumar
en ambos miembros del modelo lineal dado en (3.2), para los
diferentes niveles de sus parametros. Antes es necesario

establecer las sigquientes consideraciones.

Los niveles particulares de 1los niveles de los
factores se representaran con los mismos subindices
utilizados para definirlos, pero con una comilla superior.

Es decir i° es un valor particular de i.
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Cuando los subindices en los factores aparecen

asociados por la operacion de suma,

¢

o oy okt o0 ooy (3.3)
3

los valores de (i, i, ¥, ..., u) seran aquellos que

satisfacen alguna de las siguientes p ecuaciones:

v oyt ak+ ..+ ouw =2 (mod p) (3.4)

Puede demostrarse que el numero de combinaciones

posibles (i, ¥, X, ...uw) que satisfacen cualquiera de
- B u—1

las ecuaciones anteriores es p . Con n factores, los n—u

subindices en las combinaciones (v, 7. k. .., u’, ., )

diferentes de (i, y, k'5---,u) varian de cerc a p ~— 1 y

- - - n—-u

el numero de combinaciones entre ellos es p - De esta
- u—1 n—u ri—1 . - -

manera existen p p - p combinaciones posibles de

(Loyk, ...u, ..., n). Este resultado sera utilizado con

frecuencia.

Cuando se deseen obtener las ecuaciones normales

correspondientes a un efecto particular, el cual puede

denotarse por:
1 Tz 3 “u
A B cC ... U (3.9)

Con (o, &, &'y ..., c'u) una eleccion dada del
1 2 3 w

conjunto (& o - s--y )3 se debera sumar en ambos

b | T 3

2 3 n

miembros del modelo (3.2) sobre todas las combinaciones
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posibles de (v, , k..., u, .., N tomando en cuenta

las restricciones (3.4), pero con =’ en lugar de .

(o} (5.3 [e}
- 1. 2 3...
S1 A B C oy oo ook es un efecto
1 2 a

diferente del que se da en (3.5), la suma sigulente sera

nula.
ot ot O(a
1 2 .
> A B c o+ ooy ook +
1 2 3

w, 1, k°, S, R

La regla puede decirse de la siguiliente manera: Gi
la combinacion 1lineal ov + oy + o k... + . es

1 2 3

diferente de o'vv + oy + ok + ... + cru entonces
1 2 3 u

- I
> n* B? C o+ eyt ok, = 0

[ L L P L N

(3.6)

Esta regla es una consecuencia de la definicion de

los efectos factoriales como una desviacion de la media.

Por la misma definicion de los efectos factoriales:

(3.7)
Con la sumatoria sin restriccion alguna sobre los

niveles. Otro resultado derivado de la misma definicion es:
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Cuando la suma se extiende sobre todos luos valores

del subindice o« + o) + ok + ..
1 2 3

Restricciones Sobre el Modelo y Condicion de na

Estimabilidad.
Los resultados mostrados en (3.6), (3.7) ¥ (3.8)
son  restricciones propias sobre el modelo, no son

condiciones establecidas para obtener una solucion a las
ecuaciones normales. La condicion que se establecera aqui

para poder obtener una solucion a las ecuaciones normales

es:

S ¢ o=o0 (3.9)

Pa)
en donde r son las estimadas de r

n n

Ecuaciones Normales

El procedimiento para obtener las ecuaciones
normales para cada parémetro en el modelo (3.2) sera el de
igualar el valor esperado del total de las observaciones que
entran con cada parémetro, al valor esperado de todos los

parametros en esas observaciones.
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Ecuacion Normal de ¥

'
La ecuacion normal para la media i, se obtiene de
sumar ambos miembros del modelo (3.2) sobre todas las
- - 4 .
combinaciones (i, j, k..., nl)y, despues de tomar el valor

’

e
esperado en ambos miembros, la ecuacion es:

p:rPnp+pn):r+ T
n

™ (i,,j,k,. [ 40

D>
<+
W)
+
D
w
+

~ 2
AB + _..) =
L2 ) o L ﬁdk“..,n (3.10)
ALk, oL,

tomando en cuenta las restricciones del modelo y 1la

condicién de no estimabilidad.

pe r Poop o= 5 Yiuk,. . . (3.11)

Ecuaciones Normales de r

el

Este apartado comienza con la siguliente

. p
observacion. Si en una combinacion (i,3%,...) no aparece
el subindice n, (para repeticiones), quiere decir que esta

combinacion no contempla los niveles de n.

Las ecuaciones normales para cada r se obtendran
n

en forma representativa, esto es, se considerara la

- -

.
r .—-esima ecuacion, en donde n’es el n’'—esimo valor de n.
T
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De esta manera, haciendo n = n'en el modelo (2.2) ¥

sumando en ambos miembros sobre todas las combinaciones

(i, i %X ...), despues de tomar el valor esperado se tiene:
— Fa) o] ) ~ Pa) P
r , P p+pP r + v {h + B + AB +
n n i i 1]
ok, b
A ; ) %
i+2j T _ _23 Lik. ..o
(L, 5k, . 7
=2 e, 01,2, ..., T - % (3.12)

T ~ n -~
-,y P + P = Y
! n’ H rn’ E Lk, ..
GLik,. .0
n° =0, 1, 2, ..., r — 1. (3.13)

Ecuaciones Normales para Efectos Factoriales

Para obtener una ecuacion representantiva de todas

las ecuaciones normales de los componentes de un efecto

a o o ol

- ~ u )

factorial denotadas por A B C --. U oL + o +

2

oAk + ... + o« u se cambian por indices con prima, todos los

3 u

niveles (ivik,...) que entran en aav + a3 + ok + ... o
1 2 3 u

y se suma en ambos miembros del modelo lineal sobre todas
las combinaciones (v, ¥ ki...u...n) tomando en

cuenta cada una de las siguientes restricciones:

A F oy +ak + ... + auw =X (mod p)
1 2 3 u
Cuando A (mod p) = O (mod p), se obtienen las
& o o o
. 1 2 3 u .
ecuaciones normales de A B C ... U o , despues de
que se haya tomado el valor esperado. La ecuacion

Lo
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represeﬁtativa para los componentes del efecto seffialado con

anterioridad es

o ot aa o
1 2 u .
A B C .- U oi’? o j ok’ v oa.. touls
2 ] u
n-1 7 n-1 - -~ -
r P Ho+ P Troo + v (A + B +
*
n " T L S V) I 4 J
~ ~y
+ AB + AB ) + ...)
v+ ) v+ 2 3
v, 1, k%, u’ n
[ (0 S u’. ..
Para o i +o<2y+c<k'+ ...+ ouw = x (mod p) (3.14)
1 3 wu

De acuerdo a la regla (3.6) y la condicion (3.9),

el primer miembro de (3.14) puede reducirse a

~ a1 &, 0(3 X
n-1 n—u : -
r P po+r P T ABC ... U ouv t+oay +
4 2
(S (4% SO yay
~
1 7 i % % % a
- n- - u
=r P’ + P A" B°C ... u al ooy *
41 2
(3.13)
. (BB A
dado gque existen P valores de (v, j, ¥,..., u) que
catisfacen cada restriccion en (3.14). Finalmente la
ecuacion normal queda de la siguiente forma:
”~~
N . 041 o, oy o
n—1 g it u
r P o+ r P A B C ..U ait+ot2y+
= T Y .. ,
L vikoooao oo
w”,1,k7,. S, Bat
o+ oyt oak + + ¢ uw = A (mod p)
1 <] ¥}

(3.16)



. 22
Como casos particulares de (3.14), la ecuacion

A vy de AB

narmal representativa de las ecuaciones de -
v 1)
sOon:
- ”~ _1 ~
A rP o v r P T A = > Y
i’ v . . visl)s ke oon
(17,3 k , .-.Y‘-)
'z o, 1, 2, p-1
(3.17)
AB., s rP '+ r P! oaB
i’ + 3 R
= Z YL})( n
(v,17 .,k C.,md
i- 4 j- = o0, 14, 2...p-1 (mod p)
(3.18)
Despejando A, en (3.17)
1%
PaY 1 ~
A= —"" T Yoo - u
— 1 ‘1 PR
t r P (v ik, . .m) o "
(3.19)

Observe que esta es la definicién para A , esto
iy
producto promedio de las

es, A se define como el
.-
observaciones para las cuales x = i menos la media

general p.
Sumas de Cuadrados

Para obtener expresiones para las sumas de

cuadrados sencillas de ser operadas.



La suma:

ik L.
o, )y, ko, u’, Rl
con las condiciones:
gl oy ok oL ouw =N
1 2 3 u
se escribilra como:
S
“— . -
vykooo.. ‘

v + oy + ok o+ oW
i 2 3 u

con ov + &y + o ko +
1 2 3

u

De esta manera

LY. = I

Y
vk, . .n 1,1, k...

W, ¥, k,. - ..M vt o2y

vt 2y= o, 1, 2,..., p-1 (mod p

vik. . .n

v+ 21 = p-1

Suma de Cuadrados para u

lLa estimada ¢ y su suma

obtienen utilizando (3.11)

(mod p)

de

PERY SR

. N

.+ o uw reducido el médulo P.

cuadrados

y son respectivamente:

S.C.

23

{3.20)

(3.21)

(3.22)

se
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-~ 1 1
o= > Y = Y . ..
r Pr\ vy ok » r P r
,,k,. ..,
(3.23)
~ (Y... .)°
S. C. () = - (3.24)
r P

En donde como es usual un punto indica suma sobre

el i1ndice que reemplaza.

Suma de Cuadrados para r
™

El estimador para cada r se obtiene de (3.13) Y
iy
(3.22)
~ 1 1
b= T Ye.. .- Y... .. (3.25)
n Ph ["Pr’

y la suma de cuadrados es:

~ r—1 1 1
S.C. (r ) =% [« Yoo on’ - T Yoo on) (Y.l 07D ]
r n=0 Ph rph
r—1 2
S et NN & 2T L i (3.26)
LA rp”

Suma de Cuadrados para Efectos Factoriales

Para cualquier efecto factorial la expresion para

la suma de cuadrados se obtiene de las ecuaciones (3.16) vy

(3.22).
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s.c. (p*B*Cc? ...uY  qwv + oy o+ ) =
1
z [( v Y _
’ o -1 X . [ M &
v+ )+ rP 1o SRR e G
1 2 1 2
Yoo ..
- )y ( Y. Y,le h)
rP o v+ oL 1
1 2
' 2
= Lo = Y )y o+
-1 A X LY. ..
rP S BRSNS U L S = O
1 2
2
{ A ‘Z Yvr e
o+ ot y+ ... = 4
1 2
(Youuo ..
2
( z Y )° -
V3. . .m n
oy oL+ ... = p-ti P
1 2

Como ejemplos: La suma de cuadrados del efecto

principal A del factor a es:

1 z 2
= T 1 + « .
S.C.(A) . [‘Z Ytﬁ"'r) (Z Yvﬂ' n) +
r V=0 1'=1
+ g Y, e T s (Y. o)
vEp—1 v I"Pn

La suma de cuadrados de la interaccién AB® de los

factores a y b es:

5.c.(AB%) = [( )3 LD
Pr,~i V' 2y = O o
( < % Yo t
‘ & Vike ..o m
Voo 2y = 4
2
( > % 32y - (Yeee =-)



£l FACTORIAL P (P UN NUMERO PRIMO) CON LOS NIVELES
DE BLOQUES EN FUNCION DE LOS EFECTOS CONFUNDIDOS

La parte central de este trabajo es la definician
del subindice &»n para niveles de bloques y su introduccion
en el modelo lineal del experimento factorial P” con esquema

de confusion.

Cuando el modelo lineal se representa con los

efectos factoriales definidos como en el segundo capitulo Y

con &n definido en funcion de los efectos confundidos en la
. . i i

n-esima repeticion del experimento, es posible obtener

formalmente de esta representacion del modelo 1lineal las

ecuaciones normales y las sumas de cuadrados para el

analisis de varianza.

Este capitulo contiene una exposicién del modelo
lineal del experimento factorial p" con esquema de

confusion, la definicion del subindice é&n para niveles de
bloques, las reglas para operar con este subindice, las
pcuaciones normales vy las sumas de cuadrados para el

analisis de varianza.
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Se trabaja con una particion de la suma de

cuadrados y se presentan dos ejemplos ilustrativos para el

calculo directo.

Modelo Lineal del Disefio Factorial P con

Esquema de Confusion

El modelo lineal para el experimento factorial
general P" puede escribirse como:
Y - r + b + T + E (4.1)

iik. . . nm n nm vik. .. ik, . .0

en donde n es el subindice para repeticion, m el subindice

para bloques, b la contribucion del m—esimo bloque dentro
nrn
de la repeticién n, T”k el prodhcto real de la
ik v w -
combinacién de tratamientos (L,ik. ..n) y E_,}c la
ik, ..M

componente de error con las suposiciones usuales para

prueba de hipétesis.

El subindice n tomara valores de cero a r—1 vy los

subindices i,3k,... valores de cero a p-1.

Expresando T,y en funcion de los efectos
vik., ..

factoriales, (4.1) queda de la siguiente forma:

2

Y . = u+r + b + A + B +AB +AB  + ...
vik. . . nm n nm v 3 1+] 1+2]
+ A~ ™t + C + AC _ + ACS 4+ ...+
LH(p—1) k 1+k 1+2k
AcPk™ + BC _ + BC® o+ ... +
L+(p-1vk Itk i+2k
BcP ™t + ...+ E (4.2)

J+Hip—1> vik. .o
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Este modelo puede representar experimentos con

confusion parcial o total y como casos particulares el de

experimentos en bloques completos al azar.

El Subindice &n para Niveles de Blogues

En esta seccién se define al subindice &n para
identificar blogques dentro de repeticiones, la introduccion
de &n en el modelo lineal es la parte medular de esta tesis.
Para poder definir a &n primero se considera el caso en que
se confunde un efecto en cada repeticién, después se
generaliza la definicion de &n para cuando dos o mas efectos

se confunden en cada repeticion del .experimento.

Con un efecto confundido con bloques en cada
repeticién, cada repeticién tendra P bloques cada uno de

tamato P M.

. p
Suponga que en la n—esima repeticion se confunde el

At ot [&]
efecto N *g?c % .. . Un primer block se forma con las

combinaciones de tratamientos que satisfacen
a1+ o]+ ak eea = 0 (mod p)
1 2 3
un seqgundo con las combinaciones de tratamientos que

satisfacen

AL + aj+ ok ... =1 (mod p)
1 2 a

.

y asi sucesivamente.
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Si se hace que laos niveles de los bloques y por 1o

tanto el subindice m tome valores de cero a p-1 y el bloque

b con m = 0 se forma con las combinaciones de tratamientos
nrn

que satisfacen

oLt o)Ak ... = 0 (mod p)
1 2 a

S1 el bloque b con m = 1 se forma con las
; nrn

combinaciones de tratamientos gque satisfacen

oair o)t ok + ... =1 mod p
1 2 3

siguiendo con este procedimiento, si el blogque b se forma
N

con las combinaciones de tratamientos que satisfacen
aitajtax+ ..., =r mod p
1 2 3

entonces es posible sustituilr al subindice m para niveles

de block por el subindice &n , Si

Sn = (il + o)+ ak + L.2) (4.3)
1 2 3
“ “2
en donde las o son las correspondientes del efecto A B

A5

C ... que se confunde en la n—esima repeticion. En

representa a traves de n el numero de repeticion vy por

medio de (ai, as A ...) al efecto gque se confunde en esa
3

repeticion.

’ 4
Con m sustituida por ©&n 5 los parametros b se

nm

-

expresaran como b'(5 - Por otra parte, como &n  BS un
n T

subindice funcional que depende de 1los niveles de las
componentes de los efectos confundidos; Segﬁn la definicion

(4.3) los parametros b 5 seran tratados de manera semejante
&1h 2 “3
que cualquier efecto A B cC "o+ e e R dado
4 .
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que b es de la forma
" ~Sn
b . =0b (4.4)
nen SO RS SR EYe SIS & S
4 a [=]
Ci1 0(2 O(ZS
Considere ahora el caso en que dos efectos A B C
&) r, 0B, , )
O A B“C ... se confunden en la n—esima repeticion

del experimento.

Los bloques se forman por las combinaciones

de tratamientos que satisfacen

a. +taji+ okt ... =2 mod p (4.5)

1 2 3

BZL + {32_1 + (’;‘ak + ... = £ mod p
en este casoc &n se definiré como

En = -{(aii + O(Zj + o<3k + -.-),(Bii + sz + ﬁak + .. .))

(4.6)

en donde las combinaciocnes lineales dentro de los

arentesis toman independientemente cada una los valores
P 3

o, 1, 2, --.., p~1 {(mod p).

Los p2 valores de &n ,uno para cada blogque, pueden
relacionarse uno a uno con los pares de valores {(Xx), ()7
de las combinaciones lineales de &n definida en (4.6). Una

forma de hacerlo se muestra en la tabla siguiente.
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Tabla 4.1
En {(x), ()3
B ]
O {(0). (0)3
1 {1y, (0)3
P -1 {{p—1), (O0)}
P {0y, (1)3
P+ 1 {(0), (2)}
P -1 {(p-1), (p~1)3
Con A = 0y g = 0, el valor én = O representa las

s 4
combinaciones de tratamientos en la n—esima repeticion y en

el bloque dado por

oL+ o]+ ok + ... = O mod p
Py 2 )
i+ | + + ... =0 d
BiL+ B0+ Bk mod p
xi x2 XQ
Si un tercer efecto A B C ... se confunde en

e rd '
la n—-esima repeticion , los blogues se - formaran con las

combinaciones de tratamientos que satisfacen

oL +oj ok + ... = A mod p

1 2 3
ﬁﬁ + ﬁg + ﬁgk‘* -.-- = & mod p (4.7)
Xi + Xj+ Xk + ... =y mod p

1 2 3

Para esta situacion &n se define como
En = {0t i+Ot J+. . 07 1+ ESUNER S ' SR * S LU
i Pahe’S 4 /323 PAEPS +

{4.8)
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La definicion de &n para cualquier numero de

efectos confundidos en la n—esima repeticion, se da en forma
semejante a los casos anteriores. Los valores de &én deben
relacionarse biunivocamente con los valores de {(Xx), (),

(y)sy..-1 en la forma gue se desee hacerlo.

Reglas para Sumar con &n

Cuando &n se sustituye por m, es necesario conocer
las reglas para sumar en e1 modelo lineal para los
diferentes valores de &n y para sumar los estimadores
de bnén' Estas reglas se derivan tanto de las restricciones

propias del modelo como las de no estimabilidad impuestas

7
para obtener una sclucion a las ecuaciones normales.

A continuacion se presenta la condicion de no
estimabilidad para los estimadores de los blogques en cada

repeticion.

1t b . denota el estimador de b
r ™ rvér‘v

431

s entonces

L b =0 (4.9)
ugsk,e o

para rada n, en donde la suma es sobre todos los valores de

-

{i,ik,. .. ) ¥ &n debe expresarse segun su definicion. Los

p

valores de &n se definen segun lo expuesto en la seccion

anterior.



33
Por otra parte, si la combinacion lineal

ai o+ ooyt ook
1 2 3
no esta contenida en la definicion de &n , se tendra

5 b . =0 (4.10)

Ot o+ QL) o+ Ok L L
1 2 2

En 1la siguiente seccion, para obtener las
rd
ecuaciones normales de cada b . se sumara sobre &n.
oM

Suponga que &n = k y gque el k—esimo block se forma
con las combinaciones (i, j, k... ) gque cumplen

g+t oy ok + ... = Xx mod p

1 2 3
ﬁ‘i‘v + ﬁ‘zj' + ﬁ‘ak" + ... = £ mod p

la siguiente suma

h . para é&n = k
En
/ - -
se extendera sobre esas combinaciones (i, j, k.,...)-
ARdemas
oo o
1 2 3
A B c ... _ :
oL+ o e otk o+ .. = 0O
(S 1 2 3
n
(4.11)
Si el subindice alt + aéj + a;k + L. no esta
caontenido en la definicion de £&n. Gin embargo, si este’

subindice esta contenido en la definicion de &n se tendra:
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Lo I S~ e
1 2 3
SOA B C ' =
oL o+ Q]+ ok
S n 2
Sy
oo o
n-—z 1 2 3
P A B C . (4.12)
PN
cuando a;t + Qéj + a2k + ... =xmod p y Z es el NUMer o
3

4 e
de efectos confundidos en la n—esima repetician.

El resultadoc dado en (4.11) se deriva de la
definicién de los efectos factoriales como una desviacion de

la media, es por lo tanto una de las restricciones propias

del modelo.

, ”~
Por ultimo, para las estimaciones r de las
n

repeticiones r , la condicion de no estimabilidad sobre 1los
m

Pal -
estimadores r necesaria para una solucion a las ecuaciones
m

normales sera

E r = Q0 (4-13)

Ecuaciones Normales del Factorial P” Con

Esquema de Confusion

Cuando m se sustituye por &n, el modelo 1lineal

(4.2) queda de la siguiente forma
Y =y +r + b _ +A + B + AB +
itjk. . . nSn n non b 3

AB + ...+ E (4.14)

Con esta representacién del modelo lineal, el

.

procedimiento para obtener las ecuaciones normales sera el
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de igualar el valor esperado del total de las observaciones

que entran en cada parametro con el valor esperado de 1los
parametros en esas observaciones.

En lo sucesivo, se denotara por Z el numero de
efectos confundidos en cada repeticion del experimento. De
esta manera &n tomara cada uno de los valores de cero a

z—1

P

Ecuacion Normal para

lLa ecuacion para i se obtiene de sumar en ambos

miembros de {(4.14) sobre todas las combinaciones
(it.ik,....n). Después de tomar el valor esperado, se tiene
pr rP" g v P T e > b . + T (A +

T Wik e T ik, e
~ ~ 2
B +AB  + ... +AB _+ .. +) = T \

3 v+ 1+2) o ik, . . ndn
k. o .m0
= Y... (4.15)
S. _

Considerando las restricciones propias del modelo
expuestas en (3.7) del Capitulo 3 vy las condiciones de no
estimabilidad dadas en (4.9) y (4.13) de la seccion
anterior, 1la ecuacion para p se reduce a

pe r P ; =Y s (4.16)



Ecuaciones Normales para v

ia]

.

Para obtener una ecuacion representativa de taodas

las ecuaciones narmales de r , se hace n = n° en donde n’
g
p
es un valor de n, la ecuacion para r | se obtiene sumando
Al
sobre todas las combinaciones (i,ik%,....n) en donde n’ se

considera constante. Despues de tomar el valor esperado

n " n 7 ~
r ,: P + P r + b +
n’ H n’ o b S
«,nk, n’>
”~ ~ ~
= (A + B + AB
.. v J v+3
Lk, . .Y
2
+ A+ ., +) = Y...Wén’ (4.17)
Lv+23
n= O, 1, 2, ..., r—t

ecuacion gque se reduce a

H] P u + P r = Y LS (4.18)

Ecuaciones Normales Para bnén

Para obtener una ecuacion normal representativa de

cada parémetro b s se hace n = n’ y &n = & en donde n’
nom

es un valor dado de n.

Esta ecuacion se obtiene al sumar sobre &n, en
ambos miembros del modelo lineal dado en (4.14). Observese
que esto implica sumar sobre las combinaciones de

tratamientos (v, 7, ko....m) que cumplen para cada En,

con sistemas de ecuaciones semejantes a las presentadas en
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(4.7). E1 nimero de ecuaciones y su estructura depende por

supuesto de los efectos factoriales que se confunden en la

n’'—esima repeticion del experimento.

La ecuacion normal representativa de cada b

es
nén
n-z" n-z 7 n-z O

b : P + P r + P D +

n’én’ H n n'Sne

”~ Pal ~ ~ 2
= (A + B + AB + o +oaa. )
17 1 v+ v+2)7

En
-y (4.19)

Z Like. . .S

En”

= z—1

n = O, 1, 2, , r—41 o = O, 1, 2, , P

De acuerdo a las ecuaciones (4.11) y (4.12), los
unicos efectos factoriales que no se cancelan en esta
igualdad son aquellos que se confunden en la repeticién coan

n = n’. Esto muestra en particular que las estimadas de los

efectos confundidos no pueden separarse de blogues.

Ecuaciones Normales para Efectos no Confundidos

Para obtener una ecuacion representativa de todas

las ecuaciones normales de las componentes
o (o o (o}
1 2 3 wu

A B C ...y

O+ Of 3} o+ O ko+
1 2 3

de un efecto factorial no confundido en ninguna repeticion

del experimento, se cambian por indices con prima, todos

b)

2
-
2
-

v

los niveles (i, i, kx, ... ) que entran en ai +
1
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L. b oy se suma en ambon miembros del modelo lineal
sobre todas las combinaciones (v, 7 v,

donde

av t oy ok ool
2 3

No=0, 1, 2, -.. p-1

como esta combinacion lineal no esta contenida en ninguna

En={(o v+0 J+O k'+. .. L 3 koL ), L)
n ( K 23+ Rt ),({31» +(3’2J+[?9L+ ),
la siguiente suma sera nula.

) b & =0

(4.20)
. n N

ot v o+ oy o+ oLkt o+l L+ O

2 )

Cuando se

>

suman los estimadores

sobre la
n

- -/ -

combinacion 1lineal oav + oy + ok +, .. F o ou o
1 2 3 u
equivalentemente sobre las combinaciones de tratamientos
(i, 7, X, ...,u,...n) se tiene
nr =P S r =20 (4.21)
™ g}
™

ol v+ Oty o+ oLk o+ + ol u’

Consideranda estos

dos altimos resul tados, las

ecuacianes normales para efectos no

confundidos tienen 1la
siguiente forma
T2 % “u
A B C ... U , R ,
o1 + a g7 o+t + o u’ o2
1 u
~
4 ()li 012 C\lg (5
n ™ r—1 u
r P + P ' A B C U . .
Fo SR> S M
1 2 .
= 2 Y

) viks. . . ndn
oLv+ O Y+ L.

en donde:

(4.22)
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» es el residuo modulo P de i + oy + ... + &, toma
1 2

los valores 0,1,2,..., P-1

Ecuaciones Normales para Efectos Confundidos

o o, o o
S1 el efecto A ‘B C ... U"Y se confunde en la

repeticion n = nX, las ecuaciones normales para sus

componentes se obtienen sumando en ambos miembros del

il

modelo lineal (4.14) para toda n excepto n nX vy sobre
todas las combinaciones (v, 3, ¥, .., M), después de

tomar el valor esperado, las ecuaciones normales son:

(r — 1) PP u P Do +
h?fh*n

_ ol 0(2 0(3 [es

(r — )P At B?C u "

ol v+ oL P+ O k. L
1 2 k]

= L

Y
Vike. .. ndn

7,3,k o oM
con:
Qv+ & o+ kL. U =N
1 2 3 u
n # nx (4.23)

como antes A es el residuoc modulo P de av + azy + ok +
1
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Sumas de Cuadrados

Factor de Correccion

El factor de correccion se obtiene directamente

de (4.16) y es 1igual a

F_C_ P —_— = e (4-24)

Suma Total de Cuadrados

La suma total de cuadrados (corregida) es

T (Y y? - F.C. (4.25)
Goidsn ijk. . . ndn

Suma de Cuadrados de Repeticiones

Para obtener la suma de cuadrados de

repeticiones se despeja r ., de la ecuacion (4.18).
n

~ Y...n’(Sru’ N
o, = - u (4.26)
™ Ph
luego
J Y...ﬁéh
S.C. (rep) =L ( ——— —u ) (Y )
n 4..1’16’?‘!
n P
2
( Y Yv(.SY\)
=5 - F.C. (4.27)
" Prx
para n = 0, Y Cose T T ka".oéo es el total de las

observaciones en la repeticion n = O. Recuerde que ¢&o forma
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todos los blogques en esa repeticién.

Sumas de Cuadrados de Block (Dentro de Repeticiones)

Esta suma de cuadrados es la del estimador alias

-~ ai o(2 aa
b s + 3y A B C (4.28)

7’ e
el segundo termino de esta expresion denota la suma de 1los
estimadores de los efectos confundidos en la n—-esima

7
repeticion.

La solucion para este estimador se obtiene de

(4.19) como

~ ai az a3 1
-+ - =
bnéh Z A B = n-z Z vk nén
=]
Sn
~ ~ 1 Y . ndn
-—uw - r = Y -
n n-z E vk nén ol
P P
Sn

(4.29)

en donde se ha utilizado la ecuacion (4.18) para sustituir

>
>

a - o - r .bLa suma de cuadrados de block (dentro de

repeticiones) se pbtiene de (4.19) y (4.29) como

1 Y...héh
LU EY e )
Yv(srv CST!
1 2
- — Y

(E Yi’j"k’...ﬁén)] Pr|~z E (E i’j'k’...n(Srw)
(SY) r)(Sh (Sh

1
- T el ’ . 4 .30

or L (Yeoemn) AR Y oy nén’ (4.30)

TI(ST) (STI

BANCO DE TESIS 00562
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z-1

n varia de cero ar — 1 y én de cero a P s corriendo la

-

doble sumatoria Z primero sobre n, la expresion anterior se

n(Srv
desarrolla como:
1 .
2 2
— +
prE Lz f z Ytyw...oéo) L (Z Yvyw...iéi)
So So b1 b4
) Y. .. 0d0
. + _
roe- E ( E YL 1’k r-iér—i) 1 Ph
Sr—-1 Sr-1
Y. L.1dd
L YLJk 0(50) a pr L(Z Yi.’yk' 161)
So So &4 S1
Y. c.r-18r-1
T pr L C B Yo radeed?
(Sr—i CSr'—i

reagrupando terminos se obtiene lo siguiente

1 z -
pr-z z ( z Yt’j'k’. .. oéo)
So So
Y
...0db0
L z YL'J k- obo ) *
p" So So
1
L K Yi. ik 151 )2
prTE b1 S
o151
L OB Yo s * *
p" &1 Si
2
1_2 E ( E YL‘J k r-1Sr-1
p" Sr-1 Er—-1
Y

n <

P Sr-1 Or-1 (4.31)
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Los primeros dos terminos representan la suma de

cuadrados de block (dentro de 1a repeticién cero), los
siguientes dos, la de block (dentro de la repeticién uno)

.

y asli sucesivamente.

El primer termino entre paréntesis en (4.31) es

Y Ry
L ik, . L 0d0 (4-32)

So

este representa al total de los productos observados en la

repeticién cero, cuando 8¢c = 0O, resulta el total de los

productos en el bloque cero de 1la repeticién cero, cuando

So = 1 el de los del blogue uno de la repeticién cero, Y
z

cuando do = P - 1 los del bloque P - 1 en esta

p
repeticion.

De esta manera

2 2
= Y -+
L Z Yi.'j";: R (_JC.?D) ( Z viykooo.. 00)
(50 (50 (S(;):()
2
Y +
(Z ik, . .11)

So=1

es igual al (total del bloqgue boo)2 + (total del blogque

b01)2 + ...

Por otra parte

.33
Y...oéo 4 )

es el total de las observaciones de la repeticion cero, y

= +
Loz thk...oéo) z thk...oo

So So So=0
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Ty +
L ke, . L o4

So=1

es igual al (total del blogque bcoc) + (total del blogue bos
+ ..., la suma de estos totales es el total de la

repeticion cero.

Ast, los dos primeros terminos en (4.31) son
i1guales a

(Suma de cuadrados de los totales de bloques en n = 0)

n—z

P

(Total de la repeticién cero)z

Ph

resul tados semejantes se obtienen analizando de dos en dos

los demés términos de (4.31).

Suma de Cuadrados de Block (v Repeticiones)

La suma de cuadrados de repeticiones y 1la de
block (dentro de repeticiones) pueden partirse para formar
la suma de cuadrados de block (y repeticién) de 1la

siquiente forma:

Escribiendo la ecuacion (4.18) para r = como
1

F’h u + Ph r = R
kel ia]
donde:
R =V 4 _34
™ '. .. r‘)(STI ( )

n = 0,1,2,..., r—1



45

y la ecuacion (4.19) para b como
. nén
P2 u+ P % r +pP ¥ B = B (4.35)
e ﬁ(sl"l h(sh
en donde se ha hecho
- o Y % %
Bh(Sh = bhéT} * Z A B C
B = Y .
nén Z ik .. ndn (4.36)
SEn
o oo
la suma T A B C tiene el mismo significado que en

(4.28).

De (4.34) y (4.36) la suma de cuadrados de
repeticiones mas la de block (dentro de repeticiones) queda

expresada como

Z rh Rh * Z Bﬁél‘) BhéY:
™
h(ST‘l
~ Bh(S'h ~ ~
= R + —_ —
E rh n Z ( ™ 4 . r-T)) Bnén
n . P
non
= — + e
E rh Rh E rh BY‘)(SY: Z ( TT—-2Z u ) Bhén
” h(Sh Y‘VCSY‘!
(4.37)
para n = 0, los dos primeros terminos dan cero, esto es
rR — ¥ r B =r R —r (Boo + Bo1 + Boz + ...)
o © o obo o o o
So
=r R - r R
o o o ©o
= 0

1o mismo sucede para n = 1, 2, ..., r—1.
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De esta manera (4.37) se reduce a

B

r)(f'r) ~

s~/ ~uwu)B (4.38)
P il z N

Y‘léh

que es la suma de cuadrados para block (y repeticioﬁes).

Reformulando esta suma de cuadrados se tiene

nSn -
L e T B s T
c P
oM
1 ~
E[( Pn—z Z Y L3 k.. nbn “ ) (E Y vtk L. .r,éh)]
nSn En En
* 2
- Pn—z L Z ( Z YL ik 0(50) +
So So
T Y )2+ +
z v 37k 1014
S1 S1
2
Z ( E Y'L"j’k"...r—i(Sr-—i) ]
Sr-1 Sr-1
- Y + Y
u L (2 i’j'k'..‘oéo) L L i_’j’):’...1<51) N
So  So S S
* E( Z Yi."j”k’...r——.tér-—-i))
Sr—1 Sy ~4
_ (Suma de cuadrados de los totales de block) _F.C
PY‘)’-Z

(4.39)



Sumas de Cuadrados para Efectos Confundidos

La suma de cuadrados para cada efecto confundido

obtiene de (4.23); su expresién es

1
z (———— 2 Y
- IR (r—1P"" % sk o gL, K emOn
1 2 1 2
nXn*
”~ 1 A
- M - (r — 1) E r ) ( , E Yx’j’k n(Sn)
nEnX o SR RS N S T .
1 2
nEN¥
(4.40)

Sumas de Cuadrados para Efectos no Confundidos

47

n
o

De las ecuaciones normales (4.22) para efectos

factoriales no confundidos, la suma de cuadrados tiene

siguiente forma

1
( ——— Y
Z P n-1 z vk, oL ndén
XL+ O+, oL L+Ot 1+
1 2
”~
- u ) Y )
. Z vk . nSn
oL v+ O 7+,
2
1
2
= ( Y
n-1 . Z . ' L ) ik nén)
P o SRR S o O )+
1 2 1 2

la

- F.C. (4.41)
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Procedimiento para el Calculo

Un procedimiento para el calculo de los estimadores
y sumas de cuadrados utilizando el metada descrito en las
secciones anteriores, consiste en formar los blogues de cada
repeticién Y asignar a ellos un valor de Sna Este

procedimiento facilita los calculos numericos.

Ejemplo: Arreqglos Tabulares

Considere por ejemplo un factorial 3? en donde se

confunden las interacciones AB y ac® en 1la repeticién n=0.

Los nueve bloques se forman con las combinaciones
de tratamientos que cumplen

v+ 3 = X mod 3

v 2k = £ mod 3
en donde X y £ toman cada una los valores 0, 1, 2-Segﬁn la
definicién de &n, para este caso se tiene

So = {(i+j), (L+2k)2

Cada par de >,s da un block, los nueve blogques con

- - -/ ~
una posible asignacion de los valores de So son

I IT III IV v VI VI VIIT IX
000 002 001 010 012 011 020 022 o021
121 120 122 101 100 102 111 110 112
212 211 210 222 121 220 202 201 200

X, < 0,0 0,1 0,2 1,0 1,1 1,2 2,0 2,1 2,2
So 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Para los calculos de cualquier estimacion, es

conveniente formar primerc las combinaciones de tratamientos
que cumplen con los diferentes valaores de sus subindices,
; 2.2 o2 .2
por ejemplo, para las componentes ABTCT 5 ABTC
v+23+2k [o)
requiere de conocer los productos de las combinaciones de
tratamientos que cumplen v + 2y + 2x = 0, de forma

semejante para los componentes AB C ABTC, el

arreglo tabular de las combinaciones de tratamientos es

211 121 102
202 100 212
122 112 200
012 002 111
220 210 022
021 011 010
000 020 120
101 - 222 221
110 201 001
1+2)+ 2k'= O v+ 21+ 2k'= 1 v+ 27+ 2k’= 2

Ejemplo: Factorial 33 con Dos Repeticiones v ConfUSién de

DS*N y DS*N*

El siguiente ejemploc es el de un factorial 3

relacionado con los efectos de fecha de lluvia,
espaciamiento de surcos y sulfato de amonioc sobre cafa de
az&car, en donde los efectos se denotan por D. S. y N
respectivamente. El experimento consiste en dos repeticiones
con DS°N Yy DS°N? confundidos. Este ejemploc ha sido tomado
del libro de disefios vy analisis de experimentos de 0.
Kempthorne, se reproduce aqui con fines de ilustracién Y

para comprobar algqunos resultados.

En 1la tabla 4.2 se muestran los' datos, la

funcion &n en cada repeticion, los valores asignados a ella
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y 1los bloques del experimento. DS°N se confunde en la

. 2 2 .
repeticion n = O y DS N en la repeticion n = 1. Los datos
fueron originalmente codificados por la ecuacion =

100(Y—-16), donde Y es el por ciento de azlcar.

Factor de Correccion

Con r = 2, Py n = 3. E1 factor de correccion es
o a? 1 v ,
F.C. = (. ..0do + ...161) =
re’ 54
1
+ +
YZOiOC) Y20111 * YODOOO * YODD:[L') M
o4
2
-+
Y02102 YOZiiO

1

= (53 + 39 + 79 + 47 + ... + 70 + 36)°
54
(2968)°

= T = 162.690.66
54
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Tabla 4.2
Repeticién n =0 Repeticién n =1
Trata Z de Trata Z/de
So=i+2j+k miento azucar Si=1+2j+2k miento azucar
dsn cod. dsn cod.
201 53 211 43
000 79 202 472
o11 105 122 30
So = O 022 -2 &1 = 0 o1z 10
Block boo 102 79 Block bio 220 108
220 56 021 36
212 59 000 47
110 &2 101 33
121 144 110 44
012 70 121 79
202 S0 100 88
001 100 112 39
o = 1 210 105 51 = 1 002 i8
Block bo1 020 . 510) Block b1 210 88
122 79 011 53
111 105 020 21
100 85 222 39
221 36 201 39
222 21 102 44
200 59 212 . %4
101 147 200 27
61 = 2 211 96 S1 = 2 111 q
Block boz 010 30 Block biz 022 56
112 13 010 33
120 65 120 105
002 85 221 68
021 70 001 27
Suma Total de Cuadrados
2
. Z ( Yi.jkrr(Sh) - F-C.
[N N
= (53° + 39° + 79° + 47° + ... 70°  + 3&6%)

162.690.66 = 43,

225.34



. Suma de Cuadrados de Black (y fepeticiones)

El total Beg del bloque beo se obtiene de  (4.36)

haciendo n = 0y & = O

Boo = Y =
Z v 1koo L 1 ykro0
So=0 Lr+2)+k =0
en donde £c = iszi+k, este total es el de los productos
con &o = 0, dados en la tabla 4.2. La suma de cuadrados de

block y repeticiones es

2 2 2 2 2 2
Boo™ + Boi + Boz + Bio~ + Bii~ + Biz

9

S3I5° + 680 2+ ... + 840672

I

- 162,690.66
9

6,131.79

Sumas de Cuadrados de D

La ecuacion (4.41) expresa la suma de cuadrados

para efectos no confundidos. La suma de cuadrados de D es

1
—— _— 2 -
S-C- (D) - PY'— 4 }: ( E YL"‘i)cr-fSrr) F'C-
r iy »
1 >
18 LOL Yonss) T Z v slendn
ir=0 vt

> )%1 - F.cC.



1
— 1 Yo 632+ (Vi 632+ (V2. 671 - F.c.
1i8

1l

ges® + 1045 %+ 1031 °
= - F.C. = 838.78
18

Suma de Cuadrados de DS

S.C.(DS) = —— ¥ ( E Yiiimsn) — F-C-

2 2
- L L Y o z Yt’j’krrén )

—— [ (356 + 402 + 433)° + (301 + 376 + 328)°
18

1l

(321 + 270 + 267)° — F.C.

11912 + 1005 %+ 768°
= ~ F.C. = 8994_.34
18
Suma de Cuadrados de DS2
1
S.€.(DS°) = —— T ( T Y o - F.C
T i’j’krvér' T
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Vos..6. + Yo 6. + Yio..5.9°1 - F.c.
1

= [(356 + 267 + 328)° + (376 + 433 + 231)% +
18

(301 + 402 + 270)%1 - F.C.

951% + 1040 *+ 9737

= - F.C. = 238.78
18

La interaccion D x S = 4994.34 + 238.78 = 5233.12

Suma de Cuadrados de DSZN, Confundido

DS°N se confunde en la repeticién n = 0, su suma de
cuadrados se obtiene haciendo n¥X = 0O en (4.40).
2 1 2
S.C.(DS"N) = —;" r € T yi’j*k'iéi)

i“+2j'+k‘ i’+2j’+k’

Tt L Z Yi'j’k’i(Si)

< 2‘1 k/ . 2 2‘/ k/
VH2)+ VH+2)+ Y >
(. ..151)

9 azpeks v+ 2i+ k0 27
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en donde se ha usado la ecuacion (4.18) para sustaituir u +

~ Y"'iéi .
r_por ~——;-"*", no es dificil demostrar que el factor de
u -+ r,es Y...iéi'

E1l siguiente arreglo tabular muestra las

combinaciones de tratamientos para los diferentes valores

de - + 2y + k¥ ¥ los productos observados en n = 1.
Tabla 4.3
v+ 27+ k0 = O v+ 2y + k= 4 v+ 23+ ko= 2
A A A
201 39 012 10 222 39
000 47 202 42 200 27
011 53 001 27 101 33
022 56 210 88 211 43
102 44 020 21 010 33
220 108 122 30 112 39
212 42 - 111 4 120 105
110 44 100 88 002 i8
121 79 221 68 021 36
512 378 373
Y..-1éi es el total de la repeticién n = 1. La suma

de cuadrados de DSZN es

2 5127 + 378° + 373 ° 1263 2
S.C.(DS'N) = - — = 1381.55
9 27
Es conocido que existen metodos breves para el

calculo de la suma de cuadrados de efectos no confundidos,
lo que no ocurre para los demas efectos, en este ejemplo, el
célculo resulta ser bastante simple para efectos

confundidos.
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COMENTARIOS

Este trabajo fue motivado por la necesidad de tener

un metodo alternativo para trabajar el modelo lineal de 1los

experimentos factoriales Ph, en donde los efectos

factoriales entraran en el modelo segun fueron definidos en

el segundo Capitulo.

La literatura presenta pocos ejemplos en donde se
muestra la forma de obtener las ecuaciones normales
utilizando 1la representacién del modelo lineal citado
anteriormente. Adelman (1261) por ejemplo, refiere que esta
representacién es especialmente Otil para el factorial 2n,
en donde al desarrollar 1los componentes de los efectos
factoriales, el modelo adquiere una forma simple, con

subindices cerc o uno en los efectos y con coeficientes en

ellos de uno o menos uno.

Kempthorne (1952), aun cuando expone un factorial
de la serie mixta 3 x 2 x 2, wutiliza una representacién

diferente para el modelo lineal vy menciona someramente la

- 7’
manera de obtener las ecuaciones normales por el metodo de

-,

minimos cuadrados.

En esa misma obra, en el capitulo 15, sobre
.7 - . n -
confusion parcial en experimentos 2 , el autor refiere que

"es dificil desarrollar una notacion gque permita escribir
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algebraicamente todas las sumas de cuadrados, de tal manera

que ellos deberan ser descritas”.

Martinez (1988) presenta la siguiente notacion

v X* - F.C.
N L

para expresar la suma de cuadrados del efecto factorial X 5
. O(i (o1 Ola v
en donde X, es la i-esima componente de A B C .-y la

suma es sobre todos productos de las combinaciones de

tratamientos que satisfacen x + x + x + ... = i (mod p).
1 2 3
Observese que en esta notacion no entran
directamente los productos observados Y“k ... como es usual
i3
para los disefios experimentales . Este autor, no presenta el
modelo lineal comb se hace en este trabajo, ni tampoco

mencidna la relacion entre la suma de cuadrados anterior vy

los efectos factoriales segﬁn como los define en el modelo.
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