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que se persigue es obtener una demostracién elemental de la
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We are concerned in this work with the Central Li-
mit Theorem, a fundamental result in most theoretical and
practical fields of Statistics. The main objective is to
propose an elementary proof of the classical version of
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multivariate cases.
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INTRODUCCION

El Teorema del Limite Central (TLC) constituye, sin
duda alguna, la herramienta m&s utilizada en la teoria y
practica de la Estadistica. El presente trabajo trata sobre
el TLC, proponiéndose como objetivo principal la derivacidn

de una demostracién elemental para este resultado.

Antes de continuar, debe mencionarse que bajo el
nombre de teorema del limite central se incluye a una gran
variedad de resultados, razén por la cual es necesario des-
cribir la versién a la que nos referiremos en adelante. Con
este fin, suponga que X,X,... es una sucesidén de varia-

bles aleatorias con media y varianza finitas y, para cada n

=1,2,..., defina i; y ﬁ; como sigue :
_ n
Xn = i?-:lxi/n i
o= E(Xn).

Entonces, un TLC es un resultado que establece con-
diciones sobre la sucesidén )g,Xz,..., bajo las cuales la
distribucidén asintética de (?n- H;)nuz es normal con media
cero y cierta varianza finita y positiva o°. En términos

mis precisos, el requerimento sobre la distribucidn
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3 - . kv - 1/2 ] .
asintética de (X;—;%)n se refiere a si, para todos los
nameros reales a y b, se tiene la siguiente convergencia

2

lim Pla < (X - &)n'" < b] = 8(b/0) - ¥(a/0), (1)

n 2o

donde, como es usual, ®(:-) es la funcidén de distribucién
normal esténdar. Detalles adicionales acerca de ésta y
otras formas del TLC se encuentran, por ejemplo, en Loéve

(1977) .

La forma mas conocida del TLC establece que (1)
ocurre si las variables aleatorias X ,X,,... son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas. El1 interés de este
trabajo se centra precisamente en esta formulacién, a la
que nos referiremos como la versién cldsica del TLC. Ademas
del caso unidimensional recién descrito, también se consi-
derara la extensidén al caso multidimensional, en el cual
las variables aleatorias Xi se reemplazan por vectores

aleatorios Xi.

A partir de lo anterior, es conveniente notar que
la importancia de la versién cléasica del TLC radica en que
permite obtener la normalidad asintdética de muchas sucesio-
nes interesantes de variables aleatorias. Por ejemplo, su-

ponga que X1'X2"" es una muestra de una poblacién con

densidad f(x) y que la mediana poblacional, digamos m, es

tal que f(m) > 0. Adem@s, sea Wn la mediana muestral basada
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en n observaciones. En este caso, aungue W no se expresa
directamente como un miltiplo de una suma de variables
aleatorias, se tiene que 1la distribucién asintética de

2

U%-m)/n“ es normal, hecho que puede establecerse a par-

tir de la versién clasica del TLC. Aplicaciones del TLC en
procesos de decisién Markovianos pueden encontrarse, por
ejemplo, en Mandl (1974), asi como en Ross (1980). Por otra
parte, en Araujo y Giné (1980) pueden encontrarse algunas
extensiones del TLC a el caso de vectores aleatorios con

valores en espacios abstractos.

Indudablemente, el tema que nos ocupa representa un
clasico en la literatura, asi que es natural preguntarse
por la motivacién que dio origen al desarrollo de esta pre-
sentacién. Para abordar esta cuestibén, es Gtil comentar
primero, brevemente, la forma en que el TLC ha evoluciona-
do. De acuerdo a Feller (1986) y Maistrov (1974), la prime-
ra forma del TLC fue obtenida por DeMoivre en 1730, quien
considerd variables aleatorias independientes XX yeue
para las cuales P[X;= 1] = 1/2 = P[X;= 0] y mostrd que, en
estas circunstancias, (1) ocurre con ¢ = 1/2. Posteriormen-
te, en 1810, Laplace generalizd el resultado al caso en que
las variables aleatorias X son independientes y tienen una
distribucién (arbitraria) del tipo de Bernoulli, es decir,

con P[Xi= 1] = p = P[x;= 0], donde p € (0,1); en este caso,

(1) se satisface con o = [p(l—p)]uz. Las extensiones del
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TLC a distribuciones menos restringidas tuvieron que espe-
rar el advenimiento de herramientas matematicas sofistica-
das, como la teoria de las transformadas de Fourier y el
correspondiente teorema de inversidén, la teoria de la medi-
da, la nocidn de convergencia débil de medidas y el teorema
de continuidad de Lévy. La forma en que estos conceptos y
resultados se amalgaman para obtener versiones del TLC mas
generales que la versién cl&sica descrita anteriormente,
puede encontrarse, por ejemplo, en Ash (1982), o en Dudley
(1989). En este trabajo se pretende obtener una demostra-
cién de la versidn clasica del TLC utilizando técnicas y
conceptos probabilisticas elementales, de modo que ésta sea
accesible a un piblico mids amplio y de esta manera contri-
buir a un mejor entendimiento del TLC. Este objetivo fue la

principal motivacién para emprender esta investigacién.

El material se ha organizado de 1la siguiente

manera

En el Capitulo I se introduce la distribucién multinomial y
se establecen los resultados preliminares para el desarro-
1lo subsecuente del trabajo; entre 1los resultados mas
importantes, se obtiene una estimacién del término méaximo
de la funcién de probabilidad multinomial para valores
grandes de n. El1 Capitulo II se aboca a la extensién del
teorema de DeMoivre Laplace al caso de vectores multinomia-

les, resultado sobre el cual se apoya el resto del trabajo,
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e incluye también la generalizacién respectiva a vectores
aleatorios (arbitrarios) con soporte finito. La
demostracién del teorema del limite central para el caso
unidimensional se proporciona en el Capitulo III. Esta de-
mostracién se divide en tres casos, a saber : variables
aleatorias con soporte finito, variables acotadas y varia-
bles no acotadas. Por Gltimo, en el Capitulo IV se obtiene
la versidn clasica del TLC multivariado para vectores alea-

torios acotados y no acotados.



LA DISTRIBUCION
MULTINOMIAL

1 INTRODUCCION

El propdsito de este capitulo es introducir la fun-
cién de probabilidad multinomial, asi como establecer algu-
nos resultados acerca de ésta que nos seran de utilidad en
el Capitulo II. El material se ha organizado de la siguien-
te manera : la seccién de preliminares presenta una demos-
tracién de la foérmula de Stirling y un resumen de las prin-
cipales propiedades algebraicas del valor esperado de una
matriz aleatoria; en la seccién 3 se introduce la funcidn
de probabilidad multinomial, en tanto que en la seccién 4
se obtiene una estimacién del término méaximo de esta

funcién para valores grandes de n.

2 PRELIMINARES

La férmula de Stirling. En este capitulo estudiaremos algu-
nas propiedades de 1la distribucién multinomial; entre
ellas, se establecera una estimacién del término maximo de
esta distribucién para valores grandes de n (Teorema 1.19).

En la obtencidén de esta estimacidn utilizaremos un resulta-
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do clasico conocido como la férmula de Stirlingl, el cual
prqporciona informacién acerca del comportamiento asintd-
tico de n!. La demostracidén que aqui se presenta puede en-
contrarse en Fulks (1967).

Para empezar, necesitamos introducir 1la idea de
igualdad asintética de dos sucesiones, la cual desempefia un

papel relevante en el desarrollo subsecuente.

Definicion 1.1. Sean {an} Y {bn} dos sucesiones de nUmeros
reales no nulos. Se dice que {an} y {h;} son asintoticamen-

te iguales, en cuyo caso escribimos a ~ bn, si y sbélo si

lim (a/b) = 1. (1.1)

n 2o

En otras palabras, a -~ bn si la diferencia relati-
va entre a_y bn tiende a cero cuando n se incrementa. Note
que (1.1) no implica nada acerca de la diferencia absoluta
a - b . Para ver esto, considere los siguientes casos :
(1) a=n, b=n+ 1/n ;
(2) a=n, b=n + n'’? ;
(3) a=n, b=n+ (-1)" ;

(4) a=n, b=n+ (-1)n .

En cada uno de los casos (1)-(4) se tiene que a -~ bn pero
el comportamiento de a - bn conforme n tiende a o es muy

diferente : bajo (1) se tiene dque a - b » 0, en el caso

n

1Segﬁn Feller (1986), este resultado fue presentado por Ja-
mes Stirling en 1730.



(2) a- b » -w®, en tanto que a - bn oscila en (3) y (4);

ademas, note que la sucesibn {an- b;} es acotada en el caso
(3), pero no en la situacidén (4). En resumen, esta
discusidén muestra que la igualdad asintética de dos suce-
siones no implica cosa alguna acerca del comportamiento de
la sucesidén formada por las diferencias de los términos

correspondientes.

Como mencionamos anhteriormente, nuestro primer
objetivo en este capitulo es estudiar el comportamiento de
la sucesidn a := n! conforme n tiende a ». Es bien sabido
gque n! se incrementa "rapidamente" a medida que n crece;
por ejemplo, 10! = 3’628 800 , 11! = 39’916 800. Por esta
razén, para cualquier fin practico resulta conveniente dis-
poner de una "estimacién" de n! alGn para valores moderados
de n. Tal estimacidén se proporciona en el siguiente teore-
ma, en cuya demostracidn hacemos uso de dos resultados que
pueden encontarse en Atkinson (1978) y Spivak (1978) y que
presentamos en Al y A2 del Apéndice al final de este tra-

bajo.

Teorema 1.2. Las sucesiones {n!} y {(2nn)1”%Pexp(—n)} son

asintéticamente iguales, esto es,
n! ~ (2mn)°n"® exp(-n). (1.2)

Demostracidén. Primeramente, observe que para todo entero

positivo n se tiene que



In(n!) =k§11n(k) .

Por otro lado, la funcidén f(x) = ln(x) es dos veces dife-

renciable en [1,w) y su segunda dereivada esta dada por
2
frr(x) = - 1/x".

Luego, la regla del trapecio (ver Al en Apéndice), implica

k+1

Jkln(x) dx

= [1n(k) + 1n(k+1)]/2 + 1/(1zgi) , k=1,...,n1,

donde gk es un punto en el intervalo [K,k+1]. Sumando sobre
k se obtiene
n n n-1 -
J In(x) ax = X In(k) - (1/2)1n(n) + (1/12) T £° . (1)
1
Por otra parte, un sencillo argumento de integracidn por

partes muestra que
n
I In(x) dx = n 1n(n) - n + 1. (2)
1

A partir de (1) y (2) se desprende inmediatamente que

Inn! = (n+ 1/2) 1In(n) - n + v (3)

donde
n-1

¥ :=1 - (1/12)k§1§;2 .

n
Luego, tomando la funcién exponencial en ambos miembros de
(3) se obtiene que

n! = rf*bqexp(—n)cn, c := exp(7 ). (4)

[+
Dado que la serie k§1k4 es convergente y 0 < g;z = kﬁa
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vemos que existe el limite

oe

s ¢]
. -2
4 ﬁgﬁ [ 1- (1/12)k§1gk ‘

Defina entonces

c = {i = im ex
ﬁ*g‘cn g*m p(wn)'

y observe dque

n+1/2

c = &tm [n!l/(n exp(-n))]. (5)

Asi, para concluir la demostracién basta establecer que c =

1/2 : .
2m . Para ver esto, rimero observe que {&im c¢ = C
n2o 2n

, 2 2
fim ¢~ = c¢”. Luego
n->o n

s 2
c = tm (c?/c,), (6)

y usando (4) se sigue que

2
= |
c /c2n n!

2 2n+1/2 2n+1

(2n) /(n (zn)!)l

esto es

1/72,.2n
2

cnz/c2n= 2 nt?/(m?(2n)!). (7)

Para evaluar explicitamente el limite del lado derecho de

(7), recordemos la representacién de m conocida como la

férmula del producto de Wallis (ver A2 en el Apéndice) :

2 2 2
2 T(4K")/(4k"-1)

|
I

n
_ . 2 2_
= 2 Lim  T(4K°)/(4k-1)

- 2 tim 2-2-4-4-,...-2n-2n
ndow  1-3:3:5:...:(2n-1) (2n+1)

(8)

Observe ahora que para los productos parciales se tiene
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1/2 24-...°'2n
(2) 172 °
3:5-...(2n-1) (2n+1)

(2, (ak%) / (4x°-1) 1"

Multiplicando numerador y denominador por 2-4-...-2n, se

desprende dque

n 2 2 2
(2, W(ax%) / (ak>-1)]"2 = — L 24 c...:(20) ’
= (n+1/2) 2:3-4:5-...-(2n-1)-2n

de donde se obtiene la expresidn

172

[2,(4k") / (4k*-1) 1% = 25 (n1)*/ [ (n+1/2) " (2n) 1] (9)
Combinando (6)-(9) se sigue que

(M) = tim (2, T(aK%) /(4K°-1) 11°

= tim (2®(n!1)3%/[(n+1/2)?(2n) ! ])

= eim (22" %/1(n)Y%(2n) ! ])

172

=c/(2)"".
Finalmente, esta Gltima convergencia junto con (5) implican
qgue
ggg.[cn/(zn)“?] =:£g@/n!/(2nn)h?nn exp(-n) = 1,

esto es,

. _ 1/2

R5E o T (BT
y como se meciond anteriormente, esto concluye la demostra-

ciodén. n

La demostracién del teorema 1.2 permite establecer
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inmediatamente una cota del error de la estimacién en
(1.2). En efecto, usando la notacién empleada en la demos-
tracién del teorema anterior se tiene que, para todo n ma-

yor o igual a 2, se satisface la desigualdad

0

0<¥y-7= (1/12) T €
il -2
= (1/12) T k

< (1/12)] x%dx = 1/[12(n-1)1,
n-1
y entonces,
1< exp(wn— ¥) < exp(1/[12(n-1)]).

Usando (4) se obtiene

exp(v - 7) = n!/[en”Fexp(-n)]

= n!/[(2nn)"’n"exp(-n) 1,

de donde se desprende que
(2mn) °n"exp(-n) < n!
< (2nn)’n"exp(-n)exp(1/[12(n-1)1]).

. . - 1/2 .
Luego, la aproximacién (2mn) n"exp(-n) subestima a n! con

un error relativo menor a exp(1/[12(n-1)]) - 1.

Esperanza de una matriz aleatoria. En este apartado se pre-
sentan las propiedades principales de la esperanza y matriz
de covarianza de un vector aleatorio que utilizaremos en el

presente trabajo.
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pefinicidén 1.3. Sea W = [wu], i=1,...,k, 3J=1,...,k

1 2

una matriz de orden kﬁ:ké, donde wij son variables aleato-
rias definidas en un mismo espacio muestral Q. En este ca-
so, W es una matriz aleatoria. Si E(w”) existe para toda
(i,j), se define la esperanza de la matriz W, denotada por

E(W), como la matriz A = [aU] de orden k1><k.2 tal que

aij = E(wU) .

Como caso particular de la definicién anterior te-

nemos que si X = (X1”"'Xk), es un vector aleatorio,
entonces

E(X) := (E(xl),...,E(Xk))’, (1.3)
siempre y cuando E(Xi) esté definida para toda i = 1,...,k.

Las propiedades del valor esperado de una variable
aleatoria y un cédlculo algebraico directo conducen en forma

inmediata al siguiente resultado (Graybill, 1976).

Teorema 1.4. Sean V y W dos matrices aleatorias cuya espe-
ranza esté definida y sean A, A, matrices de constantes.
Suponga que las dimensiones de V, W, A1' A2 son tales que
las operaciones matriciales gque aparecen a continuacidn

tienen sentido. Entonces
i) E(a) = A,

ii) E(AVA) = AE(V)A, | (1.4)

iii) E(V + W) = E(V) + E(W).
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Si X y Y son dos variables aleatorias definidas en
un mismo espacio muestral, recuérdese que la covarianza

entre X y Y se define por
cov(X,Y) := E[(X - E(X))(Y - E(Y))]; (1.5)

en particular, la varianza de una variable aleatoria X - a

saber, Var(X)— esta dada por
Var (X) := cov(X,X) = E([X - E(X)1°). (1.6)

Estas nociones desempefian un importante papel en el
analisis de variables aleatorias. Para vectores aleatorios
se tienen conceptos andlogos, los cuales se introducen a

continuacidn.

Definicién 1.5. Si X = (X1""’Xk)’ es un vector aleatorio,
la matriz de covarianza de X se denota COV(X) y se define
por

COV(X) := E[(X - E(X))(X - E(X))’1, o (1.7)
siempre y cuando las esperanzas del lado derecho existan.
Mas generalmente, si X y Y son vectores aleatorios defini-
dos en un mismo espacio, la matriz de covarianza entre X y

Y se denota por COV(X,Y) y esta dada por
COV(X,Y) := E[(X - E(X))(Y - E(Y))’],

siempre y cuando las esperanzas del lado derecho existan.

Observacién 1.6. Note que el elemento ij de 1la matriz

COV (X) esta dado por
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E[(X, - E(X)) (X, = E(X)))] = cov(X,,X);

vea (1.5). Esta igualdad da origen a la denominacién de la

matriz COV(X). Ademés, debido a que
cov(xi,XJ) = cov(XJ,Xi) , 1,3 =1,...,k ,

se tiene que COV(X) en (1.7) es una matriz simétrica, esto

es,
COV(X) = (COV(X))’. (1.8)

Con frecuencia resulta Gtil representar a un con-
junto de variables aleatorias Y1"“’Yp como combinaciones
lineales (no homogéneas) de otro conjunto de variables
aleatorias X1""'Xk' El siguiente resultado, consecuencia
inmediata del Teorema 1.4, relaciona la esperanza Yy matriz

de covarianza de los vectores aleatorios Y y X.

Teorema 1.7. Sea X un vector aleatorio de dimensidén k, A

una matriz constante de orden p x k, y a € E_ un vector
~ P

arbitrario. Entonces, para el vector aleatorio Y = AX + a

se tiene que
i) E(Y) = A E(X) + a,

ii) COV(Y) = A COV(X) A’. (1.9)

3 LA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Uno de los modelos probabilisticos més sencillos,
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pero que ha tenido una gran importancia tedrica y préactica
en el desarrollo de 1la Estadistica, es el conocido como
ensayos o experimentos de Bernoulli; este término se utili-
za para referirse a una serie de repeticiones independien-
tes de un experimento aleatorio en el que sélo se distin-
guen dos resultados mutuamente excluyentes y que conservan
probabilidades de ocurrencia constantes en cada repeticién.
Usualmente los dos resultados posibles se denominan éxito y
falla.

con cada experimento de Bernoulli podemos asociar
una variable aleatoria, digamos X, definida de la siguiente
manera :
:= 1 si el resultado es éxito;

X
X := 0 si el resultado es falla.

De este modo, X proporciona una codificacidén numérica del
resultado (cualitativo) de un experimento de Bernoulli. La

funcién de probabilidad de X es

fx(l) = P[X = 1] = p = probabilidad de éxito;
£ (0) = P[X = 0]
=1 - p := g = probabilidad de falla; (1.10)

fx(x) =0 six=#0,1.

En este caso, la variable X se denomina variable de
Bernoulli con parametro p = P[X = 1]; expresamos este hecho

escribiendo X = Ber(p). Usando (1.10) se tiene que

si X =~ Ber(p), entonces
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E(X) =p , Yy Var(p) = p(1 - p) = pq. (1.11)

En general, con cualquier experimento aleatorio
pueden asociarse variables de Bernoulli como se describe a
continuacién. Suponga que Q es el espacio muestral para un
experimento aleatorio y sea A c Q un evento arbitrario. La

funcién indicadora de A, denotada por IA:iQ » R, se define

por
IA(w) =1 si we A,
t= 0 si w ¢ A. (1.12)
En palabras, I, = 1 si y sélo si el resultado del experi-
mento pertenece a A, mientras que IA = 0 de otra forma. En

este caso, I, tiene distribucién de Bernoulli con parametro

p = P[I,= 1] = P[A].

Para un evento A contenido en el espacio muestral Q

defina

En este caso, Y1 = Ber(pl) Yy Y2 = Ber(pz), donde p,= P[A] =
PY P~ P[A°], p,* p,= 1. Note ademds que Y+ Y= 1, de mo-

do que Y1 Yy Y2 son dependientes.
La distribucién del vector Y = (Y1’Yz), esta deter-

minada por

£,(1,0) = P[¥,= 1,Y;= 0] = P[A] = p,;

P[Y=10, Y=1] = P[A°] = P, (1.13)

£,(0,1)

y, desde luego,
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£4(¥) = £4(¥,,Y,)

=PlY=y, ¥Y=y]1 =0, (v,y¥,) * (1,0),(1).

1 2

Este es un ejemplo de un vector aleatorio con distribucidn
multinomial, la cual se introduce formalmente mas adelante.
Note que Y = 1 (0) implica Y=0 (1), y entonces Y Y= 0.

Usando (1.13) se obtiene
E(Y) = (p,,pP,) "

var(Y) =p (1 - p), 1 =1,2;

cov(Yl,Yz) = E(Y1Y2) - E(Yl)E(Yz) = -p,p,-

Las Gltimas dos ecuaciones pueden resumirse como sigue :
cov(Y) = [ pl(l-pl) “P,P, ]
-p,p,  P,(1-P,)

= Diag(p,,p,) - (p,,P,)’ (P,,P,)- (1.14)

Esta discusidén se extiende inmediatamente al caso
de r resultados mutuamente excluyentes. Con este fin, sea Q
el espacio muestral de un experimento aleatorio y suponga
que los eventos A ,...,A ¢ (0 satisfacen las siguientes

condiciones (i) y (ii):

(1')Air\Aj g , 1i<3, v

r
(ii) i¥1Ai= Q.

N i=1,2,...,r. En este caso Yi ~ Ber(pi),
i

Defina Y1 := T
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donde p, = P[A‘], i=1,2,...,r. Ademas, observe que Y1 = 1
si y sbélo si YJ = 0 para todo j # i, lo cual es equivalente
a la siguiente afirmacién : el vector aleatorio Y =
(Y1""’Yr)’ toma valores en el conjunto {el,...,er}, donde
e es el i-ésimo elemento de la base canénica en E . Un
vector aleatorio con estas caracteristicas tiene una
distribucién que es un caso especial de la distribucidn

multinomial.

Definicién 1.8. Sea Y = (Y1 PN ,Yr) > un vector r-

dimensional, con r =z 2. Suponga que

P[Y=e] =p,>0, i=1,...,x, (1.15)

r

2 p= 1. En

donde {ei}:_ es la base canénica de E , y ,Z.P,

1
este caso, se dice que Y tiene distribucidn multinomial

r-dimensional con parametros 1 Y P,r--+/P+ Y escribimos

Y = M (1;p,,---/P)- (1.15%)

Notacién. Acerca de la notacidén establecida en (1.15*) se
puede comentar lo siguiente : el subindice r indica 1la
dimensién del vector Y, el parametro 1 indica que se ha
efectuado una sola repeticién del experimento, mientras que
P,s--+,p sON las probabilidades de obtener los diversos

resultados del experimento.

Como caso particular, podemos observar que
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Mz(l;pl,pz) define la distribucién (1.13); en este sentido,
podemos decir que la distribucién (1.15) extiende la nocidn
de ensayo de Bernoulli a experimentos en los que los resul-
tados se dividen no en dos, sino en r categorias mutuamente
excluyentes. El siguiente lema proporciona la generaliza-

cién de la relacién (1.14).

Lema 1.9. Suponga que Y = Mr(l;pl,...,pr). Entonces,

E(Y) = (p,,---sP)’ =P, (1.16)

cov(Y) = Diag(pl,...,pr) - pp’. (1.17)

Demostracién. Basta observar que cada componente del vector
Y tiene distribucién Bernoulli con parametro p,, por lo que

(1.11) implica

E(Yi) =P, COV(Yi,Yi) = pi(l-pi) , 1i=1,...r.
Ademas, para cualesquier i,j =1,...,r , i#j, se tiene
covV(Y ,Y ) = E(YY) - E(Y)E(Y)) = - PP
pues P[YiYj = 0] = 1. ]
Observacién 1.10. Dada la relacién existente entre

Y ,...,¥Y es facil verificar que la matriz de covarianza
(1.17) es singular. Para ver esto observe que, de acuerdo a
la definicidén 1.8, P[Y +...+ Y = 1] = 1, y por lo tanto

Var(Y1+...+Yr) = 0. Esta Gltima igualdad es equivalente a
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Var(1’Y) = 0, donde 1 € IEr estd dado por 1 := (1,...,1)°, vy

entonces, utilizando (1.9), se obtiene que
0 = Var(1’°Y) = 1°COV(Y)1,

de donde se desprende que 1°COV(Y) = 0 y de aqui que COV(Y)

no sea inversible.

Tomando en cuenta la observacidén anterior y debido
a que es mas cémodo trabajar con vectores aleatorios cuya
matriz de covarianza sea no singular, preferiremos en ade-
lante trabajar con la proyeccién de Y sobre Er-1' Adenés,
ésta es una eleccidn légica si consideramos que al conocer

el resultado de Yl,...,Yr_1 automaticamente se conoce Yr =

r-1

1 - 1§1Yi. En el resto del trabajo emplearemos la siguiente

convencién notacional.

Notacién. Si ¥ = (Y ,...,Y )’ = # (1;p ,...,P ), Y denotara
al vector aleatorio de dimensién r - 1 que consiste de las

primeras r - 1 componentes de Y, esto es

¥ := (Y ,eeen¥ )7 (1.18%)

r-1

Similarmente, si Y1’Y2"" es una sucesidn de vectores
aleatorios independientes e idénticamente distribuidos, Y
= Mr(l;pl,..”pr), para todo entero positivo n defina el

vector aleatorio

(1.18)

m

I
M s
L
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Con esta notacién (1.16) y (1.17) pueden expresarse

en términos de Y como se indica en el siguiente corolario.

Corolario 1.11. Si Y = Mr(l;pl'."'pr) entonces
E(¥) = (p,,---,P_,)":=P , (1.19)
cov(Y) = Diag(p,,---,P, _,) - p-p’ := V. (1.20)

A continuacién veremos que la matriz V definida en
(1.20) es inversible y encontraremos explicitamente la ma-
triz V' asi como det(V). Empezamos la discusién con el

siguiente resultado preliminar.

Lema 1.12. Sea z € E - {0} un vector arbitrario y defina 1la

matriz W de orden k x k mediante

W := 1 + azz’,

donde I es la matriz identidad de orden k y a € R es una

constante. Entonces,
(i) det(W) = 1 + az’z = 1 + alzl®.

(ii) si 1 + alizli® 0, se tiene que

W' =1-a(l+ anzi®)'zz’.

Demostracioéon. (i) Sean VireeoaV vectores en Ek tales que
B := {v“...,vhd,z} es una base ortogonal de Ek; note que

en este caso se tiene que z’vi =0, 1i=1,2,...,k - 1.
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Entonces,
Wv = Iv + azz’vi =V, i=1,...,k -1,

y también,

Wz = Iz + azz’z = (1 + az’z)z.
Estas igualdades establecen que cada vector en la base B
es un vector propio de W; el valor propio correspondiente a
v, es 1, i =1,...,k-1, mientras que a z le corresponde el

valor propio 1 + az’z. Luego (Hoffman y Kunze, 1973),
det(W) = 1-....-1-(1 + az’z) = 1 + alzi®.

(ii) Suponga que 1 + alzi®> 0 y defina

b := ~-a/(1 + aHzHZ).
En este caso,

2
abllzll

abz’ z
= -a%nzi?/ (1 + alzi®)
= —(a%1zI?+ a)/ (1 + alzl®) + a/(1 + alzli®)

= =-a - b,
esto es,
ablizi® + a + b = 0. (1)

Luego,

[I - a(1 + alzl®)'zz’ W = (I + bzz’) (I + azz’)
=1 + azz’+ bzz’+ (abz’z)zz’
=1+ (a+ b + ablzl®)zz’
=1,

donde la dGltima igualdad se desprende de (1). ]
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Teorema 1.13. Sean p y V como en (1.19) y (1.20), respecti-

vamente, y suponga que

(i) pi > 0 para i=1,2,---,r-1, Yy

r-1

1§1p1 > 0.

(ii) p := 1 -
Entonces,

(a) V es no singular y se tiene

det (V) = P,'P, - --P, - (1.21)

Mas afn,

1 (1.22)

(b) ¥ = p '[Diag(p /P, ,---,P /P _,) *+ T__,

donde Jr__1 es la matriz cuadrada de orden r-1 con todas sus

componentes iguales a 1.

Demostracién. Defina los vectores zZ Y Z, mediante

. 1/2 172y,
zl . (p1 r°"lpr__1 ) ’

e -1/2 -1/2, ,
z, : (p1 reeesP__, )’ .

Usando la definicidén de V no es dificil verificar que

W o= Diag(zz’) v Diag(zz’)

=1-2z2z".
11
Observe ahora que Ilzlll2 = pﬁn..+pp1. Entonces, usando el
lema 1.12 (i) con a = -1, vemos que

det(W) = 1 - Ilzll|2= p_> 0,

de donde se desprende que W es no singular, lo cual a su
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vez conduce a la no singularidad de V. Adem&s, la parte
(ii) del lema 1.12 establece

-1 -1
—_ +  J .

Por otra parte, note que [Diag(zz’)]—1 = Diag(zi’) y asi
V= Diag(z,’) W Diag(z,’),
de donde se concluye gue

i) det(V) = [det(Diag(zl’))]z-det(W) = p,'P,"---P,-

ii) ¥ = Diag(zz’) W'lDiag(zz’)

. , -1 . R
Dlag(z2 ) (I + P 2121’) Dlag(z2 )

Diag(zz’) Diag(zz’) + pr'ioiag(zz’) z1zl’Diag(zz’)

Diag(1/p,,---,1/p_) + pr”’1-1’

-1 R
P [Dlag(pr/pl,...,pr/pr_l) +J 1. n

Suponga ahora gque un experimento de Bernoulli se
repite n veces, y sea X =1 si el i-ésimo ensayo resulta
éxito, X = 0 de otro modo. Como mencionamos antes, cada X,
tiene distribucién Ber(p), donde p = probabilidad de éxito
en cada repeticidn, y si los ensayos son independientes
entonces T := X +...+ X tiene distribucién binomial con
parametros n y p; en este caso, escribimos T = B(n,p). Note

que T es el nimero total de éxitos en las n repeticiones.

En general, suponga que Y1""’Y es una sucesidn
n
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de vectores aleatorios independientes con distribucién
comin Mr(l;pi,...,pr). Nuestro interés ahora radica en de-~

terminar la distribucidn de

S =Y +4+...+ Y.

Para determinar la funcién de probabilidad de s observe
que (1.15) implica que, para m = (ml,...,mr) e E el evento
[S, = m] tiene probabilidad positiva si y sélo si : (a)
cada m es un entero no negativo, y (b) m1+...+mr= n. En
estas circunstancias, a partir de la independencia de 1los
vectores Yk se desprende que cualquier resultado para el

que S = m ocurre tiene probabilidad

pm1...pmr .

1 r
Por otro lado, el nimero de maneras en que [Sn = m] puede
ocurrir es el mismo que el nimero de formas en dque es

posible agrupar n objetos en r subgrupos de tamafio

m,m,,...,m, el cual estda dado por

De esta manera, la distribucidén de S estda determinada por

la siguiente expresidn :

n m m
S = = e .
P[S = m] [m ...m ]p11 Pro (1.23)
1 r
si m,...,mson enteros no negativos cuya suma es n, mien-

tras que

P[Sn= m] = 0 en otro caso.
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Definicién 1.14. Un vector aleatorio X = (X1""'Xr)’ tiene
distribucién multinomial con parametros ny p,,..-,P si la

funcidén de probabilidad de X esta dada por

n X .
fx(x) [ ]p11...pfr p S1 X yeee X son enteros

X ...X
! r > 0 cuya suma es n; (1.24)

i

fx(x) 0 de otra forma.

Como mencionamos anteriormente, la funcién de pro-
babilidad (1.15) es un caso particular de una distribucidén
multinomial. En efecto, observe que (1.15) se obtiene de

(1.24) si n = 1.

Notacién. Si X es r-dimensional y se distribuye segln
(1.24) escribimos

X = Mr(n;pl,...,pr). (1.25)

La discusién anterior puede resumirse como sigue :

si los vectores aleatorios Y,...,Y son independientes con
distribucién comin Mr(l;pi,...,pr), entonces el vector
aleatorio Sn = Y{+..ﬁ+ Yn = At(n;py...,pr). Mas general-

mente se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.15. Si Y1""’Yk son vVectores aleatorios indepen-
dientes tales que

Y = Mr(ni;pi,...,pr), i=1,...,k,
entonces

Y+...+Y = Mr(n1+...+ nk;pl,...,pr).

1 n
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Suponga ahora que Y1 poe e ,Y]n son vectores aleatorios
independientes con distribucidén Mr(l;p1 poese ,pr) , Yy

?1,...,5'{ son las proyecciones respectivas sobre E , como
n r-

~

en (1.18+). Considere el vector aleatorio §n = ¥+ ...+§n.

Para determinar la distribucién de S observe que el evento
n

[S = m], m = (m,...,m )’ € E_  tiene probabilidad

1
positiva si y s6lo si : (a) cada m es un entero no negati-

vo, y (b) m1+...+mr.1 =< n; en este caso, es claro que

P[§n =m] = P[S = m],

n

) = 0.

dondem = (mm)’ e E, m =n - (m+...+m
r r r 1 r-1

De esta manera, la funcién de probabilidad de §n puede

resumirse como sigue :

P(S = m]

n m m o
[ml---mr)pf“'prr y M yeee,m = 0 enteros,
(1.26)

P[§n= ff\] = 0 de otra forma.

Observacién 1.16. Observe que los términos de la funcidn de
prpbabilidad (1.26) coinciden numéricamente con los de la
distribucién multinomial con parametros n, p,...,p ©en

(1.24).

Notacién. En lo que sigue tendremos que considerar frecuen-
temente los términos de una distribucién multinomial. Para
simplificar la notacidén procederemos como sigue: si m,cy

m_son enteros no negativos cuya suma es menor o igual a n,
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entonces escribiremos

= (n."n] PP

me...m
1 r
donde
(i) m=(m,...,m )’ e N ;
r-1
(11) m = n - (mi+...+ mpq), Yy

(iii) los valores de r,n, asi como los de p,,...p  se

sobreentenderan de acuerdo al contexto.

4 MAXIMO DE UNA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

La distribucién multinomial en (1.24) es una dis-
tribucién discreta cuya funcién de probabilidad se anula
fuera de un conjunto finito y, por lo tanto, esta funcién
de probabilidad alcanza su m&ximo. El objetivo de esta sec-
cién es encontrar una estimacidén de dicho valor m&ximo para
valores grandes de n.

Con este fin, empezaremos determinando una
condicibén necesaria y suficiente para los puntos en que se
alcanza el maximo de la funcién de probabilidad multino-
mial. El1 resultado preciso se establece a continuacidn.
(Vea la convencidén notacional acordada al final de la sec-

cién precedente).
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Lema 1.17. El término a(k) es el valor maximo de la funcidn
de probabilidad multinomial con parametros n,p.,.--,p_ en

(1.24) si y sblo si

Pk, = pjﬂ%+ 1) para todo i,j = 1,...,r. (1.27)

Demostracién. Demostraremos por separado que la condicién

pk, =p(k+1),1i,J=1,...,r, (1)

j
es necesaria y suficiente para que el término a(k) respec-

tivo sea maximo de la funcidn de probabilidad en (1.24).

=) Supongamos due a, := a(ﬁ) es el valor maximo de la
funcién de probabilidad multinomial con parametros

n,p ,---/P_y esto es

= a(m)
_ n m m
ol PR AR (2)
1 r
para cualesquier m e E . m = (m,...,m_)’; desde luego

r-1 r-1

k =n- 2k, m =n- Xm.
r i=1 1 r i=11

Si k;= n para alguna i, entonces kj = 0 para toda j = 1i.
Asi, a partir de (2) se tiene, para cualesquier j = 1,..,r,
3= i,

az a(k ..o kbl o k1, k )G

r-1
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esto es,
p,” = n! pp"/(n-1)!,
de donde se sigue
pﬁﬂ = npjs p, = plu%+ 1).

Para las posibles combinaciones restantes se verifica inme-

diatamente

pk,=0< (n+1p =p(k+1), 3=*1i;

-+ = = .

Si no estamos en el caso anterior, podemos distinguir tres
combinaciones a investigar: kiJ% z 0 ; k1 = 0, kj = 0; Y
ki,kj = 0. Claramente esta Gltima combinacién satisface (1)

y para las dos primeras también puede verificarse a partir

de la desigualdad

a = a(kl,...,kj+l,...,ki-l,...,k ).

r-1
Por lo tanto, si a(k) es el valor méximo se cumple

pikj = pj(ki+ i), 1,3 =1,...,r.

«) Supongamos ahora que kl,..;,kr son enteros no negativos
tales que iz;ki= n y satisfacen la condicién (1). Sean
a(k) el término correspondiente de la funcién de probabili-
dad (1.24) y a(m) cualquier otro valor no nulo de ésta.
Entonces, se requiere demostrar que

a(fﬁ) = a(l’E) .

Expresemos cada m en la forma
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r
De esta manera
~ + +
a(m) = [nt/(k+ d)l--(k+d)l) pp Yi...prr,
Yy por lo tanto
r
a(m)/a(k) = T [k !/(k+ d)!]lp%. (4)

Para comparar el cociente del miembro izquierdo de (4) con

la unidad, necesitamos investigar la forma de los factores
[ki!/(kﬁ+ di)!]p;ﬁ , 1 = 1,2,...,r. Aqui podemos distin-

guir tres situaciones.
Caso 1. di = 0.
En este caso, observe que

[k,!/(k+ di)!]pldi = 1, (5)
Caso 2. di < 0.
Para esta situacidn se tiene
d A— -— . o 0 d
[ki!/(ki+ di)!]pii = ki(ki 1) (ki+ d1+ 1)pii,
Yy por lo tanto
4, _ -d
[k /(k+ a)tp s = (k /p) ™ . (6)

Caso 3. di > 0.

Note que
[k, /et d)tIp s = [1/0(k+ 1)+ (k+ d,)1]p,%

7

y dado que di > 0 se sigue que

[k, !/ (k+ a)tip s = [p /(k+ 1)1%. (7)
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Con estas consideraciones, a partir de (4)-(7) se desprende

que

/p,)™ TP,/ (k+ 1)1%. (8)

a(m)/a(k) = T (k RS
i

d <0 b
1

Defina

k/p := méx{ki/p1 t:i=1,...,r},
y, utilizando (3), sea
b := Z{—di: di < 0}
= Z{d1: di > 0}. (9)
Luego, de la desigualdad (8) obtenemos

a(m)/a(k) = <k/P>de}>o

(p,/ (x+ 1)1% . (10)

Por otra parte, si se satisaface el conjunto de desigualda-

des (1), entonces en particular
pi/(ki+ 1) = p/k , para toda i

y por lo tanto (9) y la desigualdad (10) conducen al resul-
tado :

a(m) /a(k) = (kX/p)°(p/k)° = 1. .

El lema anterior conduce en forma inmediata al si-

guiente resultado.

Lema 1.18. El1l punto (kl,...,kr) que maximiza la funcién de

probabilidad en (1.24) satisface las desigualdades

np, - 1< ki = (n+r -1 )pi , 1i=1,...,r. (1.28)
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Demostracién. Si a(k) es el valor maximo, el lema 1.17 mos-
trado anteriormente establece que

;nkj = pj(ki+ 1) para todo i,j =1,...,r.

sumando estas desigualdades para i fijo y para todo j :

np < k{+ 1 , para cualquier i =1,...,r. (1)

Sumando ahora sobre i, i # j, j arbitraria pero fija :

kj = (n+r - 1)pj , J=1,...,r (2)

conjuntando (1) y (2) se sigue el resultado. =

Aqui cabe hacer notar que el conjunto de desigual-
dades (1.28) establecen un maximo no necesariamente uUnico
y, lo que es mas importante, establecen 1la igualdad
asintética de k y np (ver la definicidén 1.1). Es precisa-
mente esta implicacién de (1.28) la que permite obtener el
comportamiento asintético del méximo de la funcién de pro-
babilidad en (1.24), cuestidén que pasamos a resolver a con-
tinuacién y que jugard un importante papel para obtener el

resultado del préximo capitulo.

Teorema 1.19. Si a es maximo de la distribucién (1.24),
entonces

-(r-1)/2 -1/2

a - (2mn) (pl...pr) (1.29)
Demostracién. Las desigualdades (1.29) establecen que si

a = a(k) es méaximo de la distribucién (1.24), entonces los
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enteros kx’ i=1,...,r, pueden expresarse como

k =np + 8§ , "1 <8 = (r-1)p, ,

con iélai= 0; esto es

npi/k1= 1 - (Si/ki) , i=1,...,r. (1)
Defina
c = n!/[(2nn)"?n"” exp(-n)].

Con esta notacidén, observe primeramente que

r
= k 1
a = n!igl(pii/ki.)

c_- (2mn) 2 "exp (-n) - L (piki/k1l 1)

r r
172 k
= c - (2mn)"® W (np 1) T [exp(-k)/k!]

c - (2mn) /% R (npi/ki)kiilzll[kikvexp(—ki) /% '] (2)

1/2
.cn-(2nn) -dn,

donde dn es la sucesidén formada por los dos productos del
lado derecho de (2).

Por otra parte,

r r r
_ =172 k +1/2 k +1/2 _
d= T (np,) ™% T (np /)% T (k" Pexp (k) /K, 1,

r/2

y multiplicando por (2m) en ambos miembros de la igual-

dad anterior y reordenando se obtiene

r/2

d_(2mn)**(p,---p) """

r r
_ k +1/2 1/2,. k +1/2 _
= I, (np,/k )% [ (2m) ok S Fexp (k) /K 1] (3)
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Combinando (2) y (3) se sigue que

ao = bn' cn' 71’1' (4)
donde
bn e (2nn)'”'”/2(p ...p, )1/2
) od
y 1= g’[(Zn)”Qk;%+“?exp( -k )/k ,] H (np /k )k+h?

De acuerdo a (4), para concluir el resultado (1.29) es
suficiente mostrar que c - ¥ converge a 1, para lo cual

considere los siguientes argumentos.

Para € > 0 arbitrario, elija
a < min{l - (1—8) ,(1+f:)1/2 1}.
Note que, en este caso,
1-e< (1-a)’ y (L+a)°<1+e¢. (5)
Recuerde ahora que, para todo x € R,

(i) (1 + x/m)™ — &y (ii) (1 + x/m)""® — 1,

conforme m » ». Tomando en cuenta que las cantidades 81 en
(1) permanecen acotadas y suman cero para cualquier n,

entonces de (1), (i), (ii) se desprende que, si n -~ o,
_ﬁ [np /k_]ﬂ-_ﬁ [np /k ]1/2 — 5 e%1 =1
i=1 i i i=1 i i
y por lo tanto existe un entero positivo N tal que
k +1/2

1 -ac< H’(np /k )i <1l+a, sin > N . (6)

Por otra parte, a partir de la férmula de Stirling (1.2) se
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tiene que

(2nkl)hqk:3 exp(-ki)/kll _— 1, i=1,...,r

n!/[(2nn)’n” exp(-n)] — 1 ,

cuando n -2 o, lo cual implica que el producto de estas
sucesiones también converge a 1. Asi, existe N, €N tal

dque, para n > N2 ’
r
1 -ac< cn-igl[(2n)1’2ki“1*1/2exp(—ki)/kia] <1+ a. (7)
Considerando (5)-(7) se sigue que para € > 0 arbitrario, si
n >N = méx{Nl,NZ}, entonces
l-eg<c-7%v <1+ ¢. (8)
n n
A partir de la definicién de b;, (4) ¥y (8) se concluye que

-(r-1)/2 ~-1/72

ab/(2nn) (pl...pr) — 1, n » . =



TEOREMA DE DE MOIVRE-LAPLACE
PARA VECTORES MULTINOMIALES

1 INTRODUCCION

En este capitulo se extiende el teorema de
DeMoivre-Laplace a vectores aleatorios con distribucién
‘multinomial. Este resultado constituira el pilar fundamen-
tal de este trabajo, y a partir de &l nos sera posible de-
ducir 1la versién general del teorema del limite central.
Asimismo, como una primera aplicacién de esta extensién,
obtendremos un teorema de 1limite central para vectores
aleatorios con soporte finito.

El capitulo se ha organizado en la siguiente
forma: en la seccidn 2 se presenta un resumen de las carac-
teristicas algebraicas de las matrices no negativas y se
introduce 1la distribucién normal multivariada; en 1la
seccidén 3 se realiza la extensidédn del teorema de De Moivre-
Laplace a la distribucién multinomial (teorema 2.13); vy,
por Gltimo, la seccién 4 se ocupa de generalizar el teorema

2.13 a distribuciones arbitrarias con soporte finito.

2 PRELIMINARES

Matrices no negativas. En esta parte se presentan los
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resultados fundamentales del &lgebra de matrices que se

requieren para introducir la distribucién normal multidi-

mensional.

Si A es una matriz real de orden m x n hablaremos
de los vectores de A para referirnos al conjunto de vecto-
res formados por sus columnas. Es decir, si A =
[al,az,...,an], con ae Em, i = 1,2,...,n, diremos que
a,a,...,a son los vectores de A. El conjunto de combina-

"ciones lineales de estos vectores, a saber

n

j84\ ={ve IEm v =i§1ciai' C;€ R},

constituye un espacio vectorial y recibe el nombre de espa-
cio generado por los vectores de A o espacio columna de A.
Claramente dim(fA) <=n, y dim(zA) > 0 a menos que A sea una

matriz nula.

Definicidén 2.1.a. Si A es una matriz m x n el rango de A se

denota por r(A) y se define como r(A) := dim(ZA).

En palabras, r(A) es el numero maximo de vectores
linealmente independientes del conjunto {a,a,...,a}. Si
r(A) = n diremos que A es de rango completo.

Por otra parte, la relacidén entre el determinante
de una matriz y la dependencia o independencia lineal de
sus vectores muestra la equivalencia de la anterior y 1la

siguiente definicién.
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Definicién 2.1.b. Si A es una matriz no nula de orden m x
n, entonces r(A) es el mayor entero k tal que A posee una

submatriz (cuadrada) no singular de orden k x k.

A partir de la formulacidén anterior, no es dificil

establecer las siguientes afirmaciones acerca de r(a) :

(i) r(A) = min{m,n}.
(ii) Para cualesquier matriz A

r(A) = r(a’). (2.1)
(iii) Si A es una matriz n x n, entonces

det(A) = 0 si y sblo si r(a) < n. (2.2)

Para el producto de matrices, el siguiente teorema

relaciona los rangos del producto y los factores.
Teorema 2.2. Sean A,B,C tres matrices de d6rdenes adecuados
para que exista el producto CAB. Entonces
(i) r(AB) = min{r(a),r(B)}. (2.3)
(ii) Ssi B y C son no singulares

r(CAB) = r(CA) = r(AB) = r(a). (2.4)

Demostracidén. (i) Como las columnas de AB son combinaciones

lineales de las columnas de A, entonces 1&3 [ 2A y por 1lo

tanto r(aB) = r(A). Por otra parte, de (2.1) se tiene que
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r(AB) = r(B’'A’) = r(B’) = r(B).

3

fqﬁw»???

(ii) Del inciso anterior se concluye que 'A.A
r(CAB) = r(AB) = r(C 'CAB) = r(CAB),

y entonces r(AB) = r(CAB).

Andlogamente

r(AB) = r(A) = r(ABB ') = r(AB),

de donde se desprende r(A) = r(AB). |

Pasemos ahora a definir a las matrices no negati-
vas. Para esto, recuerde primeramente que una matriz cua-

drada A es simétrica si satisface la relacién A = A’.

Definicién 2.3. Sea A una matriz simétrica de orden n x n.

A es una matriz

(a) positiva semidefinida si y sb6lo si
y’Ay = 0 para todo y € En,

y ademéas (2.5)

y’Ay 0 para algun vector no nulo y € En.
(b) positiva definida si y sbélo si

Yy’Ay > 0 para cualquier vector y € En, y # O. (2.6)

(c) no negativa si A es positiva semidefinida o positiva

definida.

De la definicidén anterior se siguen inmediatamente

e

BANCO DE TESIS jp449
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las siqguientes propiedades de las matrices no negativas.

Lema 2.4. Sea A = [au], i,3 = 1,...,n, una matriz
simétrica. Las condiciones (1.a),(2.a),(3.a) se satisfacen
si A es positiva semidefinida, en tanto que

(1.b), (2.b), (3.b) se siguen si a es positiva definida.

(1.a) r(A) < n.

(2.a) a = 0, i=1,...,n.

(3.a) Para toda matriz P de orden n x n, P’/AP es positiva

semidefinida.

(1.b) r(A) = n.

(2.b) a, >0, i=1,...,n.

(3.b) P’AP es positiva definida, para toda matriz P no sin-

gular. En particular 2! es una matriz positiva.

No obstante que el lema anterior proporciona cierta
informacién acerca de las matrices no negativas, ésta no es
suficiente en el sentido de que sb6lo establece condiciones
necesarias. Para determinar con mds precisidén las propieda-
des de estas matrices se requiere estudiar el problema de
los valores propios de una matriz.

Para una matriz A de orden n x n, este problema

consiste en encontrar los valores A tales que

Ay = Ay, para algtn vector y no nulo. (2.7)



43
En caso de que esto ocurra, se dice que A es un valor pro-
pio de A, y que el vector no nulo y es un vector propio
correspondiente a A. La condicién (2.7) es equivalente a

decir que

(A - AIn)y = 0, para algin y # O,

lo cual puede ocurrir si y s6lo si la matriz A - AL es

singular, es decir, si y sodlo si

det(A - AI) = O. (2.8)

La ecuacidén (2.8), 1llamada ecuacion caracteristica de A,
representa un polinomio de grado n en A y por lo tanto tie-
ne exactamente n soluciones, no necesariamente diferentes
ni reales.

De esta manera, el problema (2.7) conduce en general a
valores y vectores propios complejos. Sin embargo, si A es
simétrica es conocido que todos sus valores propios (y por
lo tanto también los vectores propios asociados) son nece-
sariamente reales. Ademds, para este tipo de matrices se
tiene un importante resultado, conocido como teorema de los

ejes principales.

Teorema 2.5. Si A de orden n x n es simétrica existe una

base ortonormal de En formada por vectores propios de A.

Se puede encontrar una demostracidén de este teorema

en Maltsev (1978).
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El teorema anterior es equivalente a afirmar que

para toda matriz simétrica A existe una matriz ortogonal P
(formada por la base ortonormal mencionada en el teorema

2.5) tal que
AP = PA =P Diag{xl,hz,...,kn}, (2.9)

donde las A, son los valores propios de A. Como P es inver-
sible, de (2.3) y (2.9) se sigue que r(A) = r(A); de esta
manera, si A es simétrica, el naGmero de valores propios
diferentes de cero es igual al rango de A. Igualmente, la
formulacién (2.9) del teorema de los ejes principales y el
lema 2.4 permiten establecer las condiciones que caracteri-
zan a las matrices no negativas, las cuales se.resumen en

el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Sea A una matriz simétrica de orden n x n. Las
condiciones (l1.a) y (2.a) son suficientes y necesarias para
que A sea positiva semidefinida, en tanto que (1.b) y (2.b)

ocurren si y sb6lo si A es positiva definida.

(1.a) Los valores propios deA son no negativos y al menos

uno es cero.

(2.a) Existe una matriz I' de orden k x n tal que

i) r(T) = r(A) =k , y ii) A =T'T.

(1.b) Todos los valores propios de A son positivos.

(2.b) Existe una matriz inversible I' de orden n x n tal que
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A=TI'T.

Concluimos esta seccién aplicando estos resultados
a la matriz de covarianza de un vector aleatorio X de di-
mensién p. SegiGn la definicién (1.7) y la propiedad (1.4)

se concluye que COV(X) es no negativa pues

y’/CoOV(X)y = E[y’'(X - E[X]) (X - E[X]) Y]

E[(y' (X - E[X]))°]

v

0,

para cualquier vector no nulo y € Ep. Entonces, de acuerdo
al Teorema 2.6, siempre podemos encontrar una factorizacién
de rango completo de la forma COV(X) = I''l’, con I' una
matriz de orden k x p, k = r(COV(X)); ademéds, COV(X) sera

positiva definida si y sélo si k = p.

Distribucién normal multivariada. A continuacién se esta-
blecen las definiciones y algunos resultados importantes
acerca de la distribucién normal multidimensional. Las
demostraciones y comentarios al respecto pueden encontrarse

en Graybill (1976) y Scheffé (1959).

Definicién 2.7. El vector aleatorio Z de dimensidén k tiene
distribucion normal estandar k-variada si y sb6lo si Z tiene

funcién de densidad dada por

p (2;0,I) := (2m) ¥ 2exp (- % z'z) , Vz € E; (2.10)
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en este caso escribimos Z = Nk(O,I).

La funcién de densidad (2.10) puede considerarse
una extensién de la distribucidén normal estédndar unidimen-
sional, en tanto representa la distribucidén conjunta de k
variables Z1”"’Zk mutuamente independientes, cada una con
distribucién marginal normal estandar. A partir de esta

observacién, es facil ver que, si Z = ¥ (0,1), entonces
E[Z] = 0, COV(Z) = I . (2.11)

Andlogamente al caso unidimensional, la
distribucién normal estandar multidimensional genera otras

distribuciones para permitir momentos diferentes a (2.11).

Definicién 2.8. Sea X un vector aleatorio p-dimensional con
E[X] = b, COV(X) = Z, r(X) = k > 0. Se dice que X tiene
distribucion normal p-variada de rango k con parametros b y
2, y se denota por X = A;(b,Z), si y sdlo si X tiene 1la
misma distribucidén que el vector aleatorio I'’'Z + b, donde Z
= I''T" es una factorizacidén de rango completo para £ y Z =

N (0,1).

La definicidén anterior establece que X tiene dis-
tribucién normal p-variada si su distribucidén es la misma
que la distribucién conjunta de p funciones lineales (no
homogéneas) de k variables mutuamente independientes, cada

una con distribucidén normal estadndar. En este sentido,
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observemos que si X = N;(b,Z), r(£) = k, el soporte de la
distribucién de X puede reducirse a un subespacio de dimen-
sién k = p.

Si X = Np(b,Z), se pueden establecer los siguientes

resultados fundamentales para esta distribuciédn :

(1) A pesar de que la factorizacién de £ que aparece en la
definicién no es tnica, la distribucién de X queda perfec-

tamente determinada por b y Z.

(2) X = N;(b,Z) tiene funcién de densidad si y s6lo si k =

p. En este caso la funcién de densidad esta dada por

¢ (xib,Z) = [ (2m) Pdet(2) ] ! Pexpi- %(x—b)'z*(x—b)}. (2.12)
Por Gltimo, dado que se ha definido la distribucidn

normal multivariada con parametros b y £ utilizando trans-

formaciones lineales de Z = A&(O,I), no es dificil ver que

las transformaciones lineales de vectores con distribucidn

normal b, ¥ también tienen distribuién normal. Precisando,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.9. Sean B una matriz constante de orden g x p, a

€ Eq un vector arbitrario. Si X = Np(b,Z), entonces

Y = BX +a =4 (Bb+ a,BIB). (2.13)

3 EL TEOREMA DE DE MOIVRE-LAPLACE Y LA DIST. MULTINOMIAL

El Teorema de De Moivre-Laplace, formulacién del
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r-1
Finalmente, note que 1’X = 1§fﬁ == X, 1= (1,1,...,1)7 €
lEr_1 . Luego

X’J X =X (11")X

= (1’X)’1’X

=-1
’ =
X'V X P X + 1§1x1 /P

r
_ 2
- i§1X1 /pi' "

Lema 2.11. (i) Suponga que t € R es tal que |t| = 1/2.

Entonces
1+t = exp(t)exp(A(t)),

donde [A(t)| = 2t°.

(ii) Ssi t1""'t1 satisfacen Itil = 1/2, entonces

1 1
J (1 +t) =exp(Zt)exp(hA),

donde A1E Al(tl,...,tl) es tal que |A1| =2 Xt°".

Demostracién. (i) Sea f(t) := 1n(1 + t), t € [-1/2,1/2].

Usando la férmula de Taylor con residuo vemos que

£(t) = £(0) + £7(0)-t + £77(¥)-t%/2,

donde t esta entre 0 y t; en particular t e [-1/2,1/2].

Ahora, note que

£(0) =0, £7(0) =1, y £77(§) = - 1/(1 + ©)?,
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de donde se desprende que
In(l1 + t) =t + A(t), (1)
donde
A(t) = [- 1/(1 + ©)*1(t%/2). (2)
Por otra parte, como t = - 1/2, se tiene

1/(1 + ©)° = 4,

y entonces de (2) se sigue que

IA(E) | = [1/(1 + §)%7(t%/2) = 2t°. (3)

Finalmente, tomando la funcidén exponencial en ambos miem-

bros de (1) se concluye que
1+t =-exp(t)exp(A(t)),

v
y el resultado se sigue usando (3).

(ii) Esta afirmacidén es consecuencia inmediata de (i) . =

Teorema 2.12. Sea Yﬁ’Yz"" una sucesién de vectores alea-
torios independientes con distribucidn comin
Mr(l;pl,...,pr). Si K y € son numeros positivos arbitra-
rios, entonces existe un entero N > 0 con la siguiente pro-

piedad :

Para todo vector m = (ml,...,mp.)’ de enteros no negati-

1

vos tal que

Im - np | =K n'?, i=1,2,...,r-1 (*)

se tiene que, para todo n = N,
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1 - ¢ < P8 =ml/[h 9 _ (hx;0,7)]
<1 +¢, (2.14)

donde

h :=1/n"?, x :=m - np,

Yy ¢ _, es la funcién de densidad normal multivariada

definida en (2.12).

Demostracién. Por claridad, dividiremos la demostracidén en

varias etapas.

Etapa 1. Comparacién de a(m) = P[§n== m] con el término
maximo de la distribucién Mr(n;pl,...,pr). Recuerde que
-1
param = (m,...,m )" € N
~ n! m m

a(m) = g7 @t PytocPm (1)

1 r

donde

m :=n - (m1+...+mr_1). (2)

El punto importante ahora es comparar a(m) con a = término
maximo de la funcién de probabilidad multinomial. Observe

que

n! k k
4 = FT...k T PitrccPero (3)

1 r
donde los enteros no negativos ki satisfacen
k, = np + 8§ , -1 < 8§ = (r—l)p1 , i=1,...,r, (4)
y, desde luego, n = k_+...+kr; vea lema 1.18 en el cap. I.

1

Defina
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d :=m - k‘ , 1i=1,...,r. (5)

Usando (4), note gue

o
i

Imx - np, - Sil

1A

lmi - npil + r,
y, a partir de la condicidn (*) se sigue
la | = Kn'’+ r . (6)
Combinando (1) y (3) vemos que
T
- k

a(m)/a.0 = igl(ki!/mi!)pii i

y usando (5) obtenemos
-~ r d
= ! !
a(m)/a, = W[k !/(k+d)ilpt . (7)
Etapa 2. Estimacién de los factores en (7).

A continuacién obtendremos una estimacién para cada uno de

los factores [ki!/(ki+ di)!]pfi , 1i=1,...,r.
Caso 1. Suponga que d < 0. En esta situacidén se tiene que

[k !/(k+ d)!]p)

d
k (k- 1) (k+ d+ 1)p

: i d
(npi+ 81)(npi+ 51— 1) (npi+ 61+ di+ l)pii,

donde se ha utilizado (4) para la Gltima igualdad.

Luego
d md; -1 ' d
[k,!/(k+ d)tIph = [ I (np+ 8- w1 pjs

-d -1

= pht Inp[1+ (8- u)/np]
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-4 -1 -d -1

=pt mnp M1+ (8- u)/np . (8)

Recuerde ahora que di < 0. Entonces,

-d -1
i _ _-di_-di
JLoe, = ey,

y combinando esta igualdad con (8) vemos que

-d -1

d g1+ (8,- u)/np,]. (9)

[k, !/ (k,+ di)!]p(:i =n

Por otro lado, utilizando (4) y (6), observe dgque para

u=20,1,...,~d-1:
(8- u)/np | = (15 | + ld | + 1)/np,

<= (r -1+ ldil + 1)/npi

172

= (2r + Kn )/npi,
y en consecuencia
|(8,~ w)/np,| = (2r + Kn'"®)/np,
s (2r + K)nl/z/npi
= [(2r + K)/p1/n'’® = M/n'"” (10)

donde

p : min{pi : 1i=1,2,...,T},

(10)
M := (2r + K)/p.

A partir de (10) se sigue que para n > (2M)2 :

1(6_1— u)/npil = 1/2, para todo u 0,1,...,—d_1— 1.

Finalmente, a partir de (9) y usando (ii) del lema 2.11 con

tu= (61— u)/npi, u = O,l,..,-di-—l se tiene, para n > (2M)2,
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-di -d, 1
nexp( _Z (8- u)/np)exp(s), (11)

[k, !/ (k+ d)!1p)s

donde se satisface

-d -1
i 2
a1 s 2 Z[(3,~ w)/np]

A

B P
2 u);_'.O(M /n)

A

I

2(-di)M2/n

= 2(K + r)anMZ/n ;

vea (10) y (6).
Equivalentemente,

1Al = 2(K + ryM?/n'’?. (12)
Finalmente, observe que

-d -1
i - - -
' (8- w) =-384a -d(d+ 1)/2 (13)

-d -1
exp( % (3.~ u)/mp)

= exp(-8,d /(np) - d°/(2np,)]-exp[-d /(2np)].
Usando (11) concluimos que, si n > (2M)2, entonces
d
[ki!/(ki+ di)!]pg

= n%exp(-5,a /(np,) - 47/ (2np)]-exp (X)), (14)

donde

1

A := A - di/(2npi),

cantidad para la cual se tiene, a partir de (6) y (107)

1B = 181 + 14,1/ (2np,)
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2 4 (K + r)n'?/(2np)

< 2(K + r)M/n"
= ¢/n"?, (15)
con C := 2(K + r)Nﬁ + M.

En este punto se debe sefalar que la parte importante de

esta discusién ha sido obtener las expresiones (14) y (15).

Caso 2. Suponga due di > 0. En este caso, argumentos simi-
jares a los utilizados en el caso 1 permiten concluir que,

sin > (2M)2, entonces
[k 1/(k+ d)!ph
it i 1/ 7%
= n%exp(-5.d4/(np) - a°/(2np)]-exp(k), (16)
donde

13| = c/n'"?. (17)

Etapa 3. Estimacién de la razén a(ﬁ)/ao.

Primero note que [ki!/(ki+ di)!]p‘:i = 1 cuando d= 0.

Entonces, usando (7),(14) y (16) concluimos que
a(m)/a,

_ -di 2 r —
= OIn" Texp[-8§d/(np) - d."/(2np,)] Mexp(A). (18)

para todo n > (2M)h?.
A continuacibén observe que

-di ~(d +d_+...+d 0
n =n 1 2 # =n =1,

donde hemos usado (5) y el hecho de que Zm{= Zki= n. Luego,

(18) es equivalente a la siguiente afirmacién :



Sin > (2M)2 tenemos

a(fﬁ)/ao

= eXP['1§1(51d1/(nP1) + dxz/(znpl))].exP[iglzi]

Por otra parte, usando (4) y (5) vemos que para i

di+ 61 = mi— ki+ 81

=m- (npi+ ) + 8, = Xx.

Ademas, si

1hvg el

r
- L = 2
A=y 1A1 + 1§161 /(2npi) !

entonces (15),(17),(4) y (10’) implican que

172

r r
—_ 2
[A]l = i§1C/n +i§1r / (2np)

< (rc + r3p) /n1/2 = E/nl/z

combinando (19)-(22) y el resultado del lema

obtiene

a(m) /a = expl- T x°/(2np,)]-exp(d)

= exp[-(hX)’V 1 (hX)]-exp(B) , n > (2M) 2,

donde h := 1/n'? y IB| = c/n'’%.

56

exp[- E(8+ d)%/(2np)]-expl £ B+ %8/ (2np) ] (19)

=1,..,r

(20)

(21)

(22)

2.10 se

(23)

Para concluir, recuerde el resultado del teorema 1.19,

seglin el cual

-(r-1)/2 -1/

a = (2mn) exp (p(n))

o (p,p,"""P,)

-{r-1)/2 /

= (2mn) (det (¥)) %exp(p(n)),

(24)
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donde

p(n) » 0 sin->ow | (25)

y se ha utilizado (1.21) para la Gltima igualdad en (24).
Luégo, (23) y (24), junto con la definicién (2.12), impli-
can que si n > (2M)2

a(ﬁ‘i)

-(r-1)/2 "”-1/2

= A" (2m) 1917 %exp [~ (hX)*V ' (hX) Jexp(B + p(n))

= hr-l(pr_l(hx;o,{'l)-exp(—& + p(n)). (26)

Finalmente, usando (22),(25) y la continuidad de la funcidn

exponencial se tiene que, dado £ > 0 existe N €N tal que
1 -¢<exp(A+p(n))<1+e ,sin>N. (27)
Luego, si n > N = max{(2M)2J%}, (26) y (27) implican

1 -¢ < a(ﬁ)/{hpqud(hx;o,ﬁ)] <1+ ¢, para todo n > N.m

La estimacién en el teorema 2.12 permite extender
el teorema de De Moivre-Laplace al caso de vectores aleato-
rios con distribucién multinomial. Para esto, considere

primeramente la siguiente convencidén notacional.

Notacién. Si Y,¥,... son vectores aleatorios independien-
tes con distribucidn comin Mr(l;pl,...,pr), para todo n € N
defina

* 2

§7 := (S - np) /n*"?, (2.15)

n

donde p = E(§1) es como en (1.19).
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Teorema 2.13. Sean Y},YZ,... vectores aleatorios indepen-
dientes <con distribucién comin Mr(l;pl,...,pr), donde
P,,---,p sON nimeros positivos. Sea 4 c¢ E _, una regién
como las que se estudian en cdlculo’'. Entonces

lim P[§n* € Ad] = I wpq(x;o,ﬁ) dx , (2.16)

n-o
4

~ % ~ ~ .
donde Sn , V = COV(Y) son como en (2.15), (1.20), respecti-

vamente.

Demostracién. Dividiremos la discusién en dos partes.
Caso 1. 4 es una regién acotada, digamos

dc{x = (X,.-4,%X )7 IXJ <K, i=1,...,r-1}, (1)

-1
donde K es una constante positiva.
Para empezar observe que

172

P[S = € 4] = P[(§n - np)/n’? € 4)

1/2

= Z{P(§n =m] :(m - np)/n"’° e 4} (2)

Considere ahora el término tipico de la sumatoria en (2),

esto es, P[§n = m] = a(m) donde (m - np)/n'’?c 4. Usando
(1) vemos que x = x(m) := (m- np)/n'’? satisface x| < K,
para i = 1,...,r-1. Luego, usando el teorema 2.10 vemos

gue, dado £ > 0, existe N € N tal que para n > N se tiene

'La frase "una regién como las que se estudian en céalculo"
se refiere a que 4 sea un conjunto medible en el sentido
de Jordan (Spivak, 1972).
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(1 - e)h"lp  (x(m);0,V) < a(m)

< (1+e)h Tl (x(m);0,T), (3)

1/2

donde hn := 1/n"’°. Luego, sumando sobre todos los m € N

para los que x(ﬁ) € 4 y usando (2) se obtiene que, sin>N

(1 - e)={h e (x(m);0,7) : x(m) e 4}
~ %
< P[Sn € 4]

< (1 + c)Z{hn"‘gpr_l(x(ﬁ);o,\’i) : x(m) € 4}. (4)
Por otro lado, para n suficientemente grande, la sumatoria
en (4) es una suma de Riemann para la integral de
qu(';o'ﬁ) sobre la regién «; esta suma corresponde a una
particién determinada por cubos de dimensién r - 1 con la-
dos de longitud hh' Usando el hecho de que hh = 1/n“2 > 0,

cuando n » ®», Vemos que

Lim £¢h " (x();0,7) ix (M) € £} = J o (x;0,T)ax.  (5)

n>ow 4
Finalmente, tome limite cuando n » » en (4). Usando (5) asi

como el hecho de que € > 0, concluimos que

. = * =
lim P[Sn e 4] = J ¢P4(XF0:V) dx.

n>mw 4
Caso 2. 4 c E _ es una regién (conjunto medible en el sen-
tido de Jordan) no acotada.
Sea € > 0 arbitrario. Para cada K > 0 defina

4(K) =4 n {x : Ixil < K};
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note que «(K) es una regién acotada. Ademas, dado € > 0

existe Ko > 0 tal que

IJwr_l(x;O,i'I) dx - Jqpr_l(x;o,i"r) dx| < e, para K > K.  (6)

4 4 (K)
Ahora, escriba §n* = (S:,...,sti) y observe que
(a) E(S,") =0, Y

(b) Var(sn’) = p (1-p) = 1/4, i = 1,2,...,r-1.

Luego, de la desigualdad de Chebyschev se sigue que para
todo 1 =1,...,r=-1
i i 2 2
P[ISnl z K] = Var(Sn)/K = 1/(4K"). (7)
Por otra parte, note que

IP(§ " e 4] - P(8 " ¢ 4(K)]I

~ %
P[§ " e 4 - 4(K)]

= P[ISSI z K para algin i1 = 1,...,r-1]

r-1

i
Z,PlIs ' = K],

A

y conjuntando con (7) se obtiene
~ % ~ % 2
IP[S " e 4] - P[§ ~ € 4(K)]I = (r-1)/4K,
de donde se desprende que existe K1 > 0 tal que

|P[§n* € 4] - P[§n* € 4(K)]lI < € , para todo K > K. (8)

Finalmente, seleccione K > méx{Ko,Kl}, con lo cual (6) Yy

(8) ocurren. Ademds, debido a que 4(K) es acotada, el caso
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1 discutido anteriormente implica que existe N(g¢) € N tal
que
1P(8 " € 4(K)] - jq>r_1(x;o,i’7) dx | <& sin > N. (9)
4 (K)
Combinando (6),(8) y (9) y usando 1la desigualdad del
tridngulo se tiene
1P(8 " € 4 - J‘Pr-l(x7°"~’) dx | < 3¢ sin > N,
«

lo cual demuestra (2.16) pues € > 0 es arbitrario. n

Para concluir, observe que el teorema (2.15) es un
teorema de limite central para los vectores Y. Ademas, de-
bemos mencionar que la convergencia en (2.16) es el resul-

tado alrededor del cual gira el resto de este trabajo.

4 VECTORES ALEATORIOS CON SOPORTE FINITO

Como se menciond anteriormente, el Teorema 2.13
puede considerarse como un teorema de limite central gena-
ralizado. A continuacién, utilizando argumentos que involu-
cran transformaciones lineales sencillas, extenderemos este
resultado al caso de una distribucidén arbitraria con sopor-

te finito. Esta extensidén se presenta en el teorema 2.15.

Sea X un vector aleatorio de dimensién p y suponga
que X tiene soporte finito, esto es, que existe un conjunto

X = {xl,...,xr} C Ep tal que
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r

>0, i=1,2,...,r, Y §1p1 = 1. (2.17)

i 1

P[X =x] =p
Supongamos ahora que X contiene al vector nulo 0. En este
caso, sin pérdida de generalidad se puede suponer que X =

0. Ahora, defina la matriz B de orden p x (r-1) mediante

B = [xl,xz,...,x I (2.18)

r-1
esto es, la i-ésima columna de B es el vector no nulo X .
Por otro lado, sea Y un vector aleatorio con distribucién

M1(1;p1""'F¥) y ¥ la respectiva proyeccién sobre E_,-

Note que (1.15), (2.17) y (2.18) conducen a que el vector

aleatorio X

X := BY, (2.19)
tenga la misma distribucién que X. En efecto, si
€,...,6 _es la base canénica de E___,

1 r-1 r-1

P[X = x ] = P[Y = e ]

]

J
>

]

»

i=1,...,r-1; ademéas,

P[X = 0] = P[Y = 0]

P[X = 0].

Luego, las propiedades (1.9), (1.19) y (1.20) facilitan 1la
labor de encontrar una expresidén para los primeros momentos

del vector X, pues éstos coinciden con los de X = BY :
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independientes con distribucién comln .Mr(l;pl,...,pr). De
la discusién realizada al inicio de esta seccidén se
desprende que los vectores aleatorios ii = B?i, con B defi-
nida en (2.18), son independientes y tienen 1la misma
distribucién que X; vea (2.19). Luego, el vector aleatorio

* n 172
X = (1§1X1 - nu)/n

n

tiene la misma distribucidén que

g * . _ e ~ 172
Xn = (1§1BYi - nBp)/n
_ > ~ 172
= B(.ZY - np)/n
i=1 1
~ %
= BS ;

vea (2.20) y (2.15).

Asi, para toda regidn 4 c Ep, se tiene

%* ~ %
P[X e 4] = P[BS ~ e 4]

n

- p§*cua

- [ n € 1]!

donde

d 3= {Z : BZ € 4} < qu’ (1)

Luego, el teorema 2.13 implica que

* ~ %
lim P[Xn € 4] = 1im P[Sn € &1]

n 3o n-*ow

= f«o (x;0,V) dx
r-1

4
1

= P[Z e 4], (2)

con Z tal que
Z=N_(0,9). (3)
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Ahora, note que de la definicidn (1) de Al se desprende que
Z e d es equivalente a BZ € 4. Usando esta observacidén en

(2) se sigue que

*

lim P[X € 4] = P[BZ € 4]
n->ow
= P[W € 4], (4)
donde
W := BZ. (5)

Cconjuntando (4),(5),(2.20) y (2.21) se sigue el resultado.

Caso 2. 0 ¢ X.
En este caso, defina el vector aleatorio
T := X - x, 4 (6)
y observe entonces que el soporte de T esta dado por
T = {x - xr,...,xr_l— xr,O}. (7)

De esta manera, si T“T;,... es una sucesién de vectores
aleatorios independientes con la misma distribucién de T,
el resultado demostrado anteriormente en el caso 1 implican

que, para toda regidén 4 c Ep,

1im P[T " € 4] = P[W € 4], (8)

donde
L NP(O,COV(T)), ()
Tn* := [,E,T,- nE(T)1/n">. (10)

Pero a partir de (6) y (1.9) se sigue que
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E(T) = E(X) - x_, y COV(T) = COV(X), (11)

y por lo tanto

*
T

n

1/2

l

[ (£, (X-x)- n(k - x)]/n

n

1/2
[1§1x1— nx - nu + nxr]/n

%
=X . (12)

n
conjuntando (8),(9),(11),(12) se concluye gque para toda
regidén 4 c [Ep,

1im P[Xn* € 4] = P[W € 4],

n>m

donde W es un vector aleatorio tal que

W = JVp(O,M). ]



TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL
UNIDIMENSIONAL

1 INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se han establecido 1los
resultados fundamentales que permitiran ahora demostrar el
Teorema del limite central (TLC) para variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con segundo
momento finito. El1 esquema general de esta demostraciodn
consiste en establecer primeramente, a partir del teorema
2.15,el teorema para variables aleatorias discretas con
soporte finito. Posteriormente -aproximando por variables
con soporte finito- se demostrara el teorema para variables
acotadas, y, por uGltimo, se abordara el caso de una varia-
ble no acotada.

De acuerdo al comentario anterior, el material se
ha estructurado en las secciones correspondientes a cada

una de las etapas mencionadas.
A lo largo del presente capitulo haremos uso de la
siguiente convencién.

Notacion. Si Xl,Xz,... es una sucesidén de variables aleato-

rias independientes con E(Xi) = u, Var(X)) = 6° < o, i =



68

1,2,..., escribiremos

X = n" (X - u)

n n

= (1}::1’(1 - np)/n'2. (3.1)

2 EL CASO DE VARIABLES DISCRETAS CON SOPORTE FINITO

Como primer paso hacia la versidén general del teo-
rema del limite central, enunciaremos el siguiente resulta-

do, el cual se desprende del teorema 2.15.

Teorema 3.1. Sea X una variable aleatoria con soporte fini-

to y segundo momento finito. Sea p := E(X) y suponga que

2 .
(o) < w. Entonces, si xl,xz,... es una

0 < Var(X) :
sucesidén de variables aleatorias independientes con la mis-

ma distribucidn de X, se tiene que
*
la distribucién asintética de xn es N(O,oz).

Mas explicitamente, para todo intervalo A ¢ R,

lim P[X ~ e A] = J 0. (2;0,06°) dz ; (3.2)
n 1
n->ow A
equivalentemente,
*
lim P[X “/o e A] = J v, (2;0,1) dz. (3.3)
n 2w » A

Observe que este resultado no es otra cosa que un
caso particular del teorema 2.15, correspondiente a p = 1;

se ha enunciado separadamente porque es el punto de partida
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de los argumentos de este capitulo.

3 TLC PARA VARIABLES ALEATORIAS ACOTADAS

Abordaremos ahora el problema cuando X es una va-
riable aleatoria acotada cualesquiera, independientemente
de su caracter discreto o continuo. Para esta situacidn, el
teorema del limite central se establecera en el teorema
3.7, en cuya demostracidén utilizaremos el hecho de que este
tipo de variables pueden aproximarse "suficientemente bien"

mediante variables discretas con soporte finito.

Definicién 3.2. Sea A € R un conjunto arbitrario. La fun-
cion indicadora de A se denota por IA: R » R y se define
por

IA(x) := 1 s1 x € A, (3.4)

:t= 0 se X ¢ A.

Observacién 3.3. Sea X una variable aleatoria y A < R un

intervalo arbitrario.
(i) Note que de (3.4) se sigue que
P[I,(X) = 1] = P[X € A] y P[I,(X) = 0] = P[A°].
Luego,
E(IA(X)) = P[X € A]. (3.5)

(ii) Suponga que A,...,A < R son conjuntos disjuntos y

r

que 1¥1A1 > X

soporte de X. Si G(X) es una funcién arbi-

traria de X con esperanza finita, entonces
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E(G(X)) = ZE[G(X)I, (X)]. (3.6)

Definicién 3.4. Sea X una variable aleatoria acotada con
media u y varianza o° > 0. Sea M > 0 tal que soporte X = X
< (-M,M). Para cada & € (0,M) sea a @ ..., la sucesién

que satisface

(1) ao=—M<a1<...<a <M=ar,y

r-1

(ii) a -a _ = 8§, i=1,...,r.

En este caso escribiremos

A := [a

; ,aj), j=1,2,...,r.

j-1

Defina KR ypeeer X mediante

x, 1= E(X-I, (X))/P[X ¢ A ] si P[X € A]] > 0,
. (3.7)
:= 0 de otro modo.
Finalmente, la variable aleatoria X‘S se define por
X3 1= T xI (X)] ; (3.8)
jS15757aA

J
note que esto es equivalente a X6 = xj si X e Aj.
Nos referiremos a X6 como la 8-discretizacion de X.
En los siguientes lemas se muestra que X8 puede

aproximar tan bien como se quiera a X eligiendo adecuada-

mente a §.

Lema 3.5. Si Xy Xa son dos variables aleatorias como en la



71

definicidén 3.4, entonces
S
|

(i) P[|X - X°| = 8] = 1.

(ii) E(X°) = E(X).

(iii) 0 = Var(X) - var(x’) = &°.

Demostracién. i) Observe primeramente que

x -x%=x - x, , si Xehn, (1)

donde X, estia definida en (3.7) para todo j = 1,2,...,r.

Mostraremos que si P[X € Aj] > 0 entonces X, € Aj.

Suponga que Aj es un intervalo, Aj = [a}d,aj). Observe dgue

si X € Aj, esto es

entonces

ardlAj(X) = X IAj(X) < ajIAj(X). (2)

Utilizando (3.5), (2) y las propiedades del valor esperado
se sigue que

aydP[X € Aj] =< E(X IQJ(X)) = ajP[X € Aj].

De esta manera, si P[X e Aj] > 0 se tiene

a_ = E(X I%(X))/P[X €Al =a, (3)

esto es, si P[X € Aj] > 0 entonces
xje Aju {aﬂu (4)

Por otra parte, se puede verificar que, en este caso, supo-
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ner x, = a, conduce a una contradiccién, y por lo tanto

P[X € Aj] > 0 implica x, € Aj. (5)

J
A partir de (1) y (5) se sigue
é =
P[|X - X"| =8] =1.
ii) Observe primeramente que si Aj es tal que P[X € AJ] =0

entonces

E(X I, (X)) = O. (6)
3

A partir de (3.7), (3.8) y (4) se desprende que

kS d kS
E = =
(x°) = EZx PIX =x]
r
= j§1xj P[X € Aj]
r
= j§1E[X I (X) 1,
J
= E(X).
iii) Note que el evento [(X - Xs)2 = 62] es equivalente a

[|X - X3| = 8]. A partir de i) se tiene entonces
P(X - X°)% = 8°] =1,
de donde se deprende que

0 = E[(X - X°)?] = &% (7)
Por otra parte,

ELX - x9)%) = TE( - x)°1, (0]
J

3

1l
M =

2 8.2
5 1E[(X - 2XX" + (X7) )IA.(X)]

3
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r 2 ’ 8 T 8.2
= Z,E(X IAj(X)) - 2 EE(XX IAJ(X)) + | ZEL(XD) IAJ(X)]. (8)

Observe ahora que para todo j = 1,2,...,r se tiene :

E(Xx°I, (X)) X E(XI, (X))
3 bl

2
= P[X € A
XJ[ j]

2
= xJ E(IAJ(X))

E((x2)°1, (%1,
3

por lo que de (8) y el resultado de (ii) se sigue que

8,2 : 2 T 8,2
E[(X - X )] = j§1E(X IAJ(X)) - j§1E[(X ) IAJ(X)]

T 2 2 : 8.2 2
j§1E(X IAJ(X)) -y - j§1E[(X ) IAj(X)] + W

Var(X) - Var(Xa). (9)

Ccombinando (7) Y (9) se obtiene el resultado. n

En el siguiente lema se establece que la
S-discretizacién de X definida en (3.7) y (3.8) es tal que
la probabilidad de que Xan* esté muy cercana a Xn* se puede
controlar con una eleccién adecuada de 8. Este resultado es
el que permitiri desprender el TLC para variables acotadas

a partir del caso de variables con soporte finito.

Lema 3.6. Sea Xlﬂ%r'°' una sucesién de variables aleato-

rias acotadas independientes e idénticamente distribuidas,
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con media i y varianza ¢ > 0. Para & > 0, 8 « 1 sea X&a la

d-discretrizacidn de X . Entonces, para todo n > O

P[l X - xiln“z/o > 8% 1 = §/0°.

Demostracién. Primero observe que las diferencias X - }86
son independientes e idénticamente distribuidas. Luego,
usando la desigualdad de Chebyshev, (i) y (ii) del lema 3.5
se tiene

P[F}Zn-xfln”2 = 08?7 = Var[nl’z('in—xi)]/oza

var (x - x%) /0%

1

E[ (X - x2)%7/0%

= 8/0‘2. n

Teorema 3.7. Sea X1'x2"" una sucesién de variables alea-

torias acotadas independientes e idénticamente distribui-
. . 2

das, con media p y varianza o~ > 0. Entonces, para todo

intervalo A c R,

*
lim P[X /Jo e A] = J ¢ (z;0,1) dz.
n 1
n->o A

Demostracién. La idea de la demostracién consiste en cons-
truir X‘S "tan parecida a X" de tal forma que lo que se pue-

. * . 2 2o s *

da afirmar acerca de Xi sea también valido para Xn . Con
el objeto de exponer con mayor claridad los argumentos,

dividiremos la demostracidn en varias etapas.
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Etapa 1. Para 8 > 0, & « 1 sea X6 la 8-discretizacidén de

X. Sea X 6,)(‘s
1 2

,... una sucesién de variables aleatorias
. . . . " . 2 &
independientes y con la misma distribucidn que X .

Defina

D := (in - x5 yn'’?,

n n

y note gque para cualquier intervalo A c¢ R se tiene
* S*
P[ X /o € A ] =P[(X /o) + D /0 & A]

*
= p[(x‘: /o) + D /o € R, ID /ol = 8%

8% 1/2
+ P[X_ /o + D /o €A, ID /ol <3&877); (1)

vea la convencidn notacional (3.1).

Etapa 2. Estimacién de los términos del lado derecho de
(1) .

Primeramente observe que del resultado del lema 3.6 se
sigue inmediatamente que

172

0 P[(Xi*/a) + D /o €A, ID /o] =877

IA

P[ID /ol = %

A

< 8/0°. (2)

Ahora, defina

A, :={xeR: (x -87 x+ 8% cny,

A, :={xeR: (x-87% x+877 na=oeo}.
Con esta notacidén, note que

(*) P[(Xi*/cr) +D /o eA, ID/ol < 8% = P[Xi*/a € A l-
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(**) Note qgue el evento [Xi*/ae ALS] se puede "descomponer"

como

i/2 172

3% s* >
[Xn /o € A_ |Dn/0‘| <3 "] wv [X,n /O € A_a,an/O‘l =z 87°7].

6'
. O

En este caso, es claro que, sl Xn JO € A;a, entonces

*

x?*/0) + D Jo € A, ID Jol < 8%
n n n
8% < .

asi, [Xn JO € A—S] esta contenido en

172 172

[(xi*/o) +D /o €A, ID /ol < 87?1 v [ID /ol = 8],

de donde se desprende que

P Xa* A
[(X /o € _s)
3 * 1/2 2
= P[(Xn /o) + Dn/o € A, anI/U <877 + 8/0".

De la discusidn en (*) y (**) se sigue que

*
P[Xi /o € A - 5/0‘2

5]
S* 1/2
= P[ (Xn Jo) + Dn/o € A, IDn|/0‘ < &7°7]
S*
= P[X_ /0 € A ]. (3)
Combinando (1)-(3) se obtiene
P[Xi*/a €A ] - 8/0° = P Xn*/° €A ]
&% 2
= P[Xn /O € A6] + 8/0". (4)

Defina ahora

A = {x e R : [0(8)/0]lx € A;S} ’

A, = {xeR : [0(3)/0]x € A} ,
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donde
o(8) := var(x®).

Observe que

(x2* /0 e A ] = [X27/0(8) € A g,l,

S* _ 8*
[Xn /o € A = [Xn /cr6 € A

5] sl

y por lo tanto, usando (4) se sigue que

P(x3*/0(5) € A 5] = 8/0° = P x*/o e n ]

-5
= p(x°M/0(8) € A ) + 8/0% (5)

Etapa 3. Derivacidn del resultado a partir del teorema 3.1.

Sea £ > 0 arbitrario.

2
-SU’ASU

(iii) del lema 3.5 se puede elegir s, > 0 lo suficientemen-

Por la forma de los conjuntos A y el resultado

te pequefio tal que

! I ¢(z;0,1) dz - f ¢(z;0,1) dz| < €/3 , (6)
A-BG A
| [ e(zio,1) az - [ ezio,1) azl < /3, (7)
ASG A

para todo & < 60.
Por otra parte, como la variable X6 tiene soporte finito,

el teorema 3.1 garantiza la existencia de N(g) > 0 tal que

2por ejemplo, observe que si A es un intervalo de la forma

(a,w), entonces A_6 = (a+6LQ,m) y por lo tanto

Ay, = ( [0/0(8)](a+s')

r®) -
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IP(x>" /0 (8) € A 50 - J 0(2;0,1) dzl < £/3 , (8)
A—Bo
1P(x>*/0(8) € Ay ) - J 0(2;0,1) dzl < £/3 , (9)
A
50

para todo n > N(g).
Elija ahora 61 = min{ao,eoz/B}. Entonces, a partir de (6),

(8) y la desigualdad del triangulo se sigue que si & < 3,

IP[Xi*/o(a) €eA_ ] - 58/d° - I 0(z;0,1) dz | < €, (10)

A

-80
para todo n > N(g).
Anadlogamente, a partir de (7),(9) Y la definicién de 51 se
obtiene para & < 8,
8% 2
IP[Xn J]o(8) € Aao] + 8/ - j ¢(z;0,1) dz | < g, (11)
A

si n > N(g).
Combinando (5), (10) y (11) se sigue que para € > 0 arbi-

trario, si n > N(g), entonces

- €
prx®* A ;0,1) d s/0°
< px*/og € A o) - [ e(z50,1) dz - 5/0
A
= P{ Xn*/o e A ] - J ¢(z;0,1) dz
A
<px>*/o_ en 3 - (z;0,1) dz + 8/0°
- n 3 -0 ¢ P
A
< g,
y por lo tanto
lim P[X */o € A] = J wl(z;o,l) dz. "
n~>o n A
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4 TLC PARA VARIABLES NO ACOTADAS

Supongamos ahora que X es una variable aleatoria no
acotada con E(X) = u, Var(X) = 0° < » . Mostaremos cémo X
puede aproximarse por una variable acotada, a partir de 1lo
cual se podréd establecer el teorema del limite central para

variables no acotadas.

Observacién 3.8. La existencia del segundo momento de X

implica que para todo 8 > 0 existe M(38) > 0 tal que

E(X?) - E(XI < 3, (3.9)

B(s) (X))

donde

B(8) := {x € R : |x| = M(8)}.

La condicién (3.9) es equivalente a afirmar que para todo §

positivo existe B(8) ¢ R acotado tal que
2 -
E(XTIg 5)c(X)) = 3. (3.10)
Por otra parte, para & « 1 tal que M(8) > 1 se tiene

(1) P[X € B(3)°] = E(Ig5y°(X)) < E(XZIB(a)c(X)) =38 ;
-< 2 -
(2) IE(XIB(S)c(X)){ < E(IXlIB(a)c(X)] < E(X IB(S)C(X)) = 3.

Asi, si 8 « 1, M(8) > 1 la condicidén (3.10) implica

P[X € B(8)°] < &, (3.11)

|E (XTI (X)) < 8. (3.12)

B(5)

La observacidén 3.8 sugiere la definicién de una
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variable acotada que aproxime a X. En efecto, usando la
notacién anterior, observe que si se define una nueva va-
riable soportada Gnicamente en B(S), la expresién (3.11)
garantiza que la "pérdida de informacién" se encuentra en
un conjunto de probabilidad menor a 8. Precisando, conside-

re la siguiente definicién.

Definicién 3.9. Sea X una varible aleatoria no acotada ,

con E(X) = u, 0 < Var(X) = 6° < o . Para 8 > 0, 8 « 1, sea

M(8) > 0 tal que

E(XZIB(S)c(X)) < s,
donde B(8) := {x € R : [|x| = M(8)}.

Defina la variable aleatoria X6 como

x® = x + E(XIp gy¢(X))/P[X € B(8)] , si X € B(8);

. (3.13)
0, si X e B(8)°.

Los siguientes lemas, equivalentes para este caso a
los lemas 3.5 y 3.6 en la seccidén 3, muestran la bondad de

la aproximacién de X por Xa.

Lema 3.10. Sean X Yy Xacomo en la Def. 3.9. Entonces

(i) E[x°] = E[X],
(ii) lo(8)3- o°| = c,(8),

donde 0(6)2 := Var(Xa) y ca(a) es cierta funcidén tal que

cl(a) » 0 cuando & - O.
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Demostracién. i) A partir de la definicién de x® y las pro-

piedades (3.5) y’(3.6) se tiene

E(x®) = E[(X + E(XIg 4 c(X))/P[X € B(8)1)Tg 4 (X)]

E(XIB(S)(X)) + E(XIB(S)C(X))
= E(X).
(ii) Note que

E[(x%)%] = E([(X + E(XI 5 c(X))/PIX € B(3)11°Tg 5 (X)) |

de donde se obtiene

E((x°)%) = c+ c+ ¢, (1)

con

c, = E(XZIB(S)(X)),

c, = 2-E[XIB(5)c(X)]-E[XIB(5)(X)]/P[X € B(8)],

c, i= (E[XIB(S)c(X)])Z/P[X € B(58)].

Observe ahora que
2 _ 2 .
E(X") = c + E(X IB(a)C(X)),
luego, combinando (1) con el resultado en (i) se sigue

0(6)2 -0o° = c2+ c3+ C,r (2)

donde

c, i= —E(XZIB(S)c(X)).

Por otra parte, de la definicién de Xa, (3.11) y (3.12) se

sigue que

le | = 2 8 (lul + 8)/(1 - 8), (3)
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le,l = 8°/(1 = 8), (4)
Ic4| = 3. (5)

Conjuntando (2)-(5) y utilizando la desigualdad del

tridngulo se sigue que

lo(8) - ol = ¢ (8),
donde C_(8) := 2 &(lul +8)/(1 = 8) + 8%/(1 - 8) + 5. .
Lema 3.11. Sea X1'Xz"“ una sucesién de variables aleato-

rias no acotadas independientes e idénticamente distribui-
das, con media M, y varianza 2 > 0. Para & > 0, & « 1
defina la sucesién xla,xza,... de variables aleatorias
independientes con la misma distribucidén que Xa, usando la
definicién 3.9. Entonces

1/2 1/4
8

pI X - X0 = 674 1 = ¢, (8),

donde C2(6) es cierta funcidén tal que cz(a) » 0 cuando &

tiende a cero.

Demostracién. Observe que las variables Xi-Xi‘S son indepen-
dientes y tienen la misma distribucién, para cada i =
1,2,.... Asi, a partir de la desigualdad de Chebyshev y el
resultado (i) del lema 3.10 se sigue que

1/2 1/4 172

] = var(n?( X - x2)1/ (0%

var (X - X%)/(6%6'?)

E[(X - Xa)z]/(a?‘ 1/2

). (1)
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Ahora, observe que

8

X - x° := - E[XI c(X)]/P[X € B(8)] , si X e B(3),

B(9)
:= X , si X € B(8)°,
de donde se obtiene

E[(X - X°)°] = (E[XIg 4,c(X)])?/PIX € B(8) 4E[X Ip (5)c(X)]

< 8%/ (1-8) + &. (2)
conjuntando (1) y (2) se sigue el resultado, donde

c (8) := [8% + 8%%/(1-8)1/0°. -

Teorema 3.12. Sea X1'X2"" una sucesién de variables alea-

torias no acotadas, independientes e idénticamente distri-
. . . 2

buidas, con media u y varianza o > 0. Entonces, para todo

intervalo A c R,

lim P[X */o € A] = J ¢1(z;0,1) dz.
" A

n>o

Demostracién. De acuerdo a la discusidén realizada entre la
observacién 3.8 y el lema 3.11, no es dificil ver que la
demostracién de este teorema puede verificarse en forma
andloga a la del teorema 3.7. En efecto, considere 1la
siguiente argumentacién :

Para alguna 8 > 0, & « 1 se construye la sucesibén {Xia}T=1
de variables acotadas independientes e idénticamente dis-
tribuidas que Xa, utilizando la definicién 3.9. Defina

D :=|X - Xilan,

n n
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y observe entonces que, para todo intervalo A c R,

P[ X "/o € A ] P[(Xi*/o) + D /o € A

*
p[(x2*/0) + D /o < A, ID /ol = 8%

+ p[(xi*/o) +D /o e, ID /ol < 87" (1)

A partir de (1), los resultados de los lemas 3.10, 3.11 y
el Teorema 3.7 permiten realizar la analogia con las etapas

2 y 3 de la demostracién de ese teorema. ]

5 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL UNIDIMENSIONAL

Para concluir este capitulo, y como una forma de
resumir la discusién hasta aqui realizada, a continuacién
se enuncia la versién general del TLC para variables alea-

torias con segundo momento finito.

Teorema del Limite Central. Sea Xlﬂg,... una sucesidn de
variables aleatorias independientes e idénticamente distri-

buidas, con media p y varianza c? > 0. Entonces
*
la distribucién asintdtica de Xn Jo es N(0,1),
esto es, para todo intervalo A c R,

lim P[X */0 € A] = I ¢ (z;0,1) dz.
n A 1

n->o



TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL
MULTID IMENSIONAL

1 INTRODUCCION

En la seccidén 4 del capitulo II se establecidé un
teorema del 1limite central para vectores aleatorios con
soporte finito (Teorema 2.15), el cual sirvié de punto de
partida para la discusién del TLC unidimensional. En el
presente capitulo se extienden las ideas del capitulo III
al caso multivariado, estableciéndose una versidn general
del teorema del 1limite central para vectores aleatorios
independientes con matriz de covarianza.

El material se ha dividido en forma tal de conside-
rar las dos posibilidades restantes de investigar : en la
seccién 2 se aborda el caso de vectores aleatorios con
soporte acotado y 1la seccién 3 se ocupa de vectores no

acotados.

Notacién. Sea X un vector aleatorio k-dimensional, para el
cual existen u := E(X), M := COV(X). Si Xﬁ,xz,... es una
sucesidén de vectores independientes con la misma distribu-

cién de X, defina

;:ZX - nu)/n’". (4.1)
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2 VECTORES ALEATORIOS ACOTADOS

Definicién 4.1. Un conjunto ¢ c R es un rectangulo si ¥ es
de la forma

Alx A2><. .o X Ak’

donde A es un intervalo acotado en R, i = 1,...,k. Esto

K .
es, ¥ es un recténgulo en R si

¥ = {x = (xl,...,xk)’: xe A, Ac R un intervalo acotado}.

Como ejemplos de la definicidén anterior considere

los siguientes conjuntos.
(1) ¥ := [0,5) < R.

(2) ¢ := {x = (x,%)': -1 <x <1, -1/2 < x_< 1} c RZ.

i

(3) ¥ := {x (xl,xz,xs)': (-1/2) = XX, X = 1/2} < R>.

(4) ¥ == [a1'b1) X [aa,bz) X eeeX [ak,bky

Por lo que respecta al caso en que k = 1, observe que de la
definicién 4.1 se sigue que los rectadngulos en R son los
intervalos de la forma [a,b],(a,b),(a,b] o [a,b), como es
el caso del ejemplo (1). En (2) note que ¥ es el rectangulo
en el plano comprendido entre las rectas x =-1, x = 1,

1

x, = -1/2, x, = 1 ; ¥ en (3) es el cubo con centro en el

origen y lado 1, incluyendo sus "caras".

I . k . .
Definicién. 4.2. Sean X, € R™ un punto arbitrario y r un

namero positivo. La vecindad abierta de x con radio r se
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denota por V(x,r) y se define como
V(x,r) := {x : Ix - xou <r}.
En particular, para todo r > 0,
vV(o,r) = {x : Ixll < r}.

Un conjunto o ¢ R* es acotado si existe R > 0 tal que 4 ¢
V(0,R).

En este caso, existe un recténgulo ¥ c¢ Rk,
¢ = [al,bl) X [az,bz) X oeaX [ak,h&), (4.2)

tal que £ c ¢.

Definicién 4.3. Sea 4 ¢ R* un conjunto arbitrario. La fun-
cion indicadora de 4 se denota por Idz R » R y se define

por

Observacién 4.4. Sea X un vector aleatorio de dimensidén k y

4 ¢ R* un rectangulo arbitrario. Entonces

(1) P[I(X) = 1] = P[X € 4] ¥y P[I(X) = 0] = P[L°].
Luego,

E(I (X)) = P[X € 4]. (4.3)

(ii) Suponga dque Ay""dr ¢ R* son conjuntos disjuntos y

soporte de X. Si G : R* » R es una funcidén

Q
c
o
C
N
Y,
&
"

arbitraria de X con esperanza finita, entonces
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E(G(X)) = \EEIG(X)I, (X)]. (4.4)

Sea X un vector aleatorio k-dimensional con soporte
¥ ¢ R* acotado y tal que existe M := COV(X). Andlogamente a
como se hizo en el caso unidimensional, se definira un vec-
tor con soporte finito que aproxime el comportamiento de X;
la idea consiste en dividir el soporte de X en "partes muy
pequefias" y elegir dentro de ellas un "buen representante".
Precisando, tenemos la siguiente definiciédn.

Definicién 4.5. Sean X := (X,...,Xk)’ un vector aleatorio

1
con soporte X c R* acotado, u := E(X), M := COV(X). Sea ¥ ¢
R* un rectangulo de la forma (4.2) tal que X < ¥. Si & es
un nﬁmero'positivo, éd < min{ bi -a : i=1,...,kK}, consi-
dere una particién de ¥ en rectéangulos YI,YZ,...,Yr tales
que

A = [a;,b;), i=1,...,k;

j=1,...,r.

Defina los vectores X X peoe X mediante

xj : E(Iy (X) -X)/P[X € Yj] si P[X € yj] > 0,
J
(4.5)

0 de otro modo.

]

]

Finalmente, defina el vector aleatorio X de dimensién k
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mediante la expresién

é

X° := é[Iy (X)x.1, (4.6)

esto es

Llamaremos a X5 la 8-discretizacion de X.
A partir de la definicién anterior es claro que, si

s _ -
P(X" = x ] = P[X € ¥ ].

Mostraremos ahora que, en este caso, xj € ?j. En este sen-
tido, podemos decir que xj es un buen representante de X en

s .
J

Lema 4.6. Si P[X € fj] > 0, entonces X, definida en (4.6)

es tal que

xje yf
Demostracién. Sea
.‘/’j = Aljx Azjx...x Akj'
donde Aij = [af,bf), i=1,...,k.

Si P[X € yj] > 0, de la definicidén (4.6) se sigue que

i — 3 —
xj = E(XH&G(X))/P{X € $ﬂ, i=1,...,k.

Utilizando (4.3) se tiene

i

E[I, (X)]x' = E[XI, (X)] , i=1,....k,
j J
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de donde se deprende que, para toda i=1,...,k

E[(X- x)I, (X)] = E[(x,'- X)I, (X)] = O. (2)
i j yj 3 i yj

Como se ha supuesto que E[;y(X)] > 0, las igualdades (2)
J
implican (Rudin, 1977) que no es posible tener xjt- Xi > 0

ni x;- X1 < 0 en todo fj, de donde se sigue que x; € Axf

Por lo tanto

x € ¥. =
J

Observacién 4.7. Por la construccién de los subrectangulos

fj, del lema 4.6 se desprenden las siguientes afirmaciones

. s .
(i) PLIX- x°1 =8] =1, i=1,2,....k

)

(ii) PLIX - X° 172

1A

k'’%s] = 1.
A continuacién, los lemas 4.8 y 4.10 establecen la
relacién existente entre los momentos de X y los de la dis-

. . - )
cretizacidén X .

Lema 4.8. Sean X y X6 vectores aleatorios como en la defi-

nicién 4.5. Entonces

gx®) = EX).

Demostracién. Primeramente, observe que si P[X e 33} =

E(Iy (X)) = 0, entonces E(Iy (X):X) = 0.
J J

Con esta consideracidén, (4.3)-(4.6) implican
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E(x%)

jgliE(ij(X))

= LE(Ty (0°X)

E(X). ]

Recordemos ahora la definicién 1.5, cap. I, segln
la cual,para dos vectores Y,Z definidos en un mismo espa-

cio, la matriz de covarianza entre Y y Z esta dada por
COV(Y,Z) = E[(Y - E(Y))(Z - E(Z)’],

siempre y cuando las esperanzas del lado derecho existan.
Un calculo algebraico directo a partir de esta definicién
proporciona el siguiente resultado, el cual sera utilizado

en el lema 4.10.

Lema 4.9. Sean Y,Z vectores aleatorios de 1la misma
dimensién y definidos en el mismo espacio. Si COV(Y),COV(Z)

existen, entonces COV(Y - Z) también existe y
COV(Y - Z) = COV(Y) + COV(Z) - COV(Y,Z) - COV(Z,Y);
recuerde que COV(Y) = COV(Y,Y).

8

Lema 4.10. Sea X un vector aleatorio acotado y X la

8-discretizacidén de X en (4.6). Entonces
8
cov(x®) = COV(X) + A,

donde A = [a“,] es una matriz de orden k x k tal que

la. ,] = 62, para todo i,i’ =1,2,...,Kk.

i1’
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Demostracién. Utilizando el lema 4.9 se tiene
3 S o) 1)
Cov(X - X°) = COV(X) + COV(X°) - COV(X,X") - COV(X",X). (1)

i) Mostraremos primeramente que

cov(x®) = cov(x,x%) = cov(x’,X). (*%)
para todo i,i’ = 1,...,k se tiene
85,8, _ o 8, &
E(X"X) = j§1E(X1 X Iy,j(X))

r
S
x x_ E(I
J 2% %y B yJ(X))

S{E(X. I, (X)) E(X, I, (X))/P[X € ¥ 1} ,
i yj i yj j

donde la Gltima sumatoria se extiende sb6lo para los j tales
gue P[X € Yj} > 0. Con esta notacibén observe entonces que
6 )

E(xi‘sxi ) = Z{E(Xilyj(X))-xji }

i’
S{E(x, X‘I”j (X))}

T )
jglE(Xi, Xin,j(X))

]

E(x,°X), (1)

y procediendo en forma similar se obtiene

E(xfxi‘?) = E(xfxi,) i (2)

conjuntando (1),(2) y el resultado del lema 4.8 se obtiene

cov(Xia,Xi?) = cov(Xi,Xi‘?) = cov(Xia,Xi,),

para todo i,i’ = 1,...,k , ¥, por lo tanto, (**) se satis-

face.
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ii) Combinando (*) y (**) se tiene
5. _ s
cov(x®) = Ccov(X) - COV(X - X°).

De esta manera, definiendo

)
A = [a;;,] 1= - COV(X - X),
restaria demostrar que laii,l = 8°. Pero
= _ w9 _ )
Iaii,l = lcov(X - X ~,X, X, ) |

8 5
IEL(X - X°) (X, X,°) ]!

) )
ELIX - X °1IX,~ X7 1]

A

82,

A

donde la tGltima desigualdad se sigue de (i) en la observa-

cién 4.7. E

Si Xx’xz"" es una sucesiébn de vectores aleatorios
acotados independientes e idénticamente distribuidos, re-
cuerde que nuestro interés radica en obtener la
distribucién asintética del vector aleatorio Xn*; vea 1la
convenciédn notacional en la seccidén 1. El1 siguiente lema
garantiza la proximidad -en términos de probabilidad- de
Xn* 0% Xan*, cuando se elige adecuadamente a 8. Este resul-
tado conduce a la formulacién del TLC para vectores acota-
dos en el teorema 4.12, en la medida en que permite exten-
der a Xn* la afirmacién que se hace sobre la distribucién

*
asintética de Xan en el teorema 2.13.
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Lema 4.11. Sea xlﬂg,... una sucesién de vectores aleato-
rios de dimensioén k acotados, independientes e
jdénticamente distribuidos, con media u y matriz de cova-
rianza M. Para & > 0, & « 1/k, sea Xﬁ5 la s§-discretrizacién
de xl. Entonces, para todo n > 0

*
P[nxn*- x5n 1= 8% ] = ks.

Demostracioén. Defina

- ) 172
= [,£(x-X°)1/n

y observe que el lema 4.8 Yy la independencia de los vecto-
res X - X 8 implican

E(Z) = 0, (1)

cov(z ) = COV(X - x%). (2)

De esta manera, utilizando la desigualdad de Chebyshev para
vectores aleatorios (ver A3), se tiene

PIZn = V%) = tr[COV(X - x%)1/s. (3)

Por otra parte, utilizando (i) de la observacidén 4.7 se

sigue que

8

tr{cov(x - x°)] = EVar(x- Xx°)

"M =

I
8
MM
-
1
~
>
[}
e
 —)

A
~
7]

(4)

Combinando (3),(4) y la definicidén de 2Z se obtiene el
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resultado. -

Teorema 4.12. Sea X un vector aleatorio acotado de
dimensién k, con esperanza g € Ek y matriz de covarianza M.
Si x1’xz"" es una sucesién de vectores aleatorios inde-
pendientes con la misma distribucién de X, entonces la dis-
tribucién asintdética de X;* es A&(O,M); esto es, si 4 es
una regién (conjunto Jordan-medible) en Ek, entonces

lim P[X * e d] = PIW e 4],

n->w

donde W =~ Nk(o,M).

Demostracidén. Por claridad, dividiremos la demostracidén en

tres etapas.

Etapa 1. Para 8 > 0, 8 « 1 sea x6 la 8-discretizacidén de X.

Sea Xﬁa,Xia,... una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes y con la misma distribucidén que Xa.
Defina
L X 8 %
z = (X x° "),

y note que para cualquier regidn d c E  se tiene

S*
P[X ed ] =P(X +2)ed]

_ 8* . sl72
= P[(Xn + Zn) e 4, HZnH z 8§77

*
+ Y+ z) e d, 1z < 5V (1)

Etapa 2. Empleando el resultado del lema 4.11 se tiene
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0 =p(x*+2) ed, 1z =387
n n n

P[IZ Il = 8%

1A

1A

ks (2)
Ahora, defina

o t= {xX : V(x,BUZ) c 3},

dg 1= (X : V(x,8V%) n 4 = o);

con esta notacién, considere las siguientes observaciones :

S* 172, _ S*
(*) P[(Xn + Zn) € 4, uznu < & ] = P[Xn € sda].

(**) Note que

S* _ &% 1/2
[Xn € .94_5] = [Xn € 34_8, I|Zn|| < &°7]
S* . sl72
V) [Xn € A_a, llZnII =8 7].

. *
En este caso, es claro que si Xi 6.46 Yy Zn es tal que
*
Iz Il < 52, entonces xi +Z e d. Asi,

3% S* 172 1/2
[Xn € sd_a] c [Xn + Zn € 4, IIZnII < &' 7] v [IIZnII ) 1.

Utilizando (2) se desprende entonces que
8* < S* 1/2
P[X° e 4 ] =P[X +Z ed, IZI <3'7] + ks.
Resumiendo la discusién en (*) y (**) se tiene :

S* S* 1/2
P[Xn € sd_a] - k8 = P[Xn + Zn e 4, Ilanl < & ]

= P[X0" € 4,]. (3)

A partir de (1)-(3) se obtiene
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&% * &%
P[X°" ed ] -ks =P[ X ed]=P[X edg]+ks. (4)

Etapa 3. Sea € > 0 arbitrario.
Por la forma de los conjuntos Aﬂa,Aal, se puede elegir 60 >

0 lo suficientemente pequefio tal que

Px®* e 4 ) - PIX)T € 411 < e/4 (5)

IP[X‘:* e 4] - P[x‘:* e 4] < e/4 , (6)

para todo & < 60.

Por otra parte, como X‘S tiene soporte finito, del teorema
2.15 se desprende que existe N = N(g¢) > 0 tal que, para

todo n > N,

lP[xf* e 4] - P(W> € 4] < e/4 , (7)

donde W® = ¥ (0,c0v(x%)).
Recuerde ahora que, para todo & > O,
1)
cov(x”) = M + A,

donde A es una matriz cuyos elementos son, en valor absolu-
2
to, menores a &8°; ver lema 4.10. De esta manera, se puede

encontrar &, positiva tal que, para todo & c E .

IP[W® < 4] - P[W < 4]l < €/4, W =A_(O,M), (8)

para todo & < 61.

A partir de (5)-(8) y la desigualdad del tridngulo se des-

prende que, para & < min{50,61,8/4k},

*
IP[X‘: €d ] -ké -P[Wedl<e, (9)
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1P(x%" € 4] + ks - P[W e L]| < &, (10)

para todo n > N, W = Nk(o,M).

Por lo tanto, combinando (4),(9) y (10) se sigue que

1im P[X." € 4] = P[W < 4]. .

n->o0

3 VECTORES ALEATORIOS NO ACOTADOS

Supongamos ahora que X = (X“...,Xk)’ es un vector
aleatorio con soporte X c Ek no acotado, p := E(X), M =
COV(X). Andlogamente al caso unidimensional, se buscara la
forma de "truncar" el soporte de X en forma conveniente

para extender a este caso el resultado del teorema 4.12.

Primeramente, observe que la existencia de la ma-

triz de covarianza M significa que
Icov(Xi,Xﬂl < o , para todo i,j = 1,...,k.

De esta manera, para todo 8§ > 0 existe B(3) < Ek acotado

tal que
’E(XRSIB(6)°(X))I =3, (4.7)

para todo i,j = 1,2,...,k.

Por otra parte, si 8 « 1 es de esperar que B(§) sea tal
gue, para todo X € B(8)°, se tenga X1 >1, i=1,..,k. Si

éste es el caso, note que :

( i) P[X € B(8)°] = E(I (X)) < E(xfl o(X) =8 ;

B(3) B(3)
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(i1) 1E(XIg el = E(IX |1g 5ye(X)] < E(Xflﬂ(a)c(X))
= 8.

Asi, si 8 « 1 se elige adecuadamente la condicién (4.7)
implica

P[X € B(8)°] < &, (4.8)

|E(X,T c(X))! < 3. (4.9)

B(3)

A partir de esta discusién, se define el vector

aleatorio xa con soporte acotado que aproxime a X de la

siguiente manera.

Definicion 4.13. Sea X = (XU'°"Xk), un vector aleatorio
no acotado , con esperanza i, y matriz de covarianza M.

Para & > 0, &8 « 1, sea B(8) un subconjunto acotado de Ek

tal que

IE(XQ%IQ(a)c(X))i < 8§, para toda i = 1,2,...,K.

. . )
Defina entonces el vector aleatorio X~ como

x® = x + E(XIg s c(X))/P[X € B(3)] , si X € B(3);
(4.10)

0, si X e B()C.

Los lemas 4.14-4.16 que se muestran a continuacién
constituyen los resultados equivalentes -para el caso que

nos ocupa- a los lemas 4.8,4.10,4.11 de la seccidn 2.

Lema 4.14. Sean X y X(S vectores aleatorios como en la
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definicién 4.13. Entonces

Ex®) = E(x).

Demostracidén. Usando (4.10) se tiene que

E(x®) = BE(x°Ig 4 (X))

= E(X). ]

Lema 4.15. Sea X un vector aleatorio no acotado y Xa como

en (4.10). Entonces
8
COV(X™) = COV(X) + A,

donde A = [au] es una matriz de orden k x k tal que, para
todo i,j = 1,2,...,k,

la, 1 = ¢, (8),

CU(B) > 0 conforme § -» 0.

Demostracién. Defina p := P[X € B(8)] y observe que para
i,j =1,...,k se tiene
8, 8 8, 8

E(XX") = EX X "I o) (X))

E[(X,+ E(X,Ig5)c(X))/P) (X + E(XIg s (X)) /P)Ig 5, (X)]

= E(XXIg 5 (X)) + ¢ +c, +c, (1)

donde

c := E[inB(a)(X)]E[XJISB(G)C(X)]/PI
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c = E[X Ig(a)c(x)]E[X IB(S)(X)]/p’
c, 1= E[XIg s c(X)JE[X Iy 5 e(X)]/P-

Utilizando la notacién

cov(x®) := [T ] , COV(X) := (o,,1r

1)
se tiene, a partir de (1) y el lema (4.9), due para

cualquier i,j = 1,...,k,

= + + + + c 2
tij Gij c1 Cz C3 4’ (2)

con ¢, := —E(XXj 8(6)°(x))‘

De esta manera, definiendo

donde

se tiene

cov(x®) = cov(x) + A.

Por otra parte, wutilizando (2),(4.7)-(4.9) se puede

verificar que

la, | =8 + [8° + (lu ] + lu1)8]/(1-8),

donde Moo= E(Xi). (]

Lema 4.1e6. Sea xl,xz,... una sucesidén de vectores
aleatorios de dimensién k no acotados, independientes e
idénticamente distribuidos, con media u y matriz de

. ]
covarianza M. Para 8 > 0, 8 « 1, sean X 1,Xaz,... vectores

BANCODE TESIS 00459
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independientes con la misma distribucién que x° en (4.10).

Entonces, para todo n > O
p[uxn*- x® Y1z 8 ) = ce),

donde C(é8) » 0 conforme & » O.

Demostracidén. Defina

n E) 172
= [, &~ X" )]/n

y observe que el lema 4.14 y la independencia de 1los

vectores X - X6i implican

E(Zn) = 0, (1)

COV(Z ) = COV(X - x%). (2)

De esta manera, utilizando la desigualdad de Chebyshev se
tiene

174

PLIZ I = 8% = tr[coV(X - x%)7/8'2. (3)

Por otra parte, a partir de la definicién de Xa sigue que

X - x° := - E(Tg5yc(X)-X)/P[X < B(8)], si X < B(s)

:=X , si X e B(8)°,
y por lo tanto, utilizando (4.7)-(4.9) se sigue que

k
tr[COV(X - X°)] = X Var(X- x° )

- EEL(X- X°)?)
i=1 i i

k
= T {(B(XI ¢(X))?/P[X € B(8)] + E(XiZI:B(a)c(X)}

B(8)
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= k[8°/(1 - &) + 3]. (4)

Combinando (3) y (4) se sigue el resultado, con

c(s) := k&7%/(1-8). =

Concluimos enunciando el teorema del limite central
para vectores aleatorios no acotados, cuya demostracidén se
sigue a partir de los lemas 4.14 - 4.16 en forma totalmente

andloga a la argumentacién propuesta para el teorema 4.12.

Teorema 4.17. Sea X un vector aleatorio no acotado de
dimensién k, con esperanza u € E Yy matriz de covarianza M.
Si xa,xz,... es una sucesién de vectores aleatorios inde-
pendientes con la misma distribucidén de X, entonces, si «
es una regidén (Jordan-medible) en E,
. *
lim P[X € 4] = P[W e 4],
n->ow n

donde W = Nk(O,M).
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APENDICE

Al LA REGLA DEL TRAPECIO

Antes de mostrar este resultado analitico empleado
en la demostracidén de la férmula'de Stirling (teorema 1.2)
recordemos la formulacién general del teorema del valor
medio para integrales, también conocido como segundo teore-

ma del valor medio (para integrales). (Spivak, 1978).

Teorema A.1l. Sean f,g:[a,b] » R funciones continuas, g = 0.

Entonces, existe £ € [a,b] tal que

b b
jf(x)g(x) ax = £(&) [g(x) ax .

Demostracién. Como f es acotada en [a,b], sean

m := inf{f(x) :x € [a,b]l},

M := sup{f(x):x € [a,b]}.
Defina u € R tal que
b b
[£egm) ax = u [gx) ax . (%)
a ’ a
Mostraremos primeramente que i € [m,M]. A partir de 1la
definicién de m y M, y dado que g =z 0 en [a,b], se cumple
m g(x) = £f(x)g(x) = M g(x), para todo x € [a,b],

de donde se sigue
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b b b
m g ax s [£e0g0) ax =M [gex) ax . (*%)

conjuntando (*) y (**) obtenemos m = u = M. De la continui-

dad de f se sigue entonces que existe £ € [a,b] tal que

L= £(£). .

1 obtenemos la

Observacién. Como caso particular, si g
formulacién del teorema A.1 que aparece cominmente como
teorema del valor medio para integrales en los textos de

calculo, a saber

b
J f(x)g(x) dx = £(§) (b - a), para algun £ € [a,b].

Teorema A.2 (Regla del trapecio). Sea f:[a,b] » R una fun-
cidén con segunda derivada continua. Entonces, existe £ €

[a,b] tal que

b
j £(x) dx = (1/2) (b-a)[£(a) + £(b)] - (1/12) (b-a) £’ (£).

Demostracioén. Defina g(x) := (1/2)(x - a)(b - x). Claramen-

te, g es continua y ademas note que

i) g = 0 en [a,b]; en especial g(a) = g(b) = O.

ii) g’(x) = -(1/2)(2x - a - b); en especial

g’(a) = -g’(b) = (1/2)(b - a).

iii) g’’(x) = -1.

A partir de iii) se tiene entonces
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b b
I £(x) dx = - J £(x)g’ "’ (x) dx.

Realizando una integracién por partes en el miembro derecho

de la igualdad anterior y empleando ii) :

b b b
I £(x) dx = -£(x)g’ (x)|° + J'f'(x)g'(x) ax

b
= (1/2) (b-a)[f(a) + £(b)] + [f'(X)G’(X) dx . (*)

Mediante un nuevo argumento de integracidén por partes para

el miembro derecho de (*) :

a

b b
[t e ax = g |} - [ £ g0 ax

b
= _J £r7(x)g(x) dx , (**)

dohde la Gltima igualdad se obtiene usando i).
Ahora, dado que se ha supuesto la continuidad de f’’, apli-
cando el resultado del teorema A.l1 se tiene que existe £ €
[a,b] tal que

b

b
[t eogm ax = £77@ [a00 ax. (%5%)

Por Gltimo, se puede verificar directamente que

b
j g(x) dx = (1/12) (b-a)°.

ASi, a partir de (*)-(***) se sigue el resultado. =

La denominacién "regla del trapecio"™ del teorema

A.2 viene de la observacién de que, si £ > 0, la expresiodn



(1/2) (b-a) [f(a) + £(b)]
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puede interpretarse geométricamente como el area del trape-

cio formado por los puntos (a,0),(b,0),(a,f(a)),(b,f(b)).

A2 LA FORMULA DEL PRODUCTO DE WALLIS

En esta seccién se proporciona una demostracidén de

la férmula de Wallis, utilizada en la demostracién del teo-

rema 1.2, la cual establece una representacién de m como un

producto infinito.
Para empezar, considere la

Io'I1""'Im"" definida por

Encontremos una férmula recursiva para esta

Observe primeramente que

o ‘
IO= Jsen x dx = X,

I1= Jsenx dx = -cosx .

sucesibn

sucesidn.

Para m = 2, la técnica de integracién por partes proporcio-

na el resultado

I= Jsen?x dx

= —J %i(cosx) sen™ 'x dx

-1 A 2 -2
= - cosx sen X + (m-l)Jcos ¥ sen” °x dx

Utilizando la identidad trigonométrica sen’x + cos’x = 1 se

tiene:
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I = - cosX sen™'x + (m-l)f(l - senzx)senwex dx

- - cosx sen™ 'x + (m—l)Jsenmex dx - (m—l)fsen?x dx

m-1
= - + - - -
cosx sen X (m 1)Im_2 (m l)Im,
de donde se sigue

Im= -(1/m)cosx sen™'x + (m-l/m)Ime’ m=z= 2.

Resumiendo, para Io’Iﬂ”"'Im"" se tiene la férmula re-

cursiva

I=x, I = -cosx
1
(a)
Im= -(1/m)cosx sen™ 'x + (m-l/m)lme’ mz= 2.

Defina ahora la sucesién LS RN R mediante
m

/2
a:= I sen"x dx , m = 0,1,... (b)
0
Dado que g(x) = senx cosx se anula en 0 y m/2, de (a) se

desprende que {am} puede definirse recursivamente por

a = n/2 , a= 1,

(c)

a = (m-1/m) a m=z 2,

-2 !

con lo cual se puede calcular a en forma recursiva para
m

cualquier m natural. Por ejemplo, observe que

=2

75
alO 1 8-6-

SR

7 _ 9 3-1
g8 3% "7 710 2-2

(@)
©
5l
(@] AXe)

Teorema A.3 (Férmula del producto de Wallis). Para toda n =

1,2,..defina
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n
n o= kT=114k2/ (4k%-1) .

n

Entonces la sucesién {nn}‘:‘_1 es convergente y

o] n
k1_11413/(:’,18-1) := lim kl:I14k2/(4k2-1) = n/2.
= e K7
pemostracién. Defina la sucesidbn aoﬁa,...,am,... como en
(b). A partir de la fdérmula de recursién (c) observe que
las subsucesiones {az,aA,.,.,azn,...},{a3,a5,...,aawl,..},

{a4,a6,...,aaﬂz,...} pueden definirse por

a = (2n-1) (2n-3)--:3-1 m

2n 2n (2n-2)---4-2 2 '
a _ 2n (2n-2):---4-2 (*)
2n+1 (2n+1)(2n-1)---5-3 !

a _ 2n+1
2n+2 2n+2 “2n '

n=1,2,... , respectivamente. De (*) y la definicidén de m
se desprende que para cualesquier n € N

a Jja = 2n-2n---4-2-2 2
2n+1’ “2n (2n+1) (2n-1)---3-3°1 @

(2/m) T, (2k)°/ [ (2k+1) (2k-1) ]

(2/mm_ . (%%)

Mostraremos entonces dque a /a2 es convergente.
n

2n+1
Primeramente, observe que 0 = senx = 1 si x € [0,m/2], de
donde se sigue que para todo n € N

2n+2 2n+1 2
sen™?x = sen®'x = sen“"x;

entonces, por la definicién (b) de a , se tiene
m
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, h =1,2,... ,

= =<
2n+2 a2n+1 a2n
o lo que es lo mismo

/aZn = a2n+1/a2n =1 , D= 1,2,... (***)

a
2n+2
pues a__ > 0 para todo n.

Observe ahora de (*) que

_ 2n+1
a2n+2/a2n - 2n+2 '
de donde obtenemos
lim [a2n+2/a2n] = 1.
n 2o

A partir de este Gltimo resultado y las desigualdades (**%*)

se sigue que a_ _ /a  converge, y

2n+1

1im [aawl/aZn] = 1’
n 2o

por lo cual (vea (*¥)) m_es convergente y
limm=m/2. ]
n>w n

A3 LA DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

En esta seccién presentamos una demostracién senci-
lla de la formulacién general de la desigualdad de Cheby-

shev para vectores aleatorios con matriz de covarianza.

Lema A.4. Sea Y un vector aleatorio k-dimensional con media

i y matriz de covarianza M. Entonces, para todo £ > O,
P[IY — ull =2 €] = tr(M)/cz.

Demostracién. Defina la variable aletoria



k
2,172
= [T, (¥, - Hu)]

y para € > O arbitrario sea A el conjunto

A := [g,») < R.

Utilizando la notacién M = [mu], i,j = 1,...,k,

primeramente que E(Z°) existe y esta dada por

k
2
E[Z] = 1§1m”

= tr(M).
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(1)

(2)

observe

(3)

Ahora, a partir de la definicién del conjunto A se tiene

E(z%) = E[Z°I,(2)] = €’E[1,(2)],
de donde se sigue dque
E[Z%]/€® = P[Z € A].
combinando (1)-(4) se concluye que, para todo

positivo g,

P[IY - ul = €] = tr(M)/e°.

(4)

naimero
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