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Variabilidad Espacial en Variables Geohidroldgicas
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polacidn Cokriging

ET método Kriging proporciona un estimador insesgado
si la suma de las ponderaciones por las que se multiplican -
las observaciones medidas es igual a uno y de varianza mini-
ma, si &sta es minimizada por un proceso de multiplicadores
de Lagrange. En el presente trabajo se demuestra lo anterior
incluyendo a Ta estimacidén Cokriging y se proporciona una me
todo]ogia para el uso de la interpolacién Kriging apoyéindose
en observaciones de niveles fredticos y niveles dinamicos. -

La metodologia consiste en:

a) Muestreo. Tomar informacidén de una cuadricula -



previamente realizada para el caso de observaciones regular-
mente espaciadas o tomar informacifn aprovechando infaestruc
tura o caracteristicas visuales bien definidas y estableci -

das al azar, para observaciones irregularmente espaciadas.

b) Cdlculo de semivariogramas. Para cada caso de ob-
servaciones regular o #rregularmente espaciadas, realizar la
estimacidn de la semivarianza y ajustar el mejor modelo teg-

rico, el cual determina si existe dependencia espacial entre

las observaciones.

c) Interpolacidn Kriging. Si existe dependencia espa
cial entre las observaciones, aplicar la interpolacidn Kri -
ging para la estimacién del valor de las variables en estu -

dio, en localidades no medidas.

d) Estimacidn del Error. Al aplicar iterativamente -
Ta interpolacién Kriging, para localidades medidas, se en -
cuentran los errores reducidos, a los cuales se les puede pro

bar Tas hipdtesis: Que son distribuidos normal, con media ce-

ro y varianza uno.
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ABSTRACT

 SPATIAL VARIABILITY IN GEOHYDROLOGICAL VARIABLES

By
JAVIER DE JESUS CORTES BRACHO
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Key words: spatial variability, regionalized varia -
bles, Kriging interpolation, water table,
pumping level, Cokriging interpolation.

Kriging method gives a unbiased estimator if, the -
amount of the weights by it's multiply the measures observa-
tions is equal to one and minimum variance if it is minimized
by a process of Lagrangian multiplier. This work show the an
terior inclosing Cokriging estimation and offers a methodolo
gy for the use of the Kriging interpolation supported in -

observations of water table and pumping Tevel. The metodolo-

gy contains:

a) Sampling. To get information of one grid realized

previously for the case of observations regularly spaced -



or to get information becoming subhstructure or visual charac
teristic good definite and established at random for ohser -

vations irregularly spaced.

b) Semivariograms calculation. For each case of ob -
servations regularly or irregularly spaced, to realize the
estimation of the semivariance and adjust the best theoreti-
cal model, which determine if by chance exist dependence -

spatial between the observations.

c) Kriging interpolation. If by chance exist depen -
dence spatial between the observations, to apply the Kriging
interpolation for the estimation of the value of the varia -

bles in study, in locations not measurements.

d) Error estimation. On apply iteratively the Kriging
interpolation, for locations measurements, it's meet the re-
duced errors to which itself can test the hypothesis: that -

are distribution normal, with mean Zzero and variance one.
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INTRODUCCION

Las condiciones hidrodindmicas de un medio estdn en
funcidén de las caracterfisticas del medio y de Tas propieda-
des del fluido, estas dltimas pueden ser conocidas en un -
andlisis adecuado del fluido. Sin embargo, para determinar
Tas caracterfisticas del medio por el cual circula, se apoya
ria en la técnica del muestreo, de tal forma que si se qui-
siera mejorar la calidad de las estimaciones en toda la tra
yectoria del medio, se tendria que aumentar el niamero de -
observaciones, repercutiendo en un mayor costo y tiempo de
andlisis, Este problema se extiende a diferentes dreas de -
investigacidn en las que conociendo ciertos valores de va -~
riables medidas en puntos determinados, se quisiera estimar
valores de las variables en puntos no medidos dentro del es
pacio de exploracifn de la variable, Asi, es la intencién -
de este trabajo mostrar una metodologia para obtener una in
terpolacid6n 6ptima considerando la variabilidad espacial de
las variables en estudio; y como un primer intento de expli
car el comportamiento en acuiferos calcdreos cuyo andlisis
es mis complejo que los acufferos granulares, es por eso -

que se formula ¢l siguiente objetivo:



Plantear la metodologia del uso de variables regio-
nalizadas y el método de Interpolacién Kriging para 1la esti
macidn de valores de variables geohidrolégicas. Al mismo -

tiempo, se contempla la discusifn de las siguientes hipéte-

’

sis:

Hg: Los valores estimados en alguna posicidén dentro
del espacio de exploracidn utilizando el método -

Kriging, son insesgados y con varianza minima.

Ha: Los errores reducidos se distribuyen normal con

media, mg, cero y varianza, o, uno.



REVISION DE LITERATURA
Antecedentes Sobre Variabilidad Espacial

Senalan Yost y Fox (1981) que en 1los inten -
tos de clasificacién de suelos a grupos de suelos -
que tienen propiedades similares, un solo pozo agro -
16gico destinado a clasificar 1los suelos, resulta in-
suficiente dado que existe gran variacién de las pro
piedades del suelo dentro de 1las categorias taxonémi-
cas, Mencionan que <colectaron 80 muestras de suelo -~
de las 1Islas de Hawaii y analizaron: fésforo, pH ¥y
cationes intercambiables; donde 1la vcapacidad de Tla -
taxonomia de suelos para predecir variacién en estas
propiedades, fue examinada mediante dos formas: la pri
mera consistfd en particionar categorfas simples -
mediante medidas aproximadas, y 1la segunda mediante -
un andlisis Jjerdrquico de varianzas patrdn., En ambos
casos, encontraron wuna gran variaci6n en las propieda-
des qufmicas de Tas 80 muestras de suelo, agrupdndo-

las en cuatro grandes grupos.

En 1a prdctica del muestreo se ha encontrado que los

valores de ciertas variables tienen una dependencia espacial,



P'e%ck et af. (1977) avoreciaron varidbilidad espacial de Tas propie
dadeskw1 suelo relacionadas  con Tas caracteristicas suelo-agua
en una area con vegetacidn de bosque, usando un mode]q de -
coleccidn de agua en una cuenca al oriente de Tennessee. La
metodologia desarrollada mencionan que puede ser aplicada -
para investigar problemas de suelo-planta-clima. También Ca
meron et af. (1979) monitorearon concentraciones de nitrato
(NO3), nitrégeno (N), y cloruro (C1), durante tres afios en

un estudio de campo para examinar factores afectados nor va
riabilidad, en parcelas de control fertilizadas estableci -
das en cada afio. Fueron muestreadas un minimo de ocho veces
a través del afio y realizaron andlisis individuales en cada
muestreo. Encontraron en otofio y primavera rangos diferen -
ciales de lixiviacidn de NOs, Ny C1, contribuyendo signifi
cativamente al incremento en la variabilidad. Dichos patro-

nes de lixiviacidn los atribuyeron a:

a) Variabilidad de propiedades fisicas para determi

nar almacenaje del agua vy transporte.

b) Puntos diferentes de redistribucién de arribo de
agua de Tluvia debido a diferencias en microrre-

lieve ‘de superficie,

Analizaron Lanyon y Hall (1981) las propiedades fi-
sicas y quimicas de un suelo morfolégico a través de una -
seccion de una cuenca de drenaje en el este de Ohio. La eva
Tuacidn fue por andlisis de autocorrelacidn para estimar el

promedio de magnitud de intervalos de dependencia mutua de



obiervaciones hechas cada 20 metros a lo largo de la sec -
cion. Sefialan que en la interpretacidn de los resultados de
autocorrelacidn en estudios pedol16gicos, necesita desarrollos -«
futuros, énfasis en Ta continuidad y ordenamiento natural del
suelo y considerar el hecho de que Tas observaciones re]dcig
nadas espacialmente, pueden ser mutuamente denpendientes. Es

to coincide con 1o que menciona Cochran (1981) que en mu -
chas poblaciones naturales hay razén para esperar que dog ob
servaciones xj, x4 serdn mds semejantes cuando i Y j sean -
cercanas en la serie que cuando ocupen posiciones distantes
entre si. Esto ocurriri siemore que haya fuerzas naturales
que induzcan un cambio lento al recorrer la serie. En un mo
delo matemdtico para este efecto, es posible suponer que -
Xj» x4 estdn positivamente correlacionados, siendo su corre
lacidn funcidon solamente de su separacion, i - §, que dis-
minuye al crecer la distancia. Aunque este modelo estd so -
bresimplificado, puede representar uno de los rasgos sobre-
salientes de muchas poblaciones naturales. Para investigar
si este modelo se aplica a una pob]acién, se puede calcular
el conjunto de correlaciones (pu) para pares de atributos -
que distan u unjdades y graficar la correlacién respecto a
u. kEsta curva o la funcién que representa se 1lama Correlo-
grama. Aunque el modelo sea vdlido, el correlograma no seri
una funcidn suave para una pob]acién finita cualquiera, de-
bido a Tas irregularidades que causa la finitud de 1la pobla

cién. As1 se tiene por ejemplo que Bresler et af. (1981)

trabajaron en un campo heterogéneo en el cual las propiedades



sge]o-agua y la misma produccidn de una cosecha pueden ser -
diferentes de punto a punto. Usando la variabilidad actual -
de datos de produccidn de cacahuate (Arachis hipogaea L.) -
Tos efectos de variabilidad espacial del suelo-agua sobre 1la
distribucidn de la cosecha producida y sobre la estructura -
de la correlacidn espacial fueron evaluados. Valores del to-
tal de produccidn de materia seca (junto con dos adicionales
aspectos de cosecha, produccidn de vaina y heno), contenido

de agua en el suelo (antes y después de la irrigacidn) y con
ductividad saturada, fueron usados para estimar distribucio-
nes tipo (normal o log normal) y sus momentos. Los resulta -
dos y cdlculos de correlaciones cruzadas entre produccidn de
cosecha y componentes suelo-agua, fueron usados para estable

cer una relacién aproximada entre la produccién de cosecha y

las variables suelo-agua, consideradas como variables espa -

cialmente aleatorias.

Sefialan Vieira et af. (1983) que en problemas agro -
némicos el procedimiento de muestreo puede crear alguna con-
fusién y sesgo en los andlisis y mencionan que la Geoestadis
tica proporciona un método para el andalisis del espacio y -
propiedades temporales en un determinado dato y un método de
interpolacién entre puntos seleccionados. Asi, la Geoestadis
tica considera una serie de datos recabados en cualquier es-
pacio o tiempo a intervalos discretos. Estas muestras pueden
ser correlacionadas mutuamente (unas a otras) para proporcio
nar alguna informacidn Gnica acerca de los pardmetros los -

‘cuales podrian no ser detectados con los clidsicos métodos -



estadisticgs,

En resumen, se puede decir que la inquietud de mu -
ches investigadores sobre problemas de variabilidad, data -
desde principios de 1900 (Montgomery, 1913; Robinson y Lloyd, 1915;
Pendleton, 1919), En experimentos de campo muy cuidadosos que
realizaron para determinar los efectos de la variabilidad -
del suelo sobre parcelas de campo (Montgomery, 1913; Smith, 1910),
nitrificacién (Waynick, 1918) y nitrdgeno y carbono (Waynick
y Sharp, 1919); una diversidad de proyectos de muestreo fue-
ron usados de tal manera que mostraban mixima aplicacién so-
bre el campo con las distancias entre las observaciones cono
cidas, en la actualidad, uno de los problemas que se tiene -
en diversas areas de 1nVestigacién es la extrapolacidn de -
los valores de una variable conocida en unos puntos especifi
cos hacia otros puntos dentro del espacio de explotacién, Co
menta Roman (1980) que los problemas de la calidad de la -
estimacidn de las variables de distribucién geogrdfica se -
plantearon por primera vez en la Escuela de Minas de Paris,

- en donde el matematico francés George Matheron y un grupo de
sus discipulos se abocaron a la solucién del problema, obte-
niendo la metodologia que aporta una estimacion 6ptima de -
Tos valores de una variable, pudiéndose extender su aplica -
cién a una gran cantidad de dreas de investigacién, la meto-
do1ogia recibe el nombre de Kriging; este término 1o propuso
G, Matheron en honor a D,G, Krige, Ingeniero en Minas, quien
fue el primero en introducir el uso de los promedios méviles

(1950), E1 MEtodo Kriging es un método de -



interpolacidn con un estimador lineal e insesgado de varian-

-

za minima.

Asi, Ta variabilidad espacial serd la variacién exis
tente entre Tos valores de las variables en funcién del espa
cio y el tiempo, y el método de interpolacidn Kriging es un

método que toma en cuenta a la variabilidad espacial.

Soporte Tedrico de la Variabilidad Espacial

Teoria de las Variables Regionalizadas

Se menciond anteriormente que el Método de Interpo -
lacidn Kriging toma en cuenta la variabilidad espacial, asi
lTo sefiala Matheron (1963, 1971) cuando desarrolld una teoria
a la que 1lamd "Teoria de las Variables Regionalizadas", 1la
cual describe los fundamentos de la Geoestadistica. En esta
teoria, una variable regionalizada es una funcidén del espa.—
cio numérico la cual varia de un lugar a otro con aparente -
continuidad y de tal manera que no puede ser generalmente -
representada por wuna  funcién ordinaria. E1 método -
de interpolacion Kriging se basa sobre la teoria de las va -

riables regionalizadas.

Paralelamente se ha desarrollado otro método de esti
macién 1lamado Cokriging, el cual menciona Vieira, et al (1983)
es particularmente Gtil cuando una variable es mis dificil a me
dir que las otras variables y, consecuentemente, tiene menos
observaciones con las cuales es contracorrelacionada. Las deriva-

ciones completas del sistema Cokriging es dado por Journel y



Huijbregts (1978) para un ndmero genérico de varia -

bles definidas en espacio tridimensional.,

De acuerdo con Viera et af, (1983) si se con-
sidera un campo de d&rea S para el cual se tienen -
medidas de wuna serie de n valores {z(¥j), i = 1,2,...,n}

en el cual cada x; identifica una posicién en coordena
ldas la que puede ser en cualquier espacio o tiempo;

por simplicidad de presentaci6n, se restringird 1la -
discusion dnicamente al espacio, Cada x; representa un

'par de coordenadas (xj,yj), i = 1,2,...,n; y cada z(x)
puede ser considerada wuna realizacién particular de -
una cierta variable aleatoria z(xx ), para un particu-
lar punto determinado x,. La variable regionalizada -
Z(xij), para todo x; dentro de S puede ser considera
da una vrealizaci6n de una serie de variables aleato-
rias {z(xi), para toda x; dentro vde S}. Esta serie

de variables aleatorias es 1lamada funcién aleatoria -

Yy es escrita Z(xi) (Journel 'y Huijbregts, 1978).

Uno de 1los métodos para estimacién de espacio
0 tiempo en dependencia entre observaciones vecinas -
es a través de autocorrelacién, Este método,. el cual
tiene sus origenes en andlisis de series de tiempo,
ha sido ‘uéado intensamente en la ciencia del suelo =
(Webster, 1973; Webster y Cuanalo, 1975; Viera eof af.

1981). Porque es una medida de dependencia entre
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muestras vecinas y tiene importantes aplicaciones tales co -
mo la localizacién de 1fmites de suelo (Webster, 1973) y en

el disefio de proyectos de muestreo para medidas en una di --
reccidn (Vieria et a£. 1981). Cuando las observaciones son -
distribuidas bidimensionalmente én cruz en una superficie de
campo, funciones de autocovarianza bidimensional son usadas

para averiguar la dependencia espacial. Sin embargo, cuando

la interpolacidn entre medidas es necesaria, una herramienta
mds adecuada para la medida de 1a correlacidn es el semiva -
riograma (el desarrollo matemdtico se presenta en el Apéndi-

ce A) el cual es definido como sigue:

Yy (h) = %«E{ [Z(xi) - Z(xqy + h)]?} (1)

E1 cual puede ser estimado por:

1 N(h) A ,
vh) = S5 iE;EZ(Xi) = Z(xi + h)] (2)

Donde E es el valor esperado y N(h) es el nidmero de
Pares de observaciones [7z(xi), z(xj + h)] separados por una
distancia o un vector de desplazamiento h (Journel y Huij -
berts, 1978). La ecuacidn (2) es dtil para estimaciones cuan
do los datos se encuentran en una linea recta 0 en una cua -
dricula regular. Sin embargo, cuando los datos se ehcuentran
espaciados irregularmente y los cuales pueden ser agrupados
en intervalos de distancias y dngulos, la estimacidn del se--

mivariograma estd dada por:



Z  (h) [z(xi) - z(x; + h)]?

A~ 1=1

(hj)

[\
I~ =z

Donde h sera el intervalo de distancia que agrupa a
Tas observaciones [ z(xy), z(x; + h)] ¥y hi sera cada distan -
cia entre las observaciones [ z(x;), z(x; + h;)] (Ramirez, -

1980).

A Ta representacién grafica de ?(h) contra los valo-
res correspondientes de h es 1lamada un semivariograma. Es -
de este modo una funcién del vector h, es decir, dependen de
Ta magnitud y direccidén de h. Cuando los semivariogramas pa-
ra diferentes direcciones son diferentes, el fenbmeno fisico
bajo estudio es anisotrdpico, y semivariogramas anisotrdpi -
cos deben ser sometidos a alguna transformacién que hard de
ellos isotrdpicos. Esto es descrito por Journel y Huijbregts

(1978), y Burgess y Webster (1980b).

La grafica del semivariograma experimental calculado
usando las ecuaciones (2) 6 (3) mostrarad una serie de puntos
discretos correspondientes a cada valor de h, asi, una fun -
cidén continua %(h) debe ser ajustada. Delhomme (1978) discu-
te algunos modelos tedricos para esta funcién y que son apli

cables a diferentes fenbémenos, se analizaran mas adelante.

Se espera que las diferencias [z(xi) - z(x; + h)] -
disminuyan cuardo h la magnitud de la separacién entre ellas
disminuye, asi, observaciones mas cercanas son esperadas pa-

ra ser mas semejantes que observaciones separadas por grandes



12 -

distancias. Para un proceso de estacionaridad de sequndo or-
den (las asunciones de estacionaridad se contemplan en el -
Apéndice A), v(0) = o0, asf se plantea en la ecuacién (2) y -
(3). Sin embargo, en la prdctica (Delhomme, 1978; Campbell,

19783 Hajrasuliha et af., 1980; Burgess y Webster, 1980a), -
cuando h se aproxima a cero, ?(h) aproxima a un valor positi
vo Tlamado Efecto Nugget (Co). Este valor revela la disconti -
nuidad del semivariograma cerca del origen a distancias meno
res que las pruebas mds cortas de distancia de muestreo. La dis-
continuidad puede ser debida a variabilidad de escalas mis -

cortas que las distancias de muestreo o a errores en la medi

cion (Delhomme, 1978).

Un modelo tedrico apropiado para el semivariograma -
experimental es uno de los aspectos mds importantes de la -
aplicacidon de la teoria de las variables regionalizadas y -
suele ser una de 1as mayores fuentes de ambiguedad de estas
aplicaciones, en vista de que todos los cdlculos dependen so
bre los valores del semivariograma para distancias especifi-

cas (Yieira et af., 1981).

Dependiendo del comportamiento del semivariograma, el

modelo a ser usado puede ser clasificado en dos categorias:

Modelos con Umbral y sin Umbral

1. Modelos con umbral o modelos transicidn. Si h se
incrementa desde cero, ?(h) incrementa arriba de un cierto
valor correspondiente de h, sez a este valor, después el -

cual permanece basicamente constante. E1 valor de Y(h) en -
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este punto es aproximadamente igual a la varianza de las ob

servaciones y es 1lamado el umbral Cc, y 1la distancia, a, es

1lamada el rango (Figura 2.1).

Figura 2.1. Semivariograma. Rango « es la distancia donde

Y(h) + e = umbral. (Tomado de Vieira ot af.
1983).

Cuando el rango a, es mds pequefioque las distancias cer
canas de muestreo, se tiene un Efecto Nugaet puro y el feno-
meno fisico tiene una distribucidén espacial completamente al
azar con respecto al espacio de muestreo disponible; los mé-
todos cldsicos estadisticos pueden ser aplicados. Sin embar-
go, si muchas muestras son tomadas de espacios cercanos, el
semivariograma puede dar a conocer alquna estructura. En rea
lidad, la existencia de un Efecto Nugget puro es la dnica si

tuacidn que admiten la teoria para uso de los métodos -
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estadisticos ¢ldsicos,

Bidsicamente, cuatro modelos te&ricos estdn en uso: -
Tineal, esférico, exponencial y gaussiano. En las siguientes
expresiones Cq es el Efecto Nugget, C; es el valor al cual -
las observaciones son independientes entre sf, C =¢Cy +C; -

es el umbral y a es el rango del semivariograma (Figura 2.2)

a) Lineal
Y¥(h) = C¢ + Bh 0<hcs<a
3 (4)
Y(h) = Co + C3 h > a

Donde B es la pendiente para 0 < h < a

b) Esférico

¥ (h)

Y (h)

Co-i—Cl[%(l;“l

)"%‘(a')g:l 0 £hsga

fl

Co + C h 2 a

ET modelo esférico es obtenido, seleccionando prime-
ro el Efecto Nugget, Cqy, y el valor del umbral ¢ = Cy + C;.
Dondeuna T1fnea intercepta al eje de las ordenadas como C y

.latangente a los puntos cerca del origen, obteniendo el um -

bral a una distancia a' = % a de este modo, el rango es -
'
a = §%~ . ET modelo esférico procede linealmente arriba a -

aproximadamente % a.

c) Exponencial

Y(h =co+Ci[l-exp(- 2] o0<h<a (6)
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Donde d es la distancia mdxima sobre Ta cual el semi
variograma es definido. E1 pardmetro a,, es obtenido al to -
mar una tangente a los puntos cerca del origen. Interceptan-
do al eie de las ordenadas en Cy. E1 umbral es aproximadamen

te a, = % donde a es el rango.

d) Gaussiano

- 2
?(h) = Cqy + Ci | 1 - exp (- bAv)T

22 ) (7)

E1 pardmetro ao es relativo al rango por a, = T%ﬁ a
donde a es el rango y es obtenido visualmente a la distancia

cuando el semivariograma se hace estable.

2. Modelos sin umbral. Corresponden a fendmenos con
una capacidad- infinita deé dispersidn, donde ninguna de
Tas' varianzas de Tlos datos ni las covarianzas pueden

ser definidas (Journel y Huijbregts, 1978). En general, es.os

modelos pueden ser escritos como:

o B
y(h) = Co + Ah 0 <B < 2 (8)

E1 pardmetro B debe ser estrictamente mas grande que
Cero y estrictamente mds pequefio que 2 en orden,para garanti

zar que la funcién ?(h) es condicional positiva definida.

Kriging Universal

Sea la funcidn aleatoria 2(x;) para cualquier locali

zacidn, x;, consistente en dos componentes:
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¥ (h)

Ch= - ~ =

Cxo85F~"+~7 !

! ' !

! 1

CxO.48"" : ]

P X

) 4

N N 1 ! 1
i 1 i i H L

O o/3 2W6/3 a

[¢] 1 2 3 4 h

0} Madelo Lineal y Funciones

) b) Modelo Esfeérico
Elevadas a una potencia

T 1h) T (h)
[ o S Ctr—=—— - e~ [— -
Cx086 f-~-f - - _s ! Cx080 """~ =~---; :
[ ) !
______ Y — 1 |
Cx063 fF--/- X i Cx0.63 | ! !
| i i i - | | |
! ' ! 1 | !
i H i t | i
! ] i i )
H | L N { i H "
[ 2a 3a h a 1.5a 2a h
c) Modelo Exponencial d) Modelo Gaussiano

Figura 2.2. Modelos de semivariogramas teéricos (Tomado de -
Ramirez, 1980). ’



. Z(xi) = m(xi) + €(x3) (9)

Donde m(xj) es el valor esperado de la variable re
gionalizada Z en el punto xj, dentro del espacio de explora-
cidn, y e(xi) es el error residual que se supone tiene como
media cero y varianza o*, Por lo tanto, para cada posicién -
de xj es necesario determinar el valor m/xj) y tener una ex-
presifn para el semivariograma de los residuales de m(xi) -

(Webster y Burgess, 1980).

Ahora, si se quiere estimar valores, Z(xo), para -
todas las localizaciones, xo¢, donde no se han realizado medi
das, y si se define como su estimador Z(xo). como una combi-

naci6n lineal de los valores observados, entonces:

~ N
Z(xo) = _Z
l=

L M B(x) (10)
Donde N es el nimero de valores medidos Z(xji) invo
Tucrados en la estimacién y X; son las ponderaciones conti -

guas a cada valor medido Z(xi),

E1 problema se reduce a determinar las ponderacio-
nes, \i, €stas podrian ser la inversa del cuadrado de la dis-
tancia,la inversade lasdistancias ola inversadel nlimero de va

lores. Sin embargo, el mejor estimador debe ser insesgado y

tener varianza minima. Esto es:

E{Z(x¢) - Z(x0)} = 0 (11)
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y tenga un minimo para;
Bl [2(x0) - 2(x0)?]) (12)

En el apéndice B se analiza la ecuacidn (11) y se en

cuentra que la estimacifn serd insesgada si:

N

También en el mismo apéndice B, utilizando un proceso
de minimizacién de multiplicadores de Lagrange, se obtiene -

el Sistema Kriging.

N
i§1 Ai C(xi,x§) -u = C(xi,xo), 1=1,2,...,N (14)

y la varianza minima de Kriging de la diferencia de 1os valo

res estimados Zz(xo) con respecto a Z(x,) es:

VIZ (o) - 2(x0)] =0 (x0) = B[ (x0) - 2 (x0)] %}

Q(Xo
N (15)
= C(0) + u - 121 Ai C(x4i,Xo0)

Donde C(xj,x4) es la funcibén covarianza corfespon—
diente al vector con origen en xi y extremo en x4. Lo mismo
se aplica a C(xj.,xo), es decir, al vector con origen en x4y y
extremo x,. Siendo x, la distancia a 1la que se encuentra el
punto a estimar; c(0) se refiere a 1la varianza de las obser-

vaciones Var{z(xj)} 3 y u es un muitiplicador de Lagrange.
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. E1 sistema Kriging de la ecuacifn (14) puede ser es -

escrito en notacidn matricial como:
[cIlr] =[»r] (16)

cuya soluciédn es;

[\ =[c]™ [p] (17)

Donde [:CI es la matriz covarianza o matriz Kriging -
en términos de covarianza, [C J-! es la inversa de [C]. [[A]
es el vector de factores Ai ponderaciones no conocidas y -
multiplicador de Lagrange, y [b] es el vector que contiene -
a las covarianzas entre el punto conocido en xi ¥ el punto a
estimar en x,. También la varianza mfnima en notacién matri -

cial estd dada por:
-~ \
of (%) = C(0) - [A][b] (18)

En la cual [th es la transpuesta del vector de Tam-

bda.

En el Apéndice B se aclara que el sistema Kriging pue
de ser usado en términos de semivariograma, Y(h) = ?(xi, xi +

h) = v(xi.xj), reemplazando c(h) = C(xj, xi+h) = C(xi.xj) en

el sistema de ecuacién (14) por c(0) - y(n)

~ ~
Aj Y(Xi,Xj)— U= v(xi,%Xe), i=1,2,...,N
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As? también, Ta varianza estimada deo®(x,) en térmi-

nos de ?(h) estard dada por:

=z

02 (xq) = C(0) + y - Ap Y (xi,%0) (20)

1=1

Cokriging

Seflalan Vieira et af, (1983) que en la ciencia del -
suelo, agrometeorologfa y percepcién remota, muy frecuente -
mente algunas varigb]es son contracorrelacionadas con otras,
algunas de estas variables son mds fdcil de medir que otras,
por ejemplo, la conductividad hidrdulica y el porcentaje de
arena y arcilla en Ta ciencia del suelo, donde el contenido
de arena y arcilla es mds fdcil de medir que la conductivi -
dad hidrdulica., En tales situaciones, la estimacién de una -
variable usando informacién acerca de ambos y la cual resul-

ta ser mds Gtil que el Kriging, es la estimacién Cokriging.

Si se considera un campo para el cual dos variables
Zy y Z» tienen medidas con nlimeros de muestreo ni Y n2 res -
pectivamente, y ademds la variable Z2 tuvo menos nimero de -
observaciones con respecto a la variable Zi; (ni< n.) es de-
cir, Z» fue mestreada sobre una cuadricula de 50 metros cua-
drados y Zi fue muestreada, por ejemplo, sobre una cuadricu-
la de 10 metros cuadrados y para todas las localizaciones -
donde hay una muestra de Z,, hay también una de Z,, Ahora, -
si se define a Z1 por Z:1(x3), i = 1,2,,..,n1 y Z» por Za(xj)
J =1,2,,..,n2, tal que los argumentos xi Y Xj corresponden

a las coordenadas X,Y como xj = xi,yi] y xj = [ %5,v5]

L]
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respectivamente. Si z1(xi) y z2(xj) son realizaciones parti-
culares de las funciones aleatorias Zi(xi) y Z2(x5), respec-
tivamente, se encuentra en el Apéndice C que el semivariogra

ma de zi1(xi) es;

Yu(h) =

N[ =

E{[ 21 (x1) - Z1 (x3+h) ]2} (21)

y el contrasemivariograma entre Z1(xi) ¥ Z2(x3), el cual es

igual al contrasemivariograma entre Z2(x4) ¥ Z17xi) es:

Yr(h) = %E{[Zﬂxi) - Zu(xy+ D) ][22 (x9) - 22 (x5+ )] (22)
= Yzi(h)
y el semivariograma de Zz(Xj) es:
Yah) = 5 B{[Z: (x5) - 22 x5+ h)]?) (23)

Ahora, si se quiere estimar valores, z,(x,) para to-
das las localizaciones, xgy, donde no se han realizado medidas
yisi se define como su estimador Z,(x9), como una combinacidn

lineal de los valores observados, entonces:

N N2

Za(x0) = Lo AiZdxky) + T Xa5Z, (x5) (24)
i=1 j=1

Donde N, y N, son los nimeros de los datos vecinos -
de Z, y Z, respectivamente, usados en la estimacién de un va

3 A L ) . . . P .
lor Cokrigado Z»(xo), también la mejor estimacidn serd inses

gada y de varianza minima, es decir:
E{QZ(XO) - Z3(x0)} =0 (25)

Yy se tenga un minimo para la varianza de cokriging, 0i(xo) -

de la diferencia de los valores estimados Z>(xo) cOn respecto
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a Zp(xoe) .
V(22 (xa) = 22 (x0)] = 0% (xq) = E{[%2 (x0) - 22 (x0)]%)  (26)

En el andlisis efectuado en el Apéndice C se encuen-

tra que el estimador de Z,(x,) es insesgado si:

N2
Z )\2] = 1 (27)
3=1

y
N,
L A14 =0 (28)
i=1

siendo el sistema Cokriging

N, Nao
Lo M1iCi (%1, Xk) +j£1>\sz12(Xk, Xj) = M1

= Ciu (xx, %9), k=1,2,...,N,

21 A Ci (xi, =x2) +j§1)\2 Caz ( %3, x£)- U

= Cx»n (x££, x3), L= 1,2,...,N,

Bajo las restricciones de las ecuaciones (27) y (28) la -
varianza estimada de Gé(xo) considerando el método Cokriging

de acuerdo al Apéndice C, es:

N,

géz(xo) = Cz2 (0) + 12 = L A1iCu(xi , xo)
N, (30)
- j£1 A24Ca  ( X3,%,)

Ta soluci6n del sistema de ecuaciones (29), producird Ni pon

deraciones A;i, N, ponderaciones A2g Yy 10S wy y uz multipli-

cadores de Lagrange.
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A diferencia del sistema Kriging, el sistema Cokriging puede ser
escrito simplemente en términos de contra semivariograma yvgix(h) sélo si -
Ckrx(h) = cggr(h) (Journel y Huijbregts, 1978), Esto puede ser verificado
en la précticé calculando Tos dos contravariogramas Cu(h) y Cn(h) y deter-
minando si son iguales o no; de ser iguales, el sistema Cokriging puede -

ser escrito en té€rminos de contrasemivariograma usando la relacién:
Yrrx(h) = C grx(0) - Cxrx(h)

Estimacion del Error

Tanto Kriging y Cokriging, como cualauier otro método de estima-
cion, involucra un error, Este error, debido al hecho de que la variable a
ser estimada es generalmente en algo diferente al valor estimado (Journel
y Huijbregts, 1978). La estimacifn del error, e(xk), es definida como la -
Z

diferencia entre la medida Z(x) y la estimada 2(xy), valores para alguna

localizacion xx. Asi, si se tiene una serie de n valores medidos, Z (%)
podemos obtener una serie de n valores estimados para localidades idénti -

AN

cas, z(x;) y entonces calcular una serie de n errores (Vieira et at, 1981)
e(xi) = [2(x1) - z(x;) ]

0 n errores reducidos

il

rx) = [Zxi) - 2(x)] / 0y (x5)

Donde o (x;) es Ta desviacién estandar estimada. Parece 16gico
preferir Tos errores reducidos, r(xj) sobre los errores estimados, e(x;),

dado que son de menor dimensién e independientes de la unidad en la cual

las medidas son expresadas.

Los errores reducidos, r(xi). pueden ser considerados

una realizacidn particular de la variable aleatoria R{xi) -



para el punto x;, la serie de todas las variables
R(xi) = [Z(x3) - 2(x3)]/s(x;) (34)

es una funcidn aleatoria, R(x; ) en la cual S(x;) es una va -
riable aleatoria correspondiente a la desviacién estdndar de
estimacidn, og(x;). Es posible ahora hacer inferencias esta -
disticas sobre R(x;) y calcular la esperanza mg = E{R(x;)}

y varianza o} = var{R(x;)} como los dos pardmetros para la -
funcidon de distribucién de los errores reducidos R(xi). R(xj)

puede ser considerado estacionario cuando Z(x;) es el mismo -

estacionario.

La calidad de 1os métodos de estimacién puede ser ve

rificada a través de dos condiciones de los errores reducidos

(DeThomme, 1978):

a) La media del error, mg, debe ser cercana a cero

b) La varianza, 0%, debe ser igual a 1

Para calcular intervalos de confianza, en cierto modo
dos pardmetros (mp y o}) de la funcién de distribucién pueden
ser encontrados para describir la distribucién de los errores
reducidos. La Distribucién Normal ha sido una de las mis ob -

servadas frecuentemente en la prdctica (Journel y Huijbregts,

1978).

Bajo la asuncidn de distribucién normal de los erro -
res reducidos R(x;), una prueba t puede ser realizada sobre -
el error medio, mg, para probar la significancia de la asun -

cién mg = 0. Para.la varianza de los errores reducidos es -
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espgrado (Delhomme, 1978) sea igual a 1, y una prueba de X2
puede ser realizada, Ademds, el 95 por ciento de los errores
reducidos se espera que se encuentren entre - 2 y 2, lo cual
es equivalente a esperar que los errores reducidos siguen una
funcidn de distribucidn normal con pardmetro mgr = 0 y or = 1

(Snedecor y Cochran, 1967).

La explicacidén prdctica del cdlculo de los errores
reducidos es debido a la importancia del efecto de los erro-
res sobre la evaluacidn de la calidad de la estimacidn y las
asunciones para las cuales la estimacién es hecha. La técnica

es llamada contra-validacidn o jackknifing.

Si se tiene una serie de n valores medida, z(x;),
distribuidos bajo un campo de drea s y para el cual un semi-
variograma experimental ?(h) ha sido encontrado para ser ade
cuadamente ajustado por algin modelo. Ademds, para cualquier
posicidn, x;, se estimé un valor Q(xi) y la varijanza estimada
Si(xi) usando los n puntos cercanos de xi; pero no el mismo
En otras palabras, para cualquier posicidén xj, pretendiendo
que el valor de E(Xi) no tuvo que ser medido, y el resto -
valores medidos adn tiene el mismo variograma v{h ). Como re
sultado se tendria una serie de n valores medidos z(x;), va-

lores estimados Z(xj) y varianza de estimacién Si(xi) los -~

cuales hacen posible el cdlculo de los errores reducidosr(x;)

Una aproximacidén similar puede ser usada por el Co

kriging calculando el error reducido.

Re (x1) = [Z2(x;) - 22 (x1)]/ox, (x3) (35)
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Interpretaciones similares pueden ser obtenidas, tal
como la calidad de la estimacidn CoKriging, la calidad de
lTos modelos estructurales usados (contra semivariograma) y -

validez de las asunciones realizadas.

Aplicaci6n de la Variabilidad Espacial

Sefiala Babalola (1978) que en el manejo del suelo- -
agua se requiere una confiable estimacién de las propiedades
del suelo y el agua para predecir y controlar la dindmica del
agua en el suelo. Esta esfimacién deberia tomar en cuenta la
variabilidad espacial de las propiedades suelo-agua en el cam

po.

Manifiestan Sisson y Wierenga (1981) que Tla variabili
dad de los suelos con respecto a sus propiedades hidrdulicas
han sido estudiadas por algunos investigadores como: Biggar y
Nielsen (1976), Nielsen et af. (1973), Rogowski (1972), Cas -
sel y Bauer (1975), Warrick et af. (1977a, 1977b), y muchos -

otros.

Mencionan Dugas et af. (1983) que crecientemente mode
los de cosecha han sido usados para estimar la longitud del -
drea de produccidén y generar informaci6n para consejos de -
agricultura regional cosecha-tiempo. Para tal prop6sito se re
quiere un entendimiento de los factores afectados espacialmen
te en la extrapolaci6n de estimados de cosecha, crecimiento y
produccién. Examinan la influencia de distancia, elevaci6n y

precipitacion mensual sobre variaciones de cultivos de maiz
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(Zea mays L.) y sorgo (Songhum vuﬂgané) usando datos de tem-
peraturas mdximas y minimas, radiacidén y precipitacidn para
simular la produccidn en sitios de Kansas, Oklanhoma y Texas,
los errores de produccidn (definido como la diferencia de pro
duccidn entre una distancia y un sitio centralmente localiza
do de referencia) fueron calculados para cada afio. La produc
cién media simulada sobre todos los anhos fue aproximadamente
igual dentro de cada drea de maiz y sorgo, es decir, la me -

dia aritmética de errores de produccidn fueron cercanas a -

cero.

Examinaron Gajem et af. (1981) la estructura espa -
cial de las propiedades de un suelo tipico torrifluvent en -
la Universidad de Arizona en la estacidn experimental de Ma-
rana. Novecientas muestras de nueve longitudes fueron colec-
tadas en lineas rectas en 20, 200 y 2000 cm de intervalos. -
Todas las muestras fueron a 50 cm de profundidad, las varia-
bles medidas incluyen 0.1 a 15 bars de contenido de agua, -
agua disponible, area superficial, distribucién del tamafo -
en particulas, pH, conductividad eléctrica y densidad a sie-
te dias después de la irrigacidn. Funciones de auto correla-
cion se evaluaron para cada pardmetro y se encontrdé ser co -
rrelacionadas sobre el espacio con patrones de tres tipos bad

sicos: tipicos, aleatorios o0 con gran zona de influencia.

Sefialan Mc Bratney y Webster (1983) que una tarea co
mdn en estudios regionales de suelos es determinar T1o0s valo-

res medios de propiedades particulares de muestras de suelo.
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Las estimaciones del nimero de observaciones necesarias para
tal ;ropésito son basadas sobre la teorfa del muestreo cldsi
co, sin considerar a la dependencia espacial en los datos. -
Asi proponen un método para determinar tamafio de muestra, que
es el n&mero de observaciones tomando en cuenta la dependen-
cia espacial. E1 método depende del conocimiento del semiva-
riograma de la propiedad de interés, el cual es usado para -
calcular las varianzas en la vecindad de cada punto de obser
vacidén. Obtienen la varianza global y de la cual calculan el
error estandar, y el tamafio de muestra es minimizado conside

rando la situacidn de los lugares de muestreo.

Realiz6 McCool (1970) experimentos en el laborato -
rio de conservacidén del agua y estructuras del Departamento
de Agricultura de los Estados Unidos, para probar la certeza
y aplicabilidad en la generacidn de procesos de las ecuacio-
nes de flujo con variabilidad espacial, asi trabajdé sobre el
efecto de Ta longitud de hierba y flujo variante espacialmen
te sobre Ta coriolisis o coeficiente de velocidad principal
y sobre el boussinesq o coeficiente de momento en ecuaciones
para flujo en canales abiertos. Esto ayuda en el disefio de -

canales con hierba, donde el corte seccional cambia rapida -

mente.

Menciona Delhomme (1978) que muchos de los métodos -
generalmente usados en hidrociencias para interpolacidn, co-
minmente les falta considerar 1o espacial y cuantificar la -
exactitud de Tos estimados. Sefiala que la teoria de las va -

riables regionalizadas permite la relacidn entre la
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correlacion espacial en campo de hidrometeorologia o hidrogeo
Togia y la precisidn de interpolacion o determinacidn de valo
res comunes sobre esos campos. Presenta también una serie de

casos en contornos automaticos para modelos numéricos, estima
cién de precipitacién sobre una &rea de captacidén y disefio -

del sistema de medicidn.

Da énfasis Olea (1974) a la teorfa de las variables -
regionalizadas diciendo que permite la formulacidn de un algo
ritmo superior para contornear y lo aplica como un método al-
ternativo para generar cuadriculas donde las relaciones espa-
ciales son consideradas. Ademds, menciona que el Kriging Uni-
versal es un procedimiento de interpolacidn exacto y probable
mente el mds importante que produce una medida para la estima

cidn del error en cualquier punto del espacio muestral.

Aplicé Roman (1980) la metodologia desarroilada por -
Matheron sobre las variables regionalizadas consideradas en -
la interpolacidn Kriging en un estudio de mantos fredticos en
donde frecuentemente se tienen pocos puntos de observacidn y
de los cuales se parte para conocer las variaciones del nivel
fredtico en toda una drea de interés, como fue en este caso -
el distrito de riego namero 14, Rio Colorado, Baja California
Norte y Sonora. En base a la interpolacidén Kriging realizé -
una representacién grafica mds exacta y automdtica de los da-

tos estimados mediante planos de lineas de isovalores.

Determinaron Rodman et af. (1974) la relacidén friccidn

con uniformidad de flujo para una superficie con vegetacidn -
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simulada, con la finalidad de predecir el flujo del agua su -

perficial, variando espacialmente en estado estable.

Resolvié Wallender (1986) utilizando un modelo de -
irrigacién por surcos y ecuaciones de balance de volumen, ca-
racteristicas de infiltracion variando espacialmente, asumiég
do medidas de espacio constantes, encontré que las caracteris
ticas de infiltracion no uniformes (en suelos relacionados va
riablemente) reducen el coeficiente de uniformidad de Chris -

tiansen, mds que reducir la eficiencia de aplicacién del

agua.

Analizaron Carvallo et af. (1276) la conductividad hi
drdulica en suelos no saturados contra profundidad <n s4tu en
cinco parcelas de infiltracion dentro de una drea de 0.01 hec
tdreas sobre un suelo formado de materiales lacustres en un -
lecho de lago glacial. Suficiente agua fue dejada para infil-
trarse en cada parcela y mojar el perfil del suelo a 152 cm,
la superficie del suelo fue cubierta para prevenir evapora -
cidon durante el periodo de drenaje, la presi6n del agua del -
suelo fue monitoreada con tensiémetros por tripiicado a pro -
fundidades de 15, 30, 45, 61, 91, 122 y 152 cm. Encontraron -
variabilidad espacial significante de la conductividad hidrau
lica con el nivel de uno por ciento, debido a 1a naturaleza -

heterogénea del suelo en la direccidn vertical.

Observaron Jimyeh et a£. (1936) variabilidad en la -
tensién agua-suelo a lo largo de 290 metros de longitud a tra

vés de un campo cerca de Socorro, Nuevo México, las tensiones
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fueron medidas por 94 tensidmetros individuales permanentemen
te fnsta]ados a intervalos de tres metros en toda la longitud
y a 0.3 metros de profundidad. La longitud fue monitoreada -
varias veces durante un periodo de dos semanas siguientes a -
13 miiimetros de Tluvia.Las observaciones muestran un incre -
mento gradual de la tensidén del agua en el tiempo y un alto -
grado de variabjlidad espacial, el rango de tensién de 0.15 a
0.7 bars a un tiempo dado. E1 andlisis de covarianza de los -
datos muestran que las variaciones son espacialmente correla-

cionadas sobre distancias de minimo seis metros.

Estudiaron Davidoff et af. (1986) la variabilidad es-
pacial de la temperatura del suelo en una longitud de 80 me -
tros, sobre un campo desnudo de suelo aluvién 1imoso. Midie -
ron la temperatura del suelo a intervalos de 68 centimetros -
en toda la longitud y a varias profundidades del suelo. La -
estructura espacial de los datos de temperatura fueron examina
dos por semivariogramas y autocorrelogramas. Las observacio -
nes de temperatura se encontraron ser espacialmente indepen -
dientes y para 20 y 30 centimetros de profundidad del suelo -
existe un efecto Nugget puro. Un modelo esférico fue encontra
do para describir todos los semivariogramas, la estructura es
pacial fue encontrada a dos escalas: primero, una dependencia
espacial manifestada por el rango de influencia y longitud de
autocorrelacidn no excediendo 25 metros, y una segunda estruc

tura espacial con rango de influencia de 25 a 50 metros.

Conducieron Wagenet y Jurinak (1978) un estudio para

examinar datos recabados en microcuencas de tierra para -
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cuantificar propiedades del suelo variando espacialmente, los
sitios de muestreo se encontraron sobre la formacidn lutita -
mancos. Se encontr8 que Jla conductividad eléctrica en una pro
porcifn uno a uno utilizada como fndice, su varianza se incre

menta con Ta profundidad del suelo,

Determinaron Morkoc;.et . at. (1987), conductividades -
eléctricas de extractos de pasta saturada de 225 muestras de
suelo de profundidades de 30 a 60 centimetros a 1o largo de -
cinco longitudes. E1 campo fue irrigado usando dos l7ineas -
fuentes de un sistema de aspersién, aplicando dos diferentes
calidades de agua de irrigacién. E1 intervalo de muestreo a -
lo Targo de cada longitud fue de un metro. Cuatro variogramas
direccionales experimentales de la conductividad eléctrica -

fueron calculados y muestran una estructura con un rango de -

19 metros.

Desarrol16 Ramirez (1980) una investigacién utilizan
do el método Kriging en la variable de sales en el suelo y su

comparacidn con el método de funciones de tendencia. Menciona

que:

a) E1 método Kriging por medio del variograma permite
representar la variacifn de la variable en forma

satisfactoria.

b) Es posible verificar por medio del variograma si
Tos errores que se cometen en el muestreo o en el

manejo de los datos existen y son significativos.
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c) En el caso de las sales en el suelo, cuando las -

distancias son pequenas, existe correlacién entre

los valores.

d) E1 método Kriging podria utilizarse en la mayor -
parte de las variables que se manejan en la agricul

tura.

Utilizd Cortés (1987) la interpolacidén Kriging para -
mostrar la dependencia espacial de nive]es.freéticos en datos
tomados en una cuadricula de i50 metros por lado en un drea -
experimental de salinidad y drenaje. E1 semivariograma ajusta

do fue del tipo esférico con un rango de 504 metros.

Apiicaron Cortés y Morones (1988) la interpolacién -
Kriging en niveles dinamicos de los pozos de produccién de -
agua existentes a distancias variables entre si en un acuife-
ro de conglomerado de calizas. El semivariograma ajustado fue

del tipo esférico encontrando un rango de 1150.593 metros.

Algunos Conceptos Sobre Algebra Lineal

Una funcidén lineal de k variables independientes es defini
k

da por Hoffman y Kunze (1973) como £(x) TLajx; = A'X = X'a don
=1

de, a; son cualquier constante, A es un vector que contiene a
las constantes aj, A' es el vector transpuesto de A, X es el
vector de variables reales independientes y X' es el vector -

transpuesto de X. Siendo la derivada de la funcién respecto a

X igual a df&(x)/dx = A.
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Comenta Searle (1971) que una expresién de la forma
£(x) = A'XY es l1lamada forma bilineal, donde A' e Y son vec
tores de constantes y X es una matriz de variables reales -
independientes. La derivada de una forma lineal es df(x)/dax

= AY'.

Sefiala Hadley (1969) que una funcién £(x) =i§1j§1ai
Xixj puede ser escrita como £(x) = X'AX 1lamada forma cua -
dratica, donde X es un vector n x 1, X' es el vector trans-
puesto de X, y A es una matriz n x 1, simétrica y denomina-
da matriz asociada a la forma cuadrdtica. También menciona
que, una forma cuadrdtica X'AX es positiva definida si y so
lamente si X'AX > 0 para todo vector X diferente de cero.
y es positiva semidefinida si y solamente si X'AX > 0 para-
todo vector X y X'AX = 0 para algin vector X diferente de -
cero. Asi, se dice que la matriz A es positiva definida si
Ta forma cuddrdtica X'AX es positiva definida. La derivada -
de la forma cuddrdtica £(x) = X'AX de n variables indepen -
dientes (x1,X2,...,%X,) ¥y donde A es una matriz n x n simétri

ca de constantes, viene dada por df(x)/dx = 2AX.

Por otro lado si ¥ es un vector n x 1 los valores es
perados seran:
E(x1)7] " m, 1~
E(X) = E(x,)| = m, =m| 1l =ml=M

E(xp) | | mn 1
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Siendo M el vector de medias o0 vector esperado de X.

También si X' = (x1,%X2,...,%n) es un vector de varia
bles aleatorias distribuidas conjuntamente teniendo todos va

rianza finita, la varianza de X estd dada por:
Var (X) =V =E{[x -E(X)|[X -E(xX)]|'} = E{[x -M] [X -M] "}

g11 12 +e O1n

021 022 ««« OJ2p

-
-
.

Ony On2 .- Onn

L

Donde o35 es Ta covarianza entre las variables i-ési-

ma y la j-ésima definida por:

0i3= Cov(xi,xj) = E{[x; -E(x;)][x5 -E(x3)]}

E{[Xi -mi]Ixj - mJ]}
Si i = j entonces:
gii = 0O

= E{[x; - m]?}

Donde o% es la varianza de la i-ésima variable alea-

toria.

Asi, la matriz V = Var(X), es una matriz simétrica y
positiva definida conocida como matriz de varianzas y cova -

rianzas. ,

Ahora, si X' (X1s%2,...,%,) €S un vector de varia-

bles aleatorias y A' = (ai,a2,...,ap) un vector de constan -

tes, 1a varianza de la funcidn lineal A'X es:
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Var (a'x) =E{[a'x -E(a'x)][Aa'x -E(a'x)]}
=E{A'[X -E(X)][X -E(x)] 'a}
=A'E{[Xx -E@][x -Ex)] "'} a

=A'Var(X)A = A'VA

Y la Covarianza entre las funciones lineales A'X y

B'X donde A y B son vectores de constantes es: Cov(a'X,B'X)

= B'VA
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Definicidn y Suposiciones

Del conjunto de observaciones Z(xj), cierto nimero de

‘ellas serdn consideradas para la estimacién de una observa -

cion z(xp), las observaciones seleccionadas serdn vistas como

un vector aleatorio Hp. Suponiendo que ¢ es el nidmero de ob -

servaciones en el vector Hp se tiene que:

[ z2(x%,) ]

z(xy)

L Z(;‘:c) N

(36)

donde el vector Hp es un vector aleatorio de dimensign © x 1.

Sean la media y la varianza de Hp, de la forma siguiente:

Media del vector Hp

E[Z (x1)]]

M=EJ[Hp]* E[2(x]]

LE [Z (xe )L

Varianza del vector Hp

C=vVv[Hp] = E{ [Hp - E(Hp)][H - E(Hp) ]}

m(x1)]

m(}‘(z)

.

[ (xe) |
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Clx1,xp) C(x1,%X2) (.. C(x1,%0)
C(Xz,X1) C(Xz,Xg) . C(Xz,xc) (38)

C(X(‘_lx‘l) C(XCIXZ) . e a C(XCIXC)

Siendo la matriz Ceye positiva definida y donde -

C(Xi,Xj) = Cov[Z(xi), Z(x4)]= B{[2(x3) - E (2 (x4i)] [Z(Xj) - E(xp]]}
(39)

vIZ(x5)] (40)

il

C(xi,x5)

Entendiéndose en las ecuaciones (39) y (40) que -

z(x3), Z(x35) son componentes del vector Hp .

Si se asume estacionaridad de orden dos (Apéndice A)

se tendria:

m
- m 1
M= E[Hp|= | . =m | . | =ml (41)
m 1
c(0) Cx1,x%x2) .. C(Xl,Xc)
V[Hp]= c = C(Xz,.Xl) C(Q) C(chxc) (42)

_C(XQ,X1) C(XC,Xz) «e. C(O)

En 1la asuncién de estacionaridad de orden dos, se

entenderd que las ecuaciones (41) y (42) #n ciertas para

cualquier vector Hp. También que la covarianza C(Xj,xj) es -

constante para una observacifn dada entre cualquier dos ob

servaciones Z(x5), Z(x4"').
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Estimacidn de una QObservacidn

Para una observacidn no medida Z(x,)

Dado que e1 objetivo primordial del uso de la meto-
dologia Kriging es la de predecir observaciones no medidas,
es importante las condiciones que rodean a la prediccién de
interés; tales como la forma de obtener la prediccién, la -

desviacifn con respecto a su valor verdadero y la varianza -

de dicha desviacidn.

Sea Z(x,) una observacidén no medida que se desea es
timar como una combinacidn lineal del conjunto de observa -
ciones que son componentes del vector H, Asi, la estimacién
de Z(xq) es definida como sigue:

Z(xo) =

Noj Z(x3) = Ao'H (43)
3

e

1

Donde A, es un vector ¢ x 1 que contiene las ponde -
raciones Agj asociadas con cada una de las observaciones -

Z(x5) del vector H,

Bajo estacionaridad de orden dos, se tendra:

E[Z(xp)] =m Y (44)
n c ¢ - -
E[Z(x,)] = E{jzlxojz(xj)} = jglxoj E |2 (x3)]
c c

I

mii, =m si y s6lo si g Aoy = 1'hg =1
i=1 .
(45)
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Claremente el valor esperado de la diferencia entre
Z(x0) y Z(xq) bajo estacionaridad de orden dos es:
[
E{[Z(x0) - Z2(x4)]} = 0 si y s6lo s1.Z Aoy =10, =1 (46)
]:

La varianza de la diferencia entre E(xo) y Z(x.),

og(x0),. la k por Kriging, asumiendo estacionaridad de orden

dos, es de Ta forma siguiente:

og (x0)

il

V [2(x0) = Z(x0)] = V[Ao'H= Z(x0)]

VA H] + v[z(x0)] -2 cov[h,'H, Z (x0) ]

il

MoV (H)A o+ C(0) - 2E{ [A4H- E(AS) ] [2 (x0) - E(Z(x0)] "}

il

MoV (H) Ao+ C(0) = 2 3E{ [H - E(H)] [Z(x0) - E(Z(x,)] "'}
(47)

Puede notarse en la ecuacidn (47) que

E{[H-E)] [Z(x,) - E(Z(x0)]'} se refiere a un vector C,

de dimensién ¢ x 1 que contiene las covarianzas entre cada -

una de lTos componentes del vector H y la observacion z(x,)

I C(x1,%y)
' C(xz2,x9)
E{[H-EM] [2(x0) - E(Z(x, )]} = " = Cy (48)

C(XQIXO)

Sustituyendo las ecuaciones (42) y (48) en (47) se

obtiene:

of (x0) = V[Z(x0) - Z2(x0)] = Ao'Chy + C(0) = 2ho'C,  (49)
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Para ‘una Observacidn Medida 2z(xp)

&

E1 objetivo de estimar un valor medido es el de valo-
rar el grddo de precisién alcanzado con la metodologia Kri -

ging; para ésto, la literatura se refiere a los errores redu-

cidos.

Supongamos que Z(xp) es 1a p-@sima componente del vec
tor Hp., Lo anterior significa que Z(xp) es conocido. Si es -
Z(xp) la que se desea estimar, es claro que la estimacién de-
berd estar en funcién de los c-1 componentes restantes del -
vector Hp. De manera que la parte interesante es lo referente

a la desviacidn del %(xp) con respecto a Z(xp).

E1 valor esperado de la diferencia entre %(xp) y -

Z(xp), considerando estacionaridad de orden dos es:

i

E{ ['Z\(Xp) = Z(xp)J} = E[Ap'Hp)

c
= I ApsE[Z(x5)] - B[Z (xp)]

i#p
: e
= m _Zl Apj = m = 0 (50)
j:
i#p
C
S s6l1o si % Aps = 1 A = -~ 1
y 5&, Ap3 Y App
> i#p

ET vector Ap de dimensién ¢x 1 es de la forma siguien

te:
Ap,1
Ap,a
P:p-1 c
Ap = p,p=-1 f5 con  F Apj =1 (51)
Bp+a i#p
L Apre i
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La varianza de la diferencia entre el valor estimado

Z2(xp) y el valor observado Z(xp), 0Z(xp), es:

ok (xp) = V[Z (xp) - 2 (xp)[= V [\pHp] = AV [Hp] Ap

Sustituyendo Ta ecuacifn (42) en (52)

012<(Xp) = >\15 C >\p

En lugar de utilizar la diferencia entre E(xp) y
Z(xp) para evaluar el grado de ajuste alcanzado por la meto-

dologfa Kriging, se utiliza a r(xp) conocido como error redu

cido que es definido por Ja siguiente ecuacién;

_ Z(xy) - Z(xy)
r(xp) = SK(xp) D (54)

E1l valor esperado de r(xp), my, €S:

_onr 20xp) = 2(xp), _ E{[Bixp) - 7 (xp)])
Elr(xp)] = E{ Ty 2 = Tt

(55)

Considerando a Ta ecuacién (0) en la ecuacién (55)
Se tiene que:

c
Elr(xp)] = 0 si y sélo si Apj = 1y App = -1 (56)
j=1
j#p
»
También es de interés conocer la varianza de r(xp),
oZ. AsT:

ol = V[r(xp)J-—

|
<
1
N>
alx
©
X1
3
~1 3
)
o
— 1
<
—
.
S
[ I |

VidpHp] _ A pV[HL] Xp (57)
oK (Xp .OZKTXP)
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Sustituyendo la ecuaci6n (42) en (57) se obtiene:
. )
62 = v[r(xp]= A*EEAEV (58)
. og (xp)
y por ecuacién (53), la varianza de r(xp) sera:

Considerando las deducciones realizadas en las ecuaciones (50)
y (59) se observa que el error reducido, r(xp), tiene media, m., igual a

cero y varianza, oZ, igual a la unidad.
Varianza de una Estimacién

Varianza de la Diferencia de una Observacion
No Medida y su Estimador

En el caso de la estimacién de una observacién no me.

. c
dida, Z(xoe), se requiere que su estimador Z(x,) ='21A°j Z(x,),
e 1=

cumpla con que I Aoy = 1 para que estime insesgadamente a m,
j=1
bajo estacionaridad de orden dos. Es claro que se puede esco-

ger arbitrariamente un vector XA, que satisfaga la restriccién
c

j§1K0j= l; de esta forma pueden tenerse una infinidad de esti
maciones para Z(x,). Considerando lo anterior, es deseable te
her una estimacidn insesgada que tenga varianza o (xo0), mini-
ma .
»
Dado que se conoce la expresidén para of(xe), se hard
uso de la técnica de multiplicadores de Lagrange para 1la cons

truccidon del vector X,, que generara la varianza minima. La

funcidn objetivo serd of(x,) sujeta a la restriccidn:

c

Z )\o—l = 1
1=1 ’
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Sea la funcidn objetivo, Q, de la forma siguiente:

c c
Q= of(x,) - LI Aog=1)=A}Cho+ C(0) - 2X4Cy - HGZ Xog- 1)
K = , =

= A§CAo + c(>0)-2cnowp(1'xo-1)' (60)

Donde 0?(xo) fue definida en la ecuacidn (49) y u es

un multiplicador de Lagrange.

La funcidn objetivo se desea que sea minima, de esta
forma, se derivard a Q con respecto a Ay y u, igualdndolas a

cero para despejar las incégnitas Ay y u. Asq:

(_:{dA—QO=2cxo+o-2c0 -l

(61)
a
%:-mo + 1

Iqualando a cero cada una de las ecuaciones defini-

das en (61) y despejando para el término que incluye Aq.

CAO = Cq + (21—)].1 1
(62)
1'2e= 1 »
Claramente:
Ao = C7lc, + (%)p cTl1 (63)

De la ecuacidn (62) utilizando el hecho de que -

'A% = 1 en la ecuacidn (63) se tiene que :

1 =1"xq = 1'C-!C, + (-;-)p 1'c™ i1 (64)



45 -

. Despejando a u de la ecuaci6n (64)

- -l
b= 2(1 1'é-$1 ) (65)

Sustituyendo el valor de u de la ecuacidn (65) en -

la ecuacidén (63) se obtiene:

R 2(1 - 1'CT Cp)q am;
Ao = CTICo + ($)[ T7e=iT 01y

- 1'c”
1'C-11

Il

1
clc, +[ L €27 c-11

Asi, el X, obtenido mediante la ecuacién (66), es -

el vector que genera la varianza minima oé(xo). Sustituyendo

laecuacidn (66) en la ecuacién (49) se tiene:

- 1-1'c-!cy - - 1-1'C7'Coy am
of (xo) =[C7'C, + ( o= —— ) cT'1]'ccTic + (“yve=ip—-)C™'1]

+ C(0) - 2[C1C, + (11‘%1?;19“-)011]- Co

Il

11
C(0) - CoC™lC, + (—l-ff%_—%—gf-’l-z (67)

-
Varianza de la diferencia de una observaciodn

medida y su estimador

E1 vector Ap, requerido para estimar la varianza de

lTa diferencia de una observacién medida Z(xp) y su estimador

A C

z(xp)& debe satisfacer dos restricciones: I XAp3 = 1y que
c ' e 3=t

App = -15 o bien % Xpy = 0y que % = 1. Asi, involucran-
I3

do estas dos condiciones en la funcién objetivo, Q, se ten -
drd:
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c
Q= 2Ap CAp - Ha (jglkpj ) - .U,Z_U\pp"‘ 1) = ApChp ~ M1l ' Ap = u2 (eﬁﬂ\p"‘il)

(68)
0 bien:
Q=23 Chp - ual 2 Apj) - H2[ - ep) "Ap - 1]
= ApClp = mil'Ap = w2 (1 - ep)'ap -1 1 (69)

donde W1, W2 son los multiplicadores de Lagrange y ep es el -
vector unitario ex 1, que tiene la unidad en 1la componente -

p-€sima. También, App es p-&simo elemento del vector Ap

Tomando como funcidn objetivo, Q, definida por la -

ecuacidn (68) se obtiene:

do

dj\; = 2C>\p - Ull - Uzep

g _

T = -1'Ap (70)
do 4

a—u—; =-eb>\p -1

Igualando a cero cada una de las ecuaciones que con-

forman el sistema dado por la ecuacidn (70) y despejando

Cxp = 3+ [l + psep] (71)
l')\p = 0 (72)

De la ecuacién (71) se tiene:

\p = CTIMnL + uge ] (74)
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Aplicando las condiciones definidas por las ecuacjo-

nes (72) y (73) en la ecuacién (74)

i

0 = 1p = (D1re"[inl + woep] (75)

it

-1 = eékp (%)G§C*1[U11 + Uzep] (76)

Claramente (75) y (76) constituyen un sistema de -

ecuaciones simultdneas para las incdognitas p: y uwa2. Entonces:

(1'Cc™ ')y + (1'C'epluz = 0 (77)
(epC™ 'y + (e'C leglus = -2 (78)
También:
-('cT ') (epcT ' ur - (A'CTleplus = 0

(1'Cc™'1) (ef CT'L)uy + (12CT'1) (elCT e )us = -21'CT )
[@rc i1y (epctey) - (1'cley) ¥u, = -21'c™ 1

-2 1'c’!

Y2 = c 1 (79}

(_l'C-ll)(e'C‘lep)—(l‘C“ep)2

Sustituyendo la ecuacidn (75) en la ecuacidn (77) y

despejando a wu,

_ - ('clep)
1'c- i1

_ [ 1rctle, - 2.1'ct'1
1'c 1 (1'C™'1) (e'C lep)-(1'C ™ tep)?
(.1'C-Il)_(eL‘DC-lep)—(l'C-lep)z (80)
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Sustituyendo las ecuaciones (79) y (80) en la ecua -

(74):

o 2 1'c e
(H)c 1{[11.C-11:). (elgcﬂep)f(l'c"lep)] .

-2 1'c™t 1 -
* E(l'C‘ll) (eI'JC‘-lep)—(l'c*lep)'z ]ep }

1l'cp! -1 1'c 1 -1
l:(1'c--11)c11§11) - (1'051)1 ] ¢ 1- [‘(1'0—11)05113 —(l'Cgl)ZJCp

(81)

En Ta ecuacién (81), C;é se refiere al p-ésimo elemen

de la diagonal de la inversa de la matriz C, esto es, de -

matriz c~!. También Cp's se refiere a la p-ésima columna -

de la matriz c-1.

E1 vector Ay definido por la ecuacién (81) es el que

minimiza Ta varianza o3(xp). : ¢

Ahora, sustituyendo el valor de Ap de Ta ecuacidn -

(81) en la ecuacidn (53) se tiene que:

01% (Xp) =

1'cp! -1 1c 1 1y
ey maegn? 1971 - Fremyer —repr 158 Vo

1'cgt -1 1'c1 -
Uremeg Srenr Jot - lremey —me] &'

1'cgl e - 1'c1 1
={ [(l'C—ll)Ci;f) E(lICEI)ZI 1l'c lc - I:(l'C_ll)CISIS —(lCEl) 2:[ CPIC}

1'C~1 - - llc—ll -
hremer—megnd < - Imememey )5

~ 1c-! 2 1'c-! 2
“[ @TcIc -(1'C§*)2}]r c-1- [(1'C‘11)c5,}, -(1'c51)2}1 <
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| , |
S RN U~ 1 1c ,
- [ arcomcy —argpy e T * [ AT G- e ? } Cpp

1'cl1 faraycgy @rcgh?l 1'c™’1

ok (xp) =
P [ac'Lycp) - (1'cph)?]? (1'c™ 1)cpd -(1rcgh)?

(82)

E1 desarrollo de la teorfa anterior ha sido en base
a que es conocida Ta matriz Cexe de varianzas y covarian -
zas. En la realidad, dicha matriz es descohocida y 1o lnico
que se conoce es su estimacidn acxc » Cuyos elementos son -
obtenidos bajo estacionaridad de orden dos a partir de la re

laci6n presentada en la ecuacién (A.17) que en términos de -

semivariograma es:

Clxj,x3') = C(h) = &(0) - 9(x5,x4) | (83)

¥

Donde C(0) es la estimacién de la varianza de las ob
servaciones y ?(Xj,Xj‘) = Y(h) es la estimacién del semivario
grama de acuerdo a ecuaciones (2) y (3). Asi, la seleccign -
del modelo ajustado para el semiQariograma deberd ser 1o mds
cuidadoso, es“decir, escoger un modelo con un coeficiente de
correlacidn alto. Si el grado de ajuste del modelo del semiva
riograma es satisfactorio y considerando normalidad, es dedu
cible que la funcidn aleatoria de 1os errores reducidos, sea

distribuida Normal con media cero Yy varianza uno, esto es:

Z(xp) - Z(xp)
R(xp) = );D;(xp) Xp) o N(0,1) | (84)
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Por otro lado, si la ecuacidn (A.17) es:
y(h) = C(0) - C(h)

Despejando C(h), dividiendo en ambos términos por -

Cc(0) y bajo estacionaridad de orden dos, se tiene que:

o) =GBk =1 - 1) (85)

Donde p(h) es el coeficiente de correlacién para ob -

servaciones %(xj) que distan entre si una distancia h.

Si a cualauier distancia h se tiene que p(h) es cons-
tante, es decir, que p(h) = p; claramente esto serd debido a
que Y (h) es constante y en cuyo caso, como lo sefialan Vieira
et al. (1983), 1la metodg]ogfa aqui propuesta no funciona, si

no que debe utilizarse los métodos estadisticos cldsicos.

Procedimiento para la Interpolacidn Kriging
Muestreo

Cuando las observaciones se encuentran regularmente
espaciadas, y de acuerdo con la variable de interés en un -
drea determinada, se realiza una cuadricula cuya distancia -
estd en funcidn de los cambios aparentes que podria tener di
cha variable, midiendo el valor de ésta en cada vértice de -
la cuadricula. As?, se tiene como datos al drea total, la am
plitud de 1a malla, y los valores de la variable, por ejem -
plo, los datos de niveles fredticos medidos por Cortés (1983)

en un drea experimental de salinidad y drenaje, localizada -
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en el Ejido Parras, Municipio de Parras de la Fuente, Coah.
(Cuadro 3.1), donde, con equipo topogrdfico, se delimité -
aproximadamente 55 hectdreas y dentro de esta &rea se trazé
una cuadricula de 150 m por lado, como se presenta en la Fi-
gura 3.1, donde en cada uno de los vértices, se efectud una
perforacidn con barrenas holandesas, realizando asi pozos de

observacidn que sirvieron para la localizacién del nivel -

fredtico.

Cuadro 3.1. Datos de profundidad en metros de nivel fredtico,
Zz(xi), en diciembre de 1980, en el Ejido Parras.

Hileras/columnas A B C D
1 1.51 ¢ 1.82 2.23 2.20 |
2 1.68 1.67 2.14 2.32 ‘
3 2.41 1.65 0.62 1.74
4 1.30 1.36 1.69 1.91
5 0.93 1.75 1.19 1.64
6 2.80 2.67 2.90 3.10
7 3.10 3.20 3.30 3.20

Media de Tos z(xj) = 2.072; varianza Z(x;) = 0.544; STD = 0.738;
C.V. = 356%

Por 1o que respecta a observaciones irregularmente -
espaciadas, lo cual ocurre en muchas situaciones reales don-
de se cuenta con alguna infraestructura, que puede proporcio
nar valores de variables de interés y donde dicha infraes -
tructura se encuentra separada por distancias variables. Tam
bién es comdn, que en algunos casos, se tomen valores de va-
riables dentro de un drea en forma al azar; si se localizaran

en un plano, las coordenadas de 10s sitios de muestreo y los
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+1.51 +1.82 +2.23 220+

il
A— 68 167 4214 232 )
e 15000 < +2 4y 4165 4962 174,
.30 436 1.69 |9|_+
2.0l 25 093 478 e u.s4+
4267 4290 3nq+
4320 330 320

Figura 3.1, Profundidad del niVel fredtico (m) en Diciembre de 1980 en el
‘ Ejido Parras.
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valores ahi medidos, por ejemplo, 1os niveles dindmicos de -
los pozos de produccién de agua a, b, del sistema de agua po
table y alcantarillado de Coahuila (SAPAC) y pozos 1, 2, 3 y
4 de la Universidad Aut6noma Agraria Antonio Narro (UAAAN);
Tos datos obtenidos referidos a un plano con coordenadas x,

y (Figura 3.2), son dados en el Cuadro 3.2,

Cuadro 3.2, Profundidad de niveles dindmicos en metros medi-
dos en noviembre de 1987 en pozos de SAPAC y -

UAAAN. . _
Observacién Pozo Coordenadas (x,y) NTVQ%(31?2m1C°
1 a (303,1144) 43
2 b (654,1448) 60
3 1 (180, 0 ) 71
4 2 (0, 531) 70
5 3 (232,1050) 49

- 6 4 (136,1118) 45
* Con media x = 56.33; varianza = 155.07; STD = 12.4; C.V. = 22.1%

Semivariogramas

En la seccidn anterior se comenté que los semivario-
gramas estdn en funcidn de las observaciones medidas, las -
distancias y la correlaci6n entre ellas, y es definido por -
la ecuacidn (1) y estimado por la ecuacidn (2) cuando los da
tos son regularmente espaciados. Ademds, es necesario .tomar

en cuenta las direcciones del cdlculo sefialadas en la Figura

3.3.

A1l calcular el total de los valores de ?(h) y grafi-

carlos contra h se obtiene el semivariograma, ajustando un -
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a

Estimar )
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Figura 3.2. Localizacion de los pozos de produccidn de agua
para observaciones de niveles dindmicos.
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Figura 3.3. Direcciones de cidlculo del semivariograma (toma-
do de Ramirez, 1980).

modelo tedrico de los ya sefialados, o algin otro, seleccio -

nando aquél que presente el coeficiente de correlacidn mas -

alto.

Por 1o que respecta a las observaciones irregular -
mente espaciadas, el semivariograma es estimado por la ecua-

cién (3) donde las observaciones se agrupan de acuerdo a in-

tervalos de distancia.

Interpolacidn Kriging

Una vez obtenidos los semivariogramas, se procede al
método de interpolacién Kriging, para la estimacién de valo-
res de las variables en puntos no medidos, o la estimacién -
de valores en puntos medidos, con la finalidad de validar al

método. E1 procedimiento se presenta en el diagrama de flujo

de la Figura 3.4.
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Figura 3.4.

Diagrama de flujo para la interpolacidn Kriging.
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Estimacidn del Error

La variable a ser estimada es generalmente en algo -
diferente al valor medido. Asi se tiene una serie de n valo-
res medidos, Z(xji) y es posible obtener una serie de n valo-
res estimados para localidades idénticas, ﬁ(xi). Esto se lo-
gra aplicando en forma fterativa la interpolacién Kriging, -
tal como se sefiala en el diagrama de flujo de 1la Figura 3.4.
Asi entonces es posible calcular una serie de n errores redu
cidos de acuerdo a la ecuacidn (54),.10 cual permite hacer -
inferencias estadisticas. Es decir, bhajo la asuncidn de dis-

tribucidon normal de los errores reducidos, se plantea la si-

guiente hipétesis:
4

Ho: Mr= 0

Ha: mR# 0

Donde m corresponde a la media de los errores redu
cidos de tal forma que:

Vn (x - m )

te = S (86)

Siendo n el nimero total de errores reducidos, x la
media y S 1a desviaci6n de la serie de los errores reduci -
dos. Bajo la teoria de normalidad, to se distribuye como -
una t-student con n -1 grados de libertad (g.1.) si y sé6lo
$i Ho: mg = 0 es cierta. La regla de decisién es: rechazar
Ho: mp= 0 si |tc| 2 tg/a(n-1) g9.1. (Ostle, 1983). o serd el

nivel de significancia. Un intervalo de confianza para mg,

basado sobre la distribucién t-student, con una confianza -
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del 95 por ciento (Snedecar y Cochran, 1967) es:

X -t n- D s2= <mr < R 4toosnon)g.l. = (87)
0.05 (n-1)g.l, - R S 0.05{n .1)g‘. ﬁ"

De la misma forma, bajo asuncidn de normalidad, se

plantea la hipdtesis:

Ho: Gézl

Ha: 03 # 1

Donde 0% corresponde a la varianza de los errores -

reducidos que bajo la teoria de normalidad

X3 = L5218 (88)
A R
de tal manera que x* se distriuird como una x% con (n -1)
g.1. si y s6lo si Hy: éﬁ = 1 es cierta, la regla de decisién
es: se rechaza Ho: o3 = 1 si x* > x&/2,(n -1)g.1. 0 si -
Xé f Xf_u/z(n -1)g.1. (Ostle, 1983). Bajo la teoria normal -
un intervalo de confianza para cﬁ con un 95 por ciento de -

confiabilidad (Snedecor y Cochran, 1967) es:

: 2 o
2 , 2 i‘« ’fy
ENCICEI R I CUSE e

X%o.oas),(n—l)g.l. X2@375)',' (n-1)g.1l.




RESULTADOS Y DISCUSION

Se mostrard el método Kriging en observaciones regu
lTarmente espaciadas, utilizando los datos del Cuadro 3.1, -
que pertenecen a profundidades de nivel fredtico observados
en diciembre de 1980, en el Ejido Parras, Municipio de Pa-
rras, Coah. También el @étodo se aplicard a observaciones -
irregularmente espaciadas, usando los datos del Cuadro 3.2,
pertenecientes a la profundidad de niveles dindmicos obser-
vados en noviembre de 1987 en pozos de SAPAC y de la UAAAN,

situados en un acuifero de conglomerado de calizas.

Semivariogramas

Observaciones Regularmente Espaciadas

E1 calculo de la estimacién del semivariograma de -

acuerdo a la ecuacidn (2), proporciona los resultados del

Cuadro 4.1.

Graficando los valores de h contra ?(h) se obtendra
el semivariograma de la Figura 4.1, donde se han ajustado -

los modelos tedricos siguientes:
Modelo 1ineal

?(h) =0.2818259 + (5.897503E-04)h r? = 0.7603163
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Cuadro 4,1. Distancias y ?(h) calculados para niveles fredti

cos de diciembre de 1980, en el Ejido Parras

No. h N (h) Y (h)
1 150,00 45 0.244
2 212.13 36 0.328
3 300,00 34 0.480
4 335,41 54 0.510
5 424 .26 20 0.640
6 450.00 23 0.522
7 474,34 36 0.613
8 540.73 26 0.700
9 600.00 12 0.724

10 618.47 18 0.815

11 636.40 8 0.596

12 670.82 12 0.733

13 750.00 14 0.588

14 764.85 12 0.631

15 807.77 8 0.674

16 874.64 4 0.726

17 900.00 4 0.822

18 912.41 6 0.815

19 948 .68 4 0.858

20 1006.23 2 0.917
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Modelo exponencial de la forma

¥ (h) = (0.317828)EXP[(1.077888E-03) (h)]; con r? = 0.7129533

Modelo logarfitmico

[a

vy (h) = —l.240146+-(0.2985545)Ln(h) con r?= 0.8167976
Modelo potencial

Y(h) = (1.644745 E-02) (h) *57*3% con 12 = 0.8479261
Modelo polinomial M tercer grado

Y(h) = -0.3099664+ (4.394738 E-03)h -(6.81085E-06) (h)2+
(3.636808E-09) (h)? ; con r®> = 0.8727339
Modelo polinomial de cuarto grado

Y(h) = 5.365413E-02+ (7.526398E-04)h+ (4.751722E-06) (h)2

-(1.085944E-08) (h) ®*+ (6.244813E-12) (h)*con r2= 0.8854184

Modelo exponencial de la forma:

¥(R) = -0.069171+0.920596 [1- EXP (- 2 )] con r? = 0.806419

Donde a, = 353.18 m, valor de h correspondiente al -

valor de ?(h) = 0.544 = var[Z(x;)] = umbral. También a, = %
Siendo @ el rango y, por lo tanto ¢ = 1059.54 m.

Modelo Gaussiano

A 2
Y(h)=0.142325+ 0.604806 [1 - EXP(- ;lé-)] con r? = 0.763656
0
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Donde a g =yﬁ%wx; igual que el modelo anterior, -

ao = 353.18 m, To que implica que el rango a = 611.7257 m.

Modelo esférico

Y(h) = -0.018774+ 0.635386 [2 (2‘-) - ;—(3)3] para 0 < h < a

2 -
?(h)= ~-0.018774+ 0.635386 para h > a con r?2 = 0.923805

-
Donde a es el rango igual a 529.77 m, obtenido de -

a' = % a distancia donde se tiene el umbral = Var Z(xi) =

0.544.

Analizando los modelos tedricos ajustados, se obser
va que el modelo esférico tiene mayor valor del coeficiente
de determinacidén, r?, que implicard un valor alto del coefi
ciente de correlacidn, r, el cual es una estimacién del coe
ficiente de correlacién poblacional P ¥ que describe la co-
rrelacién entre h y ;(h). Por lo tanto, se seleccionard pa-
ra la interpolaci6n Kriging en observaciones regularmente -
espaciadas al modelo esférico, cuya grdfica se presenta en
la Figura 4.1. E1 rango del semivariograma es estimado en -
529.77 m, distancia que determina ta dependencia espacial -

entre las observaciones de nivel fredtico.

Observaciones Irregularmente Espaciadas

Por 1o que respecta a las observaciones irregular -
mente espaciadas, utilizando los datos del Cuadro 3.2 y Fi=
gura 3.2, que corresponden a los niveles dindmicos de los -

pozos de produccidn de agua de SAPAC y de la UAAAN, y -
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aplicando la ecuacidn 3 para la estimacién del semivariogra-

ma, se obtienen los resultados del Cuadro 4.2,

Cuadro 4,2. Distancias y ?(h) calculados para la profundidad

de niveles dindmicos de los pozos de SAPAC y

UAAAN ..

No. h ?(h)
1 117.6435 - 8.0000
2 117.8007 18.0000
3 169.0118 2.0000
4 464 .3458 1445000
5 560.6791 0.5000
6 568.4936 220.5000
7 580.0759 60.5000
8 602.5488 312.5000
9 614.1857 112.,5000

10 683.7968 364 .5000
11 1051.2870 242.0000
12 1118.8660 338.0000
13 1126.3240 50.0000
14 1150.5930 392.0000
15 1523.6080 60.5000

Al graficar los valores de h contra 5(h) se obtiene

el semivarﬁograma de Ta Figura 4.2, ajustando los modelos

tedricos siguientes:

Modelo lineal

y(h) = 55.47127+ (0.14297)h

-
7

con

Modelo exponencial de 1a forma

r

2

Y(h) = (11.55025)Exp [(2.335575E-03h]; con r?

= 0.1731674

]

0.2327326
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Modelo logaritmico

Y (h) = ~429.5872+ (92.73046)Ln(h) ; con r? = 0.2760324

i

Modelo potencial

Y(h) = (9.809225E-03)h (137989 . oy r?2 = 0.3076869

Modelo polinomial de tercer grado
-

Y (h) = (-20.8234) + (0.1429)h+ (5.4921E-04)h? - (4.0017E-07)h?

con r? = 0.4478892

Modelo exponencial de la forma

0.2878

¥ (h) = -43.3728+ 313.8574 [1- EXP(~h/a )] con r?

Donde a., = 566.1871 m, valor de h correspondiente al
valor de Y(h) = 155.0668 = Var[2(x1)] = umbral. También:

@o = a/3 siendo a el rango y por 1o tanto a = 1,698.5613 m
Modelo Gaussiano

Y(h) = 3.6165+ 236.1833 [1- EXP(-h2/a3)] con r?

Il

0.3193

Donde a4 =‘7%=ag igual que el modelo anterior, -

do = 566.1871 m, 1o que implica que el rango ¢ = 980.6648,
Modelo Esférico

Y(h) = -64.1167+ 279.6241[2(1) - + (%3] para 0 <h <a

Y(h) = -64.1167+ 279.6241 para h > a con r? = 0.4110

Donde a es el rango igual a 849.2807 m, obtenido de
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&' = %a, distancia donde se tiene el umbral var[z(xi)] =

155.0668.

Se observa que el modelo polinomial de tercer grado,
tiene mayor valor del coeficiente de determinacidn; r?, que
implicard un valor alto del coeficiente de correlacidén r, -
comparado con los demds modelos §ebricos ajustados, Por esta
razén se seleccionard al modelo polinomial de tercer grado -
para la interpolacidn Kriging en observaciones irregqularmen-
te espaciadas. La grdfica correspondiente se presenta en la
Figura 4.2, ahT se observa que la distancia que determina 1la
dependencia espacial entre las observaciones de nivel dinami
co es estimada en 1031.6564 m, que serd el rango del semiva-

riograma.

Interpolacidn Kriging

A1 tener los valores de las variables de interés, la
distancia entre ellas y al haber encontrado la dependencia -
espacial entre las observaciones, detectada a través del se-
mivariograma tedrico ajustado, se procede a la interpolacidn
Kriging, iniciando con la formulacién de la matriz C de va -
rianzas y covarianzas estimada en términos de ?(h), tal como

lo sefiala el diagrama de flujo de la Figura 3.4.

Observaciones Regularmente Espaciadas

Dado que el mejor modelo tebrico ajustado del semiva
riograma correspondiente a las observaciones de nivel fredti

co presentadas en el Cuadro 3.1, es:
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Figura 4.2. Semivariograma teérico ajustado para observaciones de niveles dinamicos.
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Y(h) =-0,018774+ 0.635386 [2(1) - 121 para 0 <h £ a

A

y(h) = -0.018774+ 0.635383 para h > a

Donde « es el rango igual a 529.77 m, la matriz C de

A
varianzas y covarianzas en términos de y(h)

C= a(Xi,Xj)=

C(xy,x1)
C(x, %)
E\:(X3IXI)

a(xulxl)

é(XIJXZ)
e(XZJXZ)
6(X3IX2)

é(Xuyxz)

C(x1,x%3)
e(X2,X3)
é(Xa,X3)

é(xu,x3)

serd de la forma:

C(x1,xy)
6(X2,Xu)
é(Xslxu)

C(xy,xy)

Donde, de acuerdo a la ecuacién (83)

a(lexl) =

a(X1,X2)=

a(xllXB) =

C(xllxlf) =

C(xz,x%x2) = a(X3,X3) = 6(Xu,Xu)

A

¢(0) = v(0)

0.544 -

(-0.018774) = 0.5628

A

C(Xz,X1.)_.= C(Xz,‘XB) = 6(X3,X2) = 6(X3,Xq) =.C(XL,,X3)

C(0) - Y(150) = 0.544 - 0.243871 =

a(XSIXI) = a(xz,xq) = C(Xq,Xz)

C(0) - Y(300) = 0.544 - 0.463248

0.3001

0.0808

C(xy,%;) = E(0) - C(450) = 0.544~ 0.596088 = -0. 0521

De tal forma que:

Q>

0.5628
0.3001
0.0808
-0.0521

0.3001
0.5628
0.3001
0.0808

0.0808
0.3001
0.5628
0.3001

-0.0521
0.0808
0.3001
0.5628
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Pe aquf;
2.6174 -1,6109 0.3223 0.3017
G-1 o -1,6109 3.5740 -1,8464 0.3223
0.3223 -1 .8464 3.5740 -1.6109
0.3017 0.3223 ~1.6109 2.6174

Se aplicard la meggdo1ogfa Kriging, en primer término,
para estimar. un valor no medido, Z(x¢), localizado en una po
sicidn xo respecto a un origen. Posteriormente se aplicard -
Ta metodologfa Kriging para estimar valores medidos, %(xp),
en las mismas localizaciones donde se obtuvieron las observa-
ciones, Z(xj), con el propésito de evaluar el método, a tra -

vés de 1os errores reducidos r(xp).

Si se quiere estimar el valor de profundidad del ni-
vel fredtico, a una distancia de 50 m (x, = 50 m) del punto
de origen 1A (hilera y columna respectivamente) en la direc--
cién de los puntos 1B, 1C, 1D. E1 vector de covarianzas, Cy.

entre cada observacidén z(xj;) y la observacién a estimar 7 (%)

es de la forma:

C(x1,X0) ]

C(x2,%X0)

o
1l

C(x3,Xo)

C(XHIXO)

Donde, de acuerdo a la ecuacién (83)

>

~

C(x1,%) = Cq(50) = C(0) - y(50) = 0.544 - 0.070911 = 0.4731

(@24

Clx,,%0) = €4 (100) = C(0) - §(100) = 0.544 - 0.158994= 0.3850

>

~

C(x3,%9) =Cy (250) = C(0) - §(250) = 0.544 - 0.397601= 0.1464

C(x,,%,) = Co (400) = C(0) - y(400) = 0.544 ~ 0.564094 = ~0.0201
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De tal forma que:

0.4731

0.3850

0.1464
-0.0201

Q>
o

E1 vector de ponderaciones Ao bajo la estructura de

la ecuacidy (66)

- 1 -1'c-!
Ao = CTlco + [ 1'0-?1 Co ] c-1

Donde 1 es un vector de unos de la forma:

1

1

1 = 1

1

es:

0.6703
Ao = 0.3401
0.0002
-0.0106

E1 valor estimado,.ﬁ(xo) = XoH donde H es el vector

de observaciones conocidas en la direccién de 1A-1D en fun-

cién de la Tocalizacién del punto a estimar es, de acuerdo

a el Cuadro 3.1:

H' =[1.51 1.82 2.23 2.20]
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N A
Por To tanto; Z(xe) = Z2(50m) = 1.6083 m, que ten-

drd una varianza minima cé(xo) igual a;

- -1 2
0 (xq) = C(0) - cjcig,+ U el = 0.1025

Por 1o que respecta a la evaluacién de la metodolo-
gia Kriging, se observa en el diagrama de flujo de la Figura
3.4 que la matriz c nb depende de l1a localizacién del valor
a estimar, esto es aprovechado para seguir un proceso itera-
tivo y obtener una serie de estimaciones, para las mismas To
calizaciones medidas, y asi encontrar el error que existe en
tre el valor estimado y el observado. Como se comentd ante -
riormente, se prefiere el uso de 1los errores reducidos

Q(XD) - Z2(xy)
OK(Xp)

r(xp) =

Los resultados correspondientes a los errores rvedu-
cidos para las observaciones de nivel fredtico utilizando el

método Kriging se muestran en el Cuadro 4.3,

Del Cuadro 4.3, asumiendo distribucién normal de -

los errores reducidos, se plantea la hipdtesis de:

Ho: mr = 0

Ha: mR?gO

Siendo mg la media de 10s errores reducidos, de tal

forma que, aplicando la ecuacién (86) se tiene:

_ _V/28 (-0.01738 - 0) _
te = e = -0.13569
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Cuadro 4.3. Errores reducidos.aTaplicmv1ametodologfa Kriging

para observaciones de nivel fredtico. i
Localizacidn Z (xp) 2 (xp) . ok (xp) { r(xRA
1A 1.51 1.8542 0.71155 0.48573
2A 1.68 1.7462 0.71155 0.09304
3A 2.41 1.7431 0.71155 -0.93725
4A « 1.30 1.4296 0.71155 0.18214
5A 0.93 1.7730 0.71155 1.18474
6A 2.80 2.7262 0.71155 -0.10372
7A 3.10 3.1918 0.71155 0.12901
1B 1.82 1.8672 0.53245 0.08865
2B 1.67 1.8998 0.53245 0.43159
3B 1.65 1.4778 0.53245 -0.32341
4B 1.36 1.4835 0.53245 0.23195
5B 1.75 1.0395 0.53245 -1.33440
6B 2.67 2.8410 0.53245 0.32116
7B 3.20 3.2031 0.53245 0.00582
1C 2.23 2.0253 0.53245 -0.38445
2C 2.14 1.9983 0.53245 -0.26613
3C 0.62 1.6634 0.53245 1.95963
4C 1.69 1.6407 0.53245 -0.09259
5C 1.19 1.7291 0.53245 1.01249
6C 2.90 2.8820 0.53245 -0.03381
7C 3.30 3.2042 0.53245 -0.17992
1D 2.20 2.1369 0.71155 -0.08868
2D 2.32 2.0962 0.71155 -0.31453
3D 1.74 0.8507 0.71155 -1.24981
4D 1.91 1.6477 0.71155 -0.36863
5D 1.64 1.1028 0.71155 -0.75497
6D 3.10 2.9001 0.71155 -0.28064
7D 3.20 3.2731 0.71155 0.10273
media de la serie de 1los r(xp) = -0.01738

5w Xi

desviacién de la serie de los r(
ndmero total de la serie de los

Xp) = 0.67778
r?xp) = 28



La regla de decisidn es

Rechazar Hy; mr = Q si Itcl 2 ta/2(n-1)g.1. Si el -

-

nivel de significancia a es 0.05 ty/;, (n-1)g.1. Serd igual a:

tooes(27)g.1. = 2.373

-
Por lo tanto, no se rechaza Hy: mr = 0 bajo un nivel

de significancia o de 0.05.

Un intervalo de confianza basado sobre la distribu -
)

cién t-student, con una confiabilidad del 95 por ciento, es,

de acuerdo a la ecuacién (87):

0.67778 0.67778
(-0.13569) - (2.052) ( —=2217%y < mpz (-0.13569) 4+ (2.052) (=277
’ V28 V28

- 0.39827 < my < 0.12689

También asumiendo normalidad de los errores reducidos,
se plantea la hipdtesis de:
Hy: sz{ = 1

Ha: 01%_ # 1
Donde o} corresponde a la varianza de los errores re-
ducidos. Asi, aplicando la ecuacidn (88) donde:

xé = (27)(5'87778) = 18.30006

La regla de decisidn es: Se rechaza H,: og =1 si:

2 2 . 2 2
Xc 2 Xaya(n-1) g.1. © ST X < *-a/2(n-1)g.1.
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Si el nivel de significancia a es 0.05

2

X

a/2(n-1)g.1. = , X%0.025) (27) g.1. = 43.19
Y .

2 — 2 c

Xi-q/z(n—l)g.l. = X (0975 (27)g.1. = 14 .57

‘Por 1o que no se rechaza HO:OE = 1 bajo un nivel de -

significancia o de 0.05

Un'intervalo de confianza para 0% con un 95 por ciento

de confiabilidad de acuerdo a la ecuacién (B9) es:

12.41181 _  , _ 12.41181
43,19 R T 14.%7

0.28738 < o0Z < 0.85187

Observaciones Irregularmente Espaciadas

. En este caso el mejor modelo tedrico ajustado de semi-

variograma correspondiente a las observaciones de niveles di

ndmicos del Cuadro 3.2, fue:

?(h)==—20.8245-+(0.l429)h-+(5.4921'E—04)h2-—(4.0017 E-07)h3

Encontrandose un mdximo en h = 1031.6564 m. Asi, el
rango queda definido por esta distancia, y por lo tanto, el

modelo serd aplicable en la forma siguiente:

Y(h) = -20.8234 + (0.1429)h + (5.4921 E~04)h? - (4.0017 E-07)h?

cuando 0 £h <1031.6564 m
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?(h) = 271,748 cuando h > 1031.6564 m.

De tal forma que la matriz de varianzas y covarian -

zas en términos de ?(11) bajo la ecuacidn (83) es:

»

[ 175.8234  31.1776 116.6812 =50.6822 152.0881  137.9806 |
31.1776 175.8234 -~116.6812 -116.6812 -13,7011 -26.,3432
6 - '|-116.6812 -116.6812 175.8234 -6.3533 -116.6812 -116.6812
1] =50.6822 ~116.6812 -6.3530 175.8234 -9.3258 -22.0747
152.0881 ~-13,7011  -116.6812 -9.3258  175.8234 152.1283
L 137.9806 -26.3432 -116.6812 -22.0741 152.1283 175.8234 i
De aqui:
[ .0320 ~.0026 .0021 .0060 -.0237 ~.0028 ]
~-.0026 -.0068 -.0112 -.0066 .0008 -.0079
o-t o= .0021 -.0112 ~-.0062 -.0081 .0003 -.0088
.0060 -.0066 -.0081 .0017 -.0063 -.0054
-.0237 .0008 .0003 -.0063 .0415 -.0178
_ —.0028 -.0079 -.0088 -.0054 -.0178 .0156 |

Si el punto a estimar Z(xo) se encuentra en las coor
denadas (310, 1044), el vector 60 bajo la aplicabilidad del

modelo tedrico ajustado del semivariograma y usarndo ecuacion
(83) es:

[ 156.45319

5.21355

& _ . |-116.68120
0 )

~ 20.90793
161.54074

| 131.93845

E1l vector de ponderaciones Ag segln ecuacidn (66) es:



" 0.442
0.009
-.0069
.0383
.7390
~.2216 | 9

E1 valor estimdo E(XO) = Ao'H, siendo H el vector de

observaciones del Cuadro 3.2, es decir:

43
60
H = 71
70
49
45

!
- -

Por To tanto Z(xo) = £(310, 1044) = 47.9851 m, y ten

drd una varianza minima de acuerdo a la ecuacign (67) de:
0&(x0) = 18.70404

En 1o que se refiere a la evaluacidén de la metodolo-
gia Kriging, se obtienen los errores reducidos presentados -
en el Cuadro 4.4, para posteriormente realizar inferencias -

estadisticas, en cuanto a la media Y varianza de 1os errores
A

reducidos.

Asumiendo distribucidn normal de los errores reduci-

dos, se plantea la hipdtesis de:
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Cuadro 4.4. Errores reducidos al aplicar la metodologia Kri
ging para observaciones de niveles dindmicos.

Pozo Z (xp) Z (xp) o (xp) r (xp)
a 43 48.5889 5.4932 -1.0174
b 60 48.5696 15.2777 0.7482
1 71 ™ 64,4536 17.1816 0.3810
2 70 65.5666 14.1497 0.3133
3 49 45,0132 4.8938 0.8147
4 45 48.3235 6.6638 -0.4987

media de la serie de los r(xp) = 0.1235
desviacion de la serie de los r(xp) = 0.7293
nimero total de la serie de los r(xp) = 6

S »n X
1t

mr es la media de los errores reducios y aplicando 1la

ecuacién (86) se tiene que:

6 (0.1235 - 0) _
57553 = 0.4148

La regla de decisidn es:

Rechazar Ho: mg = 0 si |tg]

fv

ta/2 (n-1)g.1. bajo
o = 0,05

To.25(5)g.1 . = 3.163

Por 1o tanto, no se rechaza Hy: mg = 0.

Un intervalo de confianza con una confiabilidad del
95 por ciento, de acuerdo a la ecuacién (87) es:
vo - V&
- 4.4694 <m, < 4.7164

(0.1235) - 2,571 ( 21223y ¢ mg < (0.1235) + 2,571 ( 0:7293,
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También asumiendo normalidad de los errores reduci -

dos, se plantea la hipdtesis de:

Siendo o% la varianza de los errores reducidos. Apli

cando la ecuacidn (88)

2 _ (5)(0.7293) _
X, = T = 3.6465
La regla de decisién es: se rechaza Hy: o; =1 si
XZ 2 x? o si x2 < x* si el nivel
G/2(n-1)g.l. ‘

l_a/2(n-1)g.1,.
de significancia a es 0.05

Z

(o.025)(s)g.1.

I

12.83

2

X(0.975)(5)g.l. = 0.83

Por lo tanto, no se rechaza He: 0% = 1

Un intervalo de confianza para o% con un 95 por cien
!

to de confiabilidad, de acuerdo a 1a ecuacién (89) es:

2.7507 . _ 2.7507
12.83 - °R < 5E3

0.2144 < 0% < 3.3141



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
]

Encontrar si existe la dependencia espacial en -
tre las observaciones mediante el uso de semiva-

riogramas estimados, y ajustar el mejor modelo

tedrico en funcién del coeficiente de correla

cion.

Si la dependencia espacial existe, utilizar la

metodologia Kriging para realizar estimaciones

del valor de la variable en localidades no medi-

das .

Por el contrario, cuando no exista dependencia -
espacial entre las observaciones, lo cual corres
ponde a que el semivariograma estimado es cons -
- tante para cualquier distancia y que implicara -
que el coeficiente de correlacién es constante,

utilizar los métodos estadisticos clasicos.

Es recomendable utilizar a la metodologia Kriging
para todas aquellas variables que presenten una
dependencia espacial, dado que la interpolacidon -

proporcionard valores insesgados y de varianza -

minima.
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Es posible recomendar el uso de semivariogramas
para definir densidad de muestreo, dado que las
distancias a las que se deberd tomar la informa-
cion de las variables de interés, estard dada por
el rango del semivarfogram%; De no existir depen-
dencia espacial, utilizar las técnicas de mues -

treo cldasicas.

Se recomienda evaluar al método Kriging mediante
lTos errores reducidos y demostrar que éstos de -

distribuyen normal con media cero y varianza uno.



RESUMEN

Dentro de los métodos de estimacion de valores en al
guna posicidn dentro del espacio de exploracién de la varia-
ble, el método Kriging proporciona un estimador insesgado -
si, la suma de las ponderaciones por las que se multiplican
las observaciones medidas es igual a uno y de varianza mini-
ma si ésta es minimizada por un proceso de multiplicadores -
de Lagrange. En el presente trabajo se demuestra lo anterior
incluyendo a la estimacién Cokriging y se proporciona una -

metodologfa para uso de la interpolacidn Kriging, consistien-~

do en:

a) Muestreo. Tomar informacidén de una cuadricula pre
viamente realizada, para el caso de obServaciones regularmen
te espaciadas, en este articulo se analizan profundidades de
nivel fredtico, o tomar la informacién aprovechando infraes-
tructuras ya establecidas al azar, para observaciones irregu
larmente espaciadas, aquf se analizan profundidades de nivel

dindmico medidos en pozos de produccién de agua espaciados -

irregularmente.

b) Cdlculo de Semivariogramas. Se calcularon los se-
mivariogramas estimados en cada caso y se ajustaron modelos

tedricos en funcién del coeficiente de correlacidn.
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c) Interpolacién Kriging. Dado que existid dependen-
cia espacial entre las observaciones definidas por el semiva
riograma, se utilizé la metodologia Kriging, para realizar -

estimaciones del valor dg la variable en localidades no medi

das.

d) Estimacidén del Error. Se calcularon los errores -

reducidos y bajo normalidad se encontré que tienen media ce-

Yo y varianza uno.

Se concluye que es posibhle utilizar al semivarjogra-
ma para definir si existe dependencia espacial entre las ob-
servaciones. Si existe, aplicar la interpolacién Kriging que
proporciona va]ores insesgados y de varianza minima; si no
existe dependencia espacial, utilizar los métodos estadisti-
cos cldsicos. Se recomienda a los semivariogramas para defi-
nir densidad de muestreo y a la interpolacidon Kriging para -
estimar valores de todas aquellas variables que presenten de
pendencia espacial. Asi, también se recomienda evaluar a la

estimacidn Kriging, a través de los errores reducidos.
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ASUNCIONES ESTACIONARIAS

En un muestreo simple la funcidén aleatoria z(xi) es
una realizacidén. Si se quiere estimar valores para las loca-
Tizaciones no registradas, se puede introducir la restric -
cion que la variable regionalizada puede ser estadisticamen-
te homogénea e isotrépica, 1o cual permite hacer inferencias
estadisticas ( Olea, 1975). Formalmente, una variable regio -
nalizada es estacionaria si la estadistica sobre las varia -
bles aleatorias z(ki + h) son iguales para cualquier distancia
h. Acordando al nidmero k de momentos estadisticqs que son -
cbnstantes, la variable es 1lamada Estacionaria de orden K.
Estacionaria de segundo orden es 1a que usualmente se requie
re en geoestadistica (0Qlea, 1975). Si se supone a. la funcidn

aleatoria Z(Xi) que tiene valores esperados:

E{Z2(xi)} = m(xj) (Ar.1)

E{Z(xi + h)} = m(xi + h) (A.2)

y varianzas

Var {Z(x;)} (A.3)

Var {Z(x; + h)} (A.4)

respectivamente para las localizaciones X; ¥y ®x; + h, la



93 -

covarianza C(x;, x; + h) entre-Z(x;) y Z(x; + h) es definido
por:

C(xji, xi +h) =E{Z2(xi)Z(xi+h)}- {m(xi)m(x; + h)} (A.5)
y el variograma 2Y(x;, x; + h) es definido por

2Y(xj, xi + h) = E{[2(x3) -2(x; + )]} (A.6)

La varianza de Z(xi) es:

Var{Z(xi)}==E{Z(Xi)Z(Xi‘+0)"m(Xi)m(Xi4'Oﬂ

= E{Z2%(x3) -m? (x3)} = C(xi,xi) (a.7)
y 1a varianza de z(x; + h) es:

Var {Z(x; +h)} =E{2%(x; + h) -m? (x; + h)} =C(xi+h, xi + h)
(A.8)

Entonces tres posibles asunciones concernientes a 1la
estacionaridad de la funcidén aleatoria Z(x;) pueden ser he -
chas, y al menos una puede ser encontrada al aplicar estima-

cidn estadistica. Esas asunciones son como siquen:

1. Estacionaridad de orden dos. Una funcidn aleatoria
Z(x;) es estacionaria de orden dos (Journel vy Huijbregts, -

1978) cuando:

a) E1 valor esperado, E {Z(x;)} existe y no depende -

de Ta posicidn de x, matematicamente:

E{Z(x;) } =m para todo x; dentro del drea s (A.9)

b) Para cada par de variables aleatorias {Z(x;), z( %y

+ h)} Ta funcién covarianza C(h), existe y depende de h.



dentrao de s
(A.10)

C(h) = E{Z2(x;)2(x3+h)} - m® para todo x;

En Ta ecuacidon (A.10) la estacionaridad de la cova -

rianza implica la estacionaridad de la varianza y del vario--

grama. De este modo, usando la linearidad del valor esperado,

E, en la ecuacidn (A.7) resulta:

var {Z(x;i)}

E{Z(x1)2(xi+0)} - E{lm?(xy)}

E{Z(x1)Z(x1+0)} = m?(x;)} (A.11)

Aplicando las condiciones de estacionaridad .( A.9) y

(A.10) se obtiene:

Var{Z(xi)} = E{2%2 (x5)} - m® = C(0) (A.12)

E1 variograma 2Y(xji, xj +h) "en ecuacién( A.6) puede

ser desarrollado:

2Y(xi,xy +h) =2Y(h) =E{2%(x1) - 22(x1)%(xy +h) +22(x; +h)}
(A.13)

Adicionando y substrayendo 2m® a la ecuacién (A.13)

2y (h) =E{Z2(x3) -m? - 22(x4{)%Z(xi +h) +2m2 + Z2(x; + h) -m2}
(A.14)
Puesto que el valor esperado, E, es un operador 1i -
neal y el valor esperado de una constante es la misma cons -
tante, entonces:

2Y(h) =E{2? (xi)} -m® - 2 E{Z(x1)Z(xi +h)} = m?]+ E{Z? (xi + h)}-m?
(A.15)

Sustituyendo ecuaciones (A.10) y (A.12) en la ecua -

cién (A.15):

2Y(h) = C(0) -2C(h) +C(0) = 2C(0) - 2C(h) (a.16)
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y simplificada:

Y(h) = C(0) - C(h) (A.17)

Por 1o tanto, si la asuncidn de estacionaridad de or-
den dos puede ser hecha, 1a covarianza C(h) y el variograma -
2Y(h) son dos herramientas equivalentes para caracterizar la
autocorrelacidn entre dos variables Z(x;) separadas para una -
distancia h. Luego, asumiendo estacionaridad, es posible repe
tir un experimento ain cuando las muestras sean recolectadas

de diferentes puntos ( Olea, 1975).

Sin embargo, la asuncidn de estacionaridad de orden -
dos implica la existencia de una varianza finita de los valo-
res medidos, Var{Zz{(x;)} =C(0). Esta asuncidn no puede ser sa-
tisfecha para algunos fendmenos fisicos, teniendo una capaci-

dad infinita de dispersidn.

2. Asuncidn intrinsica. Para evitar la existencia de
restricciones de una varianza finita, requerida por la asun -
cidn de estacionaridad de orden dos, la asuncidén intrinsica -
es hecha, la cual requiere la existencia y estacionaridad del
variograma solamente. Una funcion aleatoria Z(x) es intrinsi-.
ca, cuando en adicién a la condicién en ecuacién{ A.2), Ja di
ferencia | z2(x;) - Z(x;+h)| tiene una varianza finita que no

depende de x; para toda distancia h. Esto es matematicamente:

I

Var{ (2 (x3) -2(x; +M)7|} = E{ [2(xi) -2 (x; +h)7[?}
" - “(A.18)

Sustituyendo ecuacidn (1):

Var{[Z(xi) ;Z(xiﬁ+h)]} =2y (h) =E{[2Z(x;) -2Z(x; +h) 21 = 02 (xy)
(a.19)
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En la ecuacidén (A.19) la cantidad 2 (h) es conocida -
como variograma, que se refiere al gréafico de las varianzas
de las observaciones en funcidén de la distancia h. Sin embar

go, es mds usada como Y(h) que se denomina como semivariogra

ma escrita por:

Y(h) = 7 E{[2(xi) - 2(x;i +h)] 2} (A.20)

3. La hipdtesis de Kriging Universal. Bajo esta hipd
tesis Ta funcidn aleatoria Z(xi) para cualquier localizacion,

Xi, consiste de dos componentes:

Z(x3) = m(xi) + e(=xi) (A.21)

Donde m(xj) es el valor esperado y €(x;) el error re
sidual. Por 1o tanto, para cualquier Xi, s necesario estimar
m(xj) y tener una expresidon para el semivariograma de los re

siduales (Webster y Burgess, 1980).

Si una funcidn aleatoria es estacionaria de orden k-
(k > 0), entonces ésta también es estacionaria para todo or
den mds pequefio que k. Consecuentemente, si una funcién alea
toria Z(xi) es estacionaria de orden dos, entonces es también

intrinsica. Sin embargo, lo reciproco no necesariamente es -

verdad.
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EL ESTIMADOR KRIGING ES UN ESTIMADOR INSESGADO
Y DE VARIANZA MINIMA

Si bien sefiala Cochran( 1981) que en la teoria de las
encuestas por muestreo es necesario considerar los estimado -

res sesgados por dos razones:

a) En algunos de los problemas méas comunes, particu -
Tarmente en la estimacidn por razén, se encuentra que los es

timadores convenientes y apropiados son sesgados.

b) Aun con los estimadores que son insesgados en mues
treo probabilista, 1os errores de medicidn y las no-respues -

tas pueden producir sesgos en 10s nimeros que se calculan a -

partir de los datos.

Aqui se analizard al estimador Kriging como el mejor
estimador siendo éste insesgado y con varianza minima. Esto -

es matematicamente escrito como:

E{Z (x0) - Z(x4)} = 0 (B.1)

E{ [Q(xo) - Z(x9)]%} = minimo (B.2)

Los cuales son las condiciones de insesgamiento y de
varianza minima de estimacién respectivamente. Sustituyendo -

Ta ecuaci6n {11) en (B.1):
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IIMZ

E{Z (xq) - Z (%)} =EQ A32(x5) =Z(x0)] =0 (B. 3)

1

Aplicando Tinearidad del operador E

v &

E{Q(Xo) -Z(xy)} = Ai E{Z(x3)} -E{2(x0)} =0 (B.4)

1=1

Sustituyendo 1a ecuacién (A.9) en (B.4) y factorizan-
do:

A N
E{Z(x5) - Z2(x0)} =m[ & A; -1] =0 (B.5)

i1=1

por lo tanto, la estimacidén seri insesgada si:

(B.6)
Desarrollando la ecuaciédn (B.2)

E{[Z(xy) - 2(x0)]2F =E{ [£2(x,) +22(x,) -22(x0)2(x,) ]} (B.7)

por 1a linearidad del operador E

E{[ 2 (%) ~2(x0)]2} =E{22(x,) } + E{22(x,) - (
B.8)

2E{2 (x4) 2 (%,) }
Desarrollando cada término del lado derecho de la -
ecuacidén (B.8) individualmente y usando ecuacién (11) sucesi-

vamente, se obtiene:

~ N N N
E{Z% (x0)} =ETZ 2i%(x)]?%} = ELZ Ag 2(x5) 2 252(x5))

J=1 (B 9)

= EUD A2 M32(x3)2(x5) ) = 2 3 As0ELZ(x1)2 (%) )
i3 i (B. 10)
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Sustituyendo la ecuacidn (A.10) en la ecuacidén (B.10)

N N
E{Z%(x0)} = JL, jglxixjc(xi,Xj) + m? (B.11)

Donde C(x;,x4) se refiere a la funcidn covarianza co

rrespondiendoa la distancia con origen en xi y extremo en X5 .

E1 segundo término del lado derecho de la ecuacibn -

(B.8)

E{Z%(x0)} = E{(2 (x¢)2(xo+0)} (B.12)

Sustituyendo Ta ecuacion (A.10) en la ecuacién (B.12)

resulta:

E{Z%(x0)} = C(0) + m? (B.13)

E1 tercer término del lado derecho de la ecuacidn -

(B.8) es:

E{Z(x0)Z(x0)} = E{ 2 i Z(x3)Z(x0)} = I A3 E{Z(x4)%(x0)}
=1 i=1 (B.14)

Sustituyendo ecuacion (A.10) en la ecuacidn (B.14)

E{Z (x0) (2 (x¢)} = AiC(%i,%0) + m? (B.15)

=
o

1

Donde C(x;,x%0) se refiere a la funcidn covarianza co-

rrespondiente al vector con origen en X; Yy extremo x,. Susti-

tuyendo (B.11), (B.13) y (B.15) en la ecuacidn (B.8) se tie-

ne:

E{[ E(xo)-Z(xo)]Z} = I Z M)yC(x3,%x5) +m? +C(0) +m?
ij
(B.16)
- 25 Aj C(xi,%Xq) = 2m?
i
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Simplificando:

E{[E(xo) -Z(x0)]%} =1 EAiA5C(%5,%5) +C(0) = 2EX; C(x;,xo)
i i (B.17)

La ecuacidn (B.17) serd minimizada bajo Tarestriccidn

que Z Aj =1. E1 proceso es realizado utilizando la técnica de
1

multiplicadores de Lagrange para satisfacer la ecuacidn (B.2)

donde las N derivadas parciales serdn:

SECT2(x0) -2(x0)T2) = 20 5 2,50y (B.18)
i

Donde u es un multiplicador de Lagrange, resolviendo -

e igualando a cero.la ecuacién (B.18)
2z KjC(Xi,Xj) ~ 2C(x;,%0) - 2u = 0 (B.19)
j
Cancelando el factor 2 en la ecuacidn (B.19), reorde-

nando y combinando con la ecuacién (B.6) se tiene el Sistema

Kriging
N
§ ch(xi,xj) - u = C(x;,%,), i=1,2,...,N

(B.20)

Las primeras N ecuaciones en el sistema (B.20) pueden

ser reordenadas en:

i =2

5L, Xj C(Xi,Xj) = W + C(x;,Xo) (B.21)

Y sustituyendo la ecuacidn (B.21) en la ecuacidn

(B.17) se tendra la Estimacién de Varianza wminima, op(xo):

00357 B:A.A.A.N.
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od(x) = E{ [E(Xo)-'Z(Xo)]Z} =2 A [u+ C(xj,%0)] + C(O) -
i

- 2 I XAj C(x;,%g) (B.22)
i

Reordenando y cancelando términos semejantes:

N
oklxo) = C(O) + u - I M Clxi, xo) (B.23)

E1 sistema Kriging (B.20) puede ser escrito en nota-

ci6n matricial como:
[cI[X] = [b] (B.24)
‘cuya solucidn es de la forma:

[A] = [c] Y b] (B.25)

Donde [c] es la matriz covarianza o la matriz Krig
ing en términos de covarianza, [c]~! esla inversa de [cT,
[X] es 1a matriz de factores Ai» ponderaciones no conocidas

y [b] esel lado derecho de la ecuacion (B.20).

En notacidn matricial, la ecuacién (B.23) es dada -

por:
0% (x0) = C(0)-[A]¢ [iaj (B.26)
Donde [AJt es la transpuesta de la matriz [A]

Si Ta estacionaridad de orden dos puede ser asumida,
entonces el sistema kriging (B.20) puede ser escrito en tér
minos de sus cbvarianzas c(h) o semivariograma vy(h) y cam -
biando de una a otra usando la relacién entre y(h) y c(n)

expresada en la ecuacidn (A.17). Hay sin embargo, una fuerte
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ventaja al usar covarianza c(h), la cual estd relacionada a
Tos métodos numéricos usados para obtener la solucién del -
sistema (B.20). Si la asuncidén intrinsica expresada en la -
ecuacidn (A.9) y (A.18) es aplicable, es posible asumir que
una alternativa es el.uso de la funcidn semivariograma vy(h).
E1 sistema Kriging en términos de y(h) es entonces facilmen
te obtenido por reemplazo C(h) en el sistema (B.20) por -
clo) - y(h), es decir:

N "
jglkiy(xi,xj)-—u = Y(xj,%0); i=1,2,...,N (B.27)

y la varianza estimada oz (xo).

N A
Ox (x0) = C(0) + = I Ay (x;,%q) (B.28)
1= .
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SEMIVARIOGRAMAS, CONTRASEMIVARIOGRAMAS, INSESGAMIENTO Y
VARIANZA MINIMA EN LA ESTIMACION COKRIGING

Asumiendo estacionaridad, el primer y segundo momen
tos de las funciones aleatorias z,(x; ) y Z,(x5 ) son res -

pectivamente:

E{Z ,(x; )} = mpara todo x; dentro del campo (c.)

Il

E{Z, (x5 )} m, para todo x4 dentro del campo (C.2)

La covarianza de z,(x; ) es

Cnu(h) = B{Z,(x; + h)Z;(x; )} - m? (C.3)

La contra-covarianza entre z,(x; ) y Z,(x5 ) es:

C12(h) = E{ZI(XJ + h)ZZ(XJ )} - m;m, (C.4)

La contra-covarianza entre Zo(x3 )y Z2:(x; ) es:

Calh) = E{Z,(x3 + h)Z;&4§ )} - mym, (C.5)

La covarianza de z,(x; )

Cyp(h) = E{Z (x5 + h)Z,(x3)} - m} (C.6)
E1 semivariograma de z,(x;.)
Yu(h) = 3 E{E.(xi + h) - 2yxi )]%} (c.7)

El contrasemivariograma entre Z,(xi ) y Z,(xy ), ¥y

el cual es igual a el contrasemivariograma entre Zo(x5 )y -



106 -
Zlei ) es:

'Yu(h) = %— E{[Z](Xi. + h) -Z;.(Xi:v)J L—Zz(Xj+h) -2 (XJ)]}

(C.8)
= Y 2(h)
E1 semivariograma de Z,(xj) es:
Yah) = 2 B{[Z, (x5 + h) - 2x;5) %) (C.9)
E1 estimador 2,(x,) es:
N Ny
Z,(x,) = 'Zl}\i Zy(xxy ) + '21 Ay Zy(x5) (C.10)
i= j=

Donde N, y N, son los nimeros de Jos puntos vecinos
de Z, y Z, respectivamente, usado en la estimacién de un va-

lor Cokrigado, Z,(x,). La condicién de insesgado es:

E{Z, (xo) - Z,(xe)} = 0 | | (C.11)

y Ta condici6én de varianza minima es:

oé(xo) = E{[:,?:z,(xo) = Z;(x0)] %= minimo (C.12)

Sustituyendo Ta ecuacién (C.10) en la ecuacién (C.11)
da:
N2

N,
E{%z (%0) = Z5 (%0) } =E{,El>\1121(xi' ) + _Zlkzjzz(X.j) = Z2(x0)}=0 (C.13)
i= j=

Usando linealidad del operador E

A N; N,
E{Z2(x0) - Z,(x0)} = ,leli E{Z:(xt )+ j217\2j E{Z, (xj)}-
i= =

- E{Zz(Xo)} = 0 (C.l4)
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Sustituyendo (C.1) y (C.2) en (C.14)

Ny N,

m; 2 kli_+ ms; 2 ij"mz = 0 (C.lS)
i=1 j:l

factorizando m, resulta:

Ny

m X Aj;i + mo r.
i=1 |

&

A2y -1] = 0 (C.1le)

A
Por To tanto, el estimador Z,(xq) serd insesgado si:

N2
I Azs =1 (C.17)
j=1 773
N
Ny
z Ali = 0 . . (C.18)

Ahora, desarrollando el cuadrado en la ecuacién (C.12)

E{ [,Z\Z(xo)_ —Zz(xo):[z} = E{§§(XO)+Z§(XO) - ﬁz(xo)zz(xo) -

- %2 (%) 2, (%p) ) (C.19)

Aplicando Tinealidad del operador E

B[22 (x0) = 22 (%0)]2} = {83 (x0) } + E{Z3 (x0) } = B2y (x0)Z, (xg)} =

A (C.20)
—- E{Z,(x0)%5 (x0) }

Desarrollando cada término dél lado derecho de la ecuacion (C.20)

y sustituyendo ecuacidn (C.10) en el primer término, resulta en:

E { /Z\% (%0) } =E{§2(Xo)§2 (x0)} =E{ [Z MiZ:1(x2 ) + = A23Z2 (x §)]
i 3

[Z AnZi(x k) + Z AogZ2(x 2) ]} (C.21)
k L
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Expandiendo dentro de 1los paréntesis del lado dere

CHO:

E{E%(xo)} =E{X M2 (x1 ) ¥ MxZi(x k) + % AMiZi(xi ) Z AapZa(x.p) +
i k i e

+ )\2jZ2(X‘j) Z)\lkzl(ka) + X )\2j22 (x J) LD >\2[_22 (x [_) }
J k J £
(C.22)

Reordenando las sumatorias Y wusando linealidad de]

operador E:

AiA2E{Z (x i)Z22(xp ) }

B2 (x0)}= I I M\iAnEZ (x4 )21 (x 1) + 2
ik i

LI AghkE{Za(x IZ1(x k) I+ T A23A2lE{Z2 (x £2)Z2(xp ) }
Jk j

(C.23)

Sustituyendo ecuaciones (C.3), (C.4), (c.5) y (C.6)

en (C.23) se obtiene:

E{Z} (x¢)} =13 % Aidik [Culxis, xikHmi] + I % Apidap [Ca (x1i, Xp0) +
ik ik

+ m1m21 + 2 X )\Zj)\lk [Cm (ij,X]k) +m2m1:[ +

J k
, (C.24)
L2 A25A28[Cn (x29,%20) +md ]
j L
Multiplicando dentro de los paréntesis:
~
E{Z3 (x0)} = T A 3hkCh (x1i,31%) + m} 2% Aihk +
ik ik
+ 2 2 AiidolCp (Xyi,Xop) +mym, 3 % A1idap  +
ig i
+ § ]{i AjACa (R25,%1x) +mymy § z A2jhik F
2 .
+ >J: E Xa3hatCa (kp3,%20) + m § E A3kt (C.25)
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Sustituyendo ecuaciones (C.17) y (C.18) en (C.25)

E{2§ (X))} = I L A2 1xCqy (X13,X1%) + £ Z Ay4AapCp (X11,%28) +
i )

z
k il

+ 22 Ay hixkCa (X24,%1k) + I 5 A2jA2£C (X25,%2£) + m3
ik ik
(C.26)

E1 segundo término del lado derecho de la ecuacién -

(C.20) puede ser nuevamente expresado como:

E{Z3(x0)} = E{Z, (x0)Z5 (x4)} = E{Z, (xo + 0)2, (x,) } (C.27)

Sustituyendo la ecuacién (C.6) en (C.27) para h = o

E{Z3 (x0)} = Cu, (0) + m3 (C.28)

Sustituyendo la ecuacidn (C.10) para el tercer térmi

no del lado derecho de la ecuacién (C.20) resulta en:
A
E{Z2(0)Z> (x0)} = B{ [Z M3Zi(x k) + I AapZs )] 22 (x0)} (C.29)
k -2

Multiplicando dentro del Paréntesis y usando Tinealj

dad del operador E

E{Zz (Xo)Zz (Xo)} =2 )\_1kE{Z1 (X‘k)Zz (Xo)} + Az,@E{ZZ(X-ﬂ)Zz(Xo)}
k ¥4 (C.30)

Sustituyendo las ecuaciones (C.4) y (C.6) en (C.30)

E{%2 (X0)Z2(x0)} = % Ay [Cr (x1k,% J¢mimp] +
k

+ i Mg [Coz (%2£,%0 )+m3 ] (C.31)
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Multiplicando dentro de los paréntesis:

E{Z2(%0) %2 (%) } = ZA1kC12 (x1k,%,) + m; my Z A1k +
’ k k

+ ZX2£C22 ( X2£,%0) + m3 I A2l (C.32)
VA 2

Aplicando condiciones (C.17) y (C.18) a los térmi -

nos constantes de la ecuacidn (C.32):

N .
E{Z; (%0)Z5 (x0)} = I Mk Ci2 (X1k,Xo) + I A2f Caz (X2 ,Xy) + m3
k ya (C.33)

Sustituyendo ecuacidon (C.10) para el cuarto término

del Tado derecho de la ecuacidn (C.20)

E{Z2 (X0) %2 (x0) } = E{%, () [ T AixZy (x ) + Itz 0]} (€30
k

‘Maitiplicando dentro del paréntesis y usando linea-

lidad del operador E:

t

E{Z; (%0)2; (x0)} = % MXE{Z2 (x0)Z1 (% k) } + T AapE{Z, (%0)Z, (x £)}
X 2 (C.35)

Sustituyendo ecuaciones (C.5) y (C.6) en (C.35)

E{Z, (%)%, (%0)} = T A1k [Ca1 (x0,%1k) +memy ] + I Az Conlxo,X£) +mi}
k L (C.36)

Multiplicando dentro de los paréntesis:

E‘[Zz (Xo).(Z\Z (Xo)} =X )\lkCéi(XOIXIk) + mamp 2 Ak +
k k

E A1£C2AXq,%X2£) +m3 121 A2l (C.37)



111 -

Aplicando condiciones (C.17) y (C.18) a los té&rminos

constantes de la ecuacidn (C.37)

E{Zz(Xo)Qz(Xb)} = I MkCa1 (Xo,X1k) + I A2£Cas (Xg,%28) + m3
k £ (C.38)

Sustituyendo ecuaciones (C.26), (C.28), (C.33) y -
(C.38) en (C.20)

GE(XO) = E{[ﬁz(Xo) - Zz(Xo{]z} =X X MiMkCn (X1i,¥1k)  +
i .

I
k

- M

L MidafCr2 (X1iy X2p) + I I Apjhix Coy (%25,%;x) +
il ik

. M

XZ’_ >\2j>\21’_C22 (ijrxzz) +m} + Cy (0) +'md -

A ™

AMxCiz (X1x,%g) ~ E AoyCaz (Xo0,%g) - m3 -

™

A1kCa1 (Xo,X1k) - z A2pCaz (Xo,X2p) - m3 (C.39)

Cancelando m3 y renombrando dado que:

C(h) = C(-h) y Cpiyp(h) = Ckk*' (-h) 1a ecuacién (C.39) puede

ser escrita como:

G%(Xo) =X I MjijMkCi (X14,%.k) + % E A13A20C12 (X11,%2p) +
ik i

L 2 Az25M1xCay (X24,%1%) + I I A25A20C22 (X25,X2¢) -
ik j L

2L M1xCr2 (X1k,%X0) = 2 I Ap0Coy (X2£,%0) + Ca2 (0) (C.40)
k £
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La minimizacidn de la varianza estimada (C.40) puede

E-4

ser realizada por la aplicacidn de técnicas de multiplicador

de Lagrange, con:
cs[:og(xo) - 2U, % Aag]/ 8§ Aaf =0 (C.41)

SLof(xe) = 201 Z Au [/ & Aup=0 (C.42)
k

Donde u; y u2 son multiplicadores de Lagrange. La -

ecuacidn (C.41) produce:

2 I MiCiy (X14,%1k) + E A2pCi2 (X11,%20) + I X25Ca1 (%23,%1x%) -
i J

- 2Cpp (M1k,%Xe) = 2U; =0 (C.43)

Renombrandq el factor tal que Cxwfh) = Cupr(-h) y £

es un indice dummy, es posible reescribir (C.43) como:

2L MiCui(xii,Xik) +22 A25C1, (K1k,X23) = 2C12 (X,k,X0) - 24, = 0
i j (C.44)

Cancelando y ordenando:

Z A:iiCnn (x1i,%1k) + I A24C12 (Xi1k,%24) - w1 = Ci (X1k,X0)
i 3 (C.45)

La ecuacidn (C.42) produce:

Z A1iCiy (x1i,%28) + I A1xCay (X29,X1k) + 28 A24C22 (X29,%2p) -

i k j

- 2Cy, (X2£,%0) = 22 =0 (C.46)
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Z AiCip (X1i,Xaf) + I A23Ca0 (X23,%X2£) = Uz = Cap (Xof,Xo)
i 3j (C.47)
Combinando " ecuaciones (C.17), (C.18), (C.45) y -
(C.47) se produce el sistema Cokriging.
Ny No
2 AiCn (K xak) + 20 XakCiz (Rik,X.3) =11 = Cup (X%, %)
i=, =1

k=1,2,...,N;

N3 No

_zllliclz(x1i,X2£) +j§1 A23C22 (X25,%X2) = Uz = Cp, (X2p,X0)
i= =

L = 1,2,...,N2

N;
izi Ali =0
(C.48)
Ng‘ .
L

Reordenando el primer y segundo término del sistema
de ecuaciones (C.48) y sustituyendo ellos en la ecuacién -
(C.40) produce la estimacidon de la varianza del cokriging -
0£2(Xo)

Njy N2
Ok (X0) = Cz2 (0) + 1, =L AiCre (%14,%0) =, I X25C22 (X25,%0)
2 1=1 =1 J

(C.49)

La solucidn del sistema (C,48) producira N; pondera-

ciones Ay;, N, ponderaciones A2ys y 10S uy y u, multiplicado

res de Lagrange.
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E1 sistema cokriging puede ser escrito en notacion

matricial si se supone que N, = 2 y N, = 4, Entonces, la

ma

triz [C] serd una matriz 8 x 8 y puede ser explicitamente

escrita como:

1

0

1

0

Cnlxwxw Culx X1
Culxuxn Cn(xpxXp
Cu(x, X Cn(xp X1
Culxriyxy Culxpxw
Co(X1,X2) Cp(Xp%xa)

Crp(xX1,X2) Cp(Xp Xy

Culxwxn Cn(wxy Cplxuyx,) CplxyXy
Culxwxw CulXuyXp CpXpyXy) CplpXy
Culxiyx1d Calxwx1) CplXyXz) Cpl(XXy)
Cn(X1®Xw) CulXwXuw) CrlXwXza) Cp(XwXp)

Cu(X1vX2) Cp(XwXa) Co(Xa,Xz) Cnl(Xa, Xz

Cp(X1wXz) Cp(XwXp) Cnl(Xp X2) Cxn(Xz, Xz
1 1 0 0
0 0 1 1

1 0
1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 0
0 0

La matriz de [A] de pardmetros desconocidos puede ser

escrita como:

~Ha

“H2

An |
A
A
Ay
Az,
Ao

Y el lado derecho [b] puede ser escrito como:




Crz (%12, %y )
Cr (%,3%¢)
Ci2 (X s X0)
Co2 (%21, X0 )
Coz (X229, %y)

0

1

I Cyo (%1, X0 ) |
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