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Este trabajo trata sobre los problemas de elaboraciéon de pronosticos y

de bondad de ajuste en el estudio de series de tiempo. El método recursivo de
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Durbin-Levinson es analizado desde una éptica geométrica, proporcionando una
demostracién rigurosa de su validez como generador de pronésticos . Ademds, se
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This work concerns (weakly) stationary stochastic processes endowed with

discrete time parameter. A recursive foercasting algorithm, referred to as the
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Durbin-Levinson procedure, is analyzed from a gemoetric perspective and it is
formally verified. On the other hand, the statistic T' of local maxima and minima
in a given data set is studied, and its menan and variance are determined. These
results are used to establish the asymptotic distribution of T', and a nonparamentric
test is generated to assess the hypothesis that the data stem from independent and
identically distributed random variables. When a model is proposed for a given
observed series, and the above procedure is applied to the estimated noise sequence,

a test for the goodness of fit of the model is obtained.
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Capitulo 1

Panoramica General

El propésito de este capitulo es describir, en términos generales, el con-
tenido de esta tesis, plantear los objetivos que se pretenden alcanzar, y la manera

en que se ha organizado la presentacién del material subsecuente.

Introduccion

Este trabajo gira alrededor de la idea de serie de tiempo, nocién que se
refiere a un conjunto de variables aleatorias cuyos valores son observados secuen-
cialmente. En la actualidad, son inumerables los datos que, como producto de
la actividad humana, se generan de manera cotidiana. Por ejemplo, cada quin-
cena se hace publico el indice de precios al consumidor o el nivel de inflacién en
nuestro pafs, informacién que conforma una sucesion 1, 2,...,Tn,. .. que puede
pensarse como una realizacién particular de una serie de variables aleatorias. Los
datos que se generan secuencialmente son abundantes, y no se limitan a disciplina
o tipo particular alguno. Por ejemplo, los productores de cultivos como manzana
o duranzno, estdn naturalmente interesados en el total de ‘horas—frio’ en la regién
donde se ubican sus huertos, e invariablemente, los servicios meteorolégicos regis-
tran los datos necesarios y reportan sus cifras; desde luego, el nivel de precipitacién
pluvial, o el nivel de humedad son sélo otras de las cantidades que son de interés en
las actividades agricolas, y que se registran una y otra vez, digamos semanalmente,
generando una serie de datos para los cuales es importante entender su estructura
(el problema de modelado), asi como proporcionar estimaciones sobre el valor que

asumiran en el futuro (el problema de pronéstico).
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El estudio de una serie de tiempo es un tema de enorme interés por su
inmediata relacién con situaciones concretas, y requiere del empleo de herramientas
cuya complejidad estd en concordancia con la trascendencia e importancia de los
problemas de modelado y de pronédstico que son fundamentales en esta disciplina;
vea, por ejemplo, Anderson (1976), Anderson (1981), Wei (1990), Brockwell y
Davis (1991, 1996), o Box y Jenkins (1970). En términos generales, construir un
modelo para una serie de datos interpretados como una serie de tiempo, consiste
en plantear una ecuacién que refleje las relaciones entre los datos que se observen
sucesivamente; dicha ecuacién debe ser lo més simple que sea posible y, parti-
cularmente, debe contener un niimero ‘pequefio’ de parametros desconocidos que
puedan estimarse a partir de los datos. Una vez que se ha planteado un modelo,
es necesario juzgar la bondad de su ajuste a los datos observados y, al juzgarlo
adecuado, se puede emprender la tarea de elaborar un prondstico para las cifras que
se observaran en el futuro, temas que, como se describe a continuacién conforman

la parte medular de este trabajo.

Objetivos

Suponga que Xi,Xs,...,Xn,... €s una sucesién de variables aleatorias,
cuyo subindice representa el tiempo, de manera que el valor z; asumido por la
variable X; se observa en el instante . Como ya se ha mencionado, construir un
modelo para los datos observados z1,22,...,%p,... €s una etapa fundamental en
el proceso de entender la estructura de las cifras observadas. Una posibilidad que
puede presentarse es que las variables X7, X5,..., X, que dan origen a los datos
sean independientes e idénticamente distribuidas (%.1.d.), de manera que el valor
detectado en un momento determinado no aporta informacién sobre las cifras que
fueron recabadas anteriormente, o sobre aquéllas que se haran disponibles en el
futuro. En este caso, el analista no puede més que declarar que las variables son

i.5.d., y el ‘mejor pronéstico’ que puede elaborar sobre una observacién futura X,
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es el valor esperado de E[X,], al menos cuando el error de prondstico se mide
a través del error cuadratico medio (Lehmman, 1991, Dudewicz y Mishra, 1988,
Mood et. al., 1985). De esta forma, antes de emprender la tarea de construir un
modelo complejo para una serie de tiempo, debe probarse la hipétesis de que las
variables aleatorias que dan origen a los datos observados son independientes con
una distribucién comtn. Este problema también es relevante después de que un
modelo ha sido propuesto para las cifras que se han registrado. Esencialmente, un
modelo estocastico para los datos involucra a una serie de variables aleatorias ‘de
ruido’ que provocan la aleatoridad de las observaciones, y una manera de ver que el
modelo propuesto describe adecuadamente la evolucién de las mismas, es verificar
que los ruidos estimados a partir del modelo forman una sucesién i.2. d. (Brockwell
y Davis, 1991, 1996). Dentro de los métodos disponibles para este problema se
encuentra el bien conocido enfoque basado en la distribucién x? (Serfling, 1980,
Randles y Wolfe, 1983). En este trabajo, se analizara otra prueba de naturaleza no
paramétrica, la cual se basa en el analisis del niimero total de méximos y minimos
locales observados en una sucesién Y3,Ys,..., Yy, el cual se denota mediante Tp,,
la cual se describe brevemente en Brockwell y Davis (1996). Para generar una
pfueba de bondad de ajuste, se plantean los siguiente objetivos relacionados con

la distribucién de este estadistico.
e Determinar el valor esperado y la varianza del estadistico T5.
e Encontrar la distribucién asintética de estadistico de méximos y minimos locales.

Utilizando el resultado sobre la distribucién limite de T, se alcanzara el siguiente

propésito fundamental:

e Formular una prueba de significancia para la hipotesis de que las variables aleato-

rias de una sucesién son i.7.d..

Por otro lado, en este trabajo también se aborda el computo de prondsticos

mediante procedimientos recursivos. De forma especifica, se analizard el llamado
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algoritmo de Durbin-Levinson (Anderson, 1976), el cual es un procedimiento que
se formula desde una perspectiva algebraica. La idea detrés del andlisis de este

método, es estudiarlo desde una éptica geométrica.

e Interpretar el algoritmo de Durbin-Levinson en términos de proyecciones orto-

gonales estableciendo de forma rigurosa la validez del método.

Finalmente, un propdsito formativo detrds de esta incursién en el estu-
dio de series de tiempo, es tratar de aglutinar los conocimientos sobre diversas
dreas, como algebra lineal y estadistica no parapmétrica, para lograr un mejor
entendimiento de las técnicas aplicadas en el campo de procesos estocasticos esta-

cionarios, disciplina que es tan compleja como apasionante.
La Organizacién

Para alcanzar los objetivos propuestos, el trabajo subsecuente ha organi-
zado de la siguiente manera: La exposicién técnica inicia en el Capitulo 2, en el
cual se presenta la idea de proceso estacionario desde la perspectiva de segundo
orden. De manera especial, se enfatiza el hecho de que, a pesar de que los datos
observados en las aplicaciones no pueden generalmente pensarse como realizaciones
de un proceso que satisface la condicién de estacionaridad, es posible realizar una
transformacién que conduzca a resultados importantes a partir del andlisis de una
serie estacionaria. La presentacién de este capitulo también incluye una discusion,
general y breve, del problema de construccién de modelos para una serie de datos,
y se presenta la familia de procesos autorregresivos y de promedios moviles.

En el Capitulo 3 se considera el problema de bondad de ajuste de una serie
de datos al supuesto de que las variables que les dan origen son i.i.d.. La prueba
de significancia que se presenta es de naturaleza no paramétrica y, como ya se ha
mencionado, se basa en el conteo del ndmero total de maximos y minimos locales
que se presentan en la sucesién de datos observados hasta el tiempo n; en este

capitulo se alcanzan los primeros tres objetivos planteados. Posteriormente, en el



Capitulo 4 se estudia el problema de construir prondsticos para una observacion
futura desde un punto de vista geométrico, estableciendo la validez del algoritmo de
Durbin-Levinson por medio del anélisis de proyecciones ortogonales. Finalmente,
la presentacién culmina en el Capitulo 5 con conclusiones y algunos comentarios

breves.



Capitulo 2
Procesos Estacionarios

El objetivo de este capitulo es introducir la idea de serie estacionaria desde
la perspectiva de segundo orden, esto es, un proceso se considera estacionario
cuando la estructura de sus momentos de orden menor o igual a dos no se altera
al transcurrir el tiempo. Después de considerar los problema de modelado y de
prondstico para una serie con la propiedad de estacionaridad, se describe la forma
en que los resultados obtenidos pueden aplicarse en un contexto real, en donde
usualmente las caracteristicas de las variables que conforman el proceso se alteran
conforme sus valores son observados. La presentacién discute la importancia de
los problemas de bondad de ajuste y de elaboracién recursiva de prondsticos, los

cuales seran abordados mas adelante.
Introduccién

El objeto central de estudio en este trabajo es una sucesién de variables
aleatorias { X}, donde el indice ¢ se interpreta como ‘el tiempo, y asume valores en-
teros, mientras que el valor de X; se observa en el ‘instante’ ¢. Una premisa formal
bésica, es que todas las variables aleatorias consideradas se encuentran definidas
en un mismo espacio de probabilidad—y este caso la sucesién {X;} se denomina
‘un proceso estocdstico—supuesto que esta en correspondencia con el hecho de que
todas las X; se asocian al mismo fenémeno. Debido a que el indice ¢ representa ‘el
tiempo’, es comun referirse al proceso {X;} como una serie cronolégica, o serie de
tiempo, terminologia que se adoptara en lo sucesivo.

Es claro que la nocién de serie de tiempo es sumamente general. De hecho,

cada vez que se observan datos secuencialmente, las cifras recabadas {z;} pueden



pensarse como los valores asumidos por variables aleatorias X¢. Por supuesto,
existen inumerables situaciones practicas en que este proceso de acopio secuencial
de datos se presenta de modo natural, y el propdsito de este capitulo es presentar los
conceptos bésicos que se relacionan con el estudio de dos problemas fundamentales
en el estudio de una serie de tiempo, a saber, la construccién de un modelo para
los datos, y la elaboracién de un pronéstico para el valor que asumira un dato que
se observard en el futuro.

La exposicién gira alrededor de la idea basica de proceso (serie) estacio-
naria y ha sido organizada como se describe a continuacion: En la Seccién 2 se
discute la nocién de proceso estacionario. La presentacién tiene un caracter intui-
tivo, y se introduce el concepto de proceso estrictamente estacionario, idea que es
sumamanete demandante (restrictiva), y que conduce de forma natural a formular
la idea de estacionaridad débil en la Seccién 3, en donde se adopta la perspec-
tiva de segundo orden en el andlisis de una serie de tiempo; esencialmete, esto
significa que las técnicas de estudio de un proceso se elaboraran utilizando la es-
tructura de covarianzas entre las variables que lo conforman, asi como sus valores
esperados. En la Seccién 4 se abordan los problemas de estimacién para el valor
esperado de las variables que conforman un proceso estacionario, y se discute el
correspondiente problema para la funcién de autocovarianza del proceso. En la
Seccién 5 se presenta la nocién de filtro lineal, idea que constituye el preambulo
para la presentacién de los procesos autorregresivos y de promedios méviles en la
Seccién 6. Posteriormente, en la Seccién 7 se aborda el problema de aplicar los
resultados sobre series estacionarias en un contexto real, donde los datos obser-
vados no poseen, usualmente, la caracteristica de estacionaridad, mientras que en
la Seccién 8 se discute la importancia de los problemas de bondad de ajuste y de
caleulo recursivo de pronésticos que forman el niicleo de este trabajo. Finalmente,

el capitulo concluye en la Seccién 9 con algunos comentarios breves.



La Idea Fundamental

El propésito de esta seccién es discutir la nocién de serie estacionaria, idea
que desempefia un papel central en el analisis de series de tiempo. En términos ge-
nerales, un proceso estocastico {X;} es estacionario si sus caracteristicas esenciales
no varian conforme transcurre el tiempo. De manera un poco mas precisa, la serie
es estacionaria si ‘las propiedades importantes’ de un vector (X, , Xy,,..., X¢,)

son siempre las mismas que las correspondientes a (X, 45, Xty44, - - - s Xtpth)-

Discusién. Un propésito fundamental del andlisis de series de tiempo es utilizar
los datos observados hasta el tiempo n, esto es, z1,Z3,..., 2y, para formular in-
ferencias sobre las propiedades de las variables Xp41, Xny2,... cuyos valores se
observardn en el futuro. Sin embargo, los datos z1,z2, ..., %, arrojan informacién
sobre el vector (X1, Xs,...,X,) del cual son una realizacién, y una manera de
‘extrapolar’ las propiedades de éste tltimo hacia variables que seran observadas
posteriormente, es suponer que dichas caracteristicas no se alteran al transcurrir el
tiempo. Por ejemplo, suponga que las variables X;, Xz, ..., X, tienen una media
comun p, la cual se desconoce. En este caso, T,—la media muestral de los datos
observados hasta el tiempo n—es un estimador ‘razonable’ de p pero, en general,
no se puede pensar que , también es una buena estimacién de la media de una ob-
servacién futura, a menos que se esté dispuesto a suponer que €l valor esperado de
X, permanece inalterado al transcurrir el tiempo, condicién que puede expresarse

mediante la igualdad
E[X;] = E[X+s) paratodoty h. (2.1)

Para considerar otro caso similar, suponga que se trata de investigar la covarianza
existente entre dos variables cuya observacién se realiza en momentos separados por
h unidades en el tiempo, como las parejas (X1, X141), (Xz, Xoyn), (X3, Xatn),--
y que se asume que, para variables seleccionadas entre X1, X2,...,X,, la cova-

rianza entre pares cuyo indice difiere en h unidades es una constante 7. En este



9

caso, los datos Xi,Xa,...,X, pueden utilzarse para obtener un estimador de T,
denotado por 7, pero si se desea utilizar 7 como estimador ‘razonable’ de la cova-
rianza entre X411 ¥ Xni14h, €8 Necesario suponer que la covarianza entre variables
recabadas en nstantes que difieren en h unidades de tiempo no se altera conforme

las observaciones transcurren, esto es,
Cov [X1, X144] = Cov [Xnt1, Xntnt1], paratodony h. (2.2)

Esta discusién puede resumirse de la siguiente forma: el supuesto de que los rasgos
esenciales de una serie no se alteran al desplazar el indice del tiempo, permite
utilizar los datos observados hasta el momento n para formular inferencias so-
bre caracteristicas referentes a las variables que se observardn en el futuro. Sin
embargo, este planteamiento conduce, de forma inmediata y natural, a un cues-
tionamiento: ;Qué sucede con las series cuyas caracteristicas de interés si se alteran
al transcurrir el tiempo? Por ejemplo, sea {X;} la serie de consumos semanales
de agua en una comunidad. Si s denota una semana correspondiente al verano
de un afio dado, mientras que ¢ es una semana del invierno correspondiente, debe

esperarse que E[X,] > E[X;], mientras que

1 56 1 56
—F Xl < —F X; H
56 ; 56 ; +560

en efecto, el lado izquierdo es el consumo promedio semanal de agua en el primer
afio de observacién, mientras que el lado derecho es la cantidad correspondiente al
undécimo afio, y simplemente por el incremento poblacional, es razonable suponer
que en éste dltimo, el consumo de agua serd mayor que en €l primer afio de obser-
vaciones. Este argumento muestra que el valor esperado de X; si sufre alteraciones
al avanzar el tiempo. Luego, aunque el supuesto de que los rasgos esenciales
de una serie permanecen inalterados permite extrapolar conclusiones obtenidas
de los datos disponibles hacia las observaciones que se recabardn posteriormente,

dicha hipétesis excluye series interesantes e importantes, especialmente aquellas
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que presentan componentes estacionales (periédicas) y tendencias ascendentes o
descendentes. De hecho, es dificil pensar en una serie interesante que no presente,
por lo menos, alguna de estas caracteristicas y, a primera vista, parece ser que
al asumir el caracter estacionario de un proceso, se excluyen de la discusién a la
inmensa mayoria de las series que surgen en la practica. Sin embargo, es posible,
bajo supuestos adecuados y aplicando una transformacion apropiada, reducir el
estudio de una serie con tendencia o con componentes estacionales al andlisis de
un proceso estacionario (Box y Jemkins (1970). De esta manera, estudiar series
estacionarias es una empresa que tiene repercusiones importantes en el proceso de
entender y analizar las series que se originan en las aplicaciones.

Desde luego, ‘la caracteristica’ mas importante de un vector aleatorio es
su distribucién, pues a través de ella se captura cuaquier rasgo probabilistico que

pueda ser de interés, observaciéon que conduce a formular el siguiente concepto.

Definicién 2.1. Una serie {X;} se denomina estrictamente estacionaria si, para
cada entero positivo k, para todos los subindices ¢1,%2,...,k, ¥ para todo entero

h, se tiene que

d
(th,th, e ,th) == (Xt1+h,Xt2+h> e ,th_|_h), (23)

esto es, los vectores (Xi,, Xtyy..-, Xt,) ¥ (Xty+hy Xty4hy-- - Xt,+r) son siempre

idénticamente distribuidos.

Esta nocién de serie estacionaria es sumamente demandante. Para enten-
der las implicaciones detras del requerimiento (2.3), seleccione k=1yt; =1. En

este caso (2.3) se convierte en
X; 4 Xi4r paratodo h,

de tal manera que todas las variables X; que conforman el proceso tiene la misma
distribucién. En particular, si el valor esperado de la funcion de distribucién comin

estd bien definido, entonces

E[X:] no depende de t.
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Sin embargo, no sélo los valores esperados de las variables X; coinciden bajo la
estacionaridad estricta, sino que que absolutamente todas sus caracteristicas prob-
abilisticas son las mismas, como su mediana o sus cuartiles. Seleccionando ahora

k=2t =syty=t,se tiene que
(X, Xt) 4 (Xs4n, Xtyn) para cualquier A,

y entonces la distribucién de (X, X¢) permanece inalterada al ‘trasladar’ los indice
s y t por la misma cantidad. Esto significa que cualquier caracteristica que se
exprese en términos de la funcién de distribucién de (X, X¢), no cambiara al des-
plazar el indice del tiempo. Por ejemplo, P[Xs > X;—11] = P[Xo4n > Xeqn— 11],
med{X, — X;} = med{Xs4r — X¢tn} (Randles y Wolfe (1981)); considerando ras-
gos més sofisticados de una distribucién conjunta, las distribuciones condicionales
no se alterdn al trasladar el tiempo, i.e., siempre se tiene que P[X, € A|X;] =
P[Xs4n € A|Xi4n) para todo subconjunto A € IR, y, especialemente, si las va-
riables X, tienen segundo momento finito, entonces, para todos los indices s y
t
Cov [X,, X{] = Cov [Xstn, Xe+n] para toda h.

Estos comentarios muestran que una serie estacionaria en el sentido estricto intro-
ducido en la Definicién 2.2 es, necesariamente, muy especial. En la teoria desarro-
llada para el analisis de series de tiempo, es frecuente encontrar que los métodos de
estimacién y ajuste de modelos no dependen de que absolutamente todas las car-
acteristicas de un vector (Xg,, X4,,- - -»Xt, ) permanezcan inalterados al desplazar
el indice de tiempo. Mas bien, lo que frecuentemente importa es que que la media
de las variables aleatorias sea constante y, especialmente, que la condicién (2.2)
sobre las covarianzas sea valida, consideracién que conduce a formular una idea

menos exigente de proceso estacionario, tarea que se emprende a continuacion.
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La Perspectiva de Segundo Orden

En esta seccidn se introduce una nocién de proceso estacionario que impone
menos requerimientos sobre la serie que la idea de estacionaridad estricta conside-
rada previamente. En esencia, de lo que se trata es de enfatizar las propiedades de
segundo orden de una serie, esto es, las caracteristicas que pueden expresarse en
términos de momentos de orden menor o igual a dos. Este punto de vista es sufi-
ciente para utilizar ideas geométrico—algebraicas en el analisis de series de tiempo,
y constituye un concepto mucho menos exigente que la nocién introducida en la
Definicién 2.1, esto es, mas series serdn estacionarias en el sentido presentado a
continuacién, que con respecto a la nocién de estacionaridad estricta previamente

introducida.

Definicién 3.1. Un proceso estocastico {X;} es débilmente estacionario si satis-

face las siguientes condiciones:
(1) E[X2] < oo para todo t, y

(i7) Para todos los indices s y ¢, y para todos los enteros h,

E[X{ = E[Xt4n], v Cov[Xs,X¢] = Cov [Xoin, Xegn]. (3.1)

En otras palabras, un proceso {X:} es estacionario en el sentido débil, si
todas sus variables tienen la misma media, y la covarianza entre dos variables del
proceso depende sélo de la diferencia entre sus indices; por ejemplo, la covarianza
entre X1 y X5 es la misma que la que existe entre X2 y Xi6, pues 5 — 1 =
16 — 12 = 4. Comparando las ideas de estacionaridad débil y estricta es claro que
si una serie {X;} es tal que todas las variables que la conforman tienen segundo

momento finito, entonces la siguiente implicacién es valida:

{X} es estrictamente estacionaria => {X;} es débilmente estacionaria. (3.2)
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Para verificar esta afirmacién, primero observe que para cualquier variable aleatoria
se tiene que E[|Y|] < +/E[Y?] (Dudwicz y Mishra (1988), Mood et. al. (1985),
de donde se desprende que si Y tiene segundo momento finito, entonces su valor
esperado est3 bien definido. Volviendo ahora a la implicacién (3.2) suponga que la
serie { X;} es estrictamente estacionaria, y que sus componentes X; tienen segundo
momento finito. En este caso, como acaba de ser verificado, la esperanza de cada
variable est3 bien definida, y como se establecié en los comentarios siguientes a la
Definicién 2.1, se tiene que (3.1) ocurre, de manera que {X;} es estacionaria en el

sentido débil.

Observacién 3.1. En este trabajo, el adjetivo estacionario aplicado a un proceso

estocdstico {X,} significa que la serie es débilmente estacionaria.

Definicién 3.2. Sea {X;} una serie (débilmente) estacionaria. La correspondiente

funcién de autocovarianza se define mediante

")/X(h) = Cov [Xtth+h] 5 h= 0, ﬂ:]., :}:2, e (33)

Note que la expresién anterior para yx(h) estd bien determinada, en el
sentido de que si s es cualquier otro {ndice, entonces yx(h) = Cov [X¢, Xegn] =
Cov [Xs, Xs+1], pues para un proceso estacionario, la covarianza entre dos variables

X, y X, depende solamente de la diferencia entre p y ¢. En particular,

Cov [ X, X¢] = vx(t — 5). (3.4)

A continuacién se proporcionan dos ejemplos de series estacionarias.

Ejemplo 3.1. Sea {Z;} una sucesién de variables aleatorias con segundo momento
finito, y suponga que, para todo t, E[Z;] =0 ¥y E[Z}] = 02 > 0, donde o es
un nimero positivo dado, mientras que Cov [Zy, Z,] = 0, s # ¢. Esto significa

que las variables aleatorias tienen media nula, varianza constante 0% y son no
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correlacionadas. Una sucesidn con estas caracteristicas se denomina ruido blanco

con ‘parametros’ 0 y o2, y se escribe
{Z:} ~ WN (0,5?).

No es dificil verificar que un ruido blanco es una serie estacionaria. Con esta
finalidad, note que para todo s, t y h, Cov [Zs, Z;] = Cov [Zsyh, Zi4n) = 0 cuando

s # t, mientras que
Cov [Z¢, Z;] = Var [Z;] = 0® = Var[Zeyn] = Cov [Zeyn, Zegn] s

Luego,

20 sit—s=0
Covlzez] = {0 %iT070

igualdad que muestra que la covarianza entre dos variables Z; y Z, depende séla-
mente de la diferencia t — s. Puesto que todas las variables Z; tienen media
nula, se desprende que el proceso {Z;} es estacionario. Note que la funcién de

autocovarianza correspondiente al ruido blanco esta dada por

_fot sih=0
7Z(h)_{o, si h 0,

2

v que si la sucesién {Z;} es 1.i.d., con media cero y varianza comin ¢, entonces

{2,} ~WN (0,0%). O

Ejemplo 3.2. Suponga que {Z;} ~ WN (0,02) y defina un nuevo proceso me-

diante

Xt = Zt - 2Zt_1.

En este caso, {X;} es una serie estacionaria. En efecto, E[X;] = E[Z; — 2Z;—1] =
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E[Z;] — 2E[Z¢-1] = 0 para todo ¢, mientras que
Cov [Xs,Xt] = Cov [Zs - 2Z3_1, Zt — 2Zt_1]
= Cov [Z,, Z4] — 2Cov [Zs_1, Z4]
— 2Cov [ZS, Zt—l] + 4Cov [ZS—I, Zt-—l]
= yz(t—s) = 2vz(t — (s = 1)) = 27z((t — 1) — 5)
+4yz((t—1) = (s — 1))
= 5vyz(t - 3)—2yz(t — s+ 1) —2vz(t — 1 —s),
donde se ha utilizado (3.4) para el proceso {Zt}. Este argumento muestra que la
covarianza entre X; y X, depende sélo de la diferencia t — s, y entonces {X;} es
una serie estacionaria, y
yx(t — s) = Cov [X,, Xi]
= 5ygz(t — s)‘— 2vz(t — s+ 1) = 2vz(t — 1 — s)
Por lo tanto, yx(h) = 5y(h) — 2y(h + 1) — 2y(h — 1), y de forma explicita, el
resultado del Ejemplo 3.1 muestra que
5 sih=0
yx(h) = { -2, sih=4=1
0, en otro caso.
O

Para concluir esta seccién se estableceran las propiedades bésicas de una funcién

de autocovarianza.

Lema 3.1. Sea vx(-) la funcién de autocovarianza de una serie estacionaria {X¢}.
En este caso, las siguientes propiedades son vélidas.

(i) vx(0) = Var [X{] para todo ¢;

(22) |yx (k)| < vx(0) para todo h;

(i40) 7 (h) = 7 (~h).

(iv) La funcién yx (-) siempre es no negativa definida, esto es, para todos los enteros
positivos n y para todas las constantes a1, az, ..., @n,

YN arx(j —i)a; 2 0. (3.5)

i=1 j=1
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(v) Mas atin, suponga que ninguna combinacién lineal de las variables X; pro-
duce una variable aleatoria constante. En este caso, si el vector [ay,as,...,a,] no

es nulo, la desigualdad es estricta en (3.5), esto es, la funcién vx(-) es positiva

definida.

Demostracién. A partir de (3.3) se obtiene que v(0) = Cov [ Xy, X;] = Var [X/]

para todo ¢, estableciendo la parte (). Recuerde ahora la desigualdad

|Cov [Xt, Xeyn]| < A/ Var [X¢]/Var [X 44

la cual, via (3.3) y la parte (7), se reduce a y(h) < 1/7(0)1/7(0) = ¥(0). Para veri-
ficar la parte (¢i1), note que la ecuacién (3.4) implica que yx (h) = Cov [X¢, X¢4n] =
Cov [Xi4n, X:) = 7(=h), y ahora se comprobaran las partes (iv) y (v). Con este

fin, note que siempre se tiene que Var [, a;X;] > 0. Luego,

0 < Var En:aiXi] = Cov En:a,-Xi, “ a; X;
i—1 i—1 =
=3 aiCov[Xi, Xjlaj =Y > an(j—i)a
i=1 j=1 i=1 j=1

donde la segunda igualdad se debe a la bilinealidad de la covarianza, y es utilizé
(3.4) para obtener la dltima igualdad. Este argumento demuestra (3.5). Para con-
cluir, note que si ninguna combinacién no nula de las variables X; produce una va-
riable aleatoria constante, entonces 0 < Var[> -, a;X;] siempre que las constantes
a; no formen un vector nulo, de manera que en este caso Y ., E?zl a;iv(j —1)a;

es estrictamente mayor a cero. a

Observacién 3.1. Dada la funcién de autocovarianza yx(-) y un entero positivo
n, defina la matriz G de orden n x n mediante
G = [vx(J —1))i,j=1,2,..,n

En este caso, para todo vector a = a3, as, ..., a,]) € IR™, no es dificil verificar que

aGa=Y"Y arx(i - i)aj,

=1 j=1
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y entonces, de acuerdo a la parte (iv) del Lema 3.1, G es, invariablemente, una
matriz no negativa definida, mientras que la funcién de autocovarianza yx(-) es
positiva definida si y sélo si la matriz G también posee dicha caracteristica en
el sentido utilizado en algebra lineal (Hoffman y Kunze, 1973, Grossman, 1983,
Searle, 1982, Harville, 1997).

Estimacién de la Media y la Funcién de Autocovarianza

Desde la éptica de segundo orden, las caracteristicas esenciales de un pro-
ceso estacionario { X, } son el valor esperado de las variables que conforman la serie,
y la funcién de autocovarianza vx(-). Sin embargo, excepto para series obtenidas
en simulaciones computacionales, estos rasgos de la serie no son conocidos en las
aplicaciones, y en esta seccién se aborda el problema de estimacién para dichos
parametros.

Denotando mediante u a la media comin de las variables X, un estimador
‘razonable’ de este pardmetro es la media muestral X,, de los datos X1, X>,..., X,
obtenidos desde el inicio del proceso de observaciones hasta el momento actual n.
Es bien conocido que X, es un estimador insesgado de p, y a continuacién se
analizara su consistencia en el sentido de segundo orden, esto es, se presentaran
condiciones bajo las cuales Var | X n] — 0 conforme el niimero de observaciones

disponibles se incrementa.

Teorema 4.1. Suponga que la funcién de autocovarianza yx(-) de una serie
estacionaria es absolutamente sumable, esto es, Y oo |vx(t)] < co. En estas

circunstancias,
o

lim nVar [X,] = > (), (4.1)

y entonces Var | X n] — 0 conforme n — co. Consecuentemente, para cada ¢ > 0,

lim P [|X, —pu|l>e¢] =0, (4.2)



18

esto es, X, converge en probabilidad a p conforme el nimero de observaciones se

incrementa.

Demostracién. Como punto de partida, observe que a partir de la bilinealidad

de la covarianza se desprende

Var [zn:X,} = Cov Y Xi,zn:Xj
=1 =1 j=1 (43)
LS o X1 = 3 3G — )
=1 j=1 =1 j=1

A continuacién, note que cuando los {ndices i y j varian entre 1 y n, la diferencia
j —i = h asume valores entre —(n — 1) y n — 1; mas atn, un valor h en este rango
puede obtenerse de n — |h| formas. Para comprobar esta afirmacién, suponga
primero que h > 0. En este caso j —i = h ocurre cuando la pareja (i,7) es

cualquiera de las siguientes:
(1,1+R), (2,24 R), (3,34 h),...,(n— h,h);

desde luego, en esta lista hay n — h parejas. Similarmente, si & < 0, la igualdad

j — i = h ocurre sdlo si la pareja (z, ) se encuentra entre
(=h+1,1), (=h+2,2), (-h+3,3),...,(n,n+h).

Observando que n+h = n —|h|, pues h < 0, se desprende que la igualdad j —1 = h
ocurre para n— |h| parejas. Finalmente, la posibiilidad j —¢ = 0 es valida en €l caso
de que (7, §) pertenece a {(t,t),t = 1,,2,...,n}, conjunto que consiste de n pares.
Esta discusién muestra que cuando ¢ y j varian entre 1 y n, el nimero de pares
(i,7) para los cuales se tiene que j — ¢ = h estd dado por n — |h| para cualquier R
entre —(n — 1) y (n — 1). Por lo tanto, la doble sumatoria en la extrema derecha
de (4.3) se reduce a ZZ;I_(H_I)(TL — |h|)yx(h), y entonces

n—1

ZXz}: Z (n —|h)rx(h).

h=—(n—1)

Var
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Observe ahora que Var [X,] = n~%Var [}];_; Xi], igualdad que al combinarse con

la precedente produce

WG] =2 Y eopxw= X (1-E) e @

h=—(n—1) h=—(n—1) n

A partir de esta ecuacién, (4.1) puede demostrarse mediante el siguiente argu-
mento: Para cada h entre —(n — 1) y (n — 1) se tiene que

’(1 Ny 7x<h)’ - (a- BEY b < et

n n

esto es, cada término en la sumatoria que aparece en la extrema derecha de (4.4)
est4 dominado por el correspondiente valor de la funcién de autocovarianza; puesto
que ésta dltima se supone absolutamente sumable, i.e., > e oo 7x(R)| < 00, €l
teorema de convergencia dominada implica que

lim ni (1—%') rx(h) = i vx(h),

h=—(n—1) h=—oc0

(Ash, 1975) y tomando limite en ambos lados de (4.4) se desprende

o

1'1_>r1c1>onVa,r [._X—n] = Z vx(h),
h=—o0

estableciendo (4.1). Puesto que el lado derecho en esta convergencia es finito, se

concluye que

lim Var [X,] =0. (4.5)

Esta ecuacién implica la validez de (4.2). En efecto, a partir de la desigualdad de
Chebichev (Mood et. al. (1985), Dudewic y Mishra (1988)), se obtiene que para

cada e > 0 o
P %0 —u] > < el
de manera que usando (4.5) se desprende
lim P[|Xn—p|>e] < lim Yfﬂﬁ:o,
n— 0o n—00 19
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estableciendo (4.2) y concluyendo la demostracién del Teorema 4.1. O

Ademsés de la media comin de las variables que lo conforman, la otra
caracteristica esencial de un proceso estacionario {X;} es la funcién de autocova-
rianza yx(+). Una manera natural de estimar dicha funcién por medio de los datos

observados hasta el tiempo n se introduce a continuacion.

Definicién 4.1. Sea {X;} una serie de tiempo estacionaria. La funcién de auto-
covarianza muestral en el tiempo n se denota mediante x(-) y se define mediante
la siguiente expresion:

n—|h|

D (Xegp) — Xa)(Xe — Xp), si|h] <n,
t=1

Fx(h) =14 n (4.6)

0, si |h| > n.

Esta férmula da origen a una pregunta interesante. Para plantearla,
primero suponga que g, la media comin de las variables X; es conocida. Puesto
que yx (h) es el valor de la covarianza entre dos variables observadas en dos instan-
tes separados por h unidades de tiempo, en el momento n es natural estimar vx(h),
con 0 < h < n, mediante la covarianza de los datos que han sido detectados en
momentos que difieren en h unidades. Hay n — |h| parejas con estas caracteristicas,
a saber, (X1, Xi+4), (X2, Xo41), -+, (Xn—r, Xn). Utilizando estos datos, y ya que

1 se supone conocida, y(h) podria estimarse mediante

n—nh

1

— > Xegpn) — W)X — p)-
t=1

Sin embargo, en las aplicaciones p no se conoce, de manera que (i se reemplaza

por X, para obtener

1
n—nh

n—h
Z(Xt+|h| — X)) (Xt — Xn). (4.7)

Esta expresién, a la que se arriba de manera inuitiva, difiere de la férmula en (4.6)

pues los divisores—n en (4.6), y n — h en la igualdad precedente—no coinciden.
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Luego, la siguiente pregunta surge de inmediato: ;jHay alguna razén de fondo para
utilizar el divisor n en (4.6)? La respuesta es afirmativa. En efecto, si se utiliza
el divisor n—como en la Definicién forma 4.2—1la funcién de covarianza muestral
es positiva definida, pero esta propiedad no es necesariamente valida cuando el
divisor se cambia a n — h, como en (4.7). A continuacién se demuestran estos

hechos.

Lema 4.1. (i) La funcién de autocovarianza definida en (4.6) es, siempre, no
negativa definida.
(1) Més atin, si X; # X, para alguna pareja (i,7) con ¢,j € {1,2,...,b}, entonces

4x(-) es positiva definida.

Demostracién. (i) Dado un entero positivo fijo k, defina la matriz G de orden

k x k mediante

~

Gij=49x(—1), 4j=12,....k (4.8)

Para demostrar la parte (z), es suficiente comprobar que G es una matriz no

negativa definida, propiedad que equivale a que G se pueda factorizar como
G=TT. (4.9)

DefinaY; = X;—Xn parai =1,2,...,n,y considere la matriz T de orden kx(k+n)

determinada por la siguiente expresion: -

'Yy Yo Y3 oo Yoo Ya 0 0 0 07
0 Yi Y‘Z e Yn—2 Yn——l Yn 0 0 0
0 0 Y7 -+ Y3 Yoo Yo Y, 0 0
T=|. . . . . . . L
0 0 0 ce Yl Y'Z Yé Y:L e Yn 0

0o 0 0 --- 0 Y; Yo Ys - Yooq Y,

Verbalmente, esta matriz se construye formando las filas como sigue: primero, la
fila uno se obtiene colocando Y3,Ys, ..., Y, en sucesién, y agregando k ceros. Des-
pués, este vector se traslada sucesivamente una unidad a la derecha, incorporando

un cero al inicio cada vez que se realiza un traslado, y eliminando el cero final, de
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manera que el tamafio de la fila permanece constante e igual a n + k. Usando la

definicién de 4x (-) en (4.6), no es dificil ver que

~ 1
G=-TT,
n

y entonces G es no negativa definida.

(1) Suponga ahora que X; # X; para algina pareja (i,5) con 1 # j, ¢,j €
{1,2,..., n} En este caso, se tiene que X; # X, para algin indice 7, de manera
que Y; # 0, y no es dificil comprobar que las filas de la matriz T definida ante-
riormente son linealmente independientes, de manera que el rango de T es k y,
consecuentemente, también G tiene rango k. Puesto que la matriz G es siempre

no negativa definida, este hecho implica su positividad. O

A continuacién se mostrard que si la expresién (4.7) se utiliza para definir
la funcién de covarianza muestral, entonces ésta no tiene que poseer la propiedad

de no negatividad. Defina

n—h
1 Y =vd -
Fx(h) =13 n—h D (Xippn) = Xn)(Xe — Xn) st bl <n,
t=1

0, si |h| > n.

Lema 4.2. Es posible que la funcién x(h) no posea la propiedad de ser no

negativa definida.

Demostracién. Para demostrar el Lema es suficiente con proporcionar un ejemplo
de un conjunto de datos para los cuales la funcién 3(-) no tenga la propiedad de
ser no negativa definida. Dicho ejemplo se presenta a continuacién: Suponga que
n=3y que

Xi=z1=1, Xo9=22=0, Xs=z3=-1.

En este caso,

53:%[1+0+(-1)]=0,
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y no es dificil ver que

(o2~ + (02 = T)? + (a5 —72)"] = 5,

7x(0) =55

mientras que

x(1) = ¥x(-1)
1

~3-1 (21 — T5)(22 — T3) + (w2 — Ta)(z3 — T3]

= 2 (VO + (0)(-1)] =0,

¥x(2) =9x(-2) =

= - 1
3_9 [(z1 — T3)(z3 — T3)] = 39 ()(-1)] = -1

A continuacidén, forme la matriz

_ o [Ax(0) x(1) ¥x(2) 2/3 0 -1
G=|9x(1) 7x(0) Fx(1)|=|0 2/3 0
7x(2) Fx(1) x(0) -1 0 2/3
En este caso,
~ 1 2 2
[1,0,1]G|1| =22 +2(-1)=—= <0,
) 3 3

lo cual muestra que, con estos datos, la funcién ¥x(-) es no posee la propiedad de

ser no negativa definida. O

Una pregunta importante relacionada con la estimacién de la funcién de

autocovarianza se refiere a la consistencia del estimador Fx (h):
;. Es cierto que lim, . P[|Ax (k) = yx(h)| > €] =07

Bajo condiciones bastante generales, la respuesta a esta pregunta es afirmativa,
aunque el argumento que conduce a demostrar este hecho es més complicado que
el utilizado para establece el Teorema 4.1. Los detalles pueden encontrarse en Box
y Jenkins (1970) y Anderson (1981) para una clase de procesos conocidos como

filtros lineales con ceficientes sumables, y en Cavazos—Cadena (1994) para procesos
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con coeficientes cuadrado sumables. Por otro lado, es oportuno mencionar que la
varianza de 3x(h) como estimador de yx(h) es mayor que la correspondiente a

Ax (h), constituyendo este aspecto un punto més a favor del empleo del estimador

x (k).

Después del desarrollo realizado en esta seccién y la precedente, es opor-
tuno refelxionar sobre el trayecto recorrido hasta ahora: Se ha analizado la nocion
de proceso (débilmente) estacionario y se ha mostrado que los datos disponibles
permiten estimar sus caracteristicas esenciales, a saber, la media comin de las
variables que conforman la serie, y su funcién de autocovarianza. Para relacionar
estos resultados con los problemas de modelado y de prondstico en el estudio de
series de tiempo, el siguiente paso consiste en determinar una clase amplia de mo-
delos para los cuales se pueda determinar su funcién de autocovarianza; lo que
se pretende es que dichos modelos contengan un ndmero ‘pequeno de parametros
desconocidos’, pero que al variar éstos, se obtenga una clase amplia de funciones
de autocovarianza, de manera que entre ellas se pueda encontrar una ‘buena apro-
ximacién® a la funcién muestral obtenida a partir de los datos. En otras palabras,
un enfoque bésico al problema de modelado de series de tiempo, consiste en las

siguientes etapas:
(i) Disponer de una clase M de modelos;
(ii) Encontrar la funcién de autocovarianza para cada modelo m € M;

(iii) Determinar un modelo m* € M cuya funcién de autocovarianza ‘se ajuste’,

en cierto sentido, a los valores calculados de la funcién de autocovarianza muestral
¥x(+)-
El modelo m* en la etapa (74%) es el que se adopta para describir los datos

observados, y su funcién de autocovarianza (y su media) se utilizan para abordar

el problema de pronéstico. Por lo tanto, el siguiente paso en este capitulo es
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describir la clase de modelos M a la que se ha hecho referencia, y la siguiente

seccién representa el primer paso en esta direccién.
Filtros Lineales y el Operador de Retardo

El propésito de esta seccién es introducir la idea de filtro lineal. En
términos generales, un filtro lineal es un tipo especial de operador que permite
transformar un proceso estacionario en otro que también tiene esta caracteristica.
Durante el proceso de cambio, la funcién de autocovarianza original se altera, pero
la correspondiente funcién para el proceso transformado puede determinarse con
facilidad. Como punto inicial, es conveniente introducir la nocién de operador de

retardo.
Definicién 5.1. Sea {X;} una serie dada.

(i) El operador de retardo se denota por B y actua sobre la serie de la siguiente

forma:

BX, = Xi_1. (5.1)

(i3) Las potencias de B actiian sobre variables individuales de la manera natural:

B"X, = X;_n, t,n=0+1,42, ... (5.2)

(iii) Si 6(2) = 0g + 612 + - -+ + 6,27 es un polinomio en la variable z, el operador
9(B) =6oB° +6:B+ --- + 6,B*

actiia sobre la serie {X;} como sigue:

G(B)Xt =90Xt+91BXt+~--+9quXt )
(5.3
= GO-Xt + elXt—l +- 4+ ath—q-

Para ejemplificar la notacién relacionada con el operador de retardo, note

que B3X; = X;_3, B°X, = X, mientras que B3X, = Xi(=3) = Xi¢13. Usando
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la notacién introducida en la Definicién 5.1, el proceso {X} en el Ejemplo 3.2 esta
determinado como X; = (1 — 2B)Z; = Z; — 2Z;_; alternativamente, si 6(z) es
el polinomio dado por §(z) = 1 — 2z, entonces Xy = §(B)Z;. La actuacién de un
polinomio §(z) ‘evaluado en B’ dada en (5.3), es un caso particular de la idea de

filtro lineal presentada a continuacién.

Definicién 5.2. Sea {a,|n = 0,£1,42,...} una sucesién sumable de nimeros

reales, i.e.,
(e ]

Z |a‘n| < o0, (54)

n=—o0

y sea {X;} una serie estacionaria dada. Si la serie {Y;} se define mediante
Y=Y arXek= > arB* Xy, (5.5)
k k

entonces se dice que {Y;} se obtiene aplicando el filtro lineal {ax} a la serie original

{Xe}

El siguiente teorema es el resultado fundamental referente a la accién de

filtro lineales.

Teorema 5.1. Sea {a,} una sucesién absolutamente sumable. Si el proceso {X:}
es estacionario, entonces la serie {Y;} determinada a través de (5.5) también es

estacionaria.

Demostracién. El primer paso consiste en demostrar que Y; en (5.5) tiene espe-

ranza bien definida. Con este fin, note que E[|X,|] < v/ E[X?] = 1/7(0) (Dudewicz
y Mishra, 1988), y que

Y| =

ZakXt-—k

k

<Y la] Xkl
k

Utilizando ahora el teorema de converegencia mondtona (Ash, 1975), la desigual-

dad anterior implica

E(Yil] Y larl BIXo—rl] <D laxlv/4(0),
k k
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de manera que el valor esperado de cada variable Y; es finito. Més atn, si
HX = E [Xt]v
entonces el teorema de convergencia dominada enunciado en Ash (1975) implica
Z arXe— k]
= arB (X, 4] (5.6)
k
= arpx
k

de manera que E[Y;] es constante. Por otro lado,

ElY)] =

Cov [Y3, Yign] = Cov ZakXt_k,ZanH_h_j
k .
= Z Z akCov [Xt—k7Xt+h—j] Gy (57)
kK oJ
=3 arvx(k —j + h)a;
ko

de donde se desprende que Cov [Y, Y;14] depende sélo de h y no de t, estableciendo

el caracter estacionario de {Y;}. O

Corolario 5.1. Defina el proceso {Y;} mediante

Y = Z arZi—k,

k

donde {Z;} ~ WN (0,0?) y la sucesién {ax} es absolutamente sumable. En este
caso {Y;} es una serie estacionaria. Més atn E[Y;] =0,y
vy(h) =0 ararin. (5.8)
k
Demostracién. A partir de (5.5) con ux = pz = E[Z;] = 0, se desprende que
todas las variables Y; tienen media nula. Por otro lado, utilizando (5.7) con la

funcién de autocovarianza vz(-) de {Z;} reemplazando a yx(-), se obtiene

Cov [V, Yiqn] = Z Zalﬂz —Jj + h)a;.
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Recordando ahora que yz(h) = 0'si h # 0, mientras que vz(0) = o2 (vea el Ejemplo
3.1), se desprende que vz(k—j +h)=0cuando j # k+ h,y yz(k—j +h) = o?
si 1 = k + h. Por lo tanto,

Cov [Y3, Yeyn] = Z Z aryz(k —j + h)a; = Z akar4ho?,

esto es, Yy (k) = 02 Y, araxts, la cual es la expresién que se deseaba establecer.

a

Procesos ARMA

En estas seccién se introducen varios tipos especiales de procesos esta-
cionarios, los cuales pertenecen a la categoria de filtros lineales. La exposicién
culmina presentando la nocién de procesos autorregresivos de promedios moviles,

comunmente referidos como procesos ARMA.

Definicién 6.1. [Proceso de Promedios Méviles] Una serie {X¢} es un proceso de
promedios méviles de orden g, si existe un proceso {Z;} ~ WN (0, 02) y constantes

61,62,...,04 tal que
Xe=2Z¢+61Z4 1 +60:Z4 0+ +8,Z,. (6.1)

En este caso se escribe {X;} ~ MA (g), expresién que se lee como ‘{X;} es un

proceso de promedios méviles de orden ¢’.

Note que definiendo el polonomio 8(z) = 1+ 612 + 0522 + -+ + 0429,
la igualdad (6.1) equivale a X; = 6(B)Z;; vea la Definicion 5.1. Utilizando el
Corolario 5.1, particularmente la igualdad (5.8), se obtiene la siguiente expresion

para la funcién de autocovarianza de un proceso MA (g).

Lema 6.1. Si el proceso {X;} ~ MA (q), entonces

1M g.0, i || <
By = 1 20 0ibiyyny, si|hl < g
x(h) {0, si |h| > g.
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De acuerdo a este resultado, la funcién de autocovarianza de un proceso
MA (g) se anula en argumentos h con valor absoluto mayor a g. Este resultado tiene
un reciproco interesante: Si la funcién de autocovarianza de una serie estacionaria
{X¢} es tal que yx(h) = 0 para todo h con |h| > ¢, entonces la serie {X;} es un

proceso de promedios méviles de orden ¢ (Brockewll y Davis, 1991).

Definicién 6.2. [Proceso Autorregresivo.] Una serie {X;} es un proceso autorre-
gresivo orden p, si existe un proceso {Z;} ~ WN (0, 02) y constantes ¢1, ¢2,...,Pp

tal que

Xi=1Xio1+ G2 Xe—o+ -+ ¢gXit—q + Zs. (6.2)

En este caso se escribe {X;} ~ AR (p), expresién que se lee como ‘{X;} es un

proceso autorregresivo de orden p’.

Si se define el polinomio ¢(z) mediante ¢(z) =1— ¢12 — ¢o2? —- -+ — ¢p2?,
la ecuacién (6.2) es equivalente a ¢(B)X; = Z;. En este caso, ¢(z) se denomina
el polinomio autorregresivo del proceso, y puede demostrarse que existe una serie
{X,} que satisfaga (6.2) si y sélo si ¢(z) # 0 para todo ntmero complejo con
|z| = 1, esto es, siempre que ¢(z) no posea raices en el circulo unitaro. En este
dltimo caso, no se incurre en pérdida de generalidad alguna al suponer que é(z) #0
para todo z con |z| < 1, y la funcién 9(z) = 1/¢(z) es analitica en un conjnuto
abierto que contiene al disco unitario. Luego, 1(z) admite una expansion es series
de potencia alrededor de cero cuyo radio de convergencia es mayor o igual a uno,

esto es, existe un nimero R > 1 tal que

1
o = @)= Zmz || < R.

Con esta notacién, la tnica solucién {X;} a la ecuacién (6.2) es

X, = Zmzt k—2¢k3 Zs,
k=0



30

de manera que {X;} se obtiene aplicando el filtro lineal {1} al ruido blanco
{Z,}. A continuacién se describe un procedimiento para determinar la funcién de

autocovarianza del proceso AR (p) en (6.2).

Lema 6.2. Borockwell y Davis (1991). Suponga que es un proceso autorregresivo
de orden p como en (6.2), donde se asume que el polinomio autorregresivo ¢(z) no
se anula para todo ntimero complejo z tal que |z| < 1. En este caso, la funcién de
autocovarianza de {X;} se determina a través del siguiente procedimiento de dos
etapas, donde 0 > 0 es la varianza de las variables aleatorias que conforman el

ruido blanco.

Etapa 1. Encuentre 4(0),7(1),...,¥(p) resolviendo el sistema de Yule-Walker

P
$(0) =Y y(k)pr = o
, (6.3)
k=1

Etapa 2. Los valores v(p + 1),7(p + 2),... se determinan recursivamente por

medio de la siguiente relacién: v(z) = — Y 7 _; (¢ — k)dx, t > p.

Un anélisis de este resultado, y particularmente un estudio completo so-
bre el sistema de Yule-Walker (6.3), se encuentra en Aleman Valerio (1992). Un
resultado importante sobre procesos autorregresivos, es que €stos pueden utilizarse
como modelos que ‘se ajustan’ a cualquier funcién de autocovarianza 41 que sea
positiva definida, esto es, dado un entero p > 0, siempre es posible determinar un
proceso AR (p) cuya funcién de autocovarianza coincide con 4T hasta el orden p,

propiedad que se establece formalmente en el siguiente resultado.

Lema 6.3. Sea 7(-) una funcién de autocovarianza positiva definida. Dado

un entero positivo p, existe un proceso autorregresivo {X:} de orden p tal que
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su funcién de autocovarianza vx(-) coincide con ¥(-) en el conjunto {—p, —(p —

1),...,0,...,p—1,p}, ie,
yx(h) = A(k), h=0,%£1,%+2, ... +p.

Dicho proceso AR (p) se construye por medio del siguiente método.

(¢) Defina la matriz G de orden p x p y el vector g € IR” mediante

G =[y(i = Ni,j=12000 ¥ 8=[1(1),7(2),-. .7,

y observe que la matriz G es no singular, pues 7(-) es positiva definida.

(21) Determine 62 y b1, b2, qu mediante

*=~(0)—g'G™'g

[517 g% e agp]l = G_lg'

En este caso, si {Z:} ~ WN (0,52), la serie {X;} es el proceso AR (p) dado por

X = ngt—l + ngt—z +-- ;/;th—q + Z;.

Este resultado, cuya demostracién puede encontrarse en Brockwell y Davis

1991). muestra que funcién de autocovarianza positiva definida siempre puede
) q

pensarse como proveniente de un proceso autorregresivo ‘hasta cierto orden’ p

elegido de antemano, resultado que muestra el papel relevante que los procesos

AR (p) tienen en el proceso de modelado de una serie de tiempo. La siguiente clase

de proceso combina las ideas en las dos definiciones precedentes.

Definicién 6.3. [Proceso Autorregresivo y de Promedios Méviles.] Una serie

{X;} es un proceso autorregresivo de promedio mévil de orden (p, g), si existe un

proceso {Z;} ~ WN (0, 02) y constantes ¢1,¢2,...,¢p ¥ 01,602,...,0, tales que

Xt =1 Xg1+ 2 Xpo++0pXip+Zt+01 241 +02Z¢ 2+ A 0,7Z¢—q. (6.4)
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En este caso, se escribe {X;} ~ ARMA (p, q), expresién que se lee como ‘{X;} es
un proceso ARMA (p, q)’.

Sid(z) =1— 12—z —- - —¢p2P, y 0(z) = 14612+ 622" +--- 46,29,
entonces la igualdad (6.4) se escribe en forma compacta como ¢(B)X; = 8(B)Z;.
Un proceso {X;} que satisfaga (6.4) existe si y sélo si s6lo si #(2) # 0 para todos
los ntimeros complejos sobre el circulo unitario, y como en el caso de los procesos
AR (p), no se incurre en pérdida de generalidad alguna al suponer que ¢(z) # 0

para todo z con |z| < 1; en estas circunstancias, definiendo

L 6e)
ve) = 30

se tiene que 1(z) se expande en serie de potencias alrededor del origen, y que dicha

expansién es valida en un conjunto abierto que contiene al disco unitario, 1.e.,

6(z) _ = k
o) —kZ:%@/sz , |2l <R,

¥(z) =
donde R > 1. En este caso, la tnica solucién {X;} a la ecuacién (6.2) es

Xo=Y YrZir =Y $xB"Z, (6.5)
k=0

k=0
esto es, {X;} se obtiene aplicando el filtro {13} al ruido blanco {Z:}; la funcién
de autocovarianza de un proceso ARMA (p,q) puede determinarse mediante un
procedimiento similar al utilizado para calcular la funcién correspondiente a un
proceso AR (p). El conjunto de procesos ARMA (p, g) es la clase amplia de proce-
sos M a la que se hizo referencia al final de la Seccién 5, y el resultado establecido
en el Lema 6.3 hace plausible que dentro de esta clase puedan encontrarse modelos
cuya funcién de autocovarianza ‘se aproxime’ a la calculada a partir de los datos
muestrales. El procedimiento de ajustar un proceso ARMA (p, ¢) se encuentra des-
crito en la literatura y no serd un objeto directo de estudio en este trabajo, el cual

se concentra en los problemas de bondad de ajuste y de pronéstico. Para detalles
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sobre aspectos no cubiertos explicitamente, se remite al lector a Brockwell y Davis
(1991), donde puede encontrarse una demostracién de que el proceso ARMA (p, q)

en (6.4) est4 unfvocamente determinado a través de (6.5).
La Descomposicién Clasica

En esta seccién se discute un modelo clésico para series de tiempo, el cual
incluye componentes estacionales, de tendencia, y la influencia aleatoria de una
serie estacionaria. Al idea es poner de manifiesto la utilidad de ajustar procesos
ARMA (p, g), atin en el caso de que el proceso originalmente observado no tenga la
propiedad de estacionaridad. Con este fin, suponga que los datos que se registran
sucesivamente, i.e, &1,Tg,...,Tn,... SO0 una realizaciéon de un proceso {X¢} con
la siguiente estructura:

Xi=s¢ + ke + Wh, (71)

donde las variables aleatorias W; tienen media nula y conforman un proceso esta-

cionario, la sucesién sy, denominada la componente estacional, satisface
Sy = S¢—q, para algin entero d > 0, (7.2)

esto es, s; tiene periodo d, mientras que ¢ es una funcién polinomial a la cual se

le conoce como la funcién de tendencia:
k; es un polinomio de grado g. (7.3)

La representacién (7.1) se denomina la descomposicién clasica del proceso {X;};
note que en este caso E[Xt] = s; + k¢ no es constante, y entonces dicha serie
no es estacionaria. Como se sugirié en la Seccién 2, esta representacion refleja
caracteristicas de los datos que se observan cominmente en las aplicaciones.

El cardcter no estacionario de la serie {X;} parece indicar que la metodo-

logia delineada anteriormente no es adecuada para analizarla. Sin embargo, a
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continuacién se comprobard que una transformacién adecuada conduce a un pro-
ceso estacionario {Y;}, y que un modelo y un método de prondstico para este
tltimo proceso, se interpretan de inmedianto en términos de los datos originales.

Para ver que esto es asi, defina el polinomio A(z) mediante
Alz) = (1-2)9(1 - z%). (7.4)
En este caso
A(B)s; = (1 — B9)(1 — BY)s¢ = (1 — BY)[s¢ — s¢—a] = (1 = BY)[0] = 0,

donde la segunda igualdad utiliza el hecho de que s; es una funcién de periodo d.
Ademés, debido a que k; es un polinomio de grado ¢, y a que A(z) tiene grado
g + 1, no es dificil ver que

A(B)Klt = 0,

y por lo tanto,

Asi, el proceso {V;} = {A(B)X;} es estacionario, pues coincide con el proceso
que se obtiene aplicando A(B), un polinomio en el operador de retardo, a la serie
{W:}. Por lo tanto, se puede ajustar un proceso ARMA (p,q) a la sucesién {V:};

suponga que el modelo que produce un ajuste adecuado es

14
Y, = 1Yt + daYioo + -+ ¢pYip + 0(B)Z: = > 1Yo +0(B)Zy,  (7.5)
k=1

igualdad que equivale a
P
Yi= Y :A(B)Xi—i +6(B)Zy,

pues Y; = A(B)X,. Observando ahora que el polinomio A(z) en (7.4) se expresa

como A(z) = 1+ Ef:ll a;z' para algunas constantes a;, se obtiene que Y: =



35

AB)X, =X+ Zf:ll a; B* X, igualdad que al combinarse en la anterior ecuacién

desplegada permite obtener

p g+1
Xe=Y 6xAB) Xk — ) aiB'Xs—i +6(B)Zs, (7.6)
k=1 =1

de manera que al seleccionar un modelo para {Y;} se estd, implicitamente, obte-
niendo uno para las serie {X;}. Por otro lado, debido a que A(z) es un polinomio
de grado g + 1, Y; = A(B)X; expresa en términos de X, X¢—1,..., Xi—(g+1)
Ademds, el proceso de observaciones se inicia en ¢t = 1, de manera que las variables
Y; que pueden ser explicitamente calculadas son Yy12,Y,43,... . En consecuencia,
en cualquier tiempo n > g+ 2, un método de prondstico péra la variable Y, ;1 debe
utilizar solamente los datos conocidos Yy49,...,Y,. Sea ?n+1 un prondstico para
Y,+1 dado por

Vor1 =P(Yyia,..., Vo), (7.7)

donde IP es una funcién determinada a través del modelo ARMA (p,q) para el
proceso {Y;}. Debido a que Y; = X; + Zf:ll a;B*X,_;, se tiene que

N g+1 _ g+1 '
Yn+1 =P (Xg-{-Z + ZaiBng+2_,’, e ,Xn + ZaiBan__i> .

1=1 =1
Note ahora que Y41 = Xp41 + Ef:ll a;B*X,11_;, pues todas las variables X
en la sumatoria son conocidas en el tiempo n, y combinando esta igualdad con la

precedente se obtiene

g+1 . g+1 . g+1 -
Xpy1 =P (Xg+2 + Z a;iB' Xgio-i,. .., Xn+ Z aiB’Xn—z) - Z a;iB'Xni1-i.
=1 1=1 =1
(7.8)
Esta discusién puede resumirse como sigue: Al considerar una serie {X:} no
estacionaria generada de acuerdo al modelo clésico (7.1), se tiene que ésta no
es estacionaria. Sin embargo, definiendo el polinomio A(z) como en (7.4), el pro-

ceso transformando {Y;} = {A(B)X.} es estacionario, y hay una relacién estrecha

entre los problemas de modelado y de prondstico para los procesos {X:}y {Yi):
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(1) Al construir un modelo ARMA (p, ¢) para la serie transformada {Y%}, se obtiene,

implicitamente, un modelo par el proceso original {X¢}; vea (7.5) y (7.6).

(#7) Un método de prondstico para la serie {Y:}, genera una férmula para construir

pronésticos de observaciones futuras del proceso original {X:}.

A partir de estos comentarios, se desprende que, aunque la mayoria de las
series que surgen en las aplicaciones no son estacionarias, un analisis de procesos
que si tienen la propiedad de estacionaridad, tiene repercusiones importantes para
los problemas de modelado y prondstico de procesos que surgen en un contexto
practico; la idea de aplicar un polinomio en el operador de retardo a una serie

{X,} para obtener un proceso estacionario se debe a Box y Jenkins (1970) .
Los Problemas de Pronéstico y Bondad de Ajuste

El propésito de esta seccién es discutir el alcance y la importancia de los
problemas que se considerarén en el desarrollo subsecuente. Sea {Y:} una serie

dada con E[Y;] = 0 para todo ¢, y considere la hipétesis
‘Ho: Las variables Y; sont.i.d.

Cuando las variables Y; tienen segundo momento finito, este supuesto implica que
el proceso {Y;} es un ruido blanco, y que no es posible obtener una relacién entre
las variables Y; que permita establecer prondsticos para observaciones futuras en
términos de datos actuales. Asi, una primera etapa en el andlisis de un proceso, es
decidir si los datos observados apoyan o no la hipétesis Hy; cuando se rechaza este
supuesto, es razonable emprender la tarea de constriur un modelo que se ajuste
a los datos observados. Un propésito fundamental de este trabajo, es estudiar
una prueba de significancia no paramétrica para el supuesto Hy, empresa que
se realiza en el siguiente capitulo, donde se analiza un procedimiento distinto al
método usual conocido como la prueba x? (Serfling , 1980). La importancia del

estudio que se realiza, no se restringe a las etapas iniciales del estudio de una serie.
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Por ejemplo, suponga que la hipdtesis Ho ha sido rechazada, y que se determina
un modelo ARMA (p, q), el cual se piensa que describe el comportamiento de los
datos observados de forma adecuada; vea (7.5) En este caso, es posible obtener
estimaciones Z; de los valores asumidos por el ruido, y una forma de decidir si el

modelo (7.5) es adecuado, es probar el supuesto
H,: Las variables Zt son 4.1.d.

Cuando Hy no se rechaza al aplicar el procedimiento de prueba, se tiene que los
datos observados sustentan la validez del modelo (7.5). En resumen, una prueba
de significancia para el supuesto de que un proceso consta de variables i.1.d. es
relevante, tanto en las etapas iniciales del analisis de un proceso, como al juzgar
la. adecuacién de un modelo para la serie.

El otro problema fundamental que se considera en este trabajo, se refiere
a la construccién de prondsticos para el valor que asumird un término de una
serie que serd observado en el futuro. Considere, por ejemplo, el momento k, en
el cual ya se han registrado los valores y1,y2,..-,Yk asumidos por las variables
Yi,Ys,..., Y% Un prondstico para el valor que tomara Yj41, la variable cuyo valor

se conocerd en la siguiente observacion, es
Yk—l—l = ]Pk(}/i7Y27 s 7Yk)7

el cual expresa el pronéstico en términos de los datos disponibles en el momento k.
En general el célcuo de Yj41 implica una carga computacional considerable. Una
vez que se observa el valor de Y41, se debe encontrar un prondstico para Yiy2, €l

cual asumiré la forma
Yk+2 = ]Pk+1(Yi7Y27 s aYk+1)-

Un problema concreto e importante en la evaluacién de pronésticos, es disminuir la

carga computacional requerida para su determinacién. De manera mas especifica,
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se trata de aprovechar los cdlculos realizados en la evaluacién de i}k-i—l para facilitar
el computo de ?k+2, es decir, se trata de lograr una implementacién recursiva de
un método de prondstico. Este problema se aborda en el desarrollo de esta tesis,
realizando un estudio riguroso que conduce a establecer la validez de una técnica

conocida como el procedimiento de Durbin-Levinson desde una 6ptica geométrica.
Conclusién

En este capitulo se ha presentado la idea de proceso (débilmente) esta-
clonario, nocién que se formulé en la Definicién 3.1. Ademds, se elaboré sobre
el concepto de filtro lineal, y sobre la clase de series de tiempo conocidas como
procesos ARMA (p,q). Dentro de este tipo de modelos puede buscarse uno que
describa adecuadamente a los datos observados, en el sentido de que la funcién de
autocovarianza derivada del modelo supuesto se aproxime a la calculada a partir
de los datos. Un aspecto que es conveniente enfatizar, es que la mayoria de las
series que surgen en las aplicaciones no son estacionarias, pero que a través de una
transformacién adecuada, es frecuentemente posible reducir su analisis al estudio
de un proceso estacionario. Finalmente, se ha destacado la importancia de las
pruebas de significancia para la hipétesis de que una serie de datos proviene de va-
riables aleatorias independientes con distribucién comun, tanto antes de buscar un
modelo para la serie, como para juzgar la bondad de un modelo obtenido a partir
de datos muestrales. Este problema, conjuntamente con la elaboraciéon recursiva

de pronésticos constituye la espina dorsal del desarrollo de este trabajo.



Capitulo 3

Una Prueba de Bondad de Ajuste

Este capitulo trata sobre un problema importante en el proceso de mode-
lado de una serie de tiempo, a saber, decidir si un modelo estimado a partir de
datos muestrales puede considerarse adecuado. El andlisis que se realiza se refiere
a una técnica de prueba para la hipotesis de que la sucesién estimada de errores
consta de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. El pro-
cedimiento que se analiza es de naturaleza no paramétrica, y se basa en determinar,
de forma aproximada, la distribucién del estadistico de méximos y minimos locales
que presentan los datos conforme el niimero de observaciones crece. La principal
contribucién técnica consiste en establecer, de forma detallada y elemental, la nor-

malidad asintética de una suma de variables aleatorias que no son independientes.
Introduccién

Fl tema de este capitulo es la bondad de ajuste de una sucesion de datos
a las condiciones de independencia e identidad de distribucién. Este problema
surge, de manera natural, cuando al modelar una serie de tiempo se busca que los
errores ‘estimados’ formen un ruido blanco. De manera més especifica, el estudio
que se realiza a continuacién persigue desarrollar la teoria de un método de prueba
para la hipétesis de que una sucesion consta de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas. Debido a que este supuesto no involucra forma es-
pecial alguna para la distribucion comtin de las observaciones, es necesario que el
procedimiento sea de naturaleza no paramétrica (Randles y Wolfe, 1981, Hollander
y Wolfe, 1983), y entre los diversas maneras de abordar este problema, se analizara

una técnica basada en el conteo del niimero de maximos y minimos locales que una
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sucesién contiene. Para describir el procedimiento, considere variables aleatorias
Y1,Ys,...,Y,, donde Y se observa en el instante k. En este caso, un maximo
local ocurre en el tiempo i cuando la observacién Y; es mayor que los dos datos

adyacentes, esto es,
Y, > Y, 4, Y, >Yiy, 1=2,3,...,n—1,
mientras que en el momento j se presenta un minimo local si
Y; <Y1, YV;<Yjt1, 7=2,3,...,n—1L

Suponiendo que las variables aleatorias Y7,Y5,..., Y, son independientes e idénti-
camente distribuidas, el objetivo de este capitulo es estudiar la distribucién de Th,
el niimero total de maximos y minimos locales dentro de dicha sucesién. Como pro-
ducto del analisis que se realiza a continuacién, serd posible prescribir un conjunto
de valores dentro del cual, siempre que las variables Y; se ajusten a la condicién
de ser i.i.d., es ‘normal’ que T, esté incluido. De esta forma, el hecho de que en
un caso particular se observe que T, asume un valor fuera de ese rango, se con-
siderara como evidencia de que las variables Y3 no son independientes, o que no
tienen distribucién comtn. El andlisis de este problema se basa en el Teorema Cen-
tral de Limite, establecido en el Teorema 6.2 mas adelante, pero la argumentacion
requerida no es una aplicacién directa de dicho resultado clasico. De hecho, la
principal contribucién técnica de este capitulo, consiste en demostrar la normali-
dad asintética de una suma de variables idénticamente distribuidas, cuando éstas

no son completamente independientes.

La organizacién del capitulo es la siguiente: En la Seccién 2 se introduce
formalmente el estadistico T, el ntimero total de maximos y minimos locales dentro
de una serie de variables aleatorias, el cual se expresa como una suma de términos
con distribucién de Bernoulli, mientras que en el Teorema 3.1 de la Seccién 3

se establecen expresiones para su valor esperado y varianza. Este resultado se
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demuestra en la Seccién 5, después de incluir las herramientas necesarias en la
Seccién 4. En la Seccién 6 se inicia el estudio de la distribucién limite de T, y
en el Teorema 6.1 se establece su normalidad asintética conforme el ntimero de
observaciones se incrementa. Debido a que T}, no se expresa como una suma de
variables aleatorias 1.i.d., es necesario desarrollar resultados auxiliares en la Seccién
7, los cuales permiten demostrar el Teorema 6.1 en la Seccién 8. La aplicacion del
resultado sobre la normalidad asintética de T, al problema de bondad de ajuste
se presenta en la Seccién 9 y, finalmente, la exposicion concluye en el Seccién 10

con algunos comentarios breves.
El Estadistico T,

El objetivo de esta seccidén es describir formalmente la construccién del
estadistico T, el nimero total de maximos y minimos locales que se observan
en una sucesién de variables aleatorias Yi,Ys,...,Y,. Como punto de partida,
es conveniente recordar la notacién de indicadores que es comun en la literatura
estadistica (Mood et. al., 1985, Dudewicz y Mishra, 1988). Dado un espacio
de probabilidad (2, F,P), sea A un evento, esto es un subconjunto de § que
pertenece a F. En este caso, el indicador de A se denota mediante I[A], y es la

variable aleatoria que asume sélo los valores 0 y 1 de acuerdo a la siguiente regla:

1, siwe A

nae ={5 5084 (2.1)

De esta forma, el valor que I[A] toma puede utilizarse para determinar si A ocurre

o no: I[A] = 1 sblo cuando el resultado del experimento pertence a A (lo cual

significa que “A ocurrié”), mientras que I[A] = 0 indica que dicho resultado no

es un miembro de A. Note que I[A] asume el valor 1 con probabilidad P[A], de
manera que

E[I[A]] = P[A]. (2.2)

Suponga ahora que Ay, As,..., Ak son K eventos, y considere la sucesién corres-

pondiente de variables indicadoras I[41], I[Az], ..., I[Ak]. Cuando el experimento

BANCO DE TESIS
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aleatorio se realiza y se observa el resultado w, se obtiene
I[Al](w)a I[AQ](W)a SR I[AK](W)v

sucesién que consta de ceros y unos; el nimero total de unos es Z;R=1 I[A), ¥y
a partir de (2.1) se desprende que esta sumatoria es el nimero de eventos A;
a los cuales pertenece el resultado del experimento. Esta breve discusién puede
resumirse estableciendo que la variable aleatoria Ef\;l I[A;] es el ntimero total de
eventos A; a los que pertenece el resultado del experimento aleatorio subyacente.
Después de este preambulo, a continuacion se determinara una expresién para
el nimero de méximos y minimos locales dentro de una sucesién de variables

aleatorias.

Definicién 2.1. Sean Y3,Ys,...,Y, variables aleatorias definidas en un mismo

espacio de probabilidad (2, F, P).

(i) Para cada i =2,3,...,n—1, las variables aleatorias ¥} y ¥ estan dadas por
U =1V <Y, Y >Yil, v 7 =IYio > Y, Y <Yinl,

mientras que

O, =T+ 77,

(i¢) La variable aleatoria Ty, se define mediante

n—1
T.=Y ¥

=2

De acuerdo a la discusién precedente, \I’f =1 si la sucesién Y7,Y5,..., Y,
alcanza un maximo local en la observacién i, mientras que ¥; = 1 indica que

en dicha observacién se tiene un minimo local. Por lo tanto, T, representa el
ndmero total de maximos o minimos locales que ocurren dentro de la sucesién

observada Y3,Y3,...,Y,. La notacién introducida en la definicién precedente sera
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de gran utilidad en el andlisis subsecuente, el cual se desarrollard bajo la siguiente
condicién.

Hipétesis 2.1. Las variables aleatorias Y1,Y3,...,Y, son independientes e idén-

ticamente distribuidas, y su distribucién comuin es continua.

El Valor Esperado y la Varianza de T,

El supuesto presentado en la Hipdtesis 2.1, el cual se mantendra en el desa-
rrollo del capitulo, permite determinar caracteristicas esenciales de la distribucion
de T,,, como su media y su varianza, para abordar posteriormente el problema de
determinar su distribucién asintética, esto es, cuando el nimero de observaciones
crece sin limite. Note que la Hipétesis 2.1 es de naturaleza no paramétrica, en el
sentido de que no impone forma especial alguna a la distribucién comin de las
variables aleatorias Y7,Ys,...,Y,, ¥ sblo se supone que ésta tiene densidad; esta
caracteristica permite utilizar los resultados que se obtienen més adelante en el
estudio de series de tiempo, en cuyo andlisis no se especifica una forma especial

para la distribucién del ruido.

Teorema 3.1. Bajo la Hipétesis 2.1, el valor esperado del estadistico T, es

2(n —2
b - 202,
mientras que su varianza estd determinada por
16n — 29
T, = ——.
Var [T}, ] 50

La demostracién de este teorema requiere varios preliminares técnicos, los
cuales se presentan en la siguiente seccién. Por el momento, es oportuno establecer

el siguiente resultado auxiliar.

Lema 3.1. Suponga que la Hipétesis 2.1 ocurre, y sean Ut y ¥ las variables

aleatorias introducidas en la Definicién 2.1. En este caso,

] = B¥7] =
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Demostracién. De acuerdo a la Definicién 2.1(7), lIlj =I[Y;—1 < Y3, Y; > Yiqq],

de manera que (2.2) implica que
E[\I/;I_] = P[Y;'._l <Y,Y > Y;'_H]. (3.1)

Para evaluar la probabilidad en el lado derecho de esta igualdad, denote mediante
f(-) ala densidad comtn de las variables Y1,Y3,...,Yys, y observe que, debido a
la Hipétesis 2.1, la densidad conjunta de las variables aleatorias Y;_1, Y;,Yiy1 es
F(yi=1)f(yi)f (yi+1), de manera que

PlYi—y <Y, Yi > Yiy]

= / / Flyic)F(y:) f(Yit1) dyi—1 dys dyita
i—1<Yiy Yi>Yi41

= /_O:o f(yi)[ __: F(yi-1) dyi— [ _y; f(yi+1)dyi+1H dyi

donde la integral triple se ha expresado en términos de integrales iteradas. De-
notando mediante F(-) a la funcién de distribucién correspondiente a la densidad
f(+), se desprende que

PlY;1 <Y,,)Y; > Yiti)

= /_o:o fy:) [/_yoo flyi-1) dyi— [ ) f(yi+1)dyi+1H dy;

—0

= [T s [ st 1P dw
= [ swre | [ ier) duica | du
= [ 1P ) dy

= [ @)

Combinando esta igualdad con (3.1), y recordando que F'(z) = f (z), se desprende

que
1

B = [ S EwP du = 5 FO) T =5

De manera similar puede establecerse que E[¥; ]| = 3 ad
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Instrumentos Auxiliares

En esta seccién se presentan las herramientas que, adicionalmente al Lema
3.1, se utilizardn para demostrar el Teorema 3.1. Los resultados se presentan en
la forma de los Lemas 4.1-4.4.

Lema 4.1. Con la misma notacién que en el Lema 3.1, las siguientes

afirmaciones (i) y (i) son validas para cada 1 =2,3...,n —2:
; _ 5

(Z) E[l:[lj-\-‘[j;:—l] = 07 Y E[\I}j-\:[}z_;_l] = ﬂ

Similarmente,

(i) E[9; ¥ ,]=0, v E[¥; Tl = 24

Demostracién. (i) Primero observe que ¥f = I[Yi—; < Vi, ¥; > Yiul,y vh, =
I[Y; < Yit1, Yiq1 > Yi]. Luego, cuando UF = 1, se tiene que Y; > Yiy1, y en
este caso U7, ; = 0. Por lo tanto, Ut =0,y entonces E¥F¥t ] =0. Para
establecer la igualdad restante, note que
‘I’j_‘l’,__,_l = I[Y;_1 <Y;, Vs > YiuJI[Yi > Yiga, Yiqa < Yiyol
= I[Y;_1 <Y;, Y; > Yiqq, Yig1 < Yigal.
= I[Yi-1 <Y;, (YiAYig2) > Yitil,
donde a A b denota el minimo de los ntimeros a y b. Para evaluar el valor esperado
de E [\I!;"\IIZT'H], primero se calculard la esperanza condicional dados los valores de
Yy Yiga:
B[V U, Yi =i, Yite = Yisa]
= E[I[Yi-1 <Y, (Yi AYig2) > Yiul| i = vir Yiga = yito]
= E[I[Yi-1 < i, (4 A Yina) > Yina]lYi = 4i, Yiva = Yise]

= E[I[Yi—1 < ¥s, (yi AN yiv2) > Yiq]]
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donde la tltima igualdad se debe a la independencia de las variables aleatorias Y.

Luego,

E[\D;'"I/;L1|K = vy;, Yiro = vira] = E[I[Yiz1 < ¥i, (Ui AYivz) > Yita]]
= P[Yi—1 < Yi, (Yi AYit+2) > Yiqa]
= P[[Yi—1 < yilP[Yiq1 < (¥i A Yit2)]

= F(y:)F(yi A yit2)

Por lo tanto, E[¥] ¥, |Y;, Yiza] = F(Yi)F(Yi AYij2), y el teorema de la doble

esperanza implica que
BV L,] = B [BUF U5, |Y, Yiral] = BIFYDF(Y: A Yisa))
de donde se obtiene la siguiente expresién:

E[‘I’j@;ﬂ = / /F(yi)F(yi A yi+2)f(yi)f(yi+2) dy; dyi+2. (4.1)

La integral en el lado derecho se extiende sobre todos los valores posibles de y; y

y;4+2. Para evaluarla se descompondra la regién de integracién en dos partes:

// Fy)F(y; A Yiv2) f(yi) f(Yivz) dYi dyito
Yi<Yit2
= [ [ PP 0 i) s duies
i<Yi42

= /OO [/ym F(yi)zf(yi)dyi] f(Yir2) dYita

—o0 — o0

[ee] F 7:3 Yi42
- [T |Fes ]f(yi+2)dyi+2

-0 Yi=—00

* F(yit2)® F(yiy2)*|” 1
=/ *—(f‘zl‘f(ywz)dyiﬂ = _LI;L)_ = 13-
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Por otro lado,
[ [ PR nv ) i) dos dui
iZ2Yit2
= / / Fy)F(yit2) f(yi) f(yive) dyi dyite
i > Yit2
o0 B Yi
=[_F@Jﬂwnfvﬁwﬁgﬂmﬂymﬁ4d%
Yi
] dy;
Yi42=—00

[ F(y,~+2)2
= /"0 F(y:)f(yi) M] dy;

= [ Fwsen | 7%

—o 2
* F(yi)® Fly)*|™ _1
- [ wan= S| =5
Combinando las dos tltimas igualdades desplegadas con (4.1) se obtiene
1 1 5
E[Ufo;,]==+=-==.

Este argumento completa la deomstracién de la parte (i), mientras que la parte

(ii) se establece mediante argumentos similares. a

Lema 4.2. Con la misma notacién que en el Lema 3.1, las siguientes afirmaciones

(2) y (i7) son vélidas para cada: = 2,3...,n — 3:

: 2
(1) E[‘I’?—"I’Hz] = B?

.. _ 11
(12) E[¥fU,) = 120°
Similarmente,

e 2 _ 11
(111) ElY; ‘I’i+2] =15’ y E[Y; \I’;tpz] =~ 120

Demostracién. (i) Como punto de partida, observe que
iU, =1[Yio1 <Y, Y > Yip [IYig <Yige, Yiio > Yiygs]
=I[Y;_; <Y;, Y; > Yiq, Yig1 < Yiga, Yige > Yigs]

=IYi_1 <Y, (Yi AYiq2) > Yiq1, Yigs > Vi)
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Dados los valores y; ¥ yi+2 que las variables aleatorias Y; y Yi42 asumen, la espe-

ranza condicional de ‘IJ;"\IJ;:_Z estd determinada por
E[‘I’?—‘P?—+2|Yi =Y, Yiq2 = yi+2]

= E[I[Yi1 <Yi, (Yi AYiga) > Yiga, Yige > YigsllYi = yi, Yigz = yiyo]

= B[I[Yi—1 < ¥i, (Yi Ayit2) > Yit, yiy2 > Yis]|Yi = yi, Yige = vigo]

= P[Yi—1 < ¥i, (Ui Ayiz2) > Yir1, Yivrz > YigslYi = v, Yigo = yiso]

= P[Yi—1 < ¥i, (i Ayit2) > Yig1, Yigz > Yigs]

= P[Yi—1 < yi)P[Yiy1 < (Ui Ayira)|P[Yits < Yit2]

= F(y:)F(yi N Yi+2)F (Yit2)
donde las tltimas igualdades se deben a la independencia de las variables aleato-
rias Y3. Luego, la esperanza condicional de \IJ;"\II;Z_Z dados Y; y Yo estd dada
por, E[UF U ,|Vi, Viga] = F(Yi)F(Y; A Yit2)F(Yit2), ¥ el teorema de la doble
esperanza implica que

BT, =E [E¥vE,IYi, Yital]
= E[F(Y:)F(Y: AYip2) F(Yii2)] (4.2)

://F(yi)F(yi/\yi+2)F(yi+2)f(yi)f(yi+2)dyi dyita-

Como en la demostracién del lema precedente, la integral en esta igualdad se

evaluara descomponiéndo la regién de integracién en dos partes:
/ / F(y)F(yi AN yiz2) F(yira) F(Yi) f (Vi) dYi dYina
Yyi<Yit2
= // F(y)F(yi) F(yiv2) f(yi) f(yi2) dyi dyivo
i<Yiq2

= /00 {/ym F(yi)zf(yé)dyi] F(yiy2)f(Yire) dYite

> | F(y; 3 |Yit2
N / —(g_)- F(yis2) f(yire) dyive
e Yi=—00
= [—oo 3 f(y2+2)d’yl+2 = 15 . — =
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De manera similar,

// F(y)F(yi A yir2)F(yir2) f(yi) f(Yirz) dyi dYira = %,
Yi>Yit2

y combinando estas igualdades con (4.2) se desprende que

1 1 2
E \P+\I’+ — —_—= —,
[ iyl = 15 + 15 15

(i1) Note que

R iy

it2 = =1Yio1 <Y, Y > Y 1 I[Yig1 > Yigs, Yiga < Yiys)

=1I[Yio1 <Y, Y; > Yiqq, Yig1 > Yigo, Yigo < Yigs)

=1I[Yi_1 <Y, Yi>Yiy1 >Yigo, Yiga < Yits].
La esperanza de E[¥TU7 ] se evaluara utilizando un argumento de esperanza

condicional: Para y; > y;42, se tiene que

E[‘I’f‘I’LzIYz = Yi, Yz’+2 = yz’+2]
= B[I[Yi_1 <Yi, Y; > Yig1 > Yiyo, Yige < Yigs]|Yi = i, Yigo = yito]
= B[I[Yi—1 < i, Yi > Yit1 > Yit2, Yivz < Yips]|Ye = yi, Yira = yiso]
= E[I[Yi—1 < yi, yi > Yiq1 > Yire, Yit2 < Yiis]]
= P[Yi_1 < Yi, i > Yit1 > Yig2, Yite < Yiys)
= P[Yi_1 <yilPlyi > Yiy1 > Yiro|Plyire < Yiys]

= F(yi)[F(y:) — F(yi42)l[1 — F(yis2)]

donde las Gltimas igualdades se deben a la independencia de las variables aleatorias
Y. Luego,

E[UH U],V Yiga] = F(V)[F(Y:) = F(Yip2)l[1 = F(Yig2) [V > Yigal,

de manera que

E[T U,
= E [E[U} U;,|Y:, Yits]]
= BE[F(Y)[F(Y:) = F(Yir2)|[1 = F(Yip2 I[Y; > Yizl]

// F(y)[F(y:) — FWis2)|[l — F(yir2)1f (y:) f (Yit2) dyi dyira
e (4.3)
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y para evaluar la integral en esta expresion observe primero que

/00 F(y:)[F(yi) — F(yig2)1f(yi) dyi

Yit2

- /oo F(y:)* f(yi) = F(yit2) N F(yi) f(yi) dy

it2 Yit2
F(y:)®|™ F(y;)* ™
-3 — Fyit2) (2 )
Yi=Yi42 Yi=Yi42
1— F(yit2)® 1 — F(yit2)?
=——%5 F(yi+2)———(2——)—

Por lo tanto,

/.

/00 F(y)[F(ys) — Fyis2)lf (i) dyi | [1 = F(yis2)lf (yit2) dyisa

*© [1— F(yiy2)® 1 — F(yiy2)?
2TEVH2) By, T2
/- = ()5

11—l 1—u2]
= —u 1 —uldu
[ -

donde se realizé el cambio de variable u = F(y;12) para obtener la dltima ex-

] (1 — F(yit2)|f(Yit2) Yite

presién. En consecuencia,

[1- F(yi+2)]f(yi+2) dyit+2

/_oo [/Oo F(y:)[F(ys) — Fyir2)lf (v:) dyi

177 _ .3 2
:/ [1 3u —ul u}[l—u]du
0 2
/lll——u?’—u—{—u”t u—u?’—uz—l—u’*]
= - du
0

3 2
1-1/4-1/24+1/5 1/2—-1/4~1/3+1/5
- 3 B 2
1-1/4-1/2+ 1/5 1/2—-1/4—1/3+1/5
o 3 2

9 T _1u

T 60 120 120

(si1) Esta parte se obtiene a través de argumentos similares a los empleados en la

demostracién de (z) y (). 0

Lema 4.3. Paracada:=2,3,...,n —2,

(1) Cov [}, Th,] = _% y Cov[Uf, 07 ,,]= %
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() Cov [T} fo;;l]:l y Cov [¥f, 0 ,] =~

En consecuencia,

1

Cov [¥:, 0,
(4i1) ov [U;, ¥iga] = ~35

Demostracién. (i) Usando los resultados en los Lemas 3.1 y 3.2, se desprende

que
Cov [¥], 98] = E[\IJ+\D1+1]—E[\I'+]E[\IIZ+1]
1 1 1
0-35x35="39
y
Cov [U},¥5,,] = E[U] ¥} ] - E[UH]EY],]
_5 1t 1
24 373
_b_ 8T
T T T2

(i) Esta parte se desprende mediante argumentos similares a los empleados en la
parte ().
(i73) Recordando que ¥y = \IJ}: +7, las propiedades establecidas en los dos incisos
precedentes, conjuntamente con la bilinealidad de la covarianza, implican que
COV[\I’i, \Ifz'+1]
= Cov [0} + 97, Tf, + 07, ]
— Cov [UF0],,] + Cov [¥F ¥, ] + Cov [ F,,] + Cov [797,]

1 7 1+7
9 72 9 T2

_2+7

9 ' 36
__ 8. T __1
36 36 36

Lema 4.4. Paracadai=2,3,...,n—3,

7

. 1
(i) Cov [F,9f,]=— v Cov [vh, v, = ~ 360"

45
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. 1 _ 7
(7’7’) Cov [Qf \I];:_z] = E y Cov [‘I}z ,\I'H_Q] = —%
En consecuencia,

(ii4) Cov [T, Uirs] = —
iy *1+2] — 180"

Demostracién. (:) A partir de los Lemas 3.1 y 3.2, se obtiene

Cov [\I’+ \I’z+2]—E[@+\I’j+2] E[¥; ]E[‘I’Lz]
_2_ 1.1 6 5 _1
15 373 45 45 45

y

Cov [T}, ¥7,] = E[U}U,] - E[YT]E[¥;,,]
_u 11
120 37 3
11 1 33 40 T

120 9 360 360 360

(41) Esta parte puede establecerse a través de los mismos argumentos utilizados

para demostrar la parte (7).

(4i1) La bilinealidad de la covarianza, combinada con las expresiones de las dos

partes previamente demostradas, implica
COV[\IH, \IIH_Q]
= Cov [UF + U7, UL, + U,

= Cov [\I/;"\Ifj;z] + Cov [\Ifj"lf;z] + Cov [\Ifz_\I’;rH] + Cov [\Ifz_\I';_ﬂ
1 7 7 1

T 45 360 360
2 7 8 7 1

T 15 180 180 180 180

Demostracién del Teorema 3.1

El propésito de esta seccién es demostrar la validez de las expresiones

para la media y la varianza de T, enunciadas en la Seccién 3. El argumento
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depende de los resultados en los Lemma 3.1, y 4.1-4.4 de la seccién precedente.
Observe ¥; = ¥} + U7, de manera que a partir del Lema 3.1 se obtiene que
E[¥;] = E[Y}]+ E[¥;] =1/3+1/3. Por conveniencia, esta y dos igualdades mas

se reproducen a continuacion:

2
E[\Ilz]zg, i:2,3,...,n-—1
1
Cov [¥;,¥ipq] = ~35 i=23,...,n—2, (5.1)
1
Cov [\p,‘,\I‘H.z] - @, 2,3,.. ,y —3,

vea los Lemas 4.3 y 4.4.

Demostracién del Teorema 3.1. (¢) De acuerdo a la Definicién 2.1(i2), T, =

E?z_zl ¥, de manera que, a partir de (5.1) se sigue que

n— 1

1=2

(¢7) Observe que la varianza de T, estd dada por

qu

1=2

Var [T,,] = Var 2 Var [¥ Z Cov [¥;, ¥,]. (5.2)

=2 2<i<j<n—-1

Para evaluar esta expresién, primero observe que que cada variable ¥; tiene dis-

2

tribucién de Bernoulli con parametro %, esto es, ¥; toma sdlo los valores 0 y 1,y

P[¥; = 1] = 2. Por lo tanto, Var [¥;] = Ixi= %. Luego,
-2
EVar[\If]—Z— An=2) (5.3)
=2

Para calcular la segunda suma en (5.1), observe los siguientes hechos (a)—(¢):
(a) Considere una pareja (¢,7), donde 7,j € {2,3,...,n — 1} y son tales que j >
i + 3. En este caso, ¥; depende de Y;_1,Y;, Yiy1, mientras que ¥; es funcién de
Y;-1,Y;,Yj41; como j > i+ 3 se tiene que j —1 2 i+2>1+1,yentonces ¥; y ¥,
dependen de grupos disjuntos de variables Yy, y entonces la Hipétesis 2.1 implica

que ¥; y ¥, son variables aleatorias independientes. En consecuencia,

Cov [¥;,T;]=0, sij=>e¢+3.
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Por lo tanto,

n—2 n—3
z Cov [¥;,¥;] = Z Cov |[¥;, U,41] + Z Cov [¥;, ¥;10]. (5.4)
2<i<j<n—1 i—2 =

(b) La primera suma en la extrema derecha de la anterior igualdad tiene (n — 3)
términos, y cada uno de ellos es igual a — 45, por (5.1). Luego,

n—2

n—3
C v, ¥, = — . .
; ov | +1] %6 (5.5)

(b) Similarmente, (5.1) implica que

n—3

n—4
Cov [¥;, V43| = —. :

; ov [ +2] = g5 (5.6)

Combinando (5.2)-(5.6), se desprende que
(n —2) -3 n-—4
Var [T, +2
ar [Tu) = 36 T 180

_ 2n — 5n + 15 n—4

- 180

B 2n - [ —4n + 11}

_ 40n — 80 22 — 8n

~ 180 180

_ 32n—-358  16n —29

- 180 90
Esto completa la demostracién del Teorema 3.1 O

La Distribucién Asintética de T,

El Estadistico T, introducido en la Definicién 2.1 tiene una distribucién
discreta, la cual es dificil de determinar de manera exacta. Por esta razodn, es
importante encontrar un procedimiento que permita aproximar dicha distribucién.
El siguiente teorema establece que, conforme el ntmero de observaciones crece,
la distribucién de la variable aleatoria T, apropiadamente normalizada, converge

hacia la distribucién normal estandar.
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Teorema 6.1. Sea T}, el nlimero de méaximos y minimos locales que se presentan
la sucesién de observaciones Y7,Y5,...,Y,, y sean u, y 02 la media y la varianza

de T, respectivamente, esto es,

_ 2n—4 ,  16n—29
/,Ln— 9 Y y Un_ 90 ¢

Con esta notacion, bajo la Hipotesis 2.1 se tiene que

TnZtn D, v (0,1). (6.1)

On

Observacién 6.1. En el enunicado del teorema precedente, N (0,1) es la dis-
tibucién normal estdndar, y en este momento es oportuno recordar que la conver-

gencia (6.1) tiene el siguiente significado: Para todo a € IR,

lim p[&;ﬁzga} _ / L2 gy - a(a),

n—o00 (% —00 27

donde ®(-) es la funcién de distribucién correspondiente a la distribucién normal
estandar; vea, por ejemplo, Serflling(1985). Luego, dados dos nimeros a y b, con

a < b,

_ b
lim P [a < Tn i b} - / \/%6_’32/2 dz = ®(b) — &(a),

n—oo O'n

y entonces, para n ‘grande’, la probabilidad del evento [a < T"—U_T—fﬁ < b] puede ser
aproximada por ®(b) — ®(a), evitando la tarea de calcular la distribucién de T, de

manera exacta.

La demostracién del Teorema 6.1 se presentaré en la Seccién 8, y se obtiene
combinando los instrumentos técnicos desarrollados mas adelante, con el Teorema

Central de Limite enunciado a continuacion.

Teorema 6.2. Sean X1,Xs,...,Xn... variables aleatorias independientes idénti-
camente distribuidas con segundo momento finito. Defina S, = Y., X; y denote
mediante p, y 02 a la media y la varianza de S,, respectivamente. En este caso,

Sn = Hn D ar(g1).

On



56

Comparando los enunciados de los Teoremas 6.1 y 6.2, es natural pregun-
tarse por qué no es posible obtener la convergencia (6.1) aplicando directamente el
Teorema Central de Limite. La razén es que a pesar de que T, se expresa como la
suma de las variables aleatorias ¥;, las cuales tienen la misma distribucion, éstas

no son independientes.
Resultados Auxiliares

Esta seccidn contiene los instrumentos técnicos que se utilizaran para de-
mostrar el Teorema 6.1. El punto de partida, es la introduccion de variables

aleatorias que permiten la aplicacién directa del Teorema Centreal de Limite.

Definicién 7.1. Sea K un entero positivo fijo mayor a 3, y defina la variable
aleatoria A, mediante
Kr
Ar= ) T, r=12,.... (7.1)
1=K(r—1)+3
Teorema 7.1. (z) Bajo la Hipdtesis 2.1, las variables aleatorias son independientes

e idénticamente distribuidas.

(1) Cada variable A, tiene la misma distribucién que Tk. Por lo tanto,

(K —2)
3 ?

16K — 29

E[A,] = 90

y Var[A—r] =

Demostracién. (i) Recuerde que cada variable ¥; depende de Y;_1,Y;, y Yit1;

vea la Definicién 2.1. Como la variable aleatoria A, se construye a partir de

\I"(K-—l)r-}-Ba ‘I’(K—l)r+4; \D(K—l)r—}-Sa ..., ¥y, se tiene que
A,- es funcién de YK’(T—])-{-Z’ YK(T—1)+33 e ,YKT+1. (72)
Considere ahora dos variables aleatorias A, y A; con s > r. En este caso,

As €s funci(')n de YK(3_1)+2, YK(3_1)+3, o s ,YK3+1; (73)
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Como s > r, se tiene que s —1 > r, y entonces K(s —1)+2> Kr +2> Kr + 1.
Luego, (7.2) y (7.3) implican que A, y A, dependen de subconjuntos disjun-
tos de las variables Y7,Ys,...,Y,.... Como esta afirmacién es valida para to-
dos los indices s > r, se desprende que Aj, As,... son independientes, por la
Hipétesis 2.1. Para concluir, observe que A, es una suma de las K — 2 varia-
bles ¥r(r_1)4+3, VK (r—1)+4s---» YKr, ¥ que combinando la Hipdtesis 2.1 con la

Definicién 2.1 se desprende que
(Uk(r—1)+3: Y (r—1)+4>---» PKr) ¥ (T2, ¥s,..., k1)
tienen la misma distribucién, y entonces lo mismo ocurre con
Ar=Tre-1)t3 + ¥re-1a+ -+ ¥xr v Te=Tp+¥s+... +¥x_y;

vea, por ejemplo, Randles y Wolfe (1981). En resumen, se ha demostrado que las
variables aleatorias son independientes, y que cada una de ellas tiene la misma

distribucién que Ty, estableciendo la parte (z).

(ii) Observe que E[A,] = E[Tk] y Var[A,] = Var [Tk] para cada r, pues A, y Tk
tienen la misma distribucién. Utilizando el Teorema 3.1 con K en lugar de n, se

desprende que

2(K —2) 16K — 29
= — A = ——
E[A,] T y Var [A,] 50
concluyendo la demostracién del teorema. O

Aplicando el Teorema Central de Limite, se obtiene el siguiente resultado.

M
Corolario 7.1. Defina la variable aleatoria Up; mediante Uy = Z A, ysea Uy,
r=1
la correspondiente variable aleatoria estandarizada, esto es,

_ Un — E[Uy]

/Var [Uy]

En este caso, conforme M converge a oo, Uj, 2N (0,1).

Ui (7.4)
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En el resto de esta seccién, se estudia la aproximacion de la variable aleato-
ria T,, apropiadamente estandarizada, por medio de sumas Ujs. Para establecer
el resultado principal en esta direccién, es conveniente introducir primero la si-

guiente notacién: Dado un entero n > K, m(n) denota la parte entera de del

) = "],

cociente

, esto es,

mientras que

« Tn—E[T,] Tn—pn

Tn = VVar[T,]  on (7.5)

es la versién estandarizada de T),.

Teorema 7.2. Defina la variable aleatoria D,, mediante

D,=T*- (7.6)

m(n)

En este caso, existe una constante Cy y una sucesién {é,} que converge a cero,

tales que

Co
< 20
Var [D,] < % + bp.

Este es el resultado principal en la ruta hacia la determinacion de la dis-
tribucién asintética de T,,. El argumento para demostrar este teorema depende de

los siguientes dos lemas.

Lema 7.1. Defina la variable aleatoria V,, mediante
Vo = (T = E[Tu]) = (Un(n) = E[Um(w)])-
En este caso, para cada n > K, se tiene que E[V,] =0y
Var [V,,] < m(n) + K.

Demostracion. Primero note que

m(n) m(n) 9
Um(n) m(n) Z (A - E ) = Z Z [\IJz - 5]

r=1 {=K(r—1)+3
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Comparando esta expresion con
n—1 2(7’L . 2) n—1 2
T, - ET,) = Uy — ——*>= vi—-z1,
I VI LB

se desprende que

Vo = (T — E[T2]) = (Um(n) — ElUmn)])

9 m(n)—1 K(r—1)+2 9
le-iex L2
r=2 i=K(r—1)+1

D

i=Km(n)+1

(7.7)

de donde es claro que V, tiene esperanza nula. Denote a los términos de esta

expresion mediante

2 2
Blz[\llz—g], B,= ), [\11,-——], r=2,3,...,mn) -1,

C= nf [\p—g]

i=Km(n)+1

de tal manera que con esta notacién (7.7) puede expresarse como
Va=B1+By+---+ Bm(n)—l + C? (78)

Observe ahora los siguientes hechos que se desprenden de la Definicion 2.1:

(a) B; depende de Y7,Y3,Y3 y, debido a que ¥; tiene distribucién de Bernoulli,

con pardmetro 273, se tiene que Var[B;] = 2/9 < 1;

(b) Parar = 2,3...,m(n)—1, B, es unafuncién de Y (,-1), Y (r—1)+1; YK (r—1)+2>
Yi(r—1)+3; debido a que B, involucra la suma de dos variables ¥; consecutivas, el
Teorema 3.1 implica que

16(4) —20 _ |

Var [B,] = 90 <
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(¢) Las variables aleatorias By, By, ..., Bm(n)—1 son independientes, pues se expre-

san en términos de subconjuntos disjuntos de variables Y7,Y5,...,Y,,.

(d) Observe que m(n) es la parte entera del cociente (n — 1)/ K, de manera que
Km(n)<n—-1< K(m(n)+1) (7.9)

de donde se desprende que n —1 — Km(n) < K. Note ahora que C es la suma de
n — 1 — Km(n) variables consecutivas ¥; a las cuales se les ha restado su media,
de manera que, utilizando el el Teorema 3.1 con n —1 — Kn(m) + 2 en vez de n,
se desprende que

_16(n—1-Kn(m)+2)—29 16(K+3)—-29 16K +19

Var [C] = 90 90 50 K.

Ademas, C se expresa en téminos de de Yim(n), Ykm(n)415- -+ ¥Yn, POr lo que es
independiente de todas las variables B;; vea (a)—(c¢). A patir de estas observaciones,
(7.7) implica que

Var [V,] = Var [By 4+ By + -+ + Byy(n)-1 + C]|

m(n)—1

Z Var [B;] 4+ Var [C]

{

m(n)—1
< > 1+K<mn)+K

=1

Lema 7.2. Sea V,, como en el Lema 7.1. En este caso,

* * Vn &n *
Tn “VYmn) = + (—' - 1) m(n)?

On On

donde

ai = Var [T}, y 5% = Var[U,].
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Demostracién. Usando (7.6) se desprende que

Va _ T, — E[Tn] _ Um(n) — E[Um(n)]

On On On

Um n) E Um n

_r_ Unw) = EUnw]

O-TL

_ g 20 Umt) = ElUn(w)]
On On
o

=TF - 22U

n o m(n)

de manera que
I~ Uin = o+ (32 -1) Vi
O

El siguiente resultado es la ultima etapa previa a la demostracion del

Teorema 7.2.

Lema 7.3. Con la notacién de los dos lemas previos,

m(n)+k<£ 6

o2 T K m(n)

(2)

3 52 29

conforme n — co.

Demostracién. (i) Recuerde que o2, la varianza de Ty, esta dada por

9 16n—29
o = ————;
n 90 ?
vea el Teorema 3.1. Luego, debido a que n > K > 3,

16(n—1)—13 15(n—1) n-—1
2 - =
Tn = 90 ~ 90 6

de manera que
m(n) + k - 6m(n) +k

2
n

o n—1
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Para concluir, recuerde que m(n) es la parte entera de (n — 1)/K, y entonces
n — 12> m(n)K, por lo que la anterior desigualdad desplegada implica que
m(n) + k m(n)+k 6 6

6 = — .
o2 < m(n)K K + m(n)

(77) Primero observe que la varianza de Un(m) puede evaluarse de la siguiente

manera.

m(n)
Var [Um(n)] = Var Z Ar
r=1

m(n)
= ) Var[4,]
r=1

m(n)

16K — 29
= Z —50

r=1

donde se ha utilizado la independencia de las variables A;, y la tercera igualdad se

debe al Teorema 7.1. Luego,

16 K — 29
5'3 = Var [Um(n)] = m(n) 90 m(n) .

Por lo tanto, utilizando la expresién para o2 establecida en el Teorema 3.1, se

desprende que, conforme n tiende a infinito,

2
n
2
n

g

16m(n)K — m(n)29 29
= — 7.10
16n — 29 T T 6K (7.10)

donde se han utilizado las siguientes convergencias derivadas de (7.9):

Ly m(n) 1

mmK L1

n n K

Demostracion del Teorema 7.2. Primero observe que para dos variables aleato-
rias Wy Z,

Var [W + Z] < 3(Var [W] + Var [Z]). (7.11)
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Para verificar esta igualdad, puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que

Var [Z] > Var [W]. En este caso,

Var [W + Z] = Var [W] + Var [Z] 4+ 2Cov [W, Z]

< Var [W] + Var [Z] + 24/ Var [Z]Var [W]

< Var [W] + Var [Z] + 24/Var[Z]Var [Z]
< Var [W] + Var [Z] 4 2Var [Z]
= Var [W] + 3Var [Z] < 3[Var [W] + Var[Z]]

Para continuar, recuerde la igualdad establecida en el Lema 7.2:

* * Vn O'n

On On

de tal manera que, utilizando (7.11), se obtiene que D, =Ty — U ) satisface

vt 23] v (B2

SPALILO NG (f}—ﬁ - 1) Var Uty (7.12)

2
or On

<tfi+aim] +2(52-1)

donde para obtener la ultima desigualdad se utilizé el Lemma 7.3, asi como el

hecho de que la varianza de U* m(n) €8 la unidad. Observe ahora que a partir del

Lemma 7.3(2%) se desprende que

5 A
0—"_1‘< A <=
Jn
On K—-+1‘
On

de manera que
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pues K > 1 (de hecho, K se supone mayor que 3). Combinando esta desigualdad
con (7.12) se desprende que

18 + A? 18
_|_

Var [D,,] < e m(n)’

y la conlcusién del Teorema 7.2 se obtiene definiendo

18
m(n)’

note que 6, — 0 conforme n — oo. O

Co = 18 + A?, y  bp=

Demostracion del Teorema 6.1

En esta seccién se demuestra que la estandarizaciéon T, de la variable
aleatoria T}, tiene una distribucién que converge a la distribucién normal estandar;
vea (6.1). Como punto de partida, observe que, con la notacién en el Teorema 7.2,
se tiene que

T* = U}y + D (8.1)

n

Considere ahora el evento [T}, < a]. Dado un nimero € > 0, a partir de la ecuacién

(8.1) se desprende que
Ummy Sa—€yDn<e = T, < a,
de donde se desprende la siguiente inclusion:

[U* <a—elN[D, <e] C [T, <,

m(n)
y por lo tanto,
m(n) =

P [[U <a—elN[D, < g]] < P[T, < al. (8.2)

Observe ahora que

P[[Uhm Sa—eln Dy <el| = Pl <a—
_P [[Um(n) <a—€lN[Dn> g]]

> P[U*

m(n)

< a-—¢]— P[D, > €,
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m(n) —

donde se ha utilizado que P [[ <a—e|N[Dy> 6]] < P[D,, > ¢] para obte-

ner la segunda desigualdad. Luego, utilizando (8.2) se arriba a
P[T; <a] > PUpy < a—¢]— P[Dn > €] (8.3)

De manera similar, considere ahora el evento [Ty > a — €], y observe que partir de

la ecuacién (8.1) se desprende que

Ut v >ayDp>—¢ = T,>a—c¢,

m(n)

de donde se obtiene la siguiente inclusion:
Uy > a0 [Dn>—€]C[T; >a-— €],
y €n consecuencia
P [[U;(n) > a]N (D, > ~5]] < P[T* <a—el. (8.4)
Ahora note que

P [[Um(n) > a]N [Dy > —g]] — P[Umy > a] — [[U (> alN[Dn < —5]]

> PlUp ) > @l — P[D, < —¢]

donde la segunda desigualdad se desprende de

P|U;,

(m > AN [Dy < —]| < PID, < ]

Combinando este hecho con (8.4) se concluye que P[Ty > a —¢] = P[U, ., >

a] — P[D,, < —¢], desigualdad que equivale a
P[T; <a—¢] < PlUp e < al+ P[Dn < —¢];

en este argumento, a es un nuimero arbitrario, y reemplazando a por a + ¢, se

obtiene

P[T; <a] < PlUpm < a +¢]+ P[D, < —¢). (8.5)
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Después de este predmbulo, el resultado sobre la distribucién asintética de T

puede demostrarse de la siguiente forma.

Demostracién del Teorema 6.1. Primero observe que la variable aleatoria D,
en el Teorema 7.1 tiene esperanza nula, y note que a partir de la desigualdad de

Chebychev se obtiene

D, 1
PID, < ~<]+ PID, > ¢ = PD,| > o) « VEPL < LS 15 ).
€ e | K
Por lo tanto,
) 1 [Co Co
nl—lfr%o [P[D, < —¢] + P[D,, > ¢]] < hm 1 — [f +6 ] = S5 (8.6)

donde se ha utilizado que limy,_,o 6, = 0; vea el Teorema 7.1. Para continuar, ob-
serve que limy, oo m(n) = oo, hecho que se desprende directamente de la definicién
de m(n) como la parte entera de (n — 1)/ K. Por lo tanto, el Corolario 7.1 implica

que, para todo ndmero real b,

lim P[U}, ) <8 = 2(b). (8.7)

00

A continuacién, combine (8.3) y (8.5) para obtener, para todoa € Ry ¢ > 0,
PlUry Sa—e]l— P[D, >¢e] < P[T; <a] < PlUy, <a+ e] + P[D,, < —e¢],

y tomando limite conforme n crece a infinito, (8.6) y (8.7) implican

Co

B(a—e) - 2o < lim PIT} < a] < Bate) + g

Ke?2 ~ n—oo
en esta relacién K es un entero mayor a 3, y € es un ntmero positivo arbitrario,

Tomando limite conforme K tiende a infinito, se arriba a
®(a—e) < lim P[Ty < a] < ®(a+e),
n—roo

y después de tomar el limite cuando & decrece a cero, se obtiene, usando la con-

tinuidad de la funcién de distribucién ®(-),

®(a) < lim P[T; < a] < ¥(a),
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relacion que equivale a

lim P[T* < a] = &(a),

n—oco

y puesto que a € IR es arbitrario, esta convergencia equivale a T}, 2N (0,1),

concluyendo la demostraciéon de Teorema 6.1. O
El Procedimiento de Prueba

El resultado sobre la normalidad asintdtica del estadistico estandarizado
Ty presentado en el Teorema 6.1, permite establecer un procedimiento de prueba
para la Hipotesis 2.1, de acuerdo a la cual las observaciones Y7,Y,,...,Y, son
independientes y tiene una distribucién comun, la cual es continua.

Dado un niimero « € [0, 1], de acuerdo al Teorema 6.1, se tiene que

im P [—z4/2 < Tj < 2o/2) = ¥(20y2) — B(—2as2) =1 —a,

n—oo

donde z, /, es el percentil superior de orden «/2 de la distribucién normal estandar.
De acuerdo a esta convergencia, siempre que la cantidad de datos n sea ‘grande’,
la probabilidad del evento [-za 2 <Ty <z /2] es, aproximadamente, 1— «; selec-
cionando « como un namero ‘pequetio’ se tiene que T, se ubicara en el intervalo
[—2a/2, Zaj2] con una probabilidad ‘cercana’ a 1, de manera que el observador

considerard como un hecho normal el que la siguiente inclusién ocurra:
T;: € [—_Za/27 Za/2]' (91)

Sin embargo, cuando esta inclusién falle, el observador sospechara que el supuesto
que conduce a considerar a (9.1) como ‘normal’, a saber la Hipdtesis 2.1, no se
satisface. Luego, si (9.1) falla, este hecho serd atribuido a alguna de las siguientes

razones:

(1) Los datos observados yi,¥s,...,Yr NO son realizaciénes de una sucesién de

variables independientes;
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(¢¢) Los datos y1,¥2,...,Yn no son los valores asumidos por variables aleatorias

Y1,Y,,...,Y, con una distribucién continua comin, o

(722) Los datos y1,ya,...,Yn si son los valores que toman por variables aleatorias
Y1,Y,,...,Y, independientes e idénticamente distribuidas, pero su distribucion

comun no es continua.

En ia practica, especialmente cuando los datos yi1,ys2,...,yn se piensan
como los valores asumidos por variables aleatorias Y;,Y,,...,Y, para las cuales
se desea validar la hipétesis de que conforman un ruido blanco, frecuentemente se
esta dispuesto a asumir sin duda alguna que las Y; tienen densidad, asi que si (9.1)
no se observa, se atribuira el hecho a alguna de las dos primeras razones enunci-
adas anteriormente. Esta discusién permite enunciar el siguiente procedimiento de

prueba:

e Suponga que cada una de las variables aleatorias Y7,Y5,...,Y,, tiene densiadad,

y considere la siguiente hipdtesis:
Ho:Y1,Ys, ..., Y, son wi.d.

Sea T la versién estandarizada del estadistico de maximos y minimos locales
introducido en la Definicién 2.1. En este caso, una prueba de la hipétesis Hy con

nivel de significancia (asintético) a estéa determinada como sigue:
Rechace Hy si Ty ¢ [2a/2, Za/2)-

Este método de prueba de la hipdtesis Hy, tiene un nivel de significancia apro-
ximadamente igual a a, a condicién de que el nimero de datos, esto es, n, sea

‘grande’.
Conclusion

En este capitulo se ha analizado la distribucién limite del estadistico de

méximos y minimos locales asociado a una sucesién Y7,Ys,...,Y,. El andlisis se
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desarrollo bajo el supuesto de que las variables aleatorias Y tienen la misma dis-
tribucién continua y son independientes. Después de definir de manera rigurosa la
construccién de T, en la Seccién 2, se establecieron férmulas para el valor esperado
y la varianza de T, en la Seccion 3. El argumento utilizado para demostrar dichas
férmulas requird un calculo cuidadoso de las probabilidades de que los maximos o
minimos locales se localicen en instantes de tiempo separados por una o dos obser-
vaciones. El cémputo de dichas probabilidades utilizé expresiones integrales y fue
presentado en la Seccién 4. En este punto del trabajo, es natural preguntarse por
qué no se utilizaron argumentos de simetria para realizar los célculos de la Seccién
4 en lugar de los, aparentemente, mas complicados argumentos en base a Calculo
Integral. La razén es que, con excepcién de los céalculos en el Lemma 3.1, no parece
ser menos complicado utilizar argumentos de simetria que realizar el computo de
las probabilidades relevantes de manera directa; este hecho se confirma con los
valores obtenidos para las esperanzas establecidas en los Lemas de la Seccién 4.
Un aspecto sobresaliente de los resultados de este capitulo, es que se logré estable-
cer, de forma rigurosa y con argumentos elementales, la normalidad asintética del
estadifstico T, €l cual es una suma de variables aleatorias que, aunque poseen la

misma distribucién, no son independientes.



Capitulo 4

Calculo Recursivo de Prondsticos

Este capitulo trata sobre el problema de construir prondsticos en en el
analisis de una serie de tiempo estacionaria. De manera mas especifica, el principal
objetivo es mostrar como los célculos que se realizan para elaborar un prondstico en
un tiempo n, pueden simplificarse si se hace un uso adecuado de los datos obtenidos
al realizar un prondstico en el momento n — 1. El resultado central que se presenta
es el algoritmo recursivo de Durbin-Levinson, y la principal contribucién técnica
derivada del anélisis subsecuente consiste en establecer, de manera explicita, una
caracterizacién, en términos geométricos, de la solucién de un sistema de ecuaciones

normales.

Introduccién

Este capitulo trata sobre el problema de construir un prondstico para una
observacién futura en una serie de tiempo estacionaria. Desde una perspectiva
de segundo orden, dicho prondstico se construye tomando una combinacién lineal
adecuada de las observaciones disponibles, y construir la proyeccién se reduce a
determinar los coeficientes involucrados. El problema se aborda desde una perspec-
tiva algebraica, y el principal objetivo es proporcionar una demostracion rigurosa
del algoritmo recursivo de Durbin—Levinson, el cual es un instrumento poderoso
para calcular prondsticos.

El estudio que se realiza a continuacién tiene como primera etapa una
analisis del sistema de ecuaciones normales, y la principal contribucién consiste en

establecer, de manera explicita y con argumentos de naturaleza geométrica, una
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caracterizaciéon de las componentes de una solucion del sistema, la cual es la base
para demostrar, posteriormente, el método recursivo de Durbin-Levinson.

La organizacion del capitulo es la siguiente: En la Secciéon 2 se plantea
el problema de determinar la mejor aproximacién a un vector dado en términos
de una combinacién lineal de un conjunto determinado de vectores, y se muestra
como se arriba al sistema de ecuaciones normales, mientras que en la Seccion 3
se determina el correspondiente error de aproximacion. La Secciéon 4 contiene el
resultado central, de acuerdo al cual un coeficiente que forma parte de la solucién
a un sistema de n ecuaciones normales, se expresa en términos de una solucién a
un sistema que consiste de n — 1 ecuaciones. La Seccién 5 analiza la interpretacion
de los resultados precedentes en términos estadisticos, mientras que en la Seccién
6 se establece el algoritmo recursivo de Durbin-Levinson. La demostracién de
este resultado se presenta en la Seccién 8, después de establecer los resultados
técnicos preliminares en la Seccién 7. En la Seccién 9 se presenta un ejemplo,
cuidadosamente desarrollado, sobre la aplicacién de dicho método recursivo, y la
exposicién concluye en la Seccién 10 con algunos comentarios breves. Por otro
lado, en el desarrollo del capitulo se hace un uso intensivo de las propiedades
fundamentales de un producto interno en un espacio vectorial abstracto, las cuales
pueden encontrarse, por ejemplo, en Hoffman y Kunze (1973), Harville (1997), o
Searle (1982).

La Mejor Aproximacion

Sean W y Vi, Va,...,Vy vectores en un espacio vectorial V dotado con un
producto interno, el cual se denotard mediante (-,-). En este caso, la longitud (o
norma) de un vector t € V se representa mediante ||t]|, y es el dnico nimero no

negativo que satisface

I1t]* = (t,t). (2.1)

El problema que se aborda en esta seccién, consiste en obtener la mejor aproxi-
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macién a w en términos de los vectores vi,Va,...,Vy, propdsito que se plantea

formalmente a continuacién:

Determine constantes ¢y, ca,. .. ,Cn tales que
n 2 n 2
w — cVi|l = min w — Vi 2.2
H Z c /817/823“';,311 ;,Bl ‘ ( )

Este problema algebraico general tiene interpretaciones importantes den-
tro de la teorfa estadistica, y el andlisis que se realizard lineas mas adelante
dar4 cuenta de ello. Como punto de partida, se caracterizardn las constantes

€1,Cz, ... ,Cn que resuelven el problema (2.2).

Teorema 2.1. Si ¢, ¢s,..., ¢y es una solucién del problema (2.2), entonces las

siguientes n ecuaciones lineales se satisfacen.
n

Z(VmVj)Cj =(w,vg), k=12,...,n (2.3)

Jj=1

Demostracién. Usando la bilinealidad del producto interno, se desprende que

2 n n
— (W= Bivi,w =) Bivj)
i=1 j=1
= (w,w) — (> Bivi, W)
=1

—(w, > Biv) + (> Bivi, > Bivi)
j=1 j=1 j=1

= (w,w) — > Bi{vi, W)

=1

- ZﬂKW,Vj) + Z Zﬂiﬂj(Vi,Vj)

=1 y=1

A partir de esta expresién, la derivada de ||w — Sy ﬂiviHZ respecto a f; puede
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determinarse como sigue:

Zﬂm WW) Zdﬂ i{vi, w

dﬂk

‘Zdﬂ (w,v; +szﬂ ﬂzﬁ] i ]) (2.4)

=1 j=1
:0—(Vk, )

W Vk +ZZ dﬂ ﬂzﬂ] V‘l7v]>

=1 yj=1

donde se ha utilizado que Bs =0 para s # j, mientras que ——f = 1. Por

dBx dﬂk

otro lado, observe que
d Bi, sii=kyj#k
E—B—ﬂiﬂj: Bi, sij=kyi#k
k 28k, sii=3=k

y combinando esta igualdad con (2.4) se desprende que

Z Bivi

= —(Vk, W) — (W, Vi)

+ 0 Bilvi,vi) + > Bilvi, Vie) + 2B8k(Vk, Vi)

ik iritk
Finalmente, la propiedad de simetria del producto interno, esto es, (a, b) = (b, a)

para a,b € V, implica que

zﬁ,v,

= W Vk -+ Z ﬂ] V],Vk>

Jii#k
+ > BilVis Vi) + 2Bk {Vi, Vi)
£k

—2(W,Vk) + 2 Z ﬂj(Vj, Vk) + 2ﬂk(vk,vk).
Jij#k

—2(w, Vi) +2 ) (Vi,V;)Bi
J=1

Para concluir, observe que si las constantes cj,cg, ..., cp resuelven el problema

2
=0, de

,Blzcla“"ﬂnZCn

Zﬂzvz
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manera que la expresiéon anterior implica
k3
0=—-2(w,vg)+2 Z (Vk,Vj)cs,
i=1

de donde se obtiene que

Z (Vi,Vji)e; = (W, Vi),

J=1
lo cual concluye la demostracién de (2.3), pues k € {1,2,...,n} es arbitrario. 0O
El sistema (2.3) permite encontrar la combinacién lineal de los vectores
vi, k = 1,2,...,n, que dista lo menos posible de w, y es importante determinar
en que casos dicho sistema es consistente, i.e., cuando (2.3) tiene solucién, y las

circunstancias bajo las cuales ésta es unica.
Teorema 2.2. (¢) El sistema (2.3) siempre es consistente.
(i1) La solucién de (2.3) es tnica si y sélo si v1,vs,...,v, son independientes.

(i41) Si €1, ¢2,--,¢n ¥ d1,da, ..., dy satisfacen (2.3), entonces

n

n
E C;V; = E diV,'.
=1

=1

De acuerdo a este Teorema, (2.3) siempre tiene solucién, propiedad que
estd acorde con el hecho, claro desde el punto de vista geométrico, de que siempre
es posible encontrar dentro del espacio vectorial generado por vi,Vz,...,V, un

vector cuya distancia a w sea lo menor posible.

Demostracién del Teorema 2.2. Sean f;, 3, ..., f, las filas de la matriz princi-
pal del sistema (2.3). Para verificar que el sistema (2.3) es consistente, es suficiente

comprobar que
arfi +asfy+-Fafn =0 = a1 (w,vy)+as(w,vy) +- A an{w,v,) =0. (2.5)
Para validar esta implicacién, observe que la k—ésima fila de (2.3) es

fr, = ((Vi, v1), (Vs Va)s - o5 (Vi Vi) ),
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de manera que

D arfe =Y ar((ve, Vi), (Vs Va)y -5 (Vis Vi)
k=1 k=1

n 7

=( E ak<Vk,V1>, E ar Vk’v2 E ar Vk,Vn
k=1 k=1
n n

= ({ E arVk, Vi), E aka,Vz E arVk, Vn))
k=1 k=1

donde se ha utilizado la linealidad del producto interno. Luego,

n

k(3 n k(2
Z arpfy =0 — ((Zak\’kavl)’ (Z aka,Vz), <o (Z akvk,Vn)) =0
k=1 k=1 k=1 k=1

k(3

= (Z ayvy,v;) para todo ?
k=1

n 3
= Zai(z akVe, Vi) =0
=1 k=1
n k(3
— (Z ARV, Z ain‘> =0
k=1 i=1

n 2

E GEVE

k=1

e =0

y como O es el tinico vector en V con norma nula, se desprende que
n n
Zakfk =0= Zakvk =0
k=1 k=1
n
w, Zakvk) =(w,0) =0
k=1

= Zak(w,vk) =0
k=1

lo cual comprueba la implicacién (2.5).

(it) Para establecer esta parte se utilizara el siguiente hecho: (2.3) tiene solucién
tinica si y sblo si el sistema homogénoeo correspondiente tiene sélo la solucion

nula. De esta manera, el analisis inicia estudiando el sistema homogéneo asociado
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a (2.3), el cual esta dado por

n

Z(Vk,vi>:l7i:0 k:1,2,...,n

=1
o equivalentemente,

(Vi, Zx,v,) =0 para todo k. (2.6)

=1

Observe ahora que
(2.6) ocurre = ka(vk, Z z;v;) =0
k=0 =1

n n
S (Z SUka,Z-'Ein') =0
k=0 i=1

2

reciprocamente,
n n
invi =0= (Vk,z.'z:,-vi) = 0 para todo k
Esta discusién puede demostrarse la siguiente equivalencia:
n n
(vk,z:zr,-vi) = 0 para todo k < Z z;v; = 0. (2.7)
=1 k=0

La conclusién puede alcanzarse ahora como sigue: El sistema (2.6) tiene sdlo la

solucién nula si y sélo si > p_, z;v; = 0 implica que z; = 0 para todo ¢, lo cual
equivale a la independencia de vi,Vva,...,Vp.
(i41) Suponga que c1,¢€2,...,¢n ¥ d1,da,. .., dy satisfacen el sistema (2.3), esto es,

para todo £k =1,2,...,n,

n n

Z (Vi,ViYei = (W, Vi), ¥ Z (Vi,Vi)d; = (W, V).

=1 =1



77

En este caso, se desprende que

n n

Z (Vk,Vi>(Ci — di) = Z (Vk,(ci - di)Vi) = 0, k= 1,2, ey

i=1 =1
y definiendo z = ¢ — di,, (2.7) implica, que > 7_,(¢; —d;)v; = 0, lo cual equivale
a ZZ:O CiV; = EZ:O d;v;. [l
De acuerdo al teorema precedente, atin en el caso en que el sistema (2.3) no
tenga solucién tnica, €l vector que se obtiene al combinar los vectores vi,va,..., vy

utilizando una solucién particular, es siempre el mismo; dicha combinacién es el

vector més cercano a w dentro del espacio generado por vi,va,...,Vy,.

Definicién 2.1. Si £ = L[vy,Va,...,Vy] es el espacio generado por vi, vy, ..., Vy,

entonces la proyeccién de w sobre L se denota por Py, v,,...v, W = Pcw, y se define

mediante
. n
Pvl,vQ,...,vnW = PEW = E CiVi,
=1
donde ¢1,¢3,...,c, son constantes que satisfacen (2.3).

A partir del Teorema 2.1 y de la parte (zi¢) del Teorema 2.2, se desprende

la siguiente caracterizacién de una proyeccién.

Corolario 2.1. El vector Py, v,... v, W satisface las siguientes condiciones (1)—(3i)

para todo k =1,2,...,n:

(1) (Pyrvayvn W5 VE) = (W, VE);

(21) (W — Py, vayova W, Vi) = 0.

Mis atn,

(i41) Si v* € V satisface (w — v*,v) = 0 para todo k, o bien (v*vg) = (W, V),
entonces v* = Py, v, . v, W.

De acuerdo a este corolario, la proyeccién de w sobre el espacio vec-

torial generado por vi,Vva,...,Vn, es el Gnico vector v* tal que w — v* tiene
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un producto interno nulo con cada vector vi. Recordando que dos vectores
a,b € V son normales (perpendiculares, ortogonales), si (a,b) = 0, puede es-
tablecerse que Py, y, . . v, W es el Gnico vector de V con la propiedad de que
w — Py, v,,. v, W es normal a cada vi. Note que, usando la Definicién 2.1, las
igualdades (W — Py, v, .. v, W, Vi) = 0 para todo k, son equivalentes a (2.3); por
esta razoén las ecuaciones (2.3) se conocen como el sistema de las ecuaciones nor-

males (Graybill, 1985).
El Error de Aproximacion

En la seccién anterior se mostrd que determinar la ‘mejor’ aproximacion a
un vector w en términos de una combinacion lineal de vectores dados vy,va, ..., Vg
se reduce a encontrar la solucién del sistema de ecuaciones normales (2.3)." Sin
embargo, ain hay un problema importante que resolver, a saber, determinar el
error que se comente al aproximar w por medio de Py, v,.. . v, W. Dicho error de
aproximacién es |W — Py, v, . v, W|, v el siguiente resultado permite calcularlo

facilmente una vez que las ecuaciones normales han sido resueltas.

Teorema 3.1. El error de aproximacion |W — Py, v,,...v, W|| estd determinado

por cualquiera de las siguientes expresiones (z)—(721):

. 2 2
(z) ”W - PV1,V2,---,VnW” = “W”2 - ”PV1,V2,~->VnW” ;

V23 n
(i) W = Prervroa W2 = WP =303 ci(vi, vides.

i=1 j5=1
Mis atln,

(iid)

n

W = Puy v Wl = IIW[7 = ci(w, vi). (3.1)

=1

Demostracién. (i) Primero observe que

(PV1,V2,~-~,VnW,W - PVl,V2,---,VnW> = 0. (32)
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En efecto, de acuerdo al Corolario 2.1, (vg, W — Py, v,,...v, W) = 0 para todo k, de

manera que

n n
E Ck(Vk,W - Pvl,vz,...,vnw) = < E CpVE, W — Pvl,vz,...,vnw> = 0,
k=1 k=1
y seleccionado ¢y, ¢z, . . ., ¢, como una solucién del sistema de ecuaciones normales,
se desprende, via la Definicién 2.1, que (Py, v,,..v, W, W — Py, v, o, W) = 0.

Note, ademads, que (3.2) implica que
<PV1,V2,...,VnW7W> = (PV1,V2,...,V"W7 PV1,V2,...,V1,_W>' (3'3)

Después de esta discusién, la parte (2) puede demostrarse como sigue:

2
HW - Pvl ,Vz,...,VnWH = <W - Pvlzv2a"':vnw7w - Pv17V2$"'$VTLW>

Il

<W7 w— Pvl yV2 7"'7vnW)

- (Pvlav2)“'avnw7 W — Pv13v27~"3v W)

n

= <W7W - PVI’VZ:"-:V W>

n

donde (3.2) se utiliz6 para obtener la tltima igualdad. Luego,

2
”W - PV11V2:~~~,VnW“ = <W’ W) - <W7PV1:V2:"':VnW)
= <W7 W) - <PV1,V2,...,VnW7PV1,V2,...,V"W>

= [Iw[® = |Pvs,va,cvn W
donde la segunda igualdad se desprende de (3.3).

(17) Observe que la norma de Py, v, ...v, esta dada por

S
3
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y aplicando la parte (7) se obtiene

2
[|w — PV1,V2,..-,vnW|| = ”W”2 - ||PV1;V2;~--;Vnw”2
! n 7
= [wl> =YY eilvivide
=1 j=1

(741) A partir de las ecuaciones normales, se desprende que, para cada 1,

£

Y (Vi vile; = (w,vi;

J=1
luego,
k13 23 " n
DD alvivide; = i | 3 (Visvides
i=1 j=1 =1 j=1
V3
= Ci (W, Vi>
=1

y la conclusién se obtiene combinando esta igualdad con la parte (iz); en efecto,

V23 n
2
W = Poyvaooen Wl = WP = D0 ci(vi, vj)e;
i=1 j=1

i3

= [wl* = > ei(w, vi)

=1
O
Observe que las expresiones en el Teorema 3.1 permiten obtener el error
de aproximacién a partir de la solucién ¢;,¢a,..., ¢, de las ecuaciones normales;
de particular interés es la férmula (3.1), la cual determina el error de aproximacién
restando de ||w||? la cantidad que se obtiene multiplicando la constante ¢; por el
lado derecho de la i—ésima ecuacién normal, y sumando los resultados. Estas ideas

se ilustran a continuacion.

Ejemplo 3.1. Considere los siguientes vectores en V = R*:

NN oo
=
N = O =
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El problema que se considera a continuacién consiste en determinar, tanto la
proyecciéon Py, ,, W, como el correspondiente error de aproximacién, el cual esta

dado por |w — Py, v, W||.

e El sistema de ecuaciones normales esté determinada como sigue: La primera de

las ecuaciones es

(vi,vi)er + (vi,va)er = (W, vy),

la cual se reduce a

4cy + 4ey = 20.
La segunda ecuacién en el sistema (2.3) es
(va,vi)er + (va, va)ez = (W, va),
igualdad que para los datos actuales se convierte en
4eq + 6¢cp = 26.

Luego, el sistema de ecuaciones normales es, en el caso presente,

401 + 402 =20

(3.4)
461 + 602 =26
Este sistema tiene solucién unica dada por
Cci = 2, Cy = 3, (35)
y entonces la proyeccién de w sobre el espacio generado por vy y va es
1 1 )
0 2
Py, v,W = c1V1 + vy =2 1 +3111 = |5 (3.6)
1 2 8

e Después de calcular Py, ,,w la diferencia w — P, v, W estd dada por

8 5 3

2 2 0
w— Py v, W= ol “ 15| = | =3

8 8 0
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de manera que el error de aproximacédn se determina mediante
P. = =18
W =Py, v, wl" =] _ = 18.

Ahora se obtendra el mismo error de aproximacién utilizando cada una de la ex-

presiones en el Teorema 3.1. Primero observe que ||w||? = 8% +2% + 22 4 82 = 136.

(¢)
W — Py, v, w|* = [[W||? = || Pvy v, w]* =136 — =136 — 118 = 18.
8

(¢¢) Para utilizar la segunda férmula en el Teorema 3.1, observe que la matriz del

(vi,v1) (vl,vz>] _ [4 4

(Vg, Vl) <V2,V2> 4 6:| ) de tal manera

sistema de ecuaciones normales es [

> S et =fmal[ v ] [2]

Y

=2(4)2+2(4)3 + 3(4)2 + 3(6)3

=16+24 + 24 + 54 = 118

y entonces el error de aproximacion se determina mediante
W — Py, v, w|* = ||| - Z Zc, (vi,vj)e; = 136 — 118 = 18.
=1 j=1
(17¢) La tercera férmula en el Teorema 3.1 es la mas simple y la mds interesante.
Se encontrd en (3.5), mientras que los lados derechos de las ecuaciones normales
son

(w,v1) =20, y (w,vy) =26,

mientras que la solucién estd dada en (3.5). Por lo tanto

(6] (W, V1> + ¢ <W, V2> = 2(20) + 3(26) = 118,
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y entonces
W — Py, v, w|* = [|W]|2 — [c1{w, V1) + ca{w, V)] = 136 — 118 = 18.

O

El sistema de ecuaciones normales es, sin duda alguna, el mas impor-

tante conjunto de ecuaciones lineales que surge en el analisis estadistico. Especial-
mente cuando n es grande, resolverlo es una tarea complicada, y se han disefiado
métodos especiales para resolverlo, como por ejemplo, el método de triangulaciéon
de Cholesky (Graybill (1985)). Aunque el interés de esta presentacién no radica
en encontrar de manera explicita las soluciones de (2.3), es conveniente sefialar dos

casos en los es posible resolver las ecuaciones normales con gran facilidad.

Ejemplo 3.2. (¢) Considere el caso n = 1, de manera que se desea aproximar a w
por medio de un miiltiplo del vector vi. En este caso, (2.3) se reduce a una tnica
ecuacion:

Cl(V17V1> = <W7V1)7

y entonces ¢; = % La proyeccion Py, w es
1, V1
P,w=cv; = (W, v1) v, = (w, V12> vy,
{(v1,v1) [[v1ll

y, de acuerdo al Teorema 3.1(ii¢), el error de aproximacion es

(W, V1>2

w— P, wl||* = ||w|]? — ¢ (w,vy) = ||w]||® —
| JWIT =Wl = e (w, vi) = [|w| TAE

(17) Suponga que n > 1 es arbitrario, pero que los vectores v son ortogonales,

esto es,
<Viavj> =0 ¢ 7é]

Bajo esta condicién, la i—ésima ecuacién del sistema (2.3) es

ci("iavi) = (W,Vz‘>,
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y entonces
L wvi) _ (wv)
;= =
(vi,vi)  vill*’

la proyeccion Py, v,,.. v, W €s

- —~ (W, Vi) —~ (w,vi)
Pyw = § Civ; = E ﬁvz = E A,
i=1 i=1 \VE Vi i=1 vl

y el error de aproximacién estd dado por

n

lw — Po,w||” = [wl> = 3 ci(w, vi)
=1

= wip = S Y g v

2 il
n 2
(w,v)
=M= 2 T
i=1 1

Caracterizacion de los Coeficientes

Como ya se ha mencionado, resolver el sistema de ecuaciones normales es
una tarea complicada cuando el ntimero de ecuaciones es grande. Sin embargo,
frecuentemente es posible obtener expresiones para las constantes ¢; que las resuel-
ven (2.3) en términos de proyecciones, y el propdsito de esta seccidn es establecer

dichas férmulas.

Teorema 4.1. Sean W y v{,V,,...,V} vectores en un espacio vectorial V dotado
con un producto interno (-,-). Sea Py, v,,...,v, W la proyeccién de w sobre el espacio

generado por Vi,Va,...,Vy, de manera que
n
PV1,V2,...,VnW = § CiVy, (41)
=1

donde las constantes ¢; satisfacen el sistema de ecuaciones normales (2.3). Suponga
que para algiin entero k € {1,2,...,n}, el vector vx no pertenece al espacio gene-

rado por los restantes vectores v;, esto es,

Vi @& L{V1,. -, V=1, VEk41 .-+, Vn}. (4.2)
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En este caso, el coeficiente ¢ en (4.1) estd determinado por la siguiente expresion:

(W,Vk - Pvl,...,vk_l,vk+1...,ank> i

Cp = (4.3)

2
||Vk - PV]_,...,Vk_l,Vk+1...,ank||

equivalentemente,

(W - Pv1,...,vk_l,vk+1...,vnwa Vi — Pvl,..‘,vk_l,vk+1...,vnvk>

Cr =

(4.4)

2
”Vk - Pv1,...,vk_l,vk_H...,vndH
Observacién 4.1. Hay un aspecto notable en el Teorema 4.1 que se resalta
a continuacién: El problema original es determinar la proyeccién de w sobre el
espacio generado por un conjunto de n vectores vi,Vz,...,Vyn, y para alcanzar
este objetivo es suficiente determinar las constantes ¢;, ¢ = 1,2,...,n. Como
se desprende de (4.3) o (4.4), una constante c; puede determinarse si se sabe
como obtener proyecciones sobre el espacio generado por los n — 1 vectores v;,
i=1,...,k—1,k+1,...,n. Luego, el contenido esencial del Teorema 4.1, es que
el problema de construir una proyeccion sobre el espacio generado por un conjunto
de n vectores, puede abordarse si se sabe como construir una proyeccién sobre un

espacio que se genera a partir de n — 1 vectores.

Demostracién del Teorema 4.1. Como punto de partida, recuerde que, por el

Corolario 2.1,
(Pyyvayva W, VE) = (w,vg) paratodo k=1,2,...,n.

Luego, si v = Y., a;V; es una combinacién lineal arbitrario de vi,va,...,Vy,
entonces

n
(PV1)V2>-'~:V11W’V> = (Pvlyv2>"'avnw’z a1v7'>
i=1

n

= Z al (Pvlyv25-")vnw7 Vl)
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de donde se desprende
(Pyy vg,va W, V) = (W, V), para todo v e L{vi,Vva,...,Vp}. (4.5)

A continuacién, observe que

n n
Pv1 Vo2,V W= § C;V; = E C;V; + Ccp Vi
=1 Jii#k
& (4.6)
= E C;Vy ‘l“cka1,...,vk_l,vk+1,...,vnvk
J:i#k

+ Ck [Vk- - PV1,...,Vk__1,Vk+1,...,ank]
Note ahora que Vi — Py, . vi_ivig1,...,ve VE €8 perpendicular a todos los vectores
v; con j # k (por el Corolario 2.1), esto es, (Vi — Py, . vi_1,vis1,sva VEr Vi) =0

cuando j # k. Luego,
(Vk - PV1,-~-,Vk—1,Vk+1,---,vnvk7 Zj:j—#k aj”j)

= § a'j<vk - Pv1,...,vk_l,vk_I_l,...,vnvkyvj) = O;
jikEk

Debido a que el primer término entre corchetes en (4.6) es una combinacién lineal

de los vectores v;, con j # k, se desprende que

n

( E c; Vi + ckal,...,vk_l,vk+1,...,vnvk 5 [Vk - Pvl,...,vk_l,vk+1,...,vnvk]> =0
J:iF#k

Tomando el producto interno con vy — Py, ... vi i ,vit1,...,va Vi €0 la ecuacién (4.6)

y usando la igualdad precedente, se desprende que

(Pv1 V2,V Wy Vi — Pv1,...,vk_l,vk+1,...,vn])

n
= ( E CiVi + ckPV]_,...,Vk_l,Vk+1,...,ank ) [Vk - Pvl,...,vk_l,Vk+1,...,Vn>
itk

—l"' (Ck [vk - PV1,...,Vk_l,vk_{_l,...,vnvk} ) [vk - Pv1,...,vk_l,vk.;_l,...,vnvk])
- Ck([Vk - Pv1,...,vk_l,vk+1,...,vnvk] Y [Vk - PV1,...,Vk_l,Vk+1,...,ank:|)

P 2
= Ckg ||Vk - v1,...,vk_l,vk+1,...,vnvk” .
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Para continuar, observe que Vg — Py, . v, ) vii1,...,va Vk, €8 Ul Vector no nulo, por

la condicién (4.2), de manera que es posible despejar ¢ para obtener

(Pvl,VQ,...,Vnwy Vi — Pvl,...,vk_l,vk+1,...,vn>

Cr 3
— P,
||Vk V1,...,Vk_l,Vk+1,...,ank||

Puesto que el vector vy — Py, . vi i viy1,...,ve Vk €5 UDA combinacién lineal de los

vectores v; con j # k, (4.5) implica que

(PV1,V2,--~;VnW7Vk - PV1,~~,Vk-1,Vk+1,-~,Vnd> = (vak - PVl:---)Vk—-l,Vk+1,---aank'>

de manera que la expresién anterior para ci se reduce a

<W7 Vi — Pvlv-“yvk—lavk+1""1vn Vk)

Ck = 2
”Vk' - PV1,...,vk_l,vk+1,...,vnvk H

estableciendo (4.3). Para verificar (4.4), recuerde que Vg — Py, .. vi_ i viq1,...,va VE
es perpendicular a cualquier combinacién lineal de vi,...,Vk_1, Vis1,...,Vp, de

manera que

(Pvl,...,vk_1,vk+1,...,vnw7Vk - Pvl,...,vk_1,vk+1,...,ank> - 07

pues Py, . vi i vig1,..,va W €S UDA combinacion lineal de los vectores vq,...,vg_1,

Vi+1,--.,Vn. Porlo tanto,
(W - Pv1,...,vk_1,vk+1,.,.,vnw7Vk - Pvl,...,vk_l,vk+1,...,vnvk>
= (W, Vi — Py, . vio1,Vig1,eova VE)
- (Pvl,...,vk,_l,vk+1,...,vnwa Vi — Pv1,...,vk_l,vk+1,...,vnvk>
— (W, Vi — Pvl,...,vk_l,vk_H ,...,vnvk>
y entonces (4.3) implica que

<W - Pv1,...,Vk_1,vk+1,...,vnW7 Vi — PV1,...,Vk_1,Vk+1,...,Vnvk)

Cr — ”

P 2
||Vk - v1,...,vk_l,vk_H,...,vnd||

estableciendo (4.4) y concluyendo la demostracién del Teorema. 0
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Ejemplo 4.1. Sean los vectores w, vy y vy como en el Ejemplo 3.1. A continuacién
se utilizard el Teorema 4.1 para determinar la proyeccién de w sobre el espacio

generado por vy ¥ va. Desde luego, dicha proyeccién es
Py, v, W = c1Vy + cavy,

y el problema consiste en encontrar los coeficientes c; y~ ¢z. De acuerdo a (4.3),

o = V1= Pavi) (47
[vi = Povil

Para determinar este coeficiente, primero debe encontrarse P,,vy, y el Ejemplo

3.2(¢) permite escribir
<V1 ) V2>

P, vy = v
2T vl
1
_41]0 ’
6|1
2
y por lo tanto,
1 1 1/3 1
_p 1y 40 _ 1 103
ViTheVi=ag Tl Tl 13 | T3 1
1 2 ~1/3 ~1
Luego,
1 8
(W, v1 = Py,va) = 2[8(1) +2(8) +2(1) + 8(-1)] = 3.
Puesto que
| 12 4
lvi = Poval® = g1P + 3+ 1P+ (1)) = 5 = 3,
(4.7) implica
8/3
= 27a = 2 4.8
@ 4/3 (4.8)

A continuacién se determinard el coeficiente co utilizando el Teorema 4.1:

<W,V2 — PV1V2> (4-9)

Cy = .
[va — Py, v |?
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Como antes, primero debe encontrarse Py, Vs, vector que, de acuerdo al

Ejemplo 3.2(¢), esta dado por

(V1,V2)
P, =
2T e

1 1

_4|

T4|1] |1

1 1

y por lo tanto,

1 1 0
0 1 -1
Vg — PV1V2 = 1 — 1 0
2 1 1

Luego,
(w, vy — Py, va) = [8(0) +2(—1) +2(0) + 8(1)] = 6.

Puesto que

Ve — Py, va|* = [0® + (=1)* + 02+ (1) =2,

a partir de (4.9) se obtiene

c —6—3'
1"‘2— )

note que estos valores para los coeficientes ¢; y ¢2 coinciden con los determinados

en el Ejemplo 3.1. Por lo tanto,

PVI,V2W =c1vy+ vy = 2

N el
0 Ot N Ot

Interpretacién Estadistica

El objetivo de esta seccién es trasladar los resultados algebraicos estableci-
dos anterioremente al contexto de variables aleatorias, proporcionando los instru-
mentos para demostrar el algoritmo de Durbin-Levinson presentado mas adelante.

Dado un espacio de probabilidad fijo (2, F, P), considere el conjunto Y de variables
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aleatorias definidas en  que tiene segundo momento finito, esto es, una variable
aleatoria X definida en  pertenece a V si y sdlo si E[X?] < co. Utilizando que
(X +Y)? <2[X%+Y?], no es dificil ver que V es un espacio vectorial, a condicién
de que se identifiquen todas las variables aleatorias que satisfacen E[X?] = 0 con

la variable aleatoria nula. El producto interno en este espacio V se define mediante

(X,Y) = E[XY]. (5.1)

Regresién Lineal. Suponga que las variables aleatorias ¥ y X;, X5,..., X, son
miembros de V. El problema de encontrar la mejor aproximacién a Y por medio
de una combinacién lineal de Xi, Xs,...,X, se reduce a determinar constantes

c1,C2,...,Cp tales que

n 2
Y — Z cz-XZ-
=1

o equivalentemente,

Y — Z BiXil| (5.2)

= min
B1,82;.

n 2 n 2
E Y — ,‘X,‘ = i E Y — iX,' . 5.3
( 2. ) a B, ( 2. ) (:3)

De acuerdo al Teorema 2.1, las constantes ¢, cs, .. ., ¢, se determinan resolviendo
el sistema de ecuaciones (2.3), i.e.,

2<Xk,Xj>Cj=<Y,Xk>, k:1,2,...,n,

i=1

las cuales, utilizando (5.1), se reducen a
ZE[Xk, ilei = EIY,X}], k=12,...,n. (5.4)
La proyeccién de Y sobre el espacio generado por X;, Xa,..., X, es

PX1’X21---’XnYz ZCZX17 (5.5)

=1
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la cual, en el contexto presente, se conoce como la funcidn de regresion lineal de ¥
respecto a X3, Xs,...,Xn; en las aplicaciones, es frecuente que X sea la variable
aleatoria constante 1, de modo que la funcién de regresion es
n
Px, x,,..x,Y =a+ Z ci Xi,
=2

y la constante c; se conoce como la ordenada al origen.

El Problema de Prondéstico. Suponga que Xi,Xs,..., X, se observan secuen-
cialmente, esto es, X; se manifiesta en el tiempo 7, mientras que Y sera observada
en el tiempo n + 1. En este caso, de manera natural surge el problema de pronos-
ticar, en el tiempo n, el valor aleatorio que se obtendra en el tiempo n+1, es decir,
Y. Al buscar el ‘mejor’ prondstico para ¥ en términos de una combinacion lineal
de X1,Xs,,...,Xn, se arriba al problema de encontrar constantes ¢y, ¢z, ..., Cn que
satisfacen (5.2) (o (5.3)), y determinarlas se reduce a resolver (5.4). La proyeccién
de Y sobre el espacio generado por Xi,Xs,..., Xy, es el mejor prondstico lineal
para Y en términos de las variables Xj, i = 1,2,...,n. Observe que si todas las
variables aleatorias X; tienen media nula, el sistema (5.4) puede escribirse como
n
3 Cov[Xx, Xjlej = Cov[V, X3], k=1,2,...,n. (5.6)
=1
Esta discusién ha mostrado que la teoria algebraica presentada en ls sec-
ciones precedentes tiene interpretaciones interesantes en el campo de la Estadistica.
En la siguiente seccién se utiliza este enfoque para establecer uno de los métodos
més importantes de construccién de prondsticos para series de tiempo estaciona-

rias.
El Algoritmo de Durbin-Levinson

Sea X1,X2,---,Xn,Xnt1 ... una serie de tiempo estacionaria con media
nula. El proposito de esta seccién es presentar un procedimiento que permite cal-

cular la proyeccién de X471 sobre £L{X1,Xs,..., X}, en términos de la proyeccion
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de X, sobre £L{X1,X3,...,Xn—1}. Para describir el resultado de manera precisa,
sean ¢p1,Pna, ... Pnn los ceficientes de Xy, Xpn1,. .., X en la expresién para el

pronéstico de X, 41;
n
Px\ Xo, Xn Xat1 = Gn1Xn + Gn2Xpn-1+---+ GnnX1 = Z n ke Xnt1—k- (6.1)
k=1
Similarmente, la proyeccién de X, sobre X, Xy,..., Xp—1 es

PX]_,Xz,...,Xn_.an
n—1
- ¢n—1 an—l + ¢n—-1 2Xn—2 + -+ ¢n—1 n—le = Z ¢n—1 an—k- (62)
k=1

El error de prondstico en el tiempo n es

vn=E [(X,hL1 — Pr X,anH)Z] . (6.3)
EL principal objetivo es determinar cémo los coeficientes {dnilk = 1,2,...,n}
pueden expresarse en términos de {¢n_11|k = 1,2,...,n — 1}. El siguiente pro-

cedimiento, conocido como el algoritmo de Durbin-Levinson, permite alcanzar este

propésito, asi como determinar los errores de prondstico en cada etapa.

Teorema 6.1. Teorema. Sea X1, Xa,...,Xn,. .. una serie de tiempo estacionaria
con media nula y funcién de covarianza (), y suponga que las variables aleatorias

X, X9,..., Xn, Xp41,- .. sOn independientes. Defina

En este caso, se tiene que
~(1)
= 6.5
¢1 1 7(0)7 ( )
y
vy = vo[l — ¢14]. (6.6)
M4s atn, para n > 2,
n—1
Prnn = 7(”) - Z ¢n—1,j'}/(n —.7) v;ih (67)

J=1
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¢n1 ¢n—1 1 ¢n——1 n—1
¢n n—1 (an—l n—1 (ﬁn——l 1
y
On = vp_1[l — ¢%]. (6.9)

La parte mas interesante de este teorema se conforma con las igualdades
(6.7)-(6.9), las cuales permiten determinar los coeficientes {¢, 1} y el error de
prondstico v,, en términos de los coeficientes {¢n—1%} ¥ vn—1. Por el momento,
observe que (6.5) y (6.6) se obtiene directamente del Ejemplo 3.1(¢). En efecto, la

proyeccion de Xo sobre X; es

(X, X)) E[XiXs)
PX1X2 - <X17X1>X1 - E[X]?] Xl?

donde la segunda igualdad se debe a (5.1). Debido a que la serie {X;} tiene media

nula, la expresién anterior se reduce a

COV [X1X2] X, = 1&1_2

Prode = Cov [X71, X1] L 7(0)

le

donde se ha utilizado la definicién de la funcion de autocovarianza. Luego, com-
parando con (6.1), se desprende que la expresién (6.5) es vélida, mientras que

aplicando el Teorema 3.2, se obtiene que
v = || Xa = Px, X
= || X2]l” — | Px, Xall"
- ||X2||2 — |61 1X1||2
=E [X7] - ¢}, E [X7]
= 7(0) — ¢117(0)

de manera que la definicién (6.4) implica

v1 = o[l — ¢34],
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estableciendo (6.6). El argumento que conduce a demostrar (6.7)—(6.9) es méas

complicado, y requiere de las herramientas auxiliares presentadas a continuacidn.
Resultados Auxiliares

Esta seccién contiene los preliminares técnicos que se utilizaréan para de-
mostrar el Teorema 6.1, los cuales se presentan a continuacién en los Lemas 7.1 y

7.2; ambos resultados utilizan la hipétesis de que la serie {X;} es estacionaria.

Lema 7.1. Sean {¢n—1% |k =1,2,...,n — 1} los coeficientes de X,,_1,...,X; en

la proyeccién de X, sobre L{X;,Xs,...,X,,_1}, esto es,

PX1,X2,...,Xn_1X‘n
n—1
= ¢n-11Xn—1+n—12Xn2+  + dp_1,-1X1 = Z On-1kXn—k;
k=1

vea (6.2). En este caso, la proyeccién de X,, 11 sobre £L{X2,X3,...,X,} se obtiene
utilizando los mismos coeficientes {¢,—1% |k =1,2,...,n — 1} en el mismo orden,

esto es,
PXQ,X3,...,Xan+1 = ¢n—1 IXn + ¢n——1 ZXn——l + -+ ¢n—1 n—1X2- (71)

Maés aun, el error de aproximacion al proyectar X, ; sobre X;, X3,..., X, es

X nt1 = Px,, Xy, X X1 | = Unoi (7.2)

Demostracion. El argumento descansa en la teoria presentada en la Seccion 2.
Dada un asucesién de k vectores vy, Vvs,..., Vg, y otro vector w, la proyeccion de
w sobre el espacio generado por L{vi,Vva,...,Vi}, se construye resolviendo las

ecuaciones normales (2.3). Dicho sistema depende de los productos internos

(vi,vj), v (w,vi), 4,j7=12,...k. (7.3)



95

Considere ahora el problema de determinar la proyeccién de X, sobre el espacio

generado por las variables aleatorias X, X3,..., X,_1, €l cual corresponde a se-
leccionar £ = n— 1, w = X,,, mientras que v; = Xp_i,parat=1,2,...,n—1. En
este caso,

(Viavj) = (Xn—i,Xn_j> = Cov [Xn—-iaXn—j] = 7(IZ _jl)a (7 4)
(W, Vi) = (X, Xni) = Cov [Xn, Xn—i] = 1(5); ’

estas cantidades permiten formular el sistema de ecuaciones normales, y al re-

solverlo se obtienen las constantes
c't == ¢n-—-1,i;

de manera que
n—1
PV1,V2,...,Vn__1W = § civi7 (7.5)
i=1

esto es,

n—1
PXl,Xz,...,Xn_an == E QSTL—I zXn—za
=1

y €l error de aproximacién es

”Xn - PX15X2;--'an—1 “2 = VUp-1. (76)

Ahora se plantea el problema de determinar la proyeccién de X n+1 Sobre lasn —1
variables que le preceden, esto es, X, X3,..., Xy, lo que equivale a seleccionar
k=n—-1,w=Xpp15Vi=Xnt1-4,2=1,2,...,n — 1. En este caso,

(Vi, i) = (Xn41-i, Xny1-j) = Cov [Xnq1—i, Xng1-5] = 7(Ji — j]),

(w,vi) = (Xn + 1, Xpt1-4) = Cov [Xpy1, Xnj1-i] = (3);
comparando estas cantidades con aquellas en (7.4), se desprende que en el caso
presente el sistema de ecuaciones normales es el mismo que antes, y por lo tanto,
las constantes que las resuelven son idénticas a las del caso precedente, esto es,

Ci = ¢n-14,1=1,2,...,n— 1,y el error de aproximacién es el mismo, i.e.,

”Xn+1 - PXz,Xg,,...,X,,Hz = VUp-1
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lo cual establece (7.2), y

n—1
Pvl,v2,...,vn_1w - E CiV;
=1

igualdad que en el caso que nos ocupa equivale a

n—1

PXz,Xa,...,XT,Xn+1 = Z ¢n—1 an+1—i7

=1

esto es,
Px, Xs,... Xn Xnt+1 = On-11Xn + brn—12Xn-1++ dn-1n-1X2,

concluyendo la demostracién del lema. O

Lema 7.2. Sean {én_1k |k =1,2,...,n— 1} los coeficientes de Xn_1,... , X1 en
la proyeccién de X, sobre £L{X1,X2,...,Xn-1}, 1€,

PXl,Xg,...,Xn_l Xn - ¢n——1 an—l =+ ¢n—1 2Xn—2 + -+ (rbn—l n——lXI

n—1
= Z Qﬁn——l an—k-
k=1

vea (6.2). En este caso, la proyeccion de X; sobre £L{X,,X3,..., X} se obtiene
utilizando los mismos coeficientes {¢n—1% |k =1,2,...,n— 1} en el orden inverso;

mas precisamente,
Px, X5, . Xp X1 = n-11X2 + On—12X3 +--- + Pn—1n—1Xn, (7.7)
y el error de aproximacion es

| X1 — PXz,X3,...,XnX1”2 = Up—1- (7.8)

Demostracién. Como en la demostracién del lema precedente, el argumento des-

cansa en las ecuaciones normales (2.3). Al abordar el problema de determinar la
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proyeccién de X, sobre X1, Xs,...,Xp—1, el sistema (2.3) se construye seleccio-
nando v; = Xp_i, 1 =1,2,...,n— 1=k, y w = X, y calculando los productos
internos

(vi, Vi) = (Xn—i, Xn — j) = Cov [Xn—i, Xn—j] = 7(|¢ — 7),
(w,v;) = (Xn, Xn—i) = Cov [Xpn, Xn—i] = 7(2).
lo cual conduce a determinar los coeficientes {@n—1k}, asi como el error de aprox-
imacion
| Xn — le,}Q,...,Xn_an||2 = Up—1.

Considere el problema de encontrar la proyeccién de X; sobre X, Xs,..., Xq, lo

que equivale a seleccionar k = n — 1, asi como
w=X; v vi=Xiy1, 1=12,...,n—1 (7.9)

En este caso,
(vi,v;) = (Xiy1, Xj + 1) = Cov [Xits, Xjpa] = 7(ls = 1),
(w,vi) = (X1, Xip1) = Cov [ X1, Xia] =(2);
Luego, en ambos casos el sistema de ecuaciones normales es el mismo, y por lo

tanto también las soluciones son idénticas y el error de aproximacién coincide, i.e.,
| X1 — P Xq|* =
1 X2,X3,...,.Xn<21]] = Un—1,

Y ¢; = ¢n_1i, para todo 7, de tal froma que

n—1
Pvl,vz,...,vn_1w = Z CiV;

=1
igualdad que con los datos en (7.9) equivale a
n—1

Px, X5, . Xn X1 = Z Arn—1iXit1,
i=1
y en forma desarrollada se obtiene

Px, X5, Xp X1 = $n-11X2 + bn-12X3 + -+ ¢n-1 n—1Xn,
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concluyendo la demostracion del lema. O
Demostracion del Teorema 6.1

Después de establecer los instrumentos técnicos de la seccién anterior, la

demostracién del algoritmo de Durbin-Levinson se completa a continuacion.
Demostracién del Teorema 6.1. Como ya se validaron las igualdades (6.5) y
(6.6), es suficiente verificar (6.7) y (6.8). Para iniciar, observe que

n
PXl,Xg,...,X.an+1 = z ¢nan+1——z'

=1

n—1
- ¢nan+1—i + ¢nnX1
2 o

n—1

= Z GniXnt1—i + PnnPxX, Xs,..., X0 X1

=1

+ ¢nn [X1 — Px,,Xs,...,X, X1]
Tomando el producto interno por X; — Px, x,...x,X1 en los extremos de (8.1),

se desprende que
(Px, Xp,... X Xn+1: X1 — Px5, X, Xn X1)
= ¢nn(X1 - PXQ,X:;,...,X”X:l)Xl - PXQ,Xg,...,XnX1>7

donde se ha utilizado que X; — Px, x,,...,x, X1 tiene producto interno nulo con
cualquier combinacién lineal de X3, X3,...,Xn. Aplicando ahora el Corolario 2.1,
se obtiene que X, +1 ¥ Px,,X,,...,X,Xn+1 tienen los mismos productos internos con

toda combinacién lineal de X, X5, ..., X,, de manera que

(Pxy X5, X0 Xnt1, X1 — PXy, Xo,, Xa X1) = (Xnt1, X1 — Px,, Xs,..., X0 X1)-
Combinando esta ecuacién con la anterior igualdad desplegada, se obtiene
(Xnﬂ,Xl — Px, Xs,.., X, X1)

= ¢nn{X1 — Px, Xs,.. Xn X1, X1 — PX3,Xs,.., X0 X1)- (8.2)
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Ahora puede verificarse (6.7) de la siguiente forma: Primero, note que el Lemma

7.2 implica que

n—1
Px, x,,...x, X1 = Z Gn-1,iXit1
i=1
de manera que
n—1
Xot1, X1 — Z Sn-1,iXit1) = (Xn41,X1) = > (Xng1, bno1,:Xit1)

1=1

n—1
=30 = 3 ot (K, )

=1

=7(n)— i Gn—1,i7(n — 1)

(X1 = Px,,Xs,... x. X1, X1 — Px, Xq,. %, X1) = | X1 — Px, Xa %, X1||? = vpes;

combinando estas dos ultimas igualdades con (8.2) se desprende que

n—1
7(") - Z ¢n~1,i7(n - 7') = ¢ nUn—1,
=1

y entonces
n—1
¢nn - I:)/(n) - Z ¢n—1,i7(n - Z):l (% i
i=1

verificando (6.7) Para comprobar (6.8), primero se demostrara que

n—1
Px, x4, X0 Xnt1 = 'Z GniXnp1—i + ¢nnPX2,X3,...,XnX1:l . (8.3)

1=1

Para verificar esta afirmacion, es suficiente con establecer que

n—1
(-Xn+1 - I:Z ¢n an—I-l—i + ¢nnPX2,X3,...,XnX1] )Xj> = O> .] = 273, -eey Ty
=1
(8.4)

vea el Corolario 2.1. Con esta finalidad, note que a partir de (8.1) se desprende
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Xn+1 - Z?:_—_ll ¢nan+1—i + an nPXg,Xg,...,XnXl}
= — [Xnt1 — Px, %5, %o Xnt1] + Onn [X1 — Px,, Xs,..., %, X1] -

Note ahora que, aplicando el Corolario 2.1, X,,41 — Px, x,,...,x, Xnt+1 €s perpen-

dicular a cada X; con ¢ < n: en particular
(Xnt1— Px, x5, Xn Xnt1,X;) =0, 7=1,2,...,n.
Ademas, X1 — Px, x,,...,x, X1 es perpendicular a X; para todo j > 2, i.e.,
(X1 — Px, xs,..x, X1, X;) =0, 7=1,2,...,n,

y combinando las tres tltimas igualdades se desprende que la afirmacion (8.4) es
vélida. Usando ahora el Lema 7.1 se obtiene que

n—1
PX2,X3,...,Xan+1 = E ¢n—1,an+1—ia

1=0

mientras que el Lemma 7.2 implica

n—1 n—1
Px, x,,...,x, X1 = E -1,k Xk41 = E Dn—1,n—iXnt1—i,
k=0 i=0

donde la segunda igualdad se obtiene haciendo el cambio de variable k = n — 1.

Combinando estas dos tltimas igualdades con (8.3) se desprende que

n—1 n—1
> bn1iXngroi= ) bniXnti-i
1=0 =1

n—1

+ dnn Z Pr—1,n—iXnt1—i

=0

n—1
= Z[¢nl + ¢n n¢n—1,n—i]Xn+1—i
i=1
y usando la independencia de X;,Xs,..., Xy, esta igualdad implica que

¢n—l,i - [¢ni+¢nn¢n—1,n—i]7 1= 1727"'777'_17
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de donde se concluye

¢ni = ¢Tl-1,i - ¢nn¢n——1,n—i]7 7/ - 1727 ey, 1»

igualdad que en notacién vectorial equivale a

¢n1 ¢n—1 1 ¢n—1 n—1
I N R e
¢nn—1 ¢n—1 n—1 ¢n—11
comprobando (6.8). Para concluir, se demostrard (6.9). Aplicando el Teorema 3.1,

se obtiene que

Un = |an+1||2 - “PX1,X2,...,Xan+1”2 . (85)

A continuacién, observe la expresién (8.1) para la proyeccién de Xn41 sobre el
espacio generado por las n variables aleatorias Xi, X3,...,Xn; los dos vectores
entre corchetes en la extrema derecha de (8.1) son perpendiculares, de tal forma

que

”PX1 7X2a"'an Xn+1 ||2
2

+ ¢3ln “Xl - PX21X37"',X71X1||2

n—1

Z ¢nan+1—i + an nPXz,X;:,,...,XnXl

=1

y a partir de (8.5) se desprende

n—1

Z ¢n z'Xn-{—l—i + ¢nnPX2,X3,...,XnX1

=1

Un = || Xngl® —

2
- in “Xl - PX27X3,-":X71X1”
2
= “'Xn+1“2 - “PX2;X3,---’Xn ”
in ||X1 - PX2)X31"',XnX1||2

donde se utilizé (8.3) para obtener la segunda igualdad. Aplicando de nueva cuenta

el Teorema 3.1, se sigue que

Un = |an+1 - PX2yX3:"',Xn”2

2
3},’” ||')(:l - PX?)X37~“5X71'X1|I
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y aplicando los Lemas 7.1 y 7.2 (vea, especialmente, (7.6) y (7.8)), se arriba a
Up = VUp—1 — ¢72znvn—1 - Un._l[]. - ?ln]’

expresion que coincide con (6.9). O

Después de demostrar la validez del método recursivo de Durbin-Levinson,
es conveniente puntualizar que el instrumento fundamental que condujo a estable-
cer dicho método es el resultado, presentado en la Seccién 4, sobre la caracterizacién

de las constantes que resuelven las ecuaciones normales.
Un Ejemplo

En esta seccion se ilustra el procedimiento recursivo de Durbin-Levinson, y
para ello se realizaran, de forma detallada, los clculos que conducen a determinar
los coeficientes {¢, 1} en términos de {¢,_1r}. Aunque el método descrito en el
Teorema 6.1 puede implementarse facilmente en computadora, la idea detris de
los célculos que se realizan a continuacién, es ilustrar los detalles de cémputo en

un caso especifico.

Ejemplo 9.1. Se utilizara los siguientes datos sobre la funcién de autocovarianza:

7(0)=5

1) =4 1(2)=3,
13)=2, d=L
A continuacién se calcularan los coeficientes {¢,, r} para n = 1,2,3,4. El punto
inicial es
vo = ¥(0) = 5.

en=1.

_2) _ 4
"0 TE



i 2-1
P22 = ’7(2)“Z¢2—1j7(2*j)] V31
L. j=1

= |7(2) - Z¢1j’)’(2 —j)] ”1_1

[ 3-1
¢33 = 7(3)—Z¢3~1j7(3—j)] U:;_11
- j:1

= |7(3) = D_ 62573 - j)} vy

= [1(3) = [¢217(2) + 227 (D]] 7
-p-[o+ 3] (3)

-(+) ()

103



Después de evaluar ¢33, se estd en posibilidad de calcular ¢31 y ¢32:

[¢31]
$32

[ $21 P22
Sl e[

=[] - (%) [

o]+ -

| -1/9 1/9 0 0

Asi, para n = 3 se tiene

63 1

¢31:?§a ¢32:07 ¢33:_§a

16 ~1\2 16 [63 7
v=— 1= |==|=]| =-.
9 8 9 |64| 4

v(4) - i ba—1jv(4— J)} ”4_—11

v(4) =) 43 (4 —j)} vt

R
[Y(4) = [8517(3) + ¢327(2) + gay(Dll w5’

:1 _ [-?-2(2) +0(3)+ %(4)” G) -

- [5-5]] ()
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y ahora se pueden evaluar evaluar ¢, 1, ¢4y v dys:

¢41 -¢31 33
¢42 ?r ‘¢‘32 —¢44 ¢32
¢48 _¢33 ¢31
oo F ‘7/8 i —1/8
=1 0 — = 0
| —1/8 | 7/8
7/8 7 [-1/56
=1 0 [+] 0
| —1/8 ] 1/8
[ 48/56
= 0
|0

Luego, para n = 4 se tiene

1 48
¢44="‘7‘7 ¢G8"=0: ¢42=0, ¢41=5‘é7
B o Tl (1| 7748 12

- ¢441-4[1 (7)]—1[&3]:7.
Conclusién

En este capitulo se ha estudiado la construccién de pronésticos para series
de tiempo estacionarias. Este problema, de naturaleza eminentemente estadistica,
fue abordado desde una perspectiva geométrica, en la cual la idea de proyeccién
ortogonal en un espacio vectorial desempefia un papel central, y se enfatizé su
relacién con el sistema de ecuaciones normales. El estudio mostré como dicho sis-
tema, bien conocido en el anslisis de experimentos o problemas de regresién, es el
nticleo de la construccién de prondsticos. En efecto, la caracterizacién de un coefi-
ciente de proyeccién dada en el Teorema 4.1, permitié establecer el procedimiento
recursivo para evaluar los coeficientes de una proyeccién; este resultado se presentd
formalmente en el Teorema 6.1, y su implementacién se ilustré mediante un Ejem-

plo especifico en la Seccién 9. Finalmente, es oportuno mencionar que existe otro
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método recursivo de prondstico que puede aplicarse a series que no son estaciona-
rias. El costo de esta mayor generalidad es una mayor carga computacional que la
necesaria para implementar el procedimeito de Durbin—Levinson. Dicho proced-
imiento alternativo, denominado algoritmo de innovaciones, se fundamenta en el
proceso de ortogonalizacion de Gramm-Schmidt y ha sido estudiado en detalle en

Flores—Aguilar (1999).



Capitulo 5
Epilogo

En esta trabajo se han estudiado dos problemas fundamentales en el
andlisis de series de tiempo, a saber, la construccién de una prueba de signifi-
cancia no paramétrica para juzgar la bondad de ajuste de un modelo a los datos
muestrales, y el cdlculo recursivo de prondsticos para observaciones futuras. La
exposicién formal incié presentando la idea de proceso (débilmente) estacionario
en el Capitulo 2, continuando con exposicién breve sobre filtros lineales que sirvié
de preambulo para la introduccién de la clase de modelos conocida como la familia
de procesos ARMA (p, ¢). Dentro de este conjunto, puede buscarse un proceso que
describa adecuadamente a los datos observados, en el sentido de que la funcién de
autocovarianza derivada del modelo se aproxima a la que se calcula a partir de
los datos. Un aspecto que es oportuno enfatizar, es que la mayoria de las series
que surgen en las aplicaciones no son estacionarias pero, utilizando una transfor-
macién adecuada, con fecuencia es posible reducir su andlisis al estudio de una
serie estacionaria. La prueba de bondad de ajuste que se presenté en el Capitulo
3 utilizo el estadistico T, €l cual es el némero de méximos y minimos locales
que se presentan en una sucesion Yi,Ys,...,Yy; el analisis se desarrollé bajo el
supuesto de que dichas variables tienen la misma distribucién continua y son inde-
pendientes, y la principal contribucion técnica consistié en demostrar, mediante
argumentos elementales, la normalidad asintética del estadistico Tj,, el cual es
una suma de variables aleatorias que, aunque poseen la misma distribucién, no son
independientes.

Por otro lado, en el Capitulo 4 se utilizé la idea geométrica de proyeccién

ortogonal para analizar las soluciones de las ecuaciones normales, obteniendo una
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caracterizaciéon de sus soluciones que permitié establecer, de forma rigurosa, la
validez del procedimiento recursivo de Durbin-Levinson para calcular prondsticos.

Finalmente, desde un punto de vista formativo, el desarrollo de este tra-
bajo permitié conjuntar ideas estudiadas en diversas 4reas, como algebra lineal,
estadistica no paramétrica y modelos lineales, para abordar el estudio de los pro-

blemas considerados en el analisis de series de tiempo.
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