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El Teorema de Cochran y Algunos de sus Equivalentes.
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independencia de formas cuadraticas.

El aspecto econdmico es uno de los mas esenciales del bienestar mundial,

nacional, estatal y local, se mide por el progreso de las actividades primarias; la mas



importante de éstas es la agricultura; su avance se guia por la investigacion agropecuaria;
para optimizarla se disefian experimentos, los cuales se interpretan mediante el analisis de
la varianza; cuando en éste, la suma de cuadrados total se parte en sus componentes, la
distribucion conjunta de éstos, como sus respectivos grados de libertad, a menudo se

deducen del Teorema de Cochran.

En el presente trabajo se demuestra el Teorema de Cochran desde dos puntos de
vista. En un caso se deriva como un corolario, de una proposicion mas general, en un
segundo caso, se infiere por induccién. Se concluye, que ambos métodos son
equivalentes. Ademas, se prueba la equivalencia del Teorema de Cochran con otras

proposiciones, y por ultimo, se ilustra su aplicacion a la estadistica experimental.
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The economic aspect is one of the more chief of the world, national, state, and
local well-being; it is measured by the progress of the primary activities; the agriculture is

the more important from them, its looting is led by the farming research; in order to
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accomplish it of a optimum form the experiments are designed, they are interpreted
through the analysis of variance, when in this one, the sums of squares (SS) total is
partitioned into a sum of other SS’s, with their respective degrees of freedom, often is

deduced from Cochran’s Theorem.

In the presént paper Cochran’s Theorem is shown from two viewpoints. At a case
it is derived as a corollary, of a theorem more general; at a second case it is infered by
induction. It is concluded that both methods are equivalent. In addition, it is shown the
equivalence from Cochran’s Theorem with other propositions; and lastly, it is illustrated

its application to the experimental statistics.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Uno de los aspectos fundamentales del bienestar social mundial, es el econémico; el
cual se cuantifica de manera crucial por el desarrollo de las actividades primarias. La mas
importante de éstas es la agricultura, cuyo avance de ella se basa en la investigacicn
agropecuaria; para eficientizar u optimizar ésta, se disefian experimentos. Segiin Mann
(1949) fue R.A. Fisher el primero en fomentar la idea para planear experimentos
sistematicos con fines a su analisis estadistico. Tales disefios son interpretados por medio
del analisis de la varianza (ANOVA); éste, como comunmente se entiende y se practica
hoy, ha sido desarrollado en forma substancial por Fisher (1918, 1925, 1935), qui:n
introdujo las dicciones varianza y ANOVA en la estadistica. Dos trabajos de Irwin (193

]

1934) reverificaron la base matematica de este analisis.

El ANOVA se define como una coleccion de métodos estadisticos usados para
estudiar observaciones que satisfacen las dos hipotesis siguientes:
Vi =W, a + Wy a,+. 4w, a, e,
e; son de forma independiente N(0, ¢*)
donde w,;,w,,,...,w, son 0 6 1y las a,,a,,...,a, son cantidades desconocidas, y N(0, o”)

indica una distribucion normal con media O y varianza o (Guenther, 1964; Scheffe,

1959).



El término ANOVA se refiere a dividir o analizar, la definicion clasica de esta voz es
division en partes es el antonimo de sintetizar, la varianza total en dos varianzas
separadas, que representan la variacion correspondiente a, dentro y entre grupos, con su
division respectiva de los grados de libertad (Lindman, 1992). Sin embargo, lo que se
divide no es la varianza total, sino la variacion, o suma de cuadrados (SC) como tambien
se le conoce, total; de aqui que, seria mas correcto se diga analisis de la variacion para
referirse al ANOVA. No es lo mismo variacion que varianza, pues esta ultima es la
primera dividida por sus grados de libertad. Segun Méndez (1976) los grados de libertad,
o grados de independencia como también se les nombra, son el rango de la matriz A en la

forma cuadratica y’Ay.

Cuando en el ANOVA la SC total se parte en sus componentes, la distribucicn
conjunta de éstas con sus grados de libertad respectivos, a menudo se deduce del
Teorema de Cochran (TC), el cual de acuerdo con Scheffé (1959) es de suficiente
importancia en la literatura del ANOVA para que se justifique su inclusién en este
trabajo. La demostracion original de esta proposicion se debe a Cochran (1934), de ahi su
denominacidn, en el caso central; el caso no central se debe a Madow (1940); estuvo
implicito en el primer uso del ANOVA de Fisher (1922, 1925), pero no recibid atencion
formal hasta 1934; segun John (1971) es en lo esencial una consecuencia algebraica que
se expresa en un contexto estadistico; y de acuerdo con Brownlee (1984), Chakrabarti
(1962) y Kempthorne (1973) es el resultado tedrico mas poderoso para el tratamiento de

los modelos I, IT y III del ANOVA.



El objetivo de este trabajo consiste de forma basica en que se desarrollen algunas
pruebas del TC, que se hallan dispersas en la literatura teorica estadistica, desde
diferentes perspectivas; quizas, su originalidad consiste en lo detallado de les
verificaciones, lo que lo hace mas accesible a un mayor publico; también, se demuestra ja
equivalencia de este teorema con otras proposiciones, y se ilustra su aplicacion a la

estadistica experimental.

Para cumplir el proposito del trabajo el material se organiz6 como se expresa

enseguida:

El capitulo II se refiere a conceptos y proposiciones de algebra matricial, dadas en lo
fundamental sin demostraciones, desde las cuestiones elementales hasta los elementos
esenciales para la comprobacion del TC; en el capitulo III se tratan las distribuciones
tedricas de mayor importancia como la normal, %% F, t y F doble centrales y no centrales;
en el capitulo IV se estudia el modelo lineal y la distribucién de formas cuadraticas del
tipo x’Ax cuando x es N(1,V ), tanto para V singular como no singular, se dan varias
pruebas del TC y se clarifica que éstas son en lo esencial las mismas; ademas, en este

capitulo se ejemplifica el TC en los disefios experimentales.



CAPITULO 11

MATRICES Y FORMAS CUADRATICAS

Como se menciond en la Introduccion, el TC es una conclusion de algebra en un
contexto estadistico; por lo que es natural, se desarrollen aqui los principales resultados

de esta ciencia.

Conceptos Fundamentales

Definicion 1: Matriz. Una matriz A de orden mxn es un arreglo, o esquema,
rectangular de numeros o elementos de un campo dispuestos en m filas, hileras o

renglones, y n columnas como

A=| I (1.1)

donde las cantidades a;, i = 1,2..m, j = 1, 2, ... , n, son numeros reales (Ayres, 1983;
Graybill, 1983; Hadley, 1969; Hoffman y Kunze, 1992; Kleiman y de Kleiman, 1987;
Kurosch, 1975; Lipschutz, 1971; Maltsev, 1972, Martinez y Castillo, 1987, Nering,

1977, Searle, 1966).



En las siete proposiciones siguientes se dan las propiedades basicas de las

operaciones matriciales elementales.

Teorema 1. Sean A = (a;) y B = (b;) matrices cualesquiera del mismo orden mxun;
entonces

A+B=B+A. (12)

Demostracion. Sean D= (d;) = A+ By E = (¢;) = B+ A ; asi, por definicion de

adicion se tiene d,=a, +b;, y e, =b, +a;; son numeros reales, su

, +a,; como a, y b

i

adicion es conmutativa, de aqui, d, =a, +b, =b, +a, =e,, expresion cierta para

b

cualesquieri =12, .., m, j=12,..,n ergoD =E, o sea, A+tB=B+A.

Teorema 2. Si A = (a; ), B =(b;) y C = (c;) son todas matrices de orden mxu;
siendo asi .

(A +B) + C=A+B+C) (1.3)

Teorema 3. Si A = (a;) y B = (b;) son matrices del mismo orden pxn, y C una
matriz de orden mxp; en tal caso

C(A+B)=CA+CB (1.4)

Teorema 4. Sean A = (a;) y B = (b;) matrices del mismo orden mxp, C matriz d=
orden pxn; entonces

(A+B)C=AC+BC (1.5)



Teorema 5. Si A = (a;j ) y B = (b; ) son matrices del mismo orden mxn, y k una

constante, se tiene

k(A+B)=kA +kB. (1.6)

Teorema 6. Sean las matrices A = (a;), B =(b;)y C = (c;) de orden mxp, pxny
nxq, respectivamente; siendo asi

(AB)C = A(BC) . 1.7)

Teorema 7. En general,
AB = BA, (1.8

aunque los productos AB y BA estén definidos.

Se llama combinacion lineal de x;y x» a la adicion de estas dos variables, cada una
multiplicada por una constante diferente de cero, k; y ko, esto es, kix; + kyxp; el
calificativo liﬁeal es porque k;x; graficado contra x; es una linea recta (Searle, 1966). De
los teoremas 1 a 7 se deduce, que una combinacion lineal kjA; + koA, + ...+ kA, estara
definida unicamente cuando todas las A; sean del mismo orden, y que los términos puedan

ser cambiados de orden en forma arbitraria.

Definicion 2: Transposicion. La matriz transpuesta de A = (a; ) de orden mxn, es

A’ = (a;) de orden nxm, tal que

aijj = aj



Si se suponen bien definidas las operaciones indicadas, las propiedades basicas de

la matriz traspuesta, se dan en los tres teoremas siguientes.

Teorema 8. (A=A (1.9)

Demostracion. Sean (A’)’ = (a’i; ), A’ =(a’s) y A = (a; ), donde esta ultima es

n

cualquier matriz real de orden mxn; al aplicar la definicién de transposicion: ai = a;y

¥ L . . 0 . P /
ai= ay; 0 sea, aj = a con independencia de los valores de iy j; pero si ajj=a;

jj para
cualesquier iy j, lo que implica que (A’)’ = A.
Teorema 9. A+B)Y=A"+PB (1.10)
Teorema 10. (AB) =B’A’ (1.11)

Definicion 3: Matriz Simétrica. Si en una matriz A = (a; ) de orden n, resulta que
A=A’

0 sea, a; = a; paratodaiy j; en tal caso se dice que A es una matriz simétrica.

Teorema 11. Sea A = (a;j) cualquier matriz de orden mxn; siendo asi
AA’yA’A

son matrices simétricas.



Demostracion. Sea AA’ = B = (b;; ); de acuerdo con la definicion de producto y

sus propiedades se tiene

n n
b= Za,.k a'kj :Za,-k Qs
k=1 k=1

y también

n n n
Zajkaki = Zajkaik = Zaikajk = by,
k=1 k=1 k=1

lo que significa que B = AA’ es simétrica. En forma analoga, A’A es también simétrica.

Notese que AA’ y A’A son matrices cuadradas de orden m y n, respectivamente.

Definicion 4: Matriz Diagonal. Una matriz simétrica que tenga nulos todos sus

elementos no diagonales se llama matriz diagonal.

Teorema 12. Si A de orden mxn es una matriz cualquiera y D, de orden my D,
de orden n son matrices diagonales; el producto D; A se obtiene al multiplicar las filas de
A por los elementos respectivos de D, y; de la misma forma, el producto AD; se obtiene

al multiplicar las columnas de A por los respectivos elementos diagonales de D,.

Definicion 5: Matriz Unidad. Esta es la matriz nxn definida por

1, st 1=j;
I =0;= { . J (1.12)

0, sl 1#);

donde d es la delta de Kronecker (Hoffman y Kunze, 1992).



Teorema 13. Si A es de orden mxn, se tiene
IA=AlI=1, (1.13)

donde I designa la matriz identidad de orden m, en el primer producto, n en el segundo.

Matriz Inversa

Sea A = (a; ) una matriz cuadrada nxn; se desea asociar con é€sta un escalar que

mida, en cierto sentido, el ”tamafio” de A y nos indique si A es singular o no.

Definicion 6: Determinante. El determinante de la matriz A = (a;;) se define como

el escalar det A = \a,.jl = A, calculado segun la regla

detA=z ta,a,.a , (1.14)

nr
n

donde los segundos subindices forman todas las n! permutaciones posibles de los
numeros 1,2,...,n; en tanto que el signo de cada término de la suma es + 0 —, segun que la
permutacion correspondiente sea par o impar, el nimero n se llama orden del
determinante (Kurosch, 1975; Maltsev, 1972; Nering, 1977). Cada término de la suma es
un producto de n elementos, cada uno tomado de un renglén y una columna diferentes de

A, con su signo.

En general, un determinante de orden n sera la suma de n! productos; conforme n
crece, la cantidad de calculos crece de forma astronémica; por lo que es necesario

desarrollar formas mas eficientes de manejar los determinantes.
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Teorema 14. det A’ = det A. (1.15)

Teorema 15. Si A’’ es la matriz que se obtiene de A, al multiplicar un renglon
(o columna) por un escalar c; en tal caso

det A”’ =c det A.

Demostracion. Cada término del desarrollo de det A contiene de modo preciso
un elemento de cada fila de A; asi que, al multiplicar una fila de A por ¢ se introduce el

factor ¢ en cada término de det A; de donde, det A’’ = c det A.

Teorema 16. Si A’ es la matriz que se obtiene de A, al intercambiar dos filas (o
columnas) cualesquiera de A; siendo asi

det A”’ = —det A. (1.16)

Teorema 17. Si A tiene dos filas iguales, det A = 0.

Teorema 18. Si A” es la matriz que se obtiene de A, al adicionar un multiplo de

una hilera ( o columna ) a otra; entonces,

det A”’ = det A.

Definicion 7: Matrices Elementales. Se definen tres tipos de operaciones

elementales sobre las filas de una matriz A, a saber:
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Tipo I. Multiplicacién de una fila de A por un escalar diferente de cero.
Tipo II. Suma de un multiplo de una fila, a otra fila.
Tipo III. Intercambio de dos filas.
Las operaciones elementales sobre las columnas se definen en forma similar. Las matrices

que se obtienen mediante estos tres tipos de operaciones se llaman matrices elementales.

Teorema 19. Si E es una matriz elemental y A es cualquier matriz; en tal caso

det EA = det E - det A = det AE. (1.17)

Definicion 8: Matriz no Singular. La matriz cuadrada A se dice singular si

|A| =0, y regular, o no singular, si

|A| #0.

Teorema 20. La condicién necesaria y suficiente si y solo si para que A sea

singular es det A =0.

Teorema 21. Si A y B son cualesquiera dos matrices nxn, siendo asi

det AB=det A det B =det BA.

Demostracion. Si A y B son no singulares, el teorema se sigue a través de
aplicaciones repetidas del Teorema 19. Si cualquiera de las matrices es singular, entonces

AB y BA también son no regulares y todos los términos son cero.
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Para una pareja dada i, j considérese en el desarrollo de det A aquellos términos
que contienen a a; como factor; entonces,
det A = a; A; +(términos que no contienen a a; como factor).
El escalar A;; se llama cofactor, también se nombra adjunto o complemento algebraico,

de aij A

Cada término en el desarrollo de det A contiene de modo preciso un factor de
cada fila y cada columna de A; de donde, para cualquier fila dada de A, cada término de

det A contiene de modo exacto un factor de esta fila; de aqui, para cualquier i dado,

det A = Zaiinj (1.18)
j

De igual modo, para cualquier k dado,

det A= ZajkAjk (1.19)
j

Estos desarrollos de un determinante en términos de los cofactores de una fila o columna,
reducen el calculo de un determinante de n-ésimo orden, al de calcular n determinantes de
orden n-1. Sin embargo, es aun una tarea formidable, por lo que al aplicar estos

desarrollos en conjuncion con el Teorema 18, se observa que esta técnica es mas simple.

Si se multiplican los elementos en la fila i por los cofactores de los elementos en la
fila k # i, se obtiene el mismo resultado que se tendria si los elementos en la fila k fueran

iguales a los de la fila i; de aqui,
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L A parai=k
Zaij Ak_] — .
: 0 parai # k
=1
i A A parai=k (1.20)
—a Jk 0 parai#k
=1
y ademas,
n
A=an Ay~ Zail ark Allik (1.21)
1,k=2

en donde A i es el adjunto de aicen Ay,

Definicion 9: Matriz Adjunta Si A = (a;) es una matriz cuadrada cualquieray Aj

es el cofactor de a;j, la matriz que

(Aj)’ = adj A,
se llama agregada de A.
Teorema 22. A-adjA=(adjA)A =(det A)' 1 (1.22)
Demostracion.

A-adi. A=(ay).(Ay) = Zaiinj = (det A)I; (1.23)

J
(adj. A)A =(A;) (@) = [Z Aj aijJ = (det A)I. (1237

i

Como es facil ver las expresiones (1.23) y (1.23”) son iguales, lo que completa la

demostracion de esta proposicion.
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Los métodos mas comunes para célcular determinantes de orden n son:

— El método de reduccion a la forma triangular;

— El método de variacion de los elementos de un determinante;

— El método de representacion del determinante en forma de adicion de
determinantes;

— El método de separacion de los factores lineales

— El método de relaciones recurrentes, como el de Okunev.

Aunque éstos son muy complejos, en seguida se da una breve explicaciéon y se

ejemplariza el primero de ellos.

Este método consiste en transformar el determinante de tal manera que todos los
elementos, a un lado de las diagonales, sean ceros; el caso de la diagonal secundaria, se
reduce al caso de la diagonal principal, al invertir el orden de filas (o columnas); el
determinante asi obtenido es igual al producto de los elementos de la diagonal principal

(Proskuriakov, 1986).

Ejemplo 1. Calculese el determinante de orde n:

1

1 01 ... 1

d= 0 ... 1
1 11 .0

Réstese la primera fila de todas las demas:
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11 1 1
0-1 0 ... 0

d=10 0-1 .. 0O=1C-D)"" =D
000 ..—1

Definicion 10: Inversion. Si A es una matriz cuadrada; y si existe una matriz

cuadrada A que satisface la relacion
ATA=AAT =1, (1.24)

en tal caso A se llama la inversa de A.

Teorema 23. Si una matriz tiene inversa, €sta es unica.

Teorema 24. Si A tiene inversa, entonces A tiene inversa
> y

(A1)'=A.

Teorema 25. Si A y B son matrices no singulares; entonces
(AB)'=B"'A".
Demostracion. Notese que

B'A'AB=B'IB=B'B=1,

ABB'AT=AIA'=AAT =1,

lo que completa la prueba.
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Teorema 26. A)'=(A"y,

siempre que A sea no singular.

Teorema 27. ‘A_ll =—

Teorema 28. Cuando A es simétrica, la inversa A™, también lo es.

Teorema 29. La inversa de una matriz diagonal D, cuyos elementos diagonales

son dy, da, ... ,da, es otra matriz diagonal con elementos diagonales d;”, d,”,..., d.".

En la actualidad se dispone de varios métodos para la inversion de matrices,
algunos de éstos son algebraicos, directos o exactos, y los demas son numéricos, o de
aproximaciones sucesivas. El mas conocido es el método de la matriz adjunta, el cual se
basa en la teoria de los determinantes. Una matriz es no singular si solo si det A # 0; en

este caso, se puede ver a partir del Teorema 22, que

Al= ! adjA
det A

Sin embargo, el calculo de la inversa, se puede hacer sin recurrir a los
determinantes, dos métodos de éstos son: el método de transformaciones elementales y el

método de la matriz orlada.
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Independencia Lineal de Vectores

Una matriz 1xn contiene una sola fila de elementos y por lo comun se llama vector
fila; en forma analoga, una matriz mx1 consta de una sola columna de elementos y por lo
general se llama vector columna; es usual denominar de forma simple escalar a una matriz
Ix1. La mayor parte de los vectores que aparecen en las aplicaciones son del tipo vector

columna. El transpuesto de un vector columna x=(X},Xj,...,X,) es el vector fila

x’=(x1,x2,4..,xn)y viceversa Sean x=(x,Xp,...,Xxy) ¥ ¥ =(y1,¥2,--,¥n) dos vectores

columna, el producto x’y es un escalar 1x1; o sea,

X'y = X1y] + XY+ +XpYqs (1.25)
para x =y, se tiene
x'x = x% +x%+...+x%, (1.26)

que se denomina longitud del vector x. Dos vectores, x yy, se dicen ortogonales si
x’y =y’x = 0; esto implica que x y y tienen el mismo nimero de elementos. Un conjunto
de vectores de longitud unitaria que son en forma mutua ortogonales se denomina

conjunto ortonormal.

Por otra parte, los productos xy’ y xx’ no son escalares, sino matrices nxn.

Definicion 11: Dependencia Lineal de Vectores. Un conjunto de m vectores de

orden n definidos sobre un campo F,
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X) = [X11,X12y~--,xm]
x3 = [ x21,%22, %25 ]
.................................... (1.27)
Xm = [xml,xmz,...,xmn]
son linealmente dependientes cuando existen m elementos de F, no todos ceros,

ky,ky,...,.ky,, de forma que
klxl + kzXz +...+kmxm =0

En caso contrario, los vectores se llaman linealmente independientes.

Teorema 30. Cualquier vector x de orden n y el vector nulo 0 son linealmente

dependientes.

Teorema 31. Si m vectores son linealmente dependientes, cualquiera de éstos se

puede expresar como combinacion lineal de los otros.

Teorema 32. Si m vectores Xj,X,,...,X;, son linealmente independientes, mientras
que el conjunto obtenido al afiadir otro vector x,,,; es linealmente dependiente, éste se

puede expresar como combinacion lineal de los m vectores.

Teorema 33. Si de m vectores xj,...,X; hay r < m vectores linealmente

dependientes, los vectores del conjunto total son linealmente dependientes.
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Definicion 12: Rango. La caracteristica r de una matriz A, cuadrada o no, es el
mayor numero entero posible r tal que A contenga por lo menos algun menor de orden r
que no sea nulo; si A es la matriz nula se pondra r = 0. O sea, r (A) representa el numero

maximo de vectores columna (o hilera) de A que son linealmente independientes.

Teorema 34. Si el r(A), m<n, asociado a los m vectores de la definicion 11, es
r <m, existen en el conjunto r vectores que son linealmente independientes, y cada uno

de los m-r restantes se puede expresar como combinacion lineal de estos r vectores.

Teorema 35. La condicion necesaria y suficiente para que los vectores (1.27) sean
linealmente dependientes es que el r(A) sea r < m. Si r(A) = m, los vectores son
linealmente independientes. El conjunto de vectores (1.27) es linealmente independiente si

m>n; y si éste es asi, también lo es cualquier subconjunto del mismo.

Teorema 36. Sean A y B matrices mxn. Entonces r(A + B) <r(A)+r(B).

Demostracion. Sea  un conjunto de r(A) columnas linealmente independientes
de A, y S un conjunto de r(B) columnas linealmente independientes de B; sea y la union
de los dos conjuntos y S . Cada columna de C=A+B es una combinacion lineal de las
columnas de y. Entonces r(C) no es mayor que el numero de columnas en y, y asi

r(A +B) <r(A) + r(B). Este teorema se puede extender a un niimero finito de matrices.



20

Teorema 37. Sean A y B matrices tales que AB existe. Entonces r(AB)< r(A)

y 1(AB) < r(B).

Demostracion. Las columnas de AB son combinaciones lineales de las columnas

de A; asi, pertenecen al espacio generado por las columnas de A; y asi r(AB) <r(A). De
forma similar, r(B'A’)<r(B’); pero r(B'A’)=r(AB)yr(B')<r1(B); asi que

r(AB) < r(B).

Corolario 1. Si A es no singular, y AB existe; entonces, r(AB)=r1(B).

Demostracion. Por el teorema r(AB)<r(B); pero B:(A—l)(AB), asi que
r(B) < r(AB). Por lo tanto, r(AB)<r(B)<r(AB), y asi r(AB)=r1(B). Se puede

de manera similar verificar que, si CA existe, r(CA) = r(C).

Corolario 2. El rango de una matriz no cambia por pre y postmultiplicarla por
matrices no singulares; o sea, en simbolos, si A y C son no singulares rf(ABC) = r(B). De
aqui que, en particular si una matriz nxn es tal que det A # 0, entonces es de rango n;

por el contrario, una matriz cuadrada con det A = 0 es de rango r <n.

Corolario 3. Si A y B son matrices cuadradas y AB=0, entonces A=0, o B=0, sino

Ay B son ambas singulares.
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Demostracion. Supongase, en contradiccion, que A es regular y B=0. Entonces

r(AB)=r1(B)>0y AB # 0. En forma analoga, si B es regulary A = 0, AB = 0.

Definicién 13: Dependencia Lineal de Funciones. De modo semejante a la definicion
11, p funciones fi,...f, de una o mas variables se dicen linealmente dependientes, si

existe una relacion cifi+..+cpfp = 0, valida para todo valor de las variables sin que

todas las c; sean nulas. Cuando haya varias relaciones de esta forma entre las funciones f;,
dichas relaciones se diran independientes si los vectores correspondientes ¢=(c,...,C,) son

linealmente independientes.

Transformaciones Lineales.

Una transformacion lineal

X1 =aqy tapyy+tapgmyn

Xy = a1y1 taxyrt..+AnVn
(1.28)

Xm = 9miY1 T 9m2Y2 +--+AmnYn
pone una relacion entre dos conjuntos de variables x;y y; . La matriz A =(a;) se llama la

matriz de la transformacion.

Cuando X =(Xp,....Xp) ¥ ¥ = (Y1, ¥n) son vectores columna, los miembros

derechos de las ecuaciones (1.28) son los elementos de la matriz producto Ay, que es de

orden mx1, 0 sea, un vector columna; asi, pues, (1.28) expresa que los elementos



respectivos de los vectores columna x y Ay son iguales, por lo que en notacioén matricial,

la transformacion (1 28) llega a ser x=Ay.

Definicion 14: Forma Bilineal. Al considerar las componentes x; y y; de los
vectores columna x y y, como dos conjuntos de variables independientes, se observa que

la matriz producto x’Ay, es un escalar, y se tiene:

X'Ay = Zaijxiyj . (129)
Lj

donde i=12,..,m, j=12,..,n. Esta expresion se nombra una forma bilineal en las

variables x; y y;j, se ve que en notacion matricial tiene una expresion simple.

Definicion 15: Forma Cuadratica. Si en la definicion anterior se tiene m=n, x=y, la
forma bilineal (1.29) llega a ser

n

x'Ax = Zaij xx;=Q(x)=Q, (1.30)

ij
expresion que se llama forma cuadratica en las variables x, X,...,x, . La matriz A se llama

matriz de la forma Q; si, en particular, A=I se tendra Q = x'Ix = x'x = x12 +...+xﬁ .

Teorema 38. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que la matriz de una

forma cuadratica es simétrica.
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Demostracion. Puesto que Q es una matriz 1x1, Q=Q; por lo tanto,

1 1 )
xX'A’'x = x'Ax, 0 Q:—z—x'Ax+%x’A’x=x’Bx, donde B:—2-(A+A). Asi, si se

remplaza la matriz de la forma cuadratica Q por B se obtendra la misma Q y B=B.

Ejemplo 2. Si Q = le2 +12x;x5 + 7x%, se escribe

Q= 5x] +6x,x, + 6x,x, + 71X} = (xl,xz)LZ iJ(xl,xz)

y la matriz de la forma es simétrica.

- Cuando la matriz de una transformacion lineal sea o no singular, la transformacion
se designara con el mismo nombre. En muchas situaciones donde una forma cuadratica se
conoce, es interesante hacer una transformacion lineal no singular de las variables, tal que
la forma de Q es mas simple cuando se expresa en las nuevas variables. Se vera que

siempre es posible eliminar los términos de productos cruzados en Q, asi que en las

n
nuevas variables yi, y,..., ya la forma de Q es simplemente Q = Zkiyf‘, y que esto
1

puede ser hecho con una clase especial y simple de transformacién lineal, que se llama

ortogonal. Los coeficientes resultantes {A;} son, entonces de gran interés.

Ahora bien, supdngase que se transforma de x = (Xj,...,.Xa) @ ¥ = (Y1,---,¥n)
mediante una transformacion lineal y = P x,

x = Py. (1.31)
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Entonces, x> = y’P’, por lo tanto, Q = xX’Ax = y’P’APy, y la matriz de la forma
cuadratica cuando se expresa en términos de y es P’AP. La formulacién matricial del
problema de transformacion es asi, dada una matriz simétrica A, hallar una matriz P no

singular tal que P’AP tiene una forma simple.

Teorema 39. Si A es simétrica y de rango r, uno al menos de sus menores de
orden r es distinto de cero. Por consiguiente, al particularizar, el rango de una matniz

diagonal es igual al nimero de sus elementos diagonales diferentes de cero.

Por definicién, el rango de una forma cuadratica Q = x’Ax = Za,-j X; X j es igual
i,j

al rango de la matriz A de la forma; segun que A sea o no singular, lo mismo se dice de

la forma Q. Una transformacion lineal no singular no afecta el rango de la forma; asi, si
r

mediante aquella, Q se cambia en ZAjyiz (con A;#0), parai=1, 2,..., 1, se deduce que
1

el rango de Q es r. El rango es, pues, el menor numero de variables independientes por

medio del cual se expresa Q cuando se la cambia por una transformacion lineal regular.

La reduccion de una forma cuadratica Q, de rango r, a la forma diagonal,
2 2 2 , o
hly1 +h2y2 +...+hryr, hl;tO (13_)
se puede realizar por el algoritmo de Lagrange, que consiste, en esencia, en formar de

manera repetida cuadrados perfectos. Maltsev (1'972) lo ilustra asi:



Ejemplo 3. Reduzcase a la forma diagonal, la forma

Q= x% +4x% +8x§ > x% —4x1Xp +6X X3 — 12X)X3 + 2X3Xy4 +XpX5 — X4X5 .

Se tiene
Q= (Xl -2xy + 3X3)2 = x% = x?; +2X3X4 + XpX5— X4X5.
Al transformar
x'I: X1 — 2%y + 3x3, xli =x; (i>1),

se obtiene la forma
[

! [ ’ ’

Q= xl2 = x32 +2X3X4 — X42 + XgX5 — X4X§ = x12 —(x3 —X4)2 + XpX5 — X
que por medio de la transformacion
Y3 = X3- X4, Vi =X (1#3),
se reduce a la forma
— 2 2
Q2= y1 —¥3 +¥2¥5 — Y4¥s.
Ahora, se realiza la transformacion
Y4=Y2-Ya~Ys Yi=yi (i#4),
obteniendo asi la forma
_ I2 I2 ’ ! !
Qs=yi" —y3 +(y4 +Y¥5)ys
_ !2 72 ' 1 ’ 2 l ’
= yi —y3 +(ys +§)’4) rels

Esta forma mediante la transformacion

N ' . /
2= ys+o¥a Zi=yi (1=134) z5=Yy,;

’

4X

5

25
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se reduce a la forma (1.32)

1
Q= Z% +Z%—Z%—ZZ%.

Para encontrar la matriz T de la transformacion de las variables z; en las variables iniciales

X; es suficiente, multiplicar las matrices de las transformaciones intermedias.

Teorema 40. Cuando Q se expresa como Q = Lf+...+L2 , donde las L; son

funciones lineales de las xi,...,X,, y si existen de modo exacto h relaciones lineales
independientes entre las L;; entonces el rango de Q es p-h. De aqui que, si se conoce la
existencia de por lo menos h relaciones lineales, se puede aseverar que el rango

de Q és <p-h.

" " -1 1
Cuando Q = x’Ax es una forma cuadratica no singular, la forma Q" = x’A™ x se

nombra forma inversa de Q, y se ve en seguida que (Q"' )' = Q.

Definicioén 16: Variables Contragradientes. Sean x = (X, ..., Xo) Y t = (t1, ... ,tn)

dos vectores columna variables. Si se introducen nuevas variables y= (yi, ... , m)
y u = (uy, ... ,uy), por medio de las transformaciones

y = Cx, t=Cu, (1.33)

donde C es de orden mxn, se tiene

x=uwCx=u’y. (1.34)
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Es decir, la forma bilineal t'x =t;x; +..+ t,X, se cambiara en la forma
analoga u’y = u; y; + ... + upym en las nuevas variables. Dos conjuntos de variables x; y t;
que se transforman segun (1.33) se denominan conjunto de variables contragradientes.
Para m=n, y C no singular, las relaciones (1.33) llegan a ser

y=Cx, u=(C)"t. (1.35)

Ecuaciones Lineales

Supoéngase que F es un campo; se considera la cuestion de hallar n escalares,
elementos de F, x; , ...,X, que satisfagan las condiciones
a; X+ anpx;t ..+ a,x, =h;
QyX;+ anXxy+..+ayx,=h
......................... (1.36)
Ami X1 + A2 X2+ ooo + Qo X = By
donde hy, hy, ..., hy yai, 1 <1< m, 1 <k <n, son elementos de F; a (1.36) se le
denomina un sistema (o juego) de m ecuaciones lineales con n incognitas; todo n-tupie
(X1,...,Xn) de elementos de F que satisface cada ecuacion de (1.36) se le nombra una
solucion del sistema; cuando h; = h, = .... = h, = 0, se dice que el sistema es homogéneo,

0 que cada ecuacion es homogénea (Hoffman y Kunze, 1992; Lipschutz, 1971).

Se dira que dos sistemas de ecuaciones lineales, son equivalentes si cada ecuacion
de cada sistema es combinacion lineal de las ecuaciones del otro sistema (Kurosch, 1975;

Lipschutz, 1971).
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Las formas matriciales equivalentes del sistema (1.36) son

Ax=h (1.37)
Ax=0 (1.38)
donde A = (a;), la matriz de los coeficientes, x = (Xi1,...xa) ¥ h=(hy, .. hy) ©

h = 0, segun se trate de (1.37) o (1.38). Si A es no singular en (1.37) y m = n se puede
multiplicar a la izquierda ambos lados por A, y asi se obtiene las solucién unica x =

A" h o, en forma explicita,
1 n

, y numerador igual

Asi que, x esta expresada por una fraccion cuyo denominador es !A

al determinante obtenido de A, sustituyendo los elementos de la columna k por los
segundos miembros hy,....h,. Esta solucion clasica, porque se hallo en 1750, se llama
Regla de Cramer. Para el sistema homogéneo, A tiene rango r < n; si r = n este sistema
tiene la soluciodn trivial Gnica x = 0 ; cuando r < n es posible hallar n - r vectores c;,...,C.r
linealmente independientes, tales que la solucion general de (1.36) se puede escribir en la

forma x =t; ¢; + ... + t, o, donde las t; son cualesquier constantes.

Clases de Matrices Cuadradas. Raices Caracteristicas .

Una matrtiz C de orden n que tiene en sus columnas un conjunto de vectores
ortonormales se designa como matriz ortogonal, mas precisamente se tiene el concepto

que sigue.
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Definicién 17: Matriz Ortogonal. Se entiende por ella toda matriz cuadrada
C = (ci) de orden n, tal que
CC=CC=L (1.40)
Las formas cuadraticas con matrices idempotentes se usan de modo extenso en teoria

estadistica.

Definicién 18: Matrices Idempotentes. Sea B una matriz nxn tal que (i) B=B’ ¢
(ii) B = B> En tal caso, B se define como una matriz idempotente si (ii) se satisface; y

como matriz simétrica idempotente si ambas condiciones se cumplen de forma simultanea

(Graybill, 1983).

Teorema 41. Sea A una matriz nxn (simétrica) idempotente. Entonces
(1) I-A es matriz (simétrica) idempotente;
(2) A’ es matriz (simétirca) idempotente;
(3) PAP" es una matriz idempotente, si P es una matriz nxn no singular;
(4) P’AP es una matriz (simétrica) idempotente, donde P es una matriz

nxn ortogonal.

Teorema 42. El determinante de una matriz ortogonal vale+ 1.

Teorema 43. La transpuesta C’ de una matriz ortogonal C, es también ortogonal.

Teorema 44. La matriz inversa de una matriz ortogonal, es también ortogonal.
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Demostracion. Se deduce de (1.40) que C' = C’, al pasar en ésta a las matrices

traspuestas, resulta:

(C'y=(Cy=C=(CY’

De (1.40), C'=C’, y asi, por definicion de matriz inversa, resulta que
Cik = Ccy para todos los valores de i y k, donde C es el determinante de la matriz C, cy
es el elemento generador de Cy Ci es el cofactor correspondiente a ci; de aqui mediante

las relaciones (1.20), se obtiene

n .

Zcuc _ 1 parai =Kk, (1.41)

TR T o para i # k, ’

i

z": 1 parai=Kk, (1.42)
CiiCip = :

Iy itk 0 parai # k,

Teorema 45. El producto C;C; ... C, de n matrices ortogonales {C;} del mismo

orden, es también una matriz ortogonal.

Si se da un cierto nimero p < n de filas ¢;,¢i2, ... , cin (1 =1, 2, ..., p), que
satisfagan a las relaciones (1.41), siempre es posible hallar otras n - p filas tales que la

matriz resultante, de orden n, sea ortogonal. También puede aplicarse este resultado a las

columnas utilizando las identidades (1.42).

Es comun, que en muchas proposiciones sobre la distribucion de formas

cuadraticas, se hace uso considerable de la traza de una matriz.
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Definicion 19: Traza. La traza de una matriz A nxn, que se escribe como tr (A),

se define como la adicion de los elementos de la diagonal de A; o sea,

n

tr (A) = Za,-i, (1.43)

i=l

Teorema 46. Si A y B son matrices nxn, y a y b son escalares, siendo asi

tr (aA + bB) = a tr (A) + b tr (B) (1.44)

Teorema 47. Si A es una matriz nxn; en tal caso

tr (A%) = tr (A) (1.45)

Teorema 48. Sea A una matriz mxn; siendo asi

tr (A’A) = tr (AA’) = Z’;zlzzlag y tr(A’A) = tr(AA’) = 0siy solo si A = 0.

Teorema 49. Si A es una matriz nxny A% =mA; entonces,

tr (A)=mr(A). (1.46)
Corolario. Si A es idempotente, siendo asim =1y tr (A) = r (A).

Teorema 50. Sean A y B matrices mxn y nxm, respectivamente; entonces

tr (AB) = tr (BA) (1.47)
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Demostracion. Sea AB = C; entonces Cpq= Zj _% bj, . Sea G = BA; entonces
m m
Zb” ajs. Pero tr (AB) =tr (C) = ZCPP Z Z ap; b, . También,
p=1 p=1 j=1
n n m
tr(BA)=tr(G)= D g =D D b, aj.
r=1 r=1 i=1

Asi, tr(AB) = tr(BA). Este teorema se puede inducir a un nimero finito de matrices.

Teorema 51. Sea A cualquier matriz nxn y sea P cualquier matriz nxn regular; en
tal caso
tr (A)=tr (P" AP) (1.48)
Si P es una matriz ortogonal, siendo asi

tr(A)= tr (P’AP) (1.49)

Demostracion. Por el Teorema 49,
tr (PAP) = tr [P_I(AP )] —tr [(AP )P“] = r (A1) = tr (A).

Ya que una forma cuadratica es un escalar, es igual a su propia traza y, por lo tanto

x'Ax =tr (x'Ax) = tr (Axx') (1.50)

Definicion 20: Transformacion Ortogonal. Una transformacion lineal x = Cy, se

llama ortogonal si su matriz C es ortogonal.
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a]] 2’ alZ aln
a a,—A.. a,
lA-ag = » i =0, (1.52)
an] an?. ann - ﬂ’
7 2 1
Ejemplo 4. Ilustrar la definiciéon 21, para A =|-2 10 -2|
1 -2 7

Al aplicar (1.52) la ecuacion secular resulta:

A-7 2 -1
A-M=| 2  A-10 2[=27-242% +180A-432=0,
-1 2 A-7

que al resolver da como raices caracteristicas 6, 6, 12.

-1 2 -1
ParaA=6,setiene | 2 -4 2| (x1,X2,X3)=0,
-1 2 -1

es decir x, - 2x, + x3= 0, y se escogen como vectores propios el par de vectores de forma
mutua ortogonales x; = (1,0, -1) y x, = (1, 1, 1). Para A = 12, sea x3 = (1, -2, 1) el vector
propio asociado. Al tomar la forma normalizada de estos vectores como columnas de C

se tiene

s V5 Ve
c=10 V5 Tl
e )5 JE)

Asi C'AC =D (6, 6, 12). También se ha ilustrado la proposicion de enseguida:
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Teorema 52. Las raices caracteristicas de una matriz simétrica real son todas

reales.
Teorema 53. Sea B cualquier matriz nxn de rango p.
1). Si B es idempotente, entonces B tiene p raices caracteristicas diferentes de
cero y son igual cada una a +1;
2). Si B es simétrica, en tal caso una condicion necesaria y suficiente para que B
sea idempotente es que tenga p raices caracteristicas diferentes de cero y
cada una igual a+1.
Teorema 54. Sea A una matriz nxn con raices caracteristicas Aj,Az,...,An
entonces tr (A) = " A

i=1]

Puesto que C es regular, en (1.51), A y L tienen el mismo rango; de aqui que, el
rango de A sea igual al nimero de raices A; que no sean nulas. También de (1.51) se
obtiene, al tomar determinantes en ambos lados, y al tener presente que C* = 1, asi como

aplicar el método de reduccion a la forma triangular

Si A es regular, la identidad
|A“ ——M\ = (AT a-11 (1.54)

indica que las raices caracteristicas de A™ son las reciprocas de las respectivas de A.
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Si B es una matriz de orden mxn, m < n, de rango m, la matriz simétrica BB’, de
orden m, tiene positivas todas sus raices caracteristicas. En particular, se deduce que BB’
es regular; lo que se verifica asi: si, en (1.51) se pone A = BB’, y se expresa una raiz

caracteristica cualquiera A; mediante (1.53).

Formas Cuadraticas no Negativas.

Definicion 22: Forma Cuadratica no Negativa. Cuando para todo valor real de las

variables x;, se tiene:

n
Q(x1, ... Xn) = Za,-k x; x5 > 0, (1.55)
ik=1

Q se llamara una forma cuadratica no negativa.
Definicién 23: Forma Cuadratica Definida Positiva. Se dice que Q es definida
positiva, si el signo de igualdad se verifica s6lo cuando todas las variables sean nulas en

(1.55); en seguida se da una ilustracion de este concepto.

Ejemplo 5. Sea la forma

|f3 5 ﬂ|
xX’Ax = [xl,xz,x3]’ [5 13 OJ(xl , X2, X3)
1 0 1

3x12 + 13x% +x§ +10x; x5 +2X1 X3

(X1 -+ 2)(2 )2 =i (X1 + 3X2)2 + (X1 + X3)2
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que es positiva para todo valor real de las x;, excepto X; = x; = x3 = 0; esto es, x = 0, en

este caso x’Ax siempre es cero. Por lo tanto, x’Ax es definida positiva.

Definicidn 24: Forma Cuadratica Semidefinida Positiva. Se llamara semidefinida

positiva a una forma Q que sea no negativa, y no sea definida positiva.

Ejemplo 6. Sea la forma

37 -2 -24
X’Ax = [x1 X7 X3] -2 13 =3|(x1 X2 X3)
-24 -3 17

= (X] B 2X2)2 + (6X1 . 4X3 )2 + (3X2 - X3)2

es cero cuando x = (2, 1, 3). Por consiguiente, x’Ax es semidefinida positiva.

Ejemplo 7. Sea la forma
n
Yy=yly=>yi
i=1
es definida positiva porque es cero solo cuando y = 0. Sin embargo; la forma

n
’ —2 _ -1 2 =2,
Yy-nyl=y(d-n" Iy =Dy -ny?
i=l
donde J, es una matriz cuadrada de orden n con cada elemento igual a 1, es una forma

cuadratica semidefinida positiva porque es cero no solo si y = 0, sino también si cada

elemento de y es el mismo; esto es, si y = ol para cualquier o.
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Definicion 25: Menor Principal. Un menor de una matriz A se dice principal si, se

obtiene al suprimir en A las filas y columnas correspondientes del mismo subindice.

Teorema 55. Una forma cuadratica Q con coeficientes reales es definida positiva,;

si, y solo si, todos sus menores principales son de modo estricto positivos.

Ejemplo 8. La forma
Q= 5x12 s x% + 5x§ +4x1X, — 8X1x3 — 4X)X3

es definida positiva, ya que sus menores principales

5 2 -4
5 2
s, =1, |2 1 -2/=1
2 1
4 -2 5

son todos positivos.Sin embargo, la forma

Q= 3xf+ X5 + SX% +4x,X, — 8X X3 — 4X,X;

no es definida positiva, puesto que su segundo menor principal es negativo

32'

Teorema 56. Si B es una matriz nxn idempotente de rango n, siendo asi B = L. Si
B es simétrica idempotente de rango menor que n, en tal caso B es una matriz

semidefinida positiva.

Cada una de las propiedades de una forma cuadratica Q = x’Ax de ser no

negativa, definida positiva o semidefinida positiva es, de forma evidente, invariante para
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toda transformacion lineal regular; el mismo nombre de estas propiedades recibe la matriz

simétrica A = (ay) correspondiente a la forma Q.

Teorema 57. La matriz simétrica A es definida positiva si, y so6lo si, todos sus

menores principales tienen determinantes positivos.

Corolario. Las matrices definidas positivas son regulares.

Notese que el reciproco de este corolario no es cierto: las matrices no singulares

no son, en general, definidas positivas.

Teorema 58. Para P regular, P’AP es o no (semi-)definida positiva, segun tenga

0 no A estas propiedades.

La transformacion ortogonal x = Cy, en donde C es la matriz ortogonal de (1.51),

cambia la forma Q en otra forma que solo consta de términos de segundo grado, a saber

Q (X1,... %a) = My P +Ay5+. +Ay2, (1.56)
0 también, x’Ax = y’Ly en notacion matricial, en donde las A; son las raices

caracteristicas de A, mientras que L es la matriz diagonal. Por esta transformacion

ortogonal, la forma

Q- Mx3+..4x2) (1.57)
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se cambia en la forma
- Ny + ..+ (A, - My, (1.58)

Si A es menor o igual que la menor de las raices caracteristicas de A, (1.58) es no

negativa, y por lo tanto, (1.57) —cuya matriz es A - AI- también lo es.

Teorema 59. Los valores propios de una matriz (semi-)definida positiva son todos

no negativos; o sea, cero o positivos.

Corolario. Las matrices semidefinidas positivas son singulares.

El corolario reciproco no es verdadero: en general, las matrices singulares no son

semidefinidas positivas.

En efecto, cuando la forma Q sea definida positiva, también lo sera la forma del
lado derecho de (1.56), esto implica que, todas las raices caracteristicas {A;} son
positivas; de aqui, y al aplicar (1.53), se tiene A > 0, lo que significa que A es regular.
Por otra parte, si Q es semidefinida positiva, un razonamiento analogo indica que, al
menos una de las raices caracteristicas es cero, luego A = 0. Cuando Q sea de
caracteristica r, hay r valores propios positivos, siendo nulos los demas n-r; también

hay n-r vectores x, = (x;?, ... ,x,’) linealmente independientes, tales que Q (x,) = 0.
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Teorema 60. Una matriz simétrica es definida positiva si, y solo si, puede ser

escrita como P’P para una P regular.

Teorema 61. A’A es definida positiva, cuando A tiene el maximo rango columna;

y, semidefinida positiva de otra forma.

Corolario. AA’ es definida positiva, cuando A tiene el méaximo rango fila; v,

semidefinida positiva de otro modo.

La significancia geométrica de esta transformacion ortogonal es que, por medio
de una rotacién adecuada del sistema de coordenadas, la cuadrica Q = constante, esta

referida a sus ejes trascendentales; asi, cuando Q sea definida positiva, esta ecuacion

_1
representa un elipsoide de n dimensiones cuyos semiejes son A.?; para las formas

semidefinidas Q, se obtienen varios tipos de cilindros elipticos.

La transformacién x =Ay cambia la forma Q=x’Ax en la forma inversa
Q' = y’A’'y; asi que, cuando Q sea definida positiva, también lo es Q”', y viceversa; lo

que se puede ver de forma directa a partir de (1.54).

Teorema 62. Una suma de matrices (semi-)definidas positivas es (semi-)definida

positiva.

P
o

PR

X
) v
.
O
@)
(.
1
-
7
P

-
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Teorema 63. Una matriz simétrica A, de orden n y rango r, puede ser escrita

como LL’ donde L es nxr de rango r; es decir, L tiene el maximo rango columna.

Considérese ahora la identidad (1.21), para el caso de una matriz A simétrica y
definida positiva: ya que toda matriz principal menor de A también es definida positiva
por el Teorema 55 (Ejemplo 8), se infiere que el ultimo término del lado derecho de
(1.21) es una forma cuadratica definida positiva en las variables ay,...,a1,, de¢ modo que se
tendra 0 < A < aj Ay, y al inducir resulta

0<A<a;Ai, (=12,.n) (1.59)
Al repetir n veces este razonamiento se obtiene:

0<Ac<ajax..a, (1.60)
Para toda matriz no negativa esta identidad se verifica, poniendo el doble signo < en vez

de <; cuando A sea una matriz diagonal se presenta la igualdad.

Teorema 64. Una matriz simétrica que tiene las raices caracteristicas iguales a 0 y

1, es idempotente.

Demostracion. Una matriz simétrica X siempre se puede expresar en forma
candnica, bajo la identidad ortogonal U’XU = D donde D es diagonal, los elementos

diagonales, la raices caracteristicas de X. Cuando estas raices son 0 0 1

I 0
UXU = { },
0 0

de la cual es trivial demostrar que X> =X (Searle, 1966).
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En ciertas aplicaciones estadisticas se presentan relaciones de la clase:

n
>x¥=Qp+ ... +Qk, (1.61)
1

donde Q; es, para i = 1, 2,...k, una forma cuadratica de las variables x,....X;, ¥y

caracteristica 1;.

Para k = 2 se supone que existe una transformacion ortogonal que convierte Q,; en

n
una adicion de r; cuadrados; es decir, Q; = z y,-2 . Al aplicar esta transformacion a
1

n
ambos miembros de (1.61), el izquierdo se convierte en Z y;? , 'y en consecuencia, s
1

n
observa que Q, se convertira en z y,2 . Asi, pues, la caracteristicade Q;esr; =n-11,y

n+1

todos sus valores propios son 0 6 1.

Ejemplo 9. Considérese la relacion:
n n
Zx,z = nx? +2(x,- —i)2, (1.62)
1 1

en la que X es la media. Toda transformacion ortogonal y = Cx tal que la fila primera de

2

(
C sea/\/g,/&,...,y&, convertira la forma nfz = kj—ln + \)/(gn +... jBnJ en )’12 )
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n n n
También esta transformacion convierte Z(x,- -X )2 en Z y,~2 . En el andlisis de Zx,z ,
1 2 1

segun (1.62), los rangos de los dos términos del miembro derecho son 1 y n - I,

respectivamente.

Teorema 65. Si A y V son simétricas y V es definida positiva; entonces AV tiene

las raices caracteristicas 0 y 1, implica que AV es idempotente.

Demostracion. IAV - /III = (0 tiene las raices O y 1. Por el Teroema 60, V = P’P
para alguna matriz regular P. Por lo tanto,

[PllAV 21 [P =0 tiene raices 0y 1;

esto es, |PAP'-A1| = 0 tiene raices 0y 1.

Asi, PAP’ tiene las raices caracteristicas 0 y 1; pero PAP’ es simétrica porque A lo es.
Por lo tanto, por el Teorema 64, PAP’ es idempotente; esto es, PAP’PAP’ = PAP’. En
consecuencia, porque P es regular, AP’PAP’P=APP’ ; es decir, AVAV = AV, muestra

la idempotencia de AV (Searle, 1971).



CAPITULO 111

LA NORMAL Y SUS DISTRIBUCIONES DERIVADAS.

En este capitulo se resumen, las propiedades sobresalientes de la distribucién normal
y sus derivadas; no se intenta llegar al pleno rigor; ya que casi cualquier texto de teoria
estadistica, como Borovkov (1988), Cramér (1970), Dudewicz y Mishra (1988), Graybill
(1976), Hogg y Craig (1970), Lindgren (1976), Mood y Graybill (1972), Mood ef al.

(1974), Searle (1971) y Wilks (1962), da los detalles pertinentes.

Funciones de Densidad Multivariada

Sean n variables aleatorias X;, X», ... ,X, , para las cuales x;,X; ... ,X, representa un
conjunto de valores realizados, u observaciones, la funcion de densidad acumulativa se
escribe como

Pr(X; <x5,X2<X2, ..., Xn <Xn)=F (X1, X2, ... . Xp) (2.1)
(Cramér, 1970; Dudewicz y Mishra, 1988, Lindgren, 1976). Entonces, la funcién de

densidad se define por

n
£(X1, ., Xn) = ——a—F(xl, o Xn ). (2.2)
A%, 0%,... 0%,
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(Hogg y Craig, 1970; Lindgren, 1976); al integrar (2.2) se llega a

F (X, %)= I_’:..I_’:f(ul -, un) du, .. du; . (2.3)
Dos son las condiciones que f (xy, ... , X, ) debe satisfacer, a saber:
f(x1,X2,...,%, ) >0 para - o <x; <oy paratodoi,

j f(x1, ..., X ) dx; dxz ... dx, =1,

—00

(Hogg y Craig, 1970; Koroliuk, 1981; Mood y Graybill, 1972; Mood et al., 1974).

Ejemplo 1. La funcion

16x1X7X3X4 0<xj<l1

f(x1,X2,X3,X4)=
(X1, %2, %3 ) {O de otra forma

es una funcion de densidad, porque satisface las dos condiciones anteriores; la

o . ., 1
probabilidad de que un punto caiga en la region x; <% y X4 > o se calcula

1 1 o poo poo pl/2
Pr(x; <5,x4>%) = j‘ I J. I f(x1,X2, X3, xq) dx; dx; dxs, dxu
2 3 1/39 -0 o

—o0

1 1plpl/2
J' j. j J. 16x1X2X3X4 dX; dx, dxs dxy
/3404070

|
V1N

La funcién de densidad marginal de Xi +1, ... , Xa , que se podria llamar de las
“Gltimas n - k x’s’” consiste en f (X, X, ..., Xn ) luego de integrar fuera de las primeras k

X’S; O sea,
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g (Xk+1, e s xn)=.[i..,£2f (X1, oo Xk, X+ 1, -, Xn ) dXq ... dXg (2.4)

(Cramér, 1970; Searle, 1971). La distribucion condicional para las “primeras k x’s”’
dadas las “Gltimas n - k x’s’’ consiste en la razon geométrica de f (x3,X2, ... , X,) a la

marginal para las “dltimas n - k X’ s’’; esto es

): f(XI,X2,...,Xn)

f (Xl,...,Xk IX}H 1,---»Xn 5
8(Xp i1 Xn)

2.5)

expresion que se obtiene al aplicar (2.2) y(2.4), segun lo detallan Cramér (1970) y Searle

(1971).

Momentos de una Distribucion.

Cuando existe, la cantidad E[( x—b )k] se llama el momento k de la variable :‘;
mm“
aleatoria X alrededor del punto x = b, o el momento k de la distribucion de X; el =

momento absoluto k alrededor de x = b se define como la cantidad E[‘x - blk] . Algunas

veces, el término momento por si mismo se usa para denotar un momento alrededor del

punto particular x = 0; y se define como el valor esperado de la potencia k de x;; esto es,

e}
W =E ()= [ xarmiax

= J‘: J.: xikf(x 5 X2 5.+ »Xn ) Xm dX2 dxn’ (26)

relacion obtenida al aplicar (2.4).
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La covarianza entre la i-ésima y la j-€sima variables, para i #j se define como

oy = E (xi- W) (X5 - 1y)

I

J: Eo(xi =1 )X - rjJg(xi,x ) dxdx;

.[Oo Iiow(xi = 1) j = pj) (X1, X)) dp, (2.7)

e

y en forma analoga, la varianza de la i-ésima variable se define por

Gi =6 2= E(x - )’
®© 2
= I_w(xi - Wi g(xi)dx;

= ), 2.38)
Las varianzas y las covarianzas entre las variables en el vector
X = [x1 X9 ... xn]
se dan en (2.7) y (2.8), respectivamente. Al arreglar estas varianzas y covarianzas como

los elementos de una matriz, resulta la matriz de varianzas y covarianzas de las x;; en

otras palabras,
var (x)=V= {cij} parai,j=1,2, .. ,n

Los elementos diagonales de V son las varianzas, y los no diagonales, las covarianzas.

La varianza de una variable aleatoria escalar x se escribira como v(x), mientras la
matriz de varianzas y covarianzas de un vector de variables aleatorias x sera denotado por

var (x).
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El vector de medias correspondiente a x’ es
EX)=w={m 1. 1]
asi, por la definicion de la varianza y la covarianza,

var(x)——-E[(x-u)(x—u)']:V (2.9)

simismo, ya que la correlacion entre la i-ésima y j-ésima variables es cjj/cic;j, la matriz

: correlaciones se expresa por

R={—3!_p{l/6}VD{1/c;} parai,j=12,..n, (2.10)
Gicj

dnde, al usar (1.51), las D son matrices diagonales con elementos 1/c; parai=1, 2,...,n.
e modo evidente los elementos diagonales de R son todos la unidad, es simétrica y se

»noce como la matriz de corrrelaciones .
Teorema 1. La matriz V es definida no negativa.

Demostracion. Considérese t’Vt para algiin vector no nulo t; entonces,

t’Vt=z Z titio=vVv zti Xj | =v (tx)
i ] i

Jue, por definicion de varianza, es positiva; a menos que t’x es de forma idéntica cero,
a el caso v (£°x) = ’Vt = 0. Por lo tanto, V es una matriz definida no negativa, ademas,

\ también lo es, porque en (2.10) todas las ¢ son positivas (Searle, 1971).

Lo

]
5
M:;ilﬁ

o

el
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Transformacién Lineal de Variables

Si las variables x se convierten a variables y por la transformacion lineal y = Tx, los

momentos de y se derivan con facilidad; e. g.,

Hy = Ty y var (y) =TVT’ 2.11)

Cuando se hace una transformacion de esta naturaleza que comprende una T regular,

una integral que incluye las diferenciales dx, , dx, ..., dx, se convierte al sustituir las x en
términos de las y, y remplazar las diferenciales por |J| dy; dy ... dya, donde “JH es el
jacobiano de las x con respecto a las y. La matriz jacobiana se define como

J={0x;/ 0y} para ,j=1,2,..ny HJ“ es el valor absoluto del determinante de J.

Porque x = Ty, esto significa J = T, y asi ”JH = 1/|T||.De aqui que, cuando la
transformacion de x a 'y sea y = Tx, el producto de las diferenciales

dx; ... dx, se reemplaza por (dy; ... dya)/ |T. (2.12)
Este es el procedimiento, e. g al derivar la funcion de densidad de y = Tx de x. Se

sustituye x = T"'y para cada x; en f (xy, ..., X,). Supdngase que la funcion resultante de las
y se escribe como f (T y). Entonces, por la primera de las condiciones que f (X , ... Xa)

debe satisfacer, la transformacion resulta

2 0 sl armbantay, =1,

como se deberia esperar. Ahora, supongase que h(y,,...,yn) es la funcion de densidad de

las y. Entonces,
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f FO Hy1,. ,yndyl dyp =1.

Por lo tanto, por comparacion se halla

i)

h (yl’ LA | yn) = "T” >
asi la deriva Searle (1971).
Ejemplo 2. Cuando
y1=3X1 - 2%
Y2 = 5X1 B 4X2

sea la transformacion y = Tx, entonces |T |=2;y

1 1
h(y, y2) = Bl f [X1 =2y1-Yy2.Xp = E(SYI S 3)’2)}

Funciones Generatrices de Momentos

Los momentos y las relaciones entre las distribuciones, a menudo son derivados por
medio de las funciones generatrices de momentos. En el caso univariado la funcion
generatriz de momentos (fgm) de la variable aleatoria x, escrita como una funcion de t es

de acuerdo con Mood y Graybill (1972),

M,V =E )
= Iw e f (x)dx

[~ 2 3.3
= 1+tx+t2x<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>