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This work concerns basic notions in the theory of
univariate time series. Our exposition referes, mainly, to
classical notions, but we also present some recent
development concerning the Yule-Walker system of linear
equations, which asise when considering the problem of
finding the autocovariance function of an autorregresive
proceses or, more generally, of an ARMA processes. At this
point, our main results can be summarized as follow: The
Yule-Walker equations associated to causal polynomial have
a unique solution. On the other hand, we also study the
problem of designing a linear filter &, and we give the
system equations that the coefficients of the filter must
satisfy so that a given polynomial function is invariant

under action of 2.
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1 INTRODUCCION

Las series de tiempo constituyen, sin duda alguna,
una herramienta de gran utilidad en la teoria y practica de
la estadistica. El1 presente trabajo, trata sobre algunos
aspectos teéricos de series de tiempo univariadas, poniendo
especial énfasis en la unicidad de la solucidén del sistema

de ecuaciones de Yule-Walker.

Se inicia el trabajo con el capitulo II, en el que
se proporciona un breve  resumen sobre procesos
estocasticos, ya que constituyen el marco de referencia
para el tratamiento de 1las series de tiempo dque se
consideraran en este trabajo. A continuacidén, se introduce
la nocién de serie estacionaria y se presentan varios
ejemplos, incluyendo el bien conocido proceso de "ruido
blanco" que aparecerd repetidamente en nuestra discusidn
general. posteriormente, su funcidén de autocovarianza y de
autocorrelaciodn, las cuales, para el caso de procesos
estacionarios, sélo dependen de la diferencia que exista
entre dos tiempos dados; dichas funciones constituyen la
herramienta basica en el andlisis de una serie de tiempo.
En otra parte de este capitulo se introduce el concepto de

"filtro" el cual es una transformacién de un proceso
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estocastico a otro mediante ciertas reglas que pueden
expresarse generalmente a través de férmulas recursivas; se
considera, en particular, la clase de filtros sumables, que
tienen la propiedad de transformar un proceso estacionario
en otro de la misma clase. Como ejemplo, se obtiene el
modelo de medias méviles que se estudia brevemente en el

capitulo III

con el propésito de aumentar la clase de modelos
gue se utilizaran en la descripcién de fendémenos aleatorios
que requiera de las series de tiempo, en el capitulo IV, se
habla con mas detalle de los procesos autorregresivos. La
exposisidén se inicia con la presentacidén de la ecuacién del
modelo, la cual depende dev"p" parametros de ponderaciones
para las observaciones pasadas, asi como de un parametro de

dispersién para las perturbaciones.

A continuacidén consideramos el problema de
determinar ia funcién de autocovarianza de un proceso
autorregresivo asociado a un polinomio causal ¢(z). En este
punto surge de manera natural el sistema de ecuaciones de
Yule-Walker y consideramos a profundidad el problema de
establecer la unicidad de 1las soluciones de dicho

sistema.
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Habiendo considerado los procesos autorregresivos y
de medias méviles, se procede en el capitulo V al estudio
de series de tiempo que pueden ser modeladas utilizando una
combinacién tanto autorregresiva como de medias mdviles.
Tales procesos constituyen el tipo mixto y permiten ampliar
de manera considerable la clase de modelos para series
de tiempo estacionarias. Se presenta la ecuacidén para tales
modelos, incluyendo "p" parametros que constituyen 1las
ponderaciones en la parte autorregresiva, "q" parametros
para las correspondientes ponderaciones en la parte de

medias méviles.



I CONCEPTOS  BASICOS

1. INTRODUCCION

Desde un punto de vista practico, una serie de
tiempo consiste de un conjunto de observaciones X,
registradas en ciertos "instantes" t € T, donde T es un
conjunto dado, usualmente contenido en R. El analisis de la
serie tiene como objetivo principal la construccidén de un
modelo que describa adecuadamente el comportamiento
observado de {Xl} = {th-t e T} para, posteriormente,
realizar las tareas de prondéstico y control. Con este
propdésito seguiremos el enfoque usual, el cual postula que
cada valor observado X, es el valor tomado por una variable
aleatoria X,, Y due x se conoce en el instante t € T. Esto
conduce de manera natural a considerar familias de
variables aleatorias, las cuales se denominan procesos
estocasticos o series de tiempo.
2.2 SERIES DE TIEMPO

Se inicia esta seccién con una definicién formal de
serie de tiempo.
Definicién 2.1. Una serie de tiempo o proceso estocastico

con conjunto de indices (o tiempos ) T, es una coleccidén

{X,It e T} (2.1)
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de variables aleatorias definidas en un mismo espacio de

probabilidad (Q, ¥, P).

Si el conjunto de indices T estad contenido en la
clase de los enteros 7Z := {--- -2, -1, o0, 1, 2, ---}, el

proceso

{X.}

. {x, |t e T}
se dice que se desarrolla en tiempo discreto, mientras que
si T es un intervalo de R el proceso se realiza en tiempo

continuo.

A cada proceso estocastico {X;} como en (2.1) le
corresponde una distribucién probabilistica; ésta queda
especificada por la familia de distribuciones conjuntas

correspondientes a cada subcoleccidn finita

(X ) s

e’ Xt T X
donde t(1),--+, t(n) € T son arbitrarios. Esto significa
que para determinar el comportamiento (conjunto) de {Xt} es
necesario encontrar
(a) la distribucidén de cada variable X t e T;
(b) la distribucién de cada pareja de variables aleatorias
(X, X), s, t eT,

y en general, debe determinarse
(c) la distribucidén de cada n-ada

(X "y

t()’ Xt@)' Xtm)



para cualquier t(1),:---,t(n) € T

Por otro lado, usualmente no se conoce la
distribucidén de una serie de interés {Xt}, y entonces sus
valores observados {x } deben utilizarse para estimar la
distribucidén de la serie generadora {X,}. Como es posible
imaginar a partir de los comentarios anteriores, en general
este es un trabajo formidable. Asi, en un problema
practico, es necesario tratar de obtener un modelo simple
que permita realizar la tarea de estimacién de manera
relativamente sencilla. En los préximos capitulos
estudiaremos algunos de los modelos que se han utilizado

con mas éxito en las aplicaciones.

A continuacién introducimos dos importantes

funciones asociadas con una serie de tiempo {Xt}.

Definicién 2.2. Suponga que la serie {Xt} es tal que
E[xf] <w, teT.

En esta situacién,

(i) la funcién de medias m:T — R se define por

m(t):= E[Xt], t €T,

mientras que

(ii) la funciodén de autocovarianza G:T X T — R estd dada

por

G(s,t): = Cov[Xs,Xt] = E[(Xs- m(s))(Xt— m(t))3l, s,t € T.
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Las funciones que se acaban de definir son
extremadamente importantes. E1 valor m(t) especifica el
valor esperado de X;, mientras que G(-,-) determina 1la
asociacién lineal entre las variables X y X ; vea, por
ejemplo, Dudewicz y Mishtra (1988), Mood y Graybill (1971)

o Cavazos Cadena (1990).

La matriz de covarianza =(t(1),t(2),:--+, t(N)) = Z

del vector

(X )

e’ T Kem

puede expresarse en términos de la funcidén de
autocovarianza G en la Definicién 2.2 como sigue:

s =

G(t(1),t(1)) G(t(1),t(2)) -+ G(t(1),t(N))
G(t(2),t(1)) G(t(2),t(2))*+ G(t(2),t(N)) | (5 2)

G(t(N),t(1)) G(t(N),t(2)) - G(t(N),t(N))

Es claro gque esta matriz es simétrica. Por otro lado X

es también no negativa definida. Para ver esto, seleccione «

a’Za

Il
™

aG(t(i),t(j)) a,

= z a Cov[X X
1, 521 [ COVIX, 4y Xy (5y18

N N
Covl i§laixtﬁ)' ]
N

Var [ iglaixtﬂ)] = 0.

z aX
j=1 j t(j)
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N . . 2 .
Puesto que a € R es arbitrario, los cdlculos anteriores
muestran‘que > es, efectivamente, una matriz no negativa

definida.

2.3 SERIES ESTACIONARIAS

Como se menciond en la seccidn anterior, el problema
de estimar las funciones de medias y de autocovarianza es
de gran importancia. Sin embargo, para poder abordar este
problema, es necesario restringir la clase de series de
tiempo bajo consideracién. Para entender esto, suponga que
se desea estimar m(l) (= E[X1])’ esto es, la media de 1la
distribucidén de X, Y que se dispone de los valores
observados de X = x para ciertos indices i contenidos en
T. Note ahora que, en general, entre estas cantidades sdélo
el wvalor Xf= X proviene de una variable con la
distribucidn de interés (la cual es la distribucidén de
X1)' Asi, aunque se tienen los valores de X para varios
indices i, a lo mds uno de estos es Gtil en lo que al
problema de estimar m(l) se refiere, y entonces no es
posible pretender obtener algin estimador "razonablemente
bueno" de m(l). La situacidén cambiaria si todas las
variables aleatorias Xi tuvieran la misma distribuciédn,
pues en este caso, todas 1los valores observados X,
corresponderian a variables aleatorias «con la misma

distribucidén de interés. Similarmente, si se desea estimar
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G(1,2) = Cov[X,X)] ( = covarianza de la distribucidén del
vector (X1’Xz))’ sblo la pareja (X1'X2) tiene la
distribucién de interés, y por lo tanto tampoco sera
posible obtener un buen estimador de G(1,2); desde 1luego,
la situacién seria diferente si otras parejas (Xij)
tuvieran la misma distribucidén de (X&,Xz). A continuacién,
se introduce una clase de procesos para las cuales, en

principio, es posible obtener buenos estimadores de m(-) Yy

G(-,*)-

Definicién 2.3. Una serie de tiempo {XJt € T} (con T c Z )
es estrictamente estacionaria si, para toda sucesidn

t(1),t(2) ,'--,t(n) € T y cada desplazamiento h € Z,

los vectores

O P AR PN

y . (2.4)
)

X PR
( t(1)+h'Xt(2)+h' "Tt(n)+n

tienen la misma distribucién. )

Observacién 2.1. No es dificil ver due {XJt € Z} es una

serie estrictamente estacionaria si y s6lo si lo siguiente
ocurre: Para todo N = 1,2,3,---- vy h e Z,

R )

los vectores (X1’X2' Tt XN) 4 (X1+h’X2

+h N+h

tienen la misma distribucibén; vea por ejemplo, Brockwell y
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Davis (1987).

Suponga ahora que {X } es una serie estrictamente
estacionaria con E[Xf] < o, En este caso, para todo t € Z,
X vy X, tienen la misma distribucidn; esto se desprende de
(2.4) con n =1, t(1) =t y h =1t - 1. De este modo, la
funcién de medias m(:-) en la Definicidén 2.2 se reduce a una

constante,
m(t) =m(l) = u, t € Z, (2.5)

y si se desea estimar u, se puede disponer de todos los
valores observados X para obtener un buen estimador.
Por otro lado, la pareja (X ,X)) tiene la nmisma
distribucidén que (X1”Xus¢)’ lo cual se sigue usando (2.4)
conn=2, t(1) =1, t(2) =1 + s - r, y h = r-1. Esto

implica que

G(r,s) = Cov [XP,XS] = Cov [X1’ ]

1+s+r
esto es,

G(r,s) = G(1, 1 + s-r). (2.6)

A partir de esta igualdad se concluye que Cov [Xr,XS] depen-
de sblo de la diferencia s - r. Esto permite describir la
estructura de covarianzas de una serie estacionaria
mediante una funcién mas simple que G(-,*).

Definicién 2.4. Suponga dque la serie {XJt e Z} es
estrictamente estacionaria. La funcidén ¥:Z -— R se define

mediante
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¥ (h):= Cov[Xl,X 1, h e Z. (2.7)

1+h
Observe ahora que (2.5) y (2.7) combinadas implican

que
G(r,s) = Cov [XP,XS]

= Cov [XlPX ] = ¥(x-s), r,s, € Z, (2.8)

l+s-r

de manera que la estructura de covarianzas de {Xt} esta

completamente contenida en la funcién ¥ (') recién definida
en (2.7). Por esta razdén llamaremos a 7(-) la funcién de
autocovarianza de la serie {Xt}. Este nombre también fue
aplicado a 1la funcién G(-,-) en la Definicidén 2.2, pero,
debido a (2.7), esta duplicidad no debe causar confusién

alguna.

A continuacién se ven algunos ejemplos de series

estrictamente estacionarias.

Ejemplo 2.1. Suponiendo due {ZJ t € Z} es una sucesiodn
de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media 0 y varianza o° > 0, lo cual se

abreviara escribiendo
{z,} ~ TID(O, o’). (2.9)

En este caso {Z,} es una serie estrictamente estacionaria.
Para ver esto, se selecciona un entero positivo N y h € Z.

Entonces, para intervalos arbitrarios JsJ, I, <R
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P[Z1 € Jl,Z2 € J2,---,ZN € JN]

= P(Z, € J]'P[Z, € J,]--*P[Z € J ]

P[Z, € J]-P[Z € J,]--P[Z € J]

donde las igualdades son consecuencia inmediata de (2.9).

Similarmente,

P[Zl+h € J1'22+h € JZ’”.'ZN+h € JN]

- P[Zl+h € Jl]'P[sz € Jz]'”P[ZN»fh € JN]

P(Z, e J,1'P[Z € T ]1--P[Z € J ],

donde se han usado el supuesto que las Zis tienen la misma
distribucién para obtener 1la segunda igualdad. Por lo

tanto,

P(Z, € J,Z, €T, ,Z €3]

= PI:‘Z1+h € J1’22+h < Ja’”"zmh € JN]'
y como J, J2,---,JN son intervalos arbitrarios, se
concluye que (21’22’“"2%) y (Z“h,ZZH”---,ZNHJ tienen

la misma distribucién, y donde se desprende que {Z,} es una

serie estrictamente estacionaria; vea la Observacién 2.1.

Por otro lado, es claro que m(t) = E[Zt] =0, t € Z,
Yy que ¥(0) = E[Zf] = og(por (2.9)). Ademads, debido a que
2,y 2z, son independientes para h # 0, se tiene que 7 (h)

= cov[Zl,Z“_] = 0.

h

En resumen: Si {z} ~ 1IID(0, o ), entonces
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m(t) =0, t ez,

¥(0) = o’ y %(h) = 0 para h # O. a

Ejemplo 2.2 En este ejemplo se verd cémo a partir de una
serie estrictamente estacionaria pueden construirse otras.
(i) Suponga ahora que {Wt} es estrictamente estacionaria, y
sea g: R* — R una funcién arbitraria. Se define una nueva
serie {Xt} mediante

W ), t € Z.

Xt = g(Wt, N t+k-1

t+1!
En este caso {Xt} es una serie estrictamente estacionaria.

Se demostrard esto en el caso en que K = 2, ya que el caso
general se establece de manera similar, salvo dque la
notacién se complica excesivamente. Como en el ejemplo
anterior, Se selecciona un entero positivo N y h e Z.

Entonces, para intervalos arbitrarios J I I, ¢ R

P[X1 € J1’X2 € J2,---,XN € JN]
= Plg(W,W,) € T, g(W,W) e I, ,g(W,W )ecJ]

= PL(W,W ) e H,(W,W) e H, -, (W

oW, ) € H1, (2.10)

donde H = gA(JiL Ahora defina el conjunto & en R

mediante

€ = {(Wll"'rw

N+1)| (Wi'wiﬂ) € Hi' 1 =1 = N}.

Con esta notacidén, (2.10) es equivalente a
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P[X1 € J1’X2 € JZ,--',XN € JN]

= P[(W1'Wz""'wn+1) € €] . (2.11)
De la misma manera puede mostrarse dque

P[X e Jd X e d , - -,X
i+h 1 2+h 2 N+h N

= P[ (W1+h' W2+h' T 'WN+1+h

) € €],

= P[(W, W, W, ) e8],

donde la segunda igualdad se desprende del hecho de que
{Wt} es estrictamente estacionaria. Combinando este

resultado con (2.11) concluimos que

P[X € J,X eJ, X €J]

=P[X e€J,X, e€J, X €J]I;

como los intervalos J son arbitrarios, se desprende que
1

(X1IX l"'rXN) y (X1+h1X PP )

2 2+h N+h

tienen la misma distribucién. A partir de este hecho,la
Observacidén 2.1 implica gue {Xt} es una serie

estrictamente estacionaria.

(ii) Veamos ahora algunos casos particulares del resultado que

acabamos de establecer:

(a) Si g(x,y) =u + x + Y,

Xt=M.+Wt +Wt+1°
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Si {Wt} tiene funcién de autocovarianza (. entonces 1la

correspondiente funcién [ de {Xt} esta dada por

7x(h) = Cov[Xl,X“h]

Cov[u + W1 + W1+1, u o+ W1+h + W(1+h)+1]

Cov[W, + W., W+ W__]
1 2 1+h 2+h

It

Cov[Wl,W“h] + Cov[Wl,W2+ ]

h

+ Cov[Wz,W1+h] + Cov[Wz,W2+ ]

h

¥, (h) + 7 (h+l) + 7 (h-1) + ¥ (h),
y finalmente,
7, (h) 7_:2-%(11) + 7, (h+1) + ¥, (h-1), h € Z.

(b) Suponga que g(x,y) = x/y si y # 0, g(x,y) =1 si y = 0.

En este caso

o
I

gW,Ww, ) =W/W, , s1¥W,*0

1 +1

X =1siw = 0.
t+1

Es importante notar que, aunque ({ Xt} es una serie
estrictamente estacionaria, en general la funcidén de medias
o de autocovarianza de esta serie no esta definida, a pesar
de que E[Wf] < o. Por ejemplo, se supone que las variables
A tienen distribucidén normal con media cero y varianza 1

y, desde luego, las Wt son independientes. En este caso, Xt



16

tiene densidad de Cauchy, la cual estad dada por
f(x) = [m(1 + )17, x € R,

de donde se desprende dque ningin momento de X es finito;
vea Dudewicz y Mishira (1988) o Mood, et. al., (1974) para

detalles. o

A continuacién introduciremos una nocidén mas general

de proceso estacionario.

Definicién 2.5. Una serie de tiempo {th € Z} es
estacionaria (en el sentido de segundo orden o débil) si

satisface las siguientes condiciones:
(1) Para todo t € Z, E[Xi] < w;

(ii) Para todo t € z, E[X ] = E[X ], es decir, la funcién

de medias de la serie {X.} es constante, y

(iii) Para cada r,s € Z,

Cov[X ,X ] = Cov[X ,X 1, (2.12)

1+s-r

esto es, la covarianza entre Xr Yy Xs depende solo de la

diferencia entre los indices r y s.

Observacién 2.2. (i) Si E[Xf] < w, entonces, usando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

E[1X,1] s {E[X.1}"% < =,
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esto es, X tiene esperanza finita y la condicién (ii) en la

Definicién 2.5 tiene sentido.

(ii) La condicién (iii) en la definicidén anterior puede

establecerse de la siguiente manera:
G(r,s) = G(1, 1 + r -s), r,s € L.

Como en el caso estrictamente estacionario, definimos la
funcién de autocovarianza de una serie estacionaria {Xt} (en

el sentido de la Definicidén 2.5) mediante

v(h) = COV[X1’th]’ h e Z;
note que en este caso se tiene
Cov[Xr,XS] = y(r-s). (2.13)

(ii) si {Xt} es una serie estacionaria su funcidén de

autocovarianza tiene las siguientes propiedades:

Para todo t € Z,

(a) %(0) = Cov[Xt,Xt] = Var[Xt] = 0; vea (2.12).

1/2

(b) la(t)l = Cov(X,X .1 = ({var(X)-var(Xx, )}’"", ¥
usando (a) se desprende que
lr(t)l = 7(0).
(c) 7(t) = Cov[Xl,X“t] = Cov[X“t,Xl] = y(-t), esto es,

7(+) es una funcidén simétrica.
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En el siguiente ejemplo se discutira la diferencia
entre 1la nocién de estacionariedad estricta en la
Definicién 2.3 y 1la idea de estacionariedad en la

Definicién 2.5.

Ejemplo 2.3. (i) Suponga que la serie {X,} es estrictamente
estacionaria.

(a) De acuerdo a la Definicién 2.5, para due {Xt} sea una
serie estacionaria es necesario dque E[Xf] < o, Como se
observé en el Ejemplo 2.2(ii-b) es posible que E[Xf] no sea
finita, y entonces {Xt} no es una serie estacionaria (en el
sentido de segundo orden); vea la parte (i) en la

Definicién 2.5.

(b) Si E[Xf] < o, entonces {XQ} es estacionaria en el
sentido de segundo orden. Esto se desprende del hecho de
que en este caso la esperanza de X esta bien definida, y
no depende t (es decir, la funcidén de medias es constante),
lo cual es consecuencia de dque las X's tienen la misma
distribucién. El1 hecho de que G(r,s) depende sbélo de 1la

diferencia r - s fue verificado anteriormente.

Podemos resumir esta discusidén de la siguiente manera:

Si {Xt} es una serie estrictamente estacionaria,
entonces {X,} es estacionaria en el sentido de segundo

orden si y s6lo si E[Xi] < .
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(ii) Suponga ahora dque {Xt} es estacionario en el sentido
de segundo orden. A continuacidén veremos mediante un ejemplo

que {Xt} no necesita ser estrictamente estacionaria. Con

este fin, considere dos sucesiones {Vt} y {Bt} donde

(a) Las variables aleatorias Vt son independientes e
idénticamente distribuidas (iid) con distribucién comin

N(0,1);

(b) Las variables aleatorias Bt son iid con distribucién

comin Ber(1/2), y

(c) Las sucesiones {V;} y {Bt} son independientes.

Ahora defina

X:=V si t es par;

X:=2B-1 si t es impar.

En este caso no es dificil ver que para todo t € Z,

E[X,] = 0 (2.14)

]
=

E[xf] (2.15)

Mas aln, para r # s se tiene lo siguiente:

Si r y s son pares,

Cov[Xr,XS] = Cov[Vr,VS] = 0,

pues las variables aleatorias V. son independientes.

Similarmente, si r y s son impares,
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Cov[X},Xs] = Cov[Br,BS] = 0.

Por Gltimo, si r es par y s es impar (o viceversa)
Cov([X ,X_] = Cov[V ,B] = O,

ya que la sucesién {v.} es independiente de {Bs}.

Esta discusién implica que G(r,s) = Cov[X ,X ] = O si r =
s. Combinando esto con (2.15) se obtiene que G(r,s) depende
solo de r - s, y por lo tanto el proceso {XP} es una serie
estacionaria (en el sentido de segundo orden). Sin embargo,
es claro que {X} no es estacionaria en el sentido

estricto, pues X& y X2 no tienen la misma distribucién. o

La motivacién para introducir las series de tiempo
estacionarias fue el tener la posibilidad de obtener
estimadores razonables de las funciones de medias y de
autocovarianza. Para un proceso estacionario, la funcidn de
medias es constante, digamos u, y un candidato obvio para
ser considerado como estimador de u es la media muestral de
las variables observadas, las cuales supondremos dgue son
X1”Xz’”"xn‘ Se Concluye esta seccidén con un resultado que
establece condiciones bajo las cuales la media muestral de

las variables observadas es un estimador consistente de pu.
Teorema 2.1. Sea {X } una serie de tiempo estacionaria con

w = E[X,],

y sea Xn la media muestral basada en las observaciones X1’
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X2, H-Xn, esto es,

X=(X +X + - +X)/n, nxl
Entonces,

_ h=n+1

(i) n-var(X) = _ %, v(h)-[1 - Ihl/n],
y

[2]
(ii) Si S:= e |[¥(h)| < », entonces para todo £ > 0,

P[IE; - ul 2] — 0 cuando n — o,

esto es, {X } es una sucesién consistente de estimadores de
n

u; vea Dudewicz y Mishira (1988), Mood, et. al., (1974)

o Cavazos Cadena (1990).

Demostracidén. (i) Si se observa que

n n

n
Var[t§1xt] = Cov[t§1xt’ s§1xs]

n
= t,§=1 COV[Xt’ Xs]
n
= t’§=1 7(t-s). (2.16)

Ahora es féacil ver que cuando s y t varian en {1,2,---,n}
la diferencia t-s toma valores en {zlz € Z, |z| < n}. Mas
aan,

(a) para h=1, 2,---, n-1, t-s = h s6lo cuando

(¢t,s) = (h+1,1), (h+2,2), ---, (n,n-h),



esto es,

(b) Para h = -1, -2,-

(t,s) =

y por lo tanto t-s =

(t,s) (observe que

(c) Para h =0t - s =

t-s = h paran - h =

(1,-h+1),

|h| =

22
n - |h| parejas (t,s).
h sbélo cuando

-(n-1), t-s =

(2,—h+2), *++, (h+n, n),

h para h + n = n - |h| parejas

- h pues h < 0).

0 cuando y s6lo cuando

(t,s) = (1,1), (2,2), ---,(n,n),
es decir, t-s = 0 para n = n - 0 parejas.
Usando (a), (b) y (c) vemos que, en (2,16), el término

¥(h) aparece en n - |h| ocasiones, y que esto ocurre para
cada h con |hl < n. En consecuencia,
n h=n+1
Var[t§1xt] - h=—§+1 ¥(h)-[n = |hl],
y entonces,
— -2 n
Var(Xn) = n Var[tglxt]
_ h=n+1
=n? T o(h)-[n - A,
-1 h=n+1
=n-  _ 2 v(h)-[1 - |hi/m],
de donde se desprende dque
h=n+1

n-Var(fg)

h=

S ¥()-{1 - |hl/n].

-n+l
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(ii) Note que

h=n+l
n-Var(Xn) = h=_§+1 W(h)'[l - |h|/n].
h=n+1
= h=—§+1 |3’(h)|[1 - |h|/n].
h=0
= § |7(h)| = S < .

= Z
Luego, Var(in) = S/n, y usando la desigualdad de Chevichev

vemos que para todo £ > 0,

P[Ii; - ul ze] = S/[nezj——+ 0 conforme n — o.

Esto concluye la demostracién del teorema. |

Observacién 2.3. Bajo ciertas <condiciones dque no
se discutiran aqui, puede demostrarse que la funcidén de
autocovarianza 7(-) de un proceso estacionario {Xt} puede
ser estimada consistentemente por la funcién de

autocovarianza muestral ¥, la cual se define a

continuaciédn.

Se considera que se han observado X1’ X --Xn. Entonces,

2'

7(h) := T (X, -X)° (X, -X/n, silhl <n;

t n t+h

+= 0 cuando |h| = n.
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El lector interesado puede consultar Box y Jenkins (1976),

Anderson(1976) o Brockwell and Davis (1987)

2.4 FILTROS

Otro concepto de utilidad en el estudio de las
series de tiempo es el de filtro. En general, se entiende
por filtro a la operacién que transforma una serie dada
{Xtrt € T} en otra serie {Ytl teT }, de modo que ya hemos
visto algunos casos de filtros en el Ejemplo 2.2. Hay
muchas maneras en que una serie puede ser transformada,

pero las transformaciones lineales son las mas importantes.

Definicién 2.6. Supongase que {XJt € Z} es una serie esta-
cionaria (en el sentido de segundo orden) y que {akl k e 7}

es una sucesibén sumable, esto es,

fos]

la | < a. (2.17)

k=-00

Defina la serie { Iklt € Z} mediante

00
Y = > aX , tel. (2.18)

En este caso, se dice que {Ydt € Z} se obtiene a partir de
{Xkrt € Z} mediante el filtro (sumable) {akl k € Z}, mien-

tras que {Y;lt € Z} es el proceso filtrado.

k =00

Note ahora que (2.18) implica que IYJ5k=§wakD&4J,
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y entonces

k=0
E[IYtI] = k=§—:oo akE[IXt—kI]
k=00
= 2 aE[IX|] <, (2.19)

donde las dos udltimas desigualdades dependen de due {Xt}
sea estacionaria. Esto implica que la serie que define a Y,
en (2.18) es convergente con probabilidad 1. Por otro lado
ya hemos visto un caso de la accidén de un filtro lineal; en
el Ejemplo 2.2(iia), el proceso {tht € Z} se obtuvo a
partir de 1la serie estacionaria {WtH: € Z} mediante 1la
aplicacidén del filtro {a} dado por a = a_= 1ya =20

para kK # 0, =-1.

A continuacién se verad que al aplicar un filtro
sumable a una serie estacionaria {Xt}, el resultado es de

nuevo una serie estacionaria.
Teorema 2.2, Suponga dque

(i) {XJt.e Z} es un proceso estacionario,

Y
(ii) El1 filtro a = {ak} es sumable, esto es satisface
(2.17).

Sea {Yt} el proceso obtenido a partir de {Xt}

aplicando el filtro a, es decir,
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k=00

Y = T aXx ,tel.
t k=-0 k t-k

Entonces {Yt} es una serie estacionaria.
Demostracién. Primero observe que, por (2.19), Y, tiene

esperanza bien definida, y que

k=0 k=00

E[Yt] = k=§:00 akE[xt—k] = k=§:oo akE[X1]’

por lo que E[Yt] es constante. Para concluir, es necesario
ver que E[Yf] < o, Yy que Cov[Y},Y;] depende s6lo de s - r.

Con este fin obvserve que para todo r,s,n € Z, se tiene que

n n

Cov[k=§:n akxpk'j=§n is-3

akyx(s -r +k - j)aj. (2.20)

Haciendo s = r se obtiene que

n n n
Var[kzi_ln akXPk] = Cov[k=§2n aer__k,j=_n anPj]
n
= k,§=_n gﬁ&(k - j)af
n
= k,%z—n IakWX(O)aﬁ

n
= Wx(o).k,z -n IakaJ

2
lakl} 7
y por lo tanto

n

[24]
< . 2
Var [ 2 aX '] = ¥, (0)-{,Z_, la 1}°, n, r e Z.
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Tomando limite cuando n — ® en el lado izquierdo de esta

tltima desigualdad se obtiene que

(o0]
< . 2
Var [Y}] = ¥(0) {kg_m lakl} , r ek,

lo cual significa que Y tiene varianza finita para todo r.
En este caso tomando limite cuando n — « en ambos lados

de (2.20) se obtiene que

[oe]
Cov[Y},Ys] = k,§=_w akyx(s -r +k - j)aj, r,s, € Z.
Por 1lo tanto COV[Y},Y;] depende s6lo de s - r Yy se
concluye que {Y } es estacionario. [

t

Las series de tiempo estacionarias han sido
estudiadas intensamente y existe una amplia teoria acerca
de ellas. Sin embargo, muchas series de tiempo que surgen
en las aplicaciones no son estacionarias. Veremos en la
siguiente seccién <como un filtro 1lineal puede ser
extremadamente Gtil para transformar una serie no
estacionaria en una nueva serie que si es estacionaria, y
para la cual existen métodos poderosos de estudio.
Concluimos esta parte de nuestra exposicidén introduciendo

una notacién especial para filtros lineales.

Notacién. Considere el filtro asociado con la sucesidn {a}

dada por a = 1, a = 0 para k # 1. En este caso (2.18) se
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transforma en
Yt = Xt—l'
Yy denotamos este filtro por B, esto es,
BX :=X ,telZ. (2.21)
t t-1
Observe ahora que B(BXt) = BY = de = Xbe’ Yy entonces
B°X =X _.
t t-2
En general, definimos
Kk
BX:=X , t,kelZ.
t t-k

Con esta notacidén, (2.18) puede escribirse como

donde

k

- k
a(B):= k=§:00 aB;

recuerde que a =

= {ak}.

2.5. DISENO DE UN FILTRO

Con frecuencia las series que surgen

aplicaciones pueden descomponerse como

en

las
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X =m +s +Y,teZ (2.21)

donde
(a) {Y,} es una serie estacionaria con media cero,

(b) m_es una funcién que representa la tendencia del pro-
ceso; usualmente m es (0 puede aproximarse por) una

funcién polinomial,
m =c +ct+ctH+...+cth (2.22)
t o] 1 2 n

como en el caso en dque {Xt} es la serie de las poblaciones
de algunos paises; vea, por ejemplo, Brockwell y Davis

(1987) pp. 14-25.

(c) La componente s, representa una componente peridédica o
repetitiva en {X.}, esto es, para todo t se tiene que s.=
S, .a’ donde d es un entero positivo el cual se denomina el

periodo de s.

Note que si X se descompone como en (2.21),
entonces E[Xt] =m + s, la cual (en general) depende de t
Yy en este caso {X '} no es una serie estacionaria. Dado que
la serie de interés se descompone como en (2.21), un
problema importante es estimar la componente de tendecia
m , la componente peridédica s, asi como construir una serie
estacionaria a partir de X . Por lo pronto, veamos como la
aplicacién de filtros lineales puede transformar {X} en

una serie estacionaria.
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Ejemplo 2.4. (i) Suponga que X = a + bt + s+ Y donde s,

tiene periodo 12 y la serie {Yt} es estacionaria con media

cero. En este caso

(1L - B®¥)X =X -X
t t t-12

= (a + bt + s + Yt) - (a + b-(t-12) + sb42+ quz)

=12'b + Y- Y,

donde hemos usado dque S, T S5 Usando el Teorema 2.2

12 . . .
vemos que (1 - B )Xt es un proceso estacionario con medilia

12-b. Ademas,

(1 -B)(1-BHX = (1 - B12)Xt— B(1 - B)X,

Y-Y -%Y% + Y
t t-

es un proceso estacionario con media cero.
(ii) Suponga que )&: (a + b-t)-s{+ Yt donde s, es otra vez
una componente estacional con periodo 12. En este caso

(1 - 1312)xt = (1 -B%)[(a+ bt)s]+ (1L- Blz)Yt.
Ademas,

(1 - B®)[(a + b't)s,]

[(a + b-t)-st] -[(a + 1:»-(t-12)-st_12

[(a + b-t)-st] -[(a + b-(t-12)-st

12b-s
t
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y entonces,
(1 - 1.912)}(t = 12b's, + (1 - Bla)Yt.

Ccomo s, tiene periodo 12, (1 - Blz)st = s - s = 0, de

donde se desprende que
(1 - B® (1 - 1912)1(t = (1 -B%@1 - By,

=Y-2Y _+7Y _,
t t-12 t-24

Y usando el Teorema 2.2 vemos que {(1 - Bm)(l . BQ)X£} es

una serie estacionaria. o

En el ejemplo anterior se establecid que 1la
aplicacién de un filtro lineal puede transformar una serie
no estacionaria en una serie que si es estacionaria. A
continuacién se aplicara un filtrd para obtener un
estimador insesgado de la funcién de tendencia m_ cuando

ésta es un polinomio.

Ejemplo 2.5. Sea {Xt} la serie dada por Xt =m + Yt, donde

{Yt} es una serie estacionaria con media cero.

(i) En este inciso se supondrid que la tendencia m_ es la
funcién cuadratica

2
m =c+ ct + c.t,
t ) 1 2

Yy que el filtro a(B) estad dado por
7
k

a(B) = k=§7 akB,
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donde a =a. .,y

a,a, - ,a] = (1/320)-[74,67,46,21,3,-5,-6,-3].
o] 1 7

Se vera ahora que
7 7

a(B)X = 2 aBX = zZ alX
t k=-7 =

es un estimador insesgado de m .

Con este fin se observa que

7
a(B)X = Z_ alX
t k==7

y como E[Yk] = 0, vemos que

7 7 7
E[a(B)X] =X _am _+ X _akE[Y ] = X am .
t i==7 i t-i i==7 i t-i i==-7 i t-i
Luego, E[a(B)X ] = m si y sbélo si
7
m = § am . (2.23)

Ahora se tendrd que verificar esta ecuacidén para todo tezZ y
cada funcidén cuadréatica m,y es claramente suficiente com-
probar (2.23) para cada una de las siguientes tres posibi-

lidades (a)-(c) para m .

(a) m = 1l para todo t € Z.

"M ~

En este caso (2.23) es equivalente a 1 = a,, una
1

i==7

igualdad que es facilmente verificable a partir de 1la



definicién de 1los ai’s.

(b) m t.

En este caso debemos ver que

t =

Para esto, recuerde que

que

7

=
i=-7

t =

Ademas, debido a que a,

7
entonces t = X a - (t
i==-7 i
establecer.
_ .2
(c) m = t-.
7
Note que t = i§_7 ai-(t -
t? =

ai-(t - i) +

7
X a
i=

-7 i.(t

1 =

7
P
i

- i).

=-7

a-i.
i

7
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7
i§_7 a de donde se desprende

= a_ se tiene que i§_7 a-i = 0y
- i), que es lo que se deseaba
i), t e Z implica que,

7
i§_7 ai-t-(t - 1)

7
. 2
i§_7 ai(t - 1)

7
+ 1§-7 ai-l-(t - 1)
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7 7

Ahora notese due i§_7 aii = 2-i§1aii = 0, donde la
dltima igualdad se obtiene féacilmente a partir de 1la

definicidén de las a ’'s, y entonces
1

_ _ 422
th =T, 3t - 1)

que es (2.23) con m = t°.

Usando (a)-(c) se concluye que (2.23) ocurre para toda
funcidn cuadratica m, y en este caso

E[a(B)Xt] =m.

(ii) Si a(B) es el filtro de la parte (i), se vera ahora

que E[a(B)Xt} = m_ para toda funcidn cubica
2 3
m =c+ct +ct+ ct.
t 0 1 2 3

Como antes, E[a(B)X ] = m es equivalente a

lo cual se debera verificar cuando m_ es un polinomio de
grado = 3. Usando la parte (i) basta verificar esta

igualdad para m = t. para lograr esto primero notese que

7
2 _ . _ 1,2
t —i§_7ai (t i)~,

(por la parte (i)), de donde se sigue que

3 ! 3 ! 3
t°= £ a-(t-1i)7 - T al(-i)°’
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3

7
Por otro lado, usando que a = a_ se ve que i;q a&(- i)

il
1
M ~

.3
ai” = 0, y entonces
1

7
3 _ . _ 43
tT = i§_7 ai (t i),

lo cual demuestra que (2.23) ocurre también para polinomios

de grado 3.

El filtro que se considera en este ejemplo se conoce
como filtro de 15 puntos de Spencer. Para mas detalles
acerca de filtros, vea, por ejemplo, Kendall y Stuart

(1976) . o

En el ejemplo anterior hemos visto que es posible
estimar la componente de tendencia del proceso Xt = m + Yt
por medio de un filtro lineal, siempre y cuando m_ sea un
polinomio de grado = 3. En los siguientes Teoremas
abordamos el problema de disefiar un filtro que permita
estimar wuna funcién de tendencia polinomial de grado

arbitrario.

Teorema 2.3, Supongase dque {akl Ikl = r} es un filtro

simétrico, esto es,

Entonces, las siguientes condiciones (a) (b) y (c) son

equivalentes.
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(a) Para toda tendencia m= c+ c1t+ . . .ct’, t ez,

r

m= 2 am t e Z.
t k=-r k t-k

r

(b) t° =2 ak(t—k)s, t ez.

(c) Para todos los enteros ncon 1 =n = s/2,

k=1 k
y ademas
r
a+ 2-¥X¥ a = 1.
[o] k=1 k
Demostracién. Es claro que (a) 1implica (b). Ahora

supongase que para todo t € Z
r
S s
t = % a(t-k)°. (2.24)
Como ambos lados de esta igualdad son polinomios se

sigue que ésta ocurre para todo t € R. Luego, derivando

r veces ambos lados de (2.24) respecto a t se obtiene que

r
t77 = £ a (t-k)7T,

y como 0 = r = s es un entero arbitrario, la condicidén (a)
se sigue de inmediato. Por lo tanto se ha demostrado que
(a) es valido si y sdlo si (b) lo es. Para concluir, se
verd que (b) y (c) son equivalentes. Observe que (b) ocurre

si y sbélo si

r
t° = = a (t-k)°®
k=-r Kk
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= at® + 3 a[(t+k) + (t-k)°] (pues a = a_)

= aotS + k§1 ak[Y§0 (SSI) [ty (k) T tY(-k) S-Y]]

r S

= at’+32 a X A [2-t7(k)¥7]

0 k=1 k 0< y <s y

s-y par
= at’+ é a ; (%) [2-t7- (k)°™
(] k=1 k <y <s s-y
s~y ar
s r s s-2n 2n

=at+ X a-2 z ( ) t (k)

[¢] k=1 k s-2n

y por lo tanto, (b) es equivalente a

s s-2n

r r
= L +S . 2n. s
t® = (a+ 2% a)t+2. £ [T akTIC)t

1<2n<s

donde la igualdad ocurre para todo t € Z. Como ambos lados

de esta ecuacidn son polinomios, ésta es equivalente a

r r
ao+ 2-k§1ak =1, Y k§1 akk = 0, 1l =n-=gs/2,

y esto termina la demostracidn del teorema. =

Es importante notar que las ecuaciones en 1la

condicién (c) del Teorema anterior tienen solucién tGnica si
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y sélo si r = [s/2] = parte entera de s/2; si r < [s/2] las
ecuaciones en (c) tienen la solucidén (Gnica) a =1ya =
0 para k = 0. Por otro lado, para r > [s5/2] el sistema

tiene miltiples soluciones.

La primera parte del siguiente resultado es una
consecuencia del teorema anterior, mientras que la parte
(ii) se obtiene usando la técnica de multiplicadores de

Lagrange. .

Teorema 2.4. Suponga que X = m+ Y, donde m es un
polinomio de grado = s y {Y } es una serie estacionaria.

Entonces, si { au k| = r} es un filtro simétrico,

(1) m = kg_rakxt__k es un estimador insesgado de m sl y
s6lo si
r r 5
n
a0+ 2-k§1ak =1,y k§1 ad< =0, 1=n-=gzs/2. (2.25)

(ii) si {Yt} ~ IID(O,GZ), entonces Var(mt) es minima si y

sblo si existen A ,A, . . . A € R tales que
o 1 [s/2]

(a0,2a1,---,2ar)

[s /2] - 5
n
= 7\0(1,2,"',2) + 21 Kn(O,l ;2

n=

n

2
l"'lrn)r (2°26)

donde (ao,al, . . .ar) satisface (2.25).

Ejemplo 2.5. Se usard el Teorema 2.4(ii) para obtener el

filtro simétrico {akl |lk] = r} que produce una varianza

A

minima para m, .
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(i) Se Toma, por ejemplo, s = 2, lo cual significa que m
es una funcidén polinomial de grado 2. En este caso, el

sistema (2.25) tiene soluciones midltiples sbélo cuando

r >s/2 = 1. Cuando r = 2, la ecuacidbén (2.26) es
2 .2
(a,,2a,2a) = A (1,2,2)+ a,(0,1%,27), (2.27)
donde (ao,al,az) satisface (2.25). Para resolver (2.27)

observemos que este sistema es equivalente a
2a= 2A_ + A, y 2a_= 2A + 4 .
1 [0} 1 2 (o] 1

Reemplazando en (2.25) se obtiene

%+(2%-+AJ +(2%+4AJ = 1;

2 2
(22 + A )-1" + (22 + 4A )-2° = 0.
o] 1 (0] 1

Estas ecuaciones son equivalentes a

51 + 5a = 1 y 10A + 17A.= O,
o} 1 [0} 1

cuya solucidn es

A= 17/35 y A,=-10/35.
Luego
a = a = 17/35;

a_ =a= [22 + A]/2 = [2:17/35 + (-10/35)]1/2 = 12/35;
a_, =aj= [2A+ 42 ]/2 = [2-17/35 + 4-(-10/35)]/2 = -3/35.
(ii) Cuando r = 3 el mejor filtro {b | |kl = 3},
satisface

(by,2:b,2:b,,2:b) = 2 -(1,2,2,2) + Al'(o,12,22,32),



es decir

b= 2a

o 0! 2'b1= 2A0+ Al, 2'b2= 2A0+ 4A1, 2'b3= 2A0+ 9A1.

Reemplazando en (2.25) se obtiene
’

1= (b + 2'b + 2:b+ 2:b ) = 7A+ 14A_;
(o] 1 2 3 0 1

—.-2 ..2 --2
0 =2Db-1" + 2:b -2+ 2-b_-3

(24+ A)) + (2a,+ 4r)) 4 + (22 + 92.) -9
= 28A + 98A .
0 1
Asi, debemos resolver el sistema
TA + 14A, = 1;
0 1
282 + 98A = 0.
0 1
La solucidn es
Ao = 1/3, a=-2/21
y entonces
b= = 1/3

o] o]

b, =b= [2r+ A ]1/2 = 6/21

o
I

o = b= [2a+ 4a1/2 = [2/3 + 4(-2/21)1/2 = 3/21;

’

b = b= [2x+ 92 ]1/2 = [2/3 + 9(-2/21)]/2 = -2/21.
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Il PROCESOS DE MEDIAS MOVILES

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se estudiaradn una clase de procesos
estacionarios de gran importancia en series de tiempo, los
cuales se conocen como procesos de medias mbéviles, o
procesos MA. Este modelo se obtiene aplicando un filtro
lineal a wuna sucesidén de variables aleatorias no
correlacionadas con varianza finita, obteniendose como

resultado un proceso estacionario.

La organizacién del capitulo es la siguiente:

En la seccidn 3.2 se introduce una nocidén de
proceso de medias mdviles. A continuacidébn, en la seccibn
3.3 se define la nocién de inversibilidad y se dan las
condiciones necesarias y suficientes para que un proceso de
medias mdéviles sea inversible. Finalmente, en la seccidn
3.4 se estudia el problema de determinar 1la funcidén de
autocovarianza en procesos MA y se presentan dos ejemplos

concretos donde se obtiene tal funcién.

BANCO DE TESIS 00131
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3.2 EL MODELO DE MEDIAS MOVILES.

Los procesos MA que estudiamos a continuacién
contienen un ntmero finito de "ponderaciones" diferentes de
cero. Como antes, denotaremos mediante { Ztrt € Z } a un
conjunto de variables aleatorias no correlacionadas con
varianza comin. De manera informal, un proceso {X.} es de
medias moéviles si X es un "promedio" ponderado de g+l
perturbaciones Zi, desde la actual Zt, hasta una en el
pasado q periodos atras ; ademdas los coeficientes del
promedio ponderado no cambian con el tiempo. Todo proceso
MA resulta ser estacionario, ya que es el resultado de
filtrar la serie estacionaria de pertﬁrbaciones { Zt}

mediante un filtro sumable, y tal serie siempre es

estacionaria.

Definicién 3.1. Una serie { }ﬂlt € Z } es un proceso de
medias moéviles de orden q (MA(q)), si satisface 1la

siguiente ecuacidén de diferencias:

X, =2-62 -...-862_ ,tel, (3.1)

donde 1las Z; S son no correlacionadas con varianza comln;
para mas detalles vea Box y Jenkins (1976) pp. 67-72 Yy
Brokwell y Davis (1987) pp. 89-90

Note que (3.1) puede escribirse de la forma

= - - 2_ - q
X, (1 6 B 6B . o . equ)zt (3.2)
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o bien de la forma reducida
X,= 6(B)Z,. (3.3)

A continuacién se introducira la nocién de
inversibilidad, la cual es particularmente simple para el

el caso de procesos MA.
3.3 PROCESOS INVERSIBLES.

Iniciamos esta seccidén definiendo de manera precisa

el concepto de inversibilidad

Definicién 3.2, Sea {Xt} un proceso MA(q) como en (3.1). El

proceso {X } se dice inversible si
e(z):= 1 + 6,z + ezz2 +oeee 4 aqzq 20,

para todos los nimeros complejos z que satisfagan |z|< 1.

La nocién de inversibilidad introducida en 1la
definicién anterior es importante y estd 1ligada a 1la

siguiente pregunta:
si X =6(B)Z = (1 6B - 6 B°- --- -8B )z, tez,
t t 1 2 q t
. es posible expresar {Zt} en la forma
[04]
z =2 aX , teZ ?

La respuesta es afirmativa si y solo si {X,} es inversible.
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Tener la posibilidad de "despejar" z, de la ecuacidn

z, = 6 (B) X es Gtil para implementar procedimientos de
estimacién de los parametros 61 <. eq en (3.1). El1 lector
interesado puede encontrar mas informacidén sobre este tema

en Brockwell y Davis (1988 y 1989), asi como en Melard

(1984) o Berk (1974).

Ejemplo 3.1 Sea {Xt} el proceso MA(1l) dado por

t t t-1
En este caso 6(z) =1 - 6.z Y la Gnica raiz de 6(2)
es z = 1/61, la cual tiene valor absoluto mayor a uno si y

solo si |81| < 1. Luego {Xt} es inversible cuando y sbélo
cuando |61I < 1. En este caso, se puede despejar z, como

sigue:

Notese que Xt = (1 —elB) Zt y entonces, procediendo

formalmente, se tiene que

z = (1 -6B D
2 k
=k§0 (61B) Xt’
esto es,
4]
Z = 3 6 X _ ;
t k=0 1 t-k

Notese que la serie converge cuando n91| < 1 ( esto es,

cuando {Xt} es inversible ) y diverge en otro caso.
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Ejemplo 3.2 Considerese el proceso MA(2) dado por

X=1- 0.4 Z + 0.04 Z
t t-1 t-2

observese dque el polinomio 6(z) correspondiente a esta

serie es

6(z) =1 - 0.4 2 + 0.04 Z°

= (1 - 0.2 z)?

por lo que ©8(z) tiene la UGnica raiz doble z =1/0.2= 5

la cual cae fuera del disco unitario y se concluye que el

proceso {Xt} es inversible. 0

3.4 FUNCION DE AUTOCOVARIANZA.

En esta seccidén, se dara una expresién para la

funcién de autocovarianza de un proceso (la funcidén de

autocovarianza ya se definié en el cap. 2). MA como en

(3.1). notese que para k > 0

7 (k)

1l
25}
>
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, 6.6 E[Z __,2Z ]

t-s t+k-r

~ donde 80= 1.

Finalmente, usando que 7(:) es una funcidén simetrica
se concluye que

q-k

‘W(]{) ==s§&) ézgas+|k| ’ keZ.



IV PROCESOS  AUTORREGRESIVOS

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se estudiard wuna clase muy
importante de series estacionarias, a saber, los procesos
autorregresivos. Las razones por las que estos procesos son
Gtiles en las aplicaciones son diversas, y aqui

se mencionan sdélo dos de ellas:

(i) Los calculos para determinar las funciones importantes
del proceso, por ejemplo la funcién de autocovarianza

pueden realizarse mediante algoritmos eficientes, y

(ii) Una serie de tiempo arbitraria puede aproximarse
por un proceso autorregresivo en el siguiente sentido: si
se conoce 1la funcién de covarianza 7, de una serie
arbitraria {Yt}, puede encontrarse un proceso
autorregresivo {Xt} cuya funcién de autocovarianza 7,

coincide con ¥, bpara todos 1los retardos h con |h| < M,

donde M es un entero positivo arbitrario.

La organizacidén del capitulo es la siguiente: En la

Seccidén 2 se introducen los procesos que estudiaremos en
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este capitulo asi como la nocién de polinomio causal.
Luego, en la Seccibén 3 se describe un método para calcular
la funcién de autocovarianza el cual involucra la solucién
de un sistema especial de ecuaciones lineales conocido como
el sistema de Yule-Walker. En la seccidén 4 se establece un
resultado acerca de la unicidad de las soluciones de ese
sistema, y éste se demuestra en la Seccibén 6, después se

presentan algunos resultados preliminares en la seccidn 5.
4.2, EL MODELO AUTORREGRESIVO

Empezamos esta seccidén con una definicidén formal de

la nocibén de proceso autorregresivo.

Definicién 4.1. Una serie {XJt € Z} estacionaria con media
cero es un proceso autorregresivo de orden p (AR(p)) si

satisface una ecuacién (de diferencias) de la forma

Kot X +tZ,tel, (4.1)

donde { Zt} es una sucesidén de variables aleatorias no co-
. . . 2
rrelacionadas con varianza comin ¢ > 0, y PLrPyr P € R
P
son nimeros dados.

Note que (4.1) puede escribirse como

- - 2—---— p =
(1- ¢B - ¢,B ¢ B°) X =2,
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donde B® X€= X i vea la seccidén 2.3 del capitulo 2.

Podemos abreviar alin mas esta ecuacidén escribiendo
¢(B)Xt= Zt: (4.2)
donde el polinomio ¢(z) estda dado por
p(z) =1+ 9z + 9z + - +02, (4.3)

al cual denominamos el polinomio autorregresivo del proceso
X1},

{ X}

La primera pregunta que surge en relacién a la definicidn

anterior es la siguiente:

Dados los coeficientes P 1Py s® asi como el ruido
P

blanco {Zt},

¢bajo qué condiciones existe un proceso {X}

que satisfaga (4.1)7

En el ejemplo siguiente se estudia esta pregunta en el

caso especial p = 1.

Ejemplo 4.1. Supongase que ¢(z) = 1 - ¢,z El objetivo
es determinar para que valores de € R existe un proceso

{X.} que satisfaga

X-9X _ =2. (4.4)

Se verad este problema en cada uno de los siguientes

casos a) -c).
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En esta situacién se vera que no existe {Xt} que satisfaga
(4.4). Esto es, demostrar gque no existe solucidn estacio-
naria {Xt} de la ecuacidén en diferencias (4.4). Con este
fin, suponga que {X.} satisface (4.4). Iterando esta
ecuacibébn se desprende inmediatamente que

_ r
X =2 2 Zt_k + <p1Xt_r. (4.5)

Por otro 1lado, como {Xé} es un proceso estacionario, se
tiene que ”XJ'=='WbeT" = M (< w) para todo t,r. Entonces

(4.5) implica que

r-1
2

2 r _ k
M) 2 1 X-9X 117 =11 Z ¢ 2Z I

2

r-t 2k 2
= ¥ .
k=o|<P1| IIZkaI,

donde hemos usado la condicién de que las variables z,
son no correlacionadas para obtener la segunda igualdad.
Como lel =1y Var(Zt) = ¢°, la ecuacién anterior implica

que

(2M)° > 11X, - <p’xt_r||2 = ¥ 1¢° = r 0%,

y entonces o’ = (2M)2/r. Como r es un entero positivo

arbitrario, esta Gltima desigualdad implica gque o° = 0, lo

cual es una contradiccidén. Por lo tanto, concluimos dque, si
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lel = 1, entonces, no existe un proceso {Xt} que satisfaga

(4.4). ,

b) I¢1I > 1. En estas circunstancias se verda que si existe
solucidn estacionaria {Xt} de la ecuacidn (4.4) y dque ésta
es UGnica.

Suponga que {X } satisface (4.4). Despejando X _, se tiene

X = (/)X - (1/¢)2,,

o equivalentemente,
X, = (M/e)X - (1/9)2,,,-

Iterando esta ecuacidn se obtiene

X, = (1/e)[(/e)X - (/e)Z 1 - (1/¢)2

= (e)x, - (e)%Z,,, - (/920

y en general,

r

— - k r

Xt— k§1(1/gp1) z..*t (1/¢1) Xt+r, r > 0. (4.6)
r _ r

Como |¢1I > 1, ”(1/¢1) Xt+JI = |(1/¢1)| HXt+PH -— 0 cuando

r — o, y entonces, tomando limite conforme r -— o en

(4.6), se concluye que

o0
_ K
X.= k2 (110)° 2 (4.7)
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Reciprocamente, si se define X mediante (4.7), se tiene

que

[s4]
_ k
X = k§1(1/¢1) Ztﬂ(

(-1/¢1)z k§2(1/¢1)kzt+

t+1 k

o

k+1
Z (179" 'z

(—1/({)1)Zt+1 t+1+k

-+

= (-1/9)Z,,, + (1/p){- Z (1/p)"Z, }

t+1+k

+

= (-1/¢)Z,, + (1/¢)X

1 t+1°

ILuego, para todo t,

Xt = (nll(pl)zt-i-l + (1/(p1)Xt+1'

y entonces

X = (P1Xt + zt+

a1 , t € Z,

1
y esto significa que {X.} satisface (4.4).

c) lel < 1. Se notard que para esta condicién también

existea una Gnica solucién estacionaria de (4.4).

Supongase que {Xt} es solucibén de (4.4), esto es,



53
e iterando esta ecuacidn, es facil ver que

Xt= Zt+ (p1 Zt-l + (P1 Xt-z'

y en general, para todo k > O,

+ ¢f+1 Z .

_ k
Xt = Zt+ (pl Zt—1+ oot (p1 Zt— ko1

k

Como lp | < 1, ||¢‘1‘”z o= e |<?

k+1 2
Wz i = (o)
t-k-1 1 t-k-1 I ¢ 1 I

—> 0 conforme kK — o, y la ecuacidén anterior implica que

[04]

_ Kk
Xt - k§o {Plzt—k°

Reciprocamente, si X esta definido por 1la ecuacién

anterior, entonces

esto es,

Xt = Zt + (P1Xt-1’

y entonces {X.} satisface la ecuacidn (4.4).

Se puede resumir la discusidén en este ejemplo como sigue:

Existe un proceso {Xt} que satisfaga (4.4)

si y sbélo si lwﬂ z 1.
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Observese que ¢p(z) = 1 - ¢,z tiene una sola raiz, a saber r
= 1/¢,, Y que la condicién IwJ # 1 equivale a |r| = 1.
Por lo tanto la conclusidén anterior puede establecerse

equivalentemente de la siguiente manera:

Existe { X} que satisfaga (4.4) si y sbélo si

el polinomio autorregresivo ¢(z) = 1 - %

no se anula en { z lz € €, lz|l= 1 }. o

Lo importante del ejemplo anterior es que su conclusidn se
generaliza al caso de procesos autorregresivos de orden

arbitrario.

2 .
Teorema 4.1, Sea ¢(z) = 1 - 2 - 92z 0 wpzp un poli-
nomio con coeficientes reales. Entonces, para que exista un

proceso { X} que satisfaga
$(B)X, =Z,, t €L,

es necesario y suficiente que el polinomio autorregresivo
¢(z) no se anule en {z| z € C, lz] = 1}.

Demostracién. Agqui sblo se establecera la suficiencia; una
demostracién completa puede verse en Brockwell y Davis

(1987) .

Suponga que ¢(z) # 0 en {z| |zl = 1}, y defina y(2)

mediante



55
Y(z) := 1/¢(2), |zl # 1.

Entonces ¥ se expresa en la forma

v(z) = 2 vz,

k=-0 k

donde la serie converge absolutamente en una regidén anular
R ={zl zeCy r < lz] < rz} donde r < 1<r,.
Ahora definase X mediante

A t e Z. (4.8)

Xt= W(B)Zt= k=" "k t-k'

En este caso,

P
¢ (B) X= 120 9%

P o0
= 1§o ®; k%o wk t-i-k
p [
- i§o k§0 ‘oi.wkzt—i—k’
esto es,
o]
w(B)Xt - § (i§k=r(pi.wk)zt—r' (4.9)
Por otro lado, observese que ¥Y(z) = 1/¢(Z) equivale a
p
p(z)¥(z) = 1 y usando que y(z) = I ¥ z' vy ¢(2) =2 92" se

desprende que

1 =y(z)e(2)

¥z {E ¢ 2%}
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y entonces,

1=3 {5 _9¢ ¥1=z.

i +k=r

Comparando los coeficientes de z' en ambos lados de esta

ecuacidébn vemos que
® iw =0 sir=0,
y ademéas

e Yy =1 si r = 0.

Combinando estos hechos con (4.9) concluimos que

p(B)X =2 ( .=  oe¥)IZ __ = Z,

i+k=r ik t-r

pues el coeficiente de Zt se anula cuando r # 0. o
-r

El Teorema anterior establece que existe un proceso
AR(p) con polinomio autorregresivo ¢(z) si y sélo si ¢(z) =
0 para todos los nlmeros complejos z con |z| = 1. Los
polinomios que satisfacen ¢(z) # 0 cuando |z| = 1 reciben

un nombre especial.

Definicién 4.2. El polinomio ¢(z) se dice causal si ¢(z) =
0 para todos los nimeros complejos z que satisfacen |z| =

1; se supone que ¢(z) tiene coeficientes reales.



57

cuando ¢(z) es un polinomio causal la funcidén ¥(z)

= 1/¢(2), se expresa como una serie de potencias

k

(z) = I, ¥z

y entonces la tGnica solucidn de <p(B)Xt = Z, esta dada por

23]
Xt= k§0 wkzt—k; (4.10)
vea (4.9). Esto significa que X es una funcidén de
perturbaciones ZS con s < t. La idea es dque las

perturbaciones Z_con s > t, las cuales se interpretan como
ocurriendo en tiempos posteriores a t, no aparecen en la
expresidén (4.10) para Xt y, por lo tanto, cuando ¢(z) es un
polinomio causal, la unica solucidén de <p(B)Xt = Z_ no
depende de perturbaciones futuras. Es importante mencionar
que un proceso AR(p) arbitrario puede expresarse como en

(4.1) para algin polinomio causal ¢(z) y un ruido blanco

adecuado.; vea, por ejemplo, Brockwell y Davis (1987).

Concluimos esta seccidén con un ejemplo en el dque
determinaremos condiciones necesarias y suficientes para

que un polinomio de grado 2 sea causal.

Ejemplo 4.1. Considere el polinomio ¢(z2) = 1 - ¢,z - <p2z2.
Veremos que ¢(z) es causal si y solo si los parametros

((p1,<p2) pertenece a la regidn triangular determinada por
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(p1+ (pz< 1
¢1‘ ¢2< 1 (4.11)

lp, 1 < 1.

Primero supongase gque ¢ es causal.

En este caso ¢(Z) no se anula en [-1,1]. Como ¢(0) = 1,
debemos tener que ¢(1) > 0, es decir ¢(1l) = 1 - ®,- P, > o,
y similarmente ¢(-1) = 1 + ¢, - 0> 0, lo cual da las
primeras dos desigualdades en (4.11). Para terminar, sean
r y r, las raices de ¢(z). Entonces Irll > 1, |r2| > 1y

p(Zz) se escribe como
p(z) = (1- r')z) (1- T ,2),

de donde se desprende que ¢, = (rﬂﬁ)q, y entonces Iwzl =
Irarg°1 < 1, lo cual establece la tercera desigualdad en
(4.11) .

Reciprocamente supongase que ¢, Y @, satisfacen (4.11).
Tenemos que ver que ¢(z) es causal, es decir, que las
raices r yr, de ¢(z) tienen valor absoluto mayor a 1. Con
este fin, note que las primeras dos desigualdades en (4.11)
significan que ¢(1) > 0y ¢(-1) > O.

Si r e (-1,1) se tienen la dos posibilidades (a) y (b)

descritas a continuacién.

a = .
(a) r=r,
-1
En este caso Ir}rzl < 1 y entonces Iwzl = Ir&rg > 1, lo

cual contradice la tercera desigualdad en (4.11).
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(b) r, € (-1,1) es una raiz simple de ¢(z); note que r# 0,

pues ¢(0) = 1.

Si r e (-1,0) entonces ¢ toma necesariamente valores
negativos en el intervalo (rl,O) y, ya que ¢(1) > 0, ¢ debe
anularse también en algin punto re (rl,l). Por lo tanto la
otra raiz r, tiene valor absoluto menor que 1 y entonces
lrr | < 1, lo cual implica que Iwzl > 1, en contradiccién

con la tercera desigualdad en (4.11). De manera similar se

prueba que r e (0,1) conduce a una contradiccién.

Esto demuestra que ¢(Z) no posee raices reales en el
conjunto {z| Izl = 1}. Sin embargo esto no demuestra
todavia que ¢ es causal, pues debemos ver que ¢ no se anula
para cualquier nGmero complejo z con [z| = 1. Para ver esto

suponga que ¢ € C no es real y que ¢(c) = 0.
En este caso, la otra raiz de ¢ es c y ¢ se escribe como

o(z) = (1 - z/c)- (1 - z/c),

de donde se desprende dque ¢, = (c-E)"1 = |cl™. Usando la
tercera desigualdad en (4.11) vemos que |c|"2 < 1, y enton-
ces |cl > 1, esto es ¢ no pertenece al conjunto. {z| |z| =
1}. En resumen, hemos visto que la condicién (4.11) implica
que ¢(Z) no posee raices z con |z| = 1, y por lo tanto ¢ es

causal. o
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4.3. DETERMINACION DE LA FUNCION DE AUTOCOVARIANZA.

En esta seccién verad como encontrar la funcién de
autocovarianza ¥ (‘) de un proceso AR(p) en (4.1);
se supondrd que el polinomio autorregresivo ¢(z) = 1 + ¢.2
+eeo ¢pzp es causal. En este caso X se expresa en

términos de las perturbaciones { ZSI s <t }; vea (4.10).

El siguiente método de los dos pasos, descrito por
Brokwell y Davis (1987), es un método de calculo muy

conveniente para determinar ¥(-).

Paso 1. Encontrar ¥(0),¥(1),:::,7(p) resolviendo el sistema

5 (k) 2

z v (k)p=o0

k=0 K } (4.12)
/P

P
k§0 7(!1-kl)wk= 0O i=1,2, . .

el cual es el sistema de ecuaciones de Yule-Walker (Y-W)

asociado a ¢.

P

Paso 2. Usar v (i) = k§1 w(i-k)wk, i > p, para determinar

Y(p+1), v(p*2), . . ., €n una manera recursiva.

Para que el método de dos pasos descrito al inicio
de la seccidén esté bien justificado es necesario demostrar
que el sistema de Yule-Walker tiene solucidn tnica cuando
el polinomio autorregresivo del proceso es causal. En la

siguientes secciones se abordara este problema.
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4.4, UNICIDAD DE LA SOLUCION DEL SISTEMA DE YULE-WALKER

En esta seccidén se establece un resultado acerca de
la unicidad de las soluciones del sistema de Yule-Walker
(4.12) en el caso en que el polinomio autorregresivo es
causal. Este resultado de unicidad puede ser verificado
facilmente cuando el grado de ¢ es pequefio, digamos p = 1 o
p = 2, pero cuando ¢ es de grado arbitrario, la situacién
es distinta. En Achilles (1987) o Liitkepohi y Maschke
(1988) puede encontrarse una demostracidén de que el sistema
(4.12) tiene solucidén Gnica cuando ¢ es un polinomio
causal. El objetivo que se tiene en el resto del capitulo
es calcular el determinante de la matriz del sistema de
Yule-Walker, y la presentacidn esté basada en
Cavazos-Cadena (1992). Se Vera que cuando ¢ es causal, la
matriz de (4.12) posee un determinante no nulo, confirmando

la unicidad de la solucidn del sistema.

El resultado que que se expone tiene como consecuencia

principal la siguiente:

El sistema de (Y-W) asociado a un polinomio ¢ tiene

una solucidén Gnica si y sbélo si
rr, #1, 1,3 =1,2,---,p. (4.13)

donde rar, « - . r son las raices de ¢.

(Vea el Teorema 4.2 lineas abajo.)
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Notese que cuando ¢ es un polinomio causal todas
sus raices estadn fuera del disco unitario, y en este caso
(4.13) se satisface claramente.

Antes de enunciar el siguiente teorema,
encontraremos la matriz del sistema de Yule-Walker asociado
a ¢. Empezaremos introduciendo 1la siguiente notacién
referente a los coeficientes de ¢(2):

wk:=0 para k < 0 6 k > p. (4.14)

Ahora observe que para i > 0,

p i p
kEOW(Il—kI)wk = k§07(1_k)wk +k§n4 7(k_l)¢k

p-i

i
=% Do, HZ v (D)o,

y usando la convencién (4.14) obtenemos

p p
Zo? (1i-kD e = 7(0)p, + Z 2(3)-[e,_, + ¢,

i+]}
Asi el sistema (4.12) puede ser escrito como

7(K)p, =

k=0

T 1Mo

g ;
} (4.15)
+ e ]

v(0)e, +Z v(3)-[e,_, "

La matriz (cuadrada) de coeficientes de este sistema sera

denotada por M(¢). Claramente, M(¢) es de orden (p+l) y
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estd dado como sigue:

Para i = 0,1,2, . . .,p
o ! (4.16)

El siguiente teorema contiene una férmula para el determi-
nante de M(¢p) y, como consecuencia directa, se desprende un

criterio para la no singularidad de M(gp).

Teorema 4.2, Sea ¢(z) = 1+ 0,2 +...+qopzp un polinomio
complejo con grado p. Si las raices de ¢ son oo« - - ,rp

y M(¢) es como en (4.16), entonces (i) y (ii) ocurren.

p
(i) Det M(p)= T [1-(r,r) 710 (1) ; (4.17)

para p = 1 el primer producto en (4.17) es 1.

(ii) M(¢) es no singular si y sbélo si r;rj# 1 para

todo i,j =0,1,2, . . .,p.

La demostracién de este resultado serd dada méas
adelante. Por el momento notamos que (ii) se sigue
inmediatamente de (i), Yy dque (4.17) es facilmente
verificable para pequefios valores de p. Por ejemplo,

suponga que p = 1 y que ¢(z) = 1- wlz . En este caso
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M(p) =

Entonces Det M(¢) 1 - wf y esto queda como

vea (4.16).
1, pues ¢ tiene la (Gnica) raiz r, =—1/¢f

(4.17) con p =
Para p = 2 se factoriza ¢(z) como

p(z) = (1 + alz)-(l + azz),

donde las raices de ¢ son

r, =—1/ai,_i = 1,2,

y entonces

— 2
p(Z) 1+ (a1+ a2)z + aaz.

Por lo tanto, M(¢) estad dada por

1 a+a aa
1 2 2
M(p) = a1+ a, a1a2+ 1 0 .
aa a+a 1
12 2

tercera columna se obtiene

Expandiendo Det M(¢) por la
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Det M(¢)

_ 2_ _ 2
= aa,l(a+ a,) -aa, (1+ aa)l + (1+ aa)) (a+ a)

=-(a+ a)% (1= aa) + (1+ aa) [1- (a,2)°]

(1- alaz)-[-(a1+ a2)a+ (1+ aiaz)z]

(1- a,a)-(1- a)-(1- a),

y reemplazando a, por -1/ r se obtiene (4.17) con p = 2.

ILL.a demostraciédn del Teorema 4.2 en el caso

general es por induccién y sera presentada en la Seccidn 5.

4.5 PRELIMINARES BASICOS

Esta seccibén contiene algunos resultados
preliminares que seran utilizados en la demostracidn del

Teorema 4.2.

Se inicia introduciendo wuna notacidén especial para

algunos objetos de interés asociados a un polinomio ¢.

Notacién. Recuerdese que Z denota al conjunto de enteros, N

= {0,1,2,'--} mientras que C representa al conjunto de
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nGmeros complejos. Por otro lado, el espacio vectorial com
plejo & consiste de todos los vectores V:N—> C con la pro-
piedad de que, para algin C € N, V(k) = 0 si |kl > C; &
estd dotado de las operaciones usuales de adicidén vy
multiplicacién por escalar. El1 operador de desplazamiento

s:2—> & esta definido como sigue:

Para V € &

s(V) (0):=0, y s(V)(k):= V(k-1),k = 1,2, ---; (4.18)

ademas,

SLvy=sv  y  s™(V)= s"(s(V)) (4.19)

Por otro lado, 1los renglones y columnas de una
matriz cuadrada M seradn numerados a partir de cero y Det M
denota el determinante de M. Para vectores vb,vl,n-,v; e &
definimos la matriz cuadrada M}u(V%’V1""’Vn) de orden
(n +1) por

N%+1(VO,Vi,~--,Vn):= vi(j), i,j=0,1,2,---,n. (4.20)

Por otro lado, span{VOAG,-n,V;} denota el espacio vecto-
rial espacio generado por V;s y Dim span{Vb,Vl,n-,V;}
es la dimensién correspondiente. Para concluir, con un
polinomio ¢(z) = 1 + 0.z +---+(ppzp de grado p asociamos dos

- &« e .
vectores ¢ y ¢ en £ definidos como sigue:
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B(x):i=p(k) y @(k) =¢ , k=0,1,2, . . .p;
< k (4.21)
B(k):=0 'y P(k):=0, k > p.

Con cada polinomio ¢ se asociard una sucesidén en &

definida a continuacién.

Definicién 4.2. Sea ¢(z) = 1+ ¢ Z +...+ wpzp un polinomio
de grado p. La secuencia vl = { Vf [teN } < £ se define

como sigue :
(i) para 1 =n < p

vPyi=9p, v VW= +e k=1,2,.

n+k

(ii) Para n € N, V?n:= sn($) y vP = sn($).

n+p

A partir (4.14), (4.20), (4.21) y de la definicién
anterior, se desprende que la secuencia v® esta relacionada

con M(p) através de la siguiente igualdad:

- v ... y®
M((P) - Mp+1(V0IV1I le ) (4°22)

El principal resultado de esta seccidn es el

siguiente.
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Teorema 4.3. Supongase que ¢(Z) = 1+ wlz +o4 ¢pr tiene
grado p y satisface ¢(b) = ¢(1/b) = 0 donde b € C -{0}.

Entonces (i)-(iii) ocurren.

(i) Dim span { V?l,vf,n.,vﬁﬂ} <p + 1.
(ii) Para cada a € C,
Det M (V‘p + a-VgD ' Vw + a-vw'...,v‘p + a.Vw ) p— 0.
p+2 (o] -1 1 0 p+1 P

(iii) Para todo a € C, Det M[(1 + aZ)¢] = O.

La demostracién de este resultado es algo técnica y
se ha dividido en 1los Lemas 4.1-4.5 dque aparecen a
continuacidn. Estos resultados auxiliares se refieren a las

siguientes nociones.

Definicidén 4.3. Sea V = {Vtrt € Z} una secuencia en £.

(i) V tiene propiedad d(p) si, para todo n € N

Dim span { VJ-n =t = p+tn } = p+n.

(ii) Dado a € €, la secuencia TV = { TthI teZz } esta

definida mediante

TV :=V+av , t e N.
t t t-1
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Ahora se iniciara el camino hacia una demostracidén
del Teorema 4.2. La primera etapa es la siguiente.

P

Lema 4.1. Sea ¢(z) = 1+ wlz +...+ ¢z un polinomio

de grado py a € €C-{ 0 }. Si 6(z) = (1 - az)¢p(z), entonces

ve = T vP.

Demostracién. Sea n € {1,2,:::,p}. A partir de la Defini-

cidén 4.2 se sigue que

e =g = ) ) ) _ [
V> (0) =9+ aep =V (0)+aV (0) T V' (0),

y para k =1,2,-'-,
vk =6 +6

=(p +a

n+k .(pn+k—1) + (‘pn—k + a¢

n-k-1

]

]
~~
S

+ + . +
n+k (pn—k ) a [ ‘Pn—l—k ‘pn-1+k

= vf(k) + a-Vf_l (k)

Tav‘f(k) .

Se Concluye que, para 1 = n = p, Vf = T;Vf. Para completar
la demostracidén esta igualdad debe ser verificada para
n=0 y n>p. Con este fin, primero observe que

> «
o=%+as@ y o= sk + af;
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esto se desprende de (4.18)-(4.21). Entonces, para n z O,
e n > n_-> -2
V_n= s (B) = s[¢ + as(¢)].
n > n+l -
= s (p) + as (¢)
=v? +av®
-n -n-1
=Tv¥ .
a -—n
Similarmente,
e n < n <~ &
Vieper = S5 (8) = s'[s(p) a¢ ]
= s"(h) + as"()
= v¥ + a-v?
n+l+p n+p
=7 v¥ .
a n+p+1
Asi, se ha visto que v o= v y vo =71 V¥
-n a =-n n+p+1 a n+p+1

para todo n € N, y como ya se ha notado, ésto completa

la demostracién. =

El siguiente resultado muestra cémo se comporta una

transformacién T respecto a la propiedad D3d(p).

Lema 4.2. Sea a € C arbitrario y suponga que

vV = {th.e N } ¢ & tiene la propiedad d(k).
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Entonces TV tiene la propiedad d(k+1).

Demostracién. Notese que TQQE span { Vyqu} y entonces,

para r € N arbitrario,

span{T;ﬁI-r = t = k+1l4r} c span{VJ—(r+1) = t = k+(r+l)}.
Ahora observese que si V tiene la propiedad 9(k), el espa-
cio al lado derecho de la relacién anterior tiene dimensidn

=k + r + 1y, consecuentemente,
Dim span { T;ﬂl-r =ts (k+t1)+ r } = (k + 1) + r,

lo cual demuestra que TV tiene propiedad 3d(k+1). n

Los siguientes dos lemas relacionan la propiedad

9(k) con secuencias v?.

Lema 4.3. Sea ¢(2Z) un polinomio de grado p = 1 y suponga

gque ¢(1)= 0 6 ¢(-1)= 0. Entonces,

v® tiene 1a propiedad d(p) .

Demostracién . Primero supongase que p = 1. Cuando ¢(1) = 0

se tiene ¢(z) = ¢(0) (1-2) y, usando (4.21), se Ve dque

n

9
¢
—$,e1 cual implica que para n = O, V?n= s“($) = =-s ($

)
=—Vfﬂf Si ¢(-1) = 0 se sigue que ¢(z2) = ¢(0) (1 + 2) Yy

entonces 3 = $ y se concluye dque V?;= me, n € N. Por lo

tanto, en cualquier caso se ve que para todo r € N,
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span{ Vf |-r = £t = 1+ r } = span{ Vf i1 = t = 1+ r},

y como el espacio al lado derecho tiene r + 1 generadores
'
concluimos que Dim span{ Vt |-r =t <=1+ r} =r + 1, i.e,

v? tiene la propiedad 9(1); vea la Definicién 4.3(i).

Completaremos la demostracién por induccién en p.
Suponga que el resultado es verdadero para p = k, y sea ¢

un polinomio de grado k+1 con raices 1 o -1. En este caso

es claramente posible factorizar ¢ como ¢(Z) = (1+ az)6(z)
donde a € C, y 6(z) tiene grado k y satisface 6(1) = 0 &
e(-1) = 0.

Por la hipétesis de induccién Ve tiene la propiedad 9(k), y
entonces v¥ = Ta'v6 tiene la propiedad d(k + 1), por el lema

anterior. n

Lema 4.4. Sea ¢(Z) un polinomio de grado p = 2 tal que ¢(b)
= ¢(1/b) =0 para algin b € € -{0,-1,1}. Entonces, v? tiene

propiedad 9(p).

Demostracién. El1 argumento es similar al usado en la demos-
tracién del Lema 4.3. Primero supongamos que p = 2. En este

caso

p(z) = ¢(0)- (1 - z/b)- (12 - bz)

©(0)-[1 - (b+b )z + 2°1,
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usando (4.2.1) vemos que '] =-$. Por la definicidén 4.1(1)
y q 4

esto nos dice que V?n = v¥ n =z 0, de donde se concluye

4
2+n

que para todo r € N,

¢ 4
span{vt |-r = t = 2+ r} = span {thl =t =2 + r},
y como el lado derecho tiene r + 2 generadores concluimos
que Dim span {Vf |-r =t =2+ r} =r + 2, i.e, v® tiene 1la
propiedad ®(2). El resultado para p arbitrario se obtiene
por un argumento de induccidén similar al usado en la demos-

tracién del Lema 4.3. u

Se Concluye esta seccidén con un resultado sera muy

Gtil en la demostracidén del Teorema 4.2.

Lema 4.5. Sea ¢(z) un polinomio de grado p con ¢(0) = 1.

Entonces,

- ¢ P )
Det M(p) = Det M__(V(, VI, . . . VI ).

Demostracién. Por conveniencia defina

.= 4 9 ¢
Li= M (V0, Vi, -« « V7 )

y observemos que

La submatriz obtenida eliminando la fila p + 1 asi como
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¢ P P
la columna p + 1 de L es MWJ(VO, Vie - . Vp).

Ahora se calculan las componentes de 1la Gltima

columna de L. Primero recuerde la Definicidén 4.2(i) y note

que

L

oo™ Vo(p+1) = s°(B) (p+1) = B(p + 1)

vea (4.14), (4.18) y (4.19). Por otro lado, para 1

= + =0
n,p+l (pn+p+1 (pn—p—l !

donde hemos usado (4.14) en la Gltima igualdad.

Finalmente,
Lp,p+1= Vf(p""l) = so(za) (p+1) = f;(p.*.l) — 0,
y
— & _ o« _ _ _
Lp+1,p+1 = s(p) (p+1) = ¥(p) = ¢, = ¢(0) = 1.
Resumiendo:

(b) La ultima columna de L consiste totalmente de ceros

excepto por el elemento en el Gltimo rengldn, el cual es

uno.

Para concluir, se expande Det L por 1la pasada

columna. En éste caso, (a) y (b) implican que

= P P Py _
Det L Det M%H(Vo, V1’ . . Vp) Det M(¢),
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donde la Gltima igualdad se sigue de (4.22). [

Finalmente ya se tienen los argumentos necesarios

para demostrar el Teorema 4.3.

Demostracion del Teorema 4.3. Sea ¢(2) = 1+ ¢ Z +---+ ¢pzp
un polinomio de grado p con ¢(b) = ¢(1/b) =0 para algln
beC - {0}.

(i) Cuando b = 1 o b =-1 el Lema 4.3 dice que v¥® tiene
propiedad d(p) y, por Lema 4.4, lo mismo ocurre cuando b #

1, -1. Entonces, por la Definicidén 4.3(i) se concluye que
] ¢ 9 9
Dim span {V—1'Vo’ . . .Vpﬂ} = p+1.

(ii) Observese dque

span{v‘f+a-v‘f_1|r =0,1,2, - ,p+1} < span{v‘f -1 = t = p+1},

y entonces Dim span {Vf + a-Vfdlr = 0,1,2, -+, ptl} = p+l,
por (i) se sigue que los p + 2 vectores Vf + a-Vfﬂ, r =
0,1,2, ', (p+1) son 1linealmente dependientes en &, y es

claro que éste hecho implica la dependencia lineal de los

P wP o y? v
renglones de MWQ(VO, + a V-1’ ,Vpﬂ+ a Vp), y entonces

Det M (Vq)’ +a.V‘p ’...’vw + a,V(p) —_ 0.
p+2 (o] -1 p+l P

(iii) Defina yY(z):= (1 + az)-¢(z). Entonces Yy tiene grado
p+l, y usando (4.22) con p+l y en lugar de p y ¥ en lugar

de ¢, respectivamente, se ve que
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M) =M (W, W, oL W),

p+2° o 1! p+1

_ P, L.yP P P
=M _(Vi+avl, . . .V +av),

donde se usa el Lema 4.1 para obtener la segunda igualdad.

Finalmente, la parte (ii) nos da M(y) = O. ]

4.6 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2

Después de los preliminares de la seccidén anterior,
finalmente ha llegado la hora de establecer la validez del

Teorema 4.2. se puede Iniciar el trabajo

Demostracién del teorema 4.2. Como se menciond anteriormente
es suficiente probar la parte (i). Sea ¢ el polinomio de
grado p dado por

p(z) = 1+ 9. Z +...4 ¢pzp,

y podemos factorizar a ¢ como

P
p(z) =T (1 +az),

donde las raices de ¢ son -1/ai, i=1,2,"--,p. Con esta

notacidén se debera demostrar que

P P
- _ _.2
Det M[i§1(1+ aiz)] —1f ?<Kp [1 aiaj]igl(l ai). (4.23)
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Se verificarad esta igualdad mediante un argumento de

= >

induccidén. Supongase que (4.22) es verdadero para p = n =

2, y sean a,a, . . . 2 numeros complejos no nulos.

n+

Podemos Definir

Y(z):= i13[1(1 + a&z), (4.23)

y para ¢ € C defina F(c) por

F(c) = Det M__(V/+ c-v'f’l,...vf+1+ ey, (4.29)

Combinando los Lemas 4.1 y 4.2 obtenemos

(a) F(c) = Det M[(1 + cz )-y(2)]; en particular,

n+l

F(a ) = Det M[1I=I1 (1+ aiz)]. (4.25)

n+1

Por otro lado, usando la multilinealidad de la funcidn

determinante (4.24) implica que
(b) F(c) es un polinomio en ¢ con grado < n + 2;

(¢) F(1) = F(-1) = O.

* n
Para verificar (c), sea ¥ (2):= (1 + z)igz(1+ a&z) y note
que w*(-1)= 0, Yy que (1+z) yY(z) = (1 + alz)w*(z); vea
(4.23). Entonces el inciso (a) anterior

F(1) = Det M[(1+2) yY(z)] = Det M[(1+aiz)w*(z)] = 0, donde la
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anterior igualdad se justifica por el Teorema 4.3(iii) con

Y vy -1 en lugar de ¢ y b, respectivamente. Similarmente

puede verse que F(-1) = 0.
(d) F(l/ai) =0, i=1,2,--',n.
Para demostrar esto, seleccione k,i € {1,2,---,n} con k =#

i, y definamos

(k)

U(z):= (1+ z/a) " (1+ az), (4.26)

donde M indica el producto sobre todo j # k, 1 = j = n;

note que

(1+ z/a ) ¥(z) = (1+ az)¥(z).

A partir de (4.26) es claro que J(—air=0 y, como k =# i,
¥ (z) contiene el factor (1+ a&z), de donde se desprende que
y(-1/a,)) = 0. Por 1lo tanto, usando (a) se obtiene
F(1/a,) = Det M[(1+ z/a)-y(z)]= Det M[(1l+ az)-¥(z)],
y usando el teorema 4.3(iii) con ¥ y -a, en lugar de ¢ y

b, respectivamente, se concluye que F(l/ai) = 0.

Para continuar supongase, por el momento due,
a,a, "",a son diferentes ntmeros en €C-{ 0,1,-1 }. En
este caso, (c) y (d) muestran que el polinomio F(c) tiene n
+ 2 raices, a saber, 1,-1 vy 1/a, i=1,2,---,n. Combinando

este hecho con (b) vemos que F(:) tiene grado n + 2 y puede

ser factorizado como
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F(c) = (1- c¢) (1+ c) T (1-ac) F(0). Poniendo

c=a_ Y usando (a) se sigue que

n+l

Det M[ T (1-az)] = (1- a:ﬂ);I:Il(l— aa )-F(0). (4.27)

v Y W
o’ "1

e o o
1 ’ n+l

Ahora usando (4.24) se ve que F(0) = DetM&Q(V
y entonces F(0) = M(y), por el Lema 4.5 aplicado a ¥. Ahora,

la hipdtesis de induccidén implica que

F(0) = T (1 - af) 1T (1 -aa),

1<i<j<n

y combinando esta igualdad con (4.27) se obtiene

n+l n+1

2
Det M [igl(l- aiz)] = i1;[1(1- aJ

1§g<J§$1— aiaj), (4.28)

el cual es (4.13) con p = n+l. Aunque (4.28) ha sido esta-
blecido bajo 1la hipdtesis que a,a, -"-,a son nlimeros
diferentes en C - {0}, debido a que ambos lados de (4.28)

son funciones continuas de las a's, la igualdad es valida

para a ,a ,"'-,a arbitrarios. En resumen, suponiendo que
(4.23) se satisface para p = n, hemos demostrado que tam-
bién se cumple para p = n + 1. Esto completa la demostra-

cidén del Teorema 4.2. ]



v PROCESOS ARMA

INTRODUCCION

En éste capitulo, se expone una combinacidn de los
procesos autorregresivos y procesos de medias mbéviles.
Tales procesos son del tipo mixto y permiten ampliar de
manera considerable la clase de modelos para series de

tiempo estacionarias.

Los modelos mixtos ocurren frecuentemente en
situaciones préacticas dada la flexibilidad que tienen para
representar fendmenos aleatorios de tipo estacionario. Los
modelos mixtos tienen, ademds, una propiedad muy importante
que puede describirse, de manera algo informal, como sigue:
en comparacidén con loé modelos puramente autorregresivos o
puramente de medias méviles, un modelo mixto requiere
menos parametros para brindar una buena aproximacidén de un

fenémeno aleatorio.

Este tltimo capitulo se organizé de la siguiente
manera: En la seccién 5.2 se introducen los procesos ARMA,
asi como las definiciones de causalidad e inversibilidad.
Por dltimo, en la seccién 5.3 se describen tres métodos

para calcular la funcién de autocovarianza para procesos

ARMA.
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5.2. EL MODELO ARMA

Los modelos autorregresivos y de promedios méviles
de orden (p,q), usualmente abreviados ARMA(p,q), son con
frecuencia utilizados ©para describir y pronosticar
observaciones en series de tiempo, y estan definidos de la

siguiente manera.

Definicién 5.1. Una serie { th t € Z } estacionaria con
media cero se dice que es un proceso ARMA de orden p,q
(ARMA (p,q)) si satisface una ecuacidén (de diferencias) de
la forma

X~ 0%, ,=---"0 X _= 2+ 62 +...+867  teZ (5.1)

donde, como antes, las Zt’s son variables aleatorias
no correlacionadas con varianza comln o> > 0, ¥y
PP ¢p, el,ezp.qeq € R. Observe ahora que (5.1)

puede escribirse como

(1- 9B —...- ¢ B)X= (1+ 6B + ...+ 6.B)Z,
donde B* X= X (vea la seccidébn 2.3 del capitulo
2) y podemos abreviar alln mads la expresidn anterior
escribiendo

¢(B) X = 6(B) 2, (5.2)



donde los polinomios

p(2z):

G(Z):

p(z2) y 6(z) estan dados por

wlz - . .

6.z -

R

.- 82z,
q

}
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(5.3)

los cuales son el polinomio autorregresivo y de medias

méviles del proceso, respectivamente.

Definicién 5.2, Un proceso ARMA(p,q) definido por las

ecuaciones (5.2) se dice que es causal (o, mas

precisamente, que es una funcién causal de { Z } si existe

una sucesidn de constantes { wj} tal que

. (5.5)

Note que, la causalidad no sélo es una propiedad del
proceso { X}, sino de la relacidn entre los dos procesos {
X}y {23} También podremos decir que { X} es causal, si

éste se obtiene a partir de { z,} por aplicacién de un

filtro lineal causal.
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El siguiente teorema establece 1las condiciones
necesarias y suficientes para que un proceso ARMA(p,q) sea
causal. También proporciona la representacidén de X en

términos de { Zs,s <t }.

Teorema 5.1, Sea { Xt} un proceso ARMA(p,q) para el cual
los polinomios ¢(*) y 6(:) no tienen ceros en comin.
‘Enonces { Xt} es causal si y sbélo si ¢(z) # 0 para todo
z € C tal que |z|] < 1. Los coeficientes { wt} en (5.5)

estdan determinados por la relacién

W(z) = I ¢z =6(z)/p(z) Izl <1. (5.6)

Para una demostracién vea Brockwell y Davis (1987).

En los procesos ARMA(p,q), la causalidad es de gran
importancia, pero existe otra condicién, 1la cual esta
intimamente relacionada con la causalidad, tal es el caso

de la nocibn de inversibilidad que a continuacidén se define.

Definicién 5.3, Un proceso ARMA(p,q) definido por (5.2) se
dice que es inversible si existe una secuencia de

0
constantes { l'Ij } tal que jEOHEI < o, ademéas
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z=3 NX _,telZ. (5.7)

Asi como la causalidad, la propiedad de inversibilidad no
s6lo es una propiedad del proceso { Xt}, sino de las
relaciones de los dos procesos { Xt} y { 2.} En el
siguiente teorema, cuya demostracién puede encontrarse en
Brockwell y Davis (1987), Box y Jenkins (1976), o Fuller
(1976) . A continuacién daremos las condiciones necesarias y

suficientes para que { Xt} sea inversible.

Teorema 5.2. Sea { xt} un proceso ARMA(p,q) para el cual
los polinomios ¢(-) y 6(:) no tienen ceros en comnin.
Entonces { Xt} es inversible si y sb6lo si 6(z) #0 para todo

z € C tal que |z| < 1.

Por otro 1lado, es interesante notar que los
coeficientes { IB} en (5.7) estan determinados por 1la

relacién

.z, szj = ¢(z)/ 6(z), lzl < 1. (5.8)

Ejemplo 5.1. A continuacién determinaremos la causalidad e

inversibilidad de varios procesos ARMA.
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(i) Sea X, + 1.9X _ + 0.88X _ = 2 + 22 _ + 1/3Z
t t-1 t-2 t t-1 t-

2
Note que el polinomio autorregresivo es

©(z) = 1- 1.9z + 0.88z° = (1 + 1.1z) (1 + 0.882)

cuyas raices son

r = 1/1.1 y r = 1/0.8

Por lo tanto, se vera que { )&} no es causal ya dque

Irll < 1, es decir, una raiz no estd fuera del circulo

unitario.

Se Analiza ahora la parte de promedios mdviles cuyo

polinomio es

6(z) =1 + 2z + 1/3z°,

Las raices de 6(z) son r yr, donde

)
1l
Lo |
|
N
+

(2% -a(1/3) )% /(2/3)

i
M

|
N
H

(8/3)"%1/(2/3)

= [-3 £ (6)"% 1,

y entonces

r = -0.55 Yy r,= =-5.45.
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Notese (que, tales raices no cumplen con 1las
condiciones de inversibilidad, es decir, solo una raiz

tiene valor absoluto mayor que 1.

(ii) Sea X, + 1.6X, . = Z - 0.4Z _ + 0.042 _.
t t-1 t t-1 t-2
Como en el ©proceso anterior, el polinomio

autorregresivo es

p(z) =1 + 1.6z,

y su Unica raiz es r = -5 / 8. Por lo tanto el proceso no

es causal ya que Ir“ < 1.

Por otro lado,

6(z) = 1 - 0.4z + 0.004z° = (1 + 0.2z)7,

y este proceso tiene la tGnica raiz (doble) r = 5, y se

desprende que { X} es inversible. -

Para concluir esta seccidén se vera un ejemplo donde
se analiza la inversibilidad de un proceso ARMA(p,qd) .
Ejemplo 5.2. Suponga que { )&} es un proceso ARMA(p,dqd)

inversible como en (5.1) con
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se demostarad que la secuencia { I} estia determinada por las
j

ecuaciones

min(q, j)

. +
Hj + k§1 ekHj—k = = ‘Pj/ J € /A ’

donde definimos ¢ = -1, 6= 0 para k > ¢ y p. = 0

para j > p.

Recuerdese que II(z) esta determinada por
p(z) = 1(z) 6(z), (5.9)

o mas explicitamente,

donde 6j= 0y s >dg, por lo tanto para j > O,

(5.10)

M .
=
s}

Il
|

S

donde wj= 0 para j > p, En esta ecuacién, en lugar de sumar
desde k=0 a k=j, es suficiente sumar para k=0 a k=

min(j,k). Asi (5.10) es equivalente a

min (q,j)

k§0 j-k k ]
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y, usando que @ = 1, se concluye que

min(j,q)

I+ L3 M, e, =-¢. (5.11)

5.3. DETERMINACION DE LA FUNCION DE AUTOCOVARIANZA

Se inicia esta seccién, diciendo que { X1 t e Z}
definida en términos de 1las ecuaciones lineales en
diferencia, implica una familia paramétrica de pocesos
estacionarios, los procesos autorregresivos y de promedios
moéviles o ARMA(p,q) . para cualquier funcidén de
autocovarianza 7(-) tal que lim h— « ¥(h) = 0, y para
cualquier k > 0, es posible encontrar un proceso ARMA(p,d)
con funcidén de autocovarianza v (-) tal que, 7 (h) = ¥(h),
h = 0,1,2,...,k. Es por esto que 1la funcién de
autocovarianza juega un papel importante en la seleccién de

un modelo ARMA para modelar series de tiempo.

A continuacién describiremos tres métodos para la

obtencidén de la funcién de autocovarianza.

Primer Método. La funcién de autocovarianza 7 de el proceso

ARMA(p,q) causal ¢(B)X = 6(B)Z, es:

W(k) = 0‘2j§0 ww Ikl (5.12)

1 ]+

donde

oM 8

Y(z) 0z = 06(2)/p(2) para |z|< 1. (5.13)

ol
"
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Debido a que 6(-) y ¢(-) son los polinomios de grado qyp
respectivamente, se puede reescribir (5.13) en la forma
Y(Z2)p(2) = 6(Z) e igualar los coeficientes de z’ para

obtener

oY = ej 0<j< max(p,qg+1) (5.14)

Yy
V= ob< ¥ =0 3 2 max(p,g+l)  (5.15)
Por 1lo tanto se puede resolver (5.14) y (5.15)
sucesivamente para wo’w1' . . . Asi
w0= 80= 1
y=06+yep =06+ ¢ (5.16)

etc. una vez que se han calculado los nameros Y , la
J

funcidén de autocovarianza se determina usando (5.12).

Segundo Método. Un procedimiento alternativo para calcular
la funcidén de autocovarianza 7 () de un proceso ARMA (p,q)

causal estd basado en las ecuaciones en diferencia para
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v(k) , k=0,1,2,..., las cuales son obtenidas al multiplicar
a ambos lados de (5.4) por ka y al tomar esperanzas

se obtiene:

_ 2
7 (k) wlv(k-l)- . . . ¢p7(k—p)— o‘kszjlﬁq equlj__k (5.17)
para
0<k< max(p,q+l) Yy
¥(k) = pw(k-1)- . . . wpv(k-p) (5.18)
para

k > max(p,g+l).

Tercer metodo.- La determinacidén numérica de la funcidn de
autocovarianza y(:) de las ecuaciones (5.17) y (5.18) puede
ser llevada a cabo primero encontrando ¥(0),¥(1),...,.,7(P)
de las ecuaciones con k= 0,1,2,...,p Y entonces usando las
ecuaciones subsecuentes para determinar ¥ (p+1),7(pt2), . .

de manera recursiva.
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