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Este trabajo contiene una exposicidn de los aspectos
mds importantes de la teorfa y métodos de construccidn de in-
tervalos de confianza simultaneos asi como de pruebas de com
paraciones miltiples. Estamos principalmente interesados en
los resultados cldsicos en este campo, pero también presenta

mos algunos desarrollos recientes.

Aunque esencialmente no obtenemos nuevas técnicas, ha
cemos una formulacidn general de los problemas de mayor inte

rés. Los principales resultados se ilustran con ejemplos.




ABSTRACT

CONSTRUCTION OF SIMULTANEOUS CONFIDENCE INTERVALS
AND MULTIPLE COMPARISON METHODS

By
J. CONCEPCION LOREDO OSTI

MASTER OF SCIENCE
EXPERIMENTAL STATISTICS

BUENAVISTA, SALTILLO, COAHUILA. AUGUST 1987
D.Sc. Rolando Cavazos Cadena -Advisor-

Key words: simultaneous estimation, simultaneous infe-
rence; simultaneous test methods; stepwise methods

protected methods; multiple range; Scheffé's method,

Tukey's method.

This work contains an exposition of the most important
aspects of the theory and methods on the construction of si -
multaneous confidence intervals as well as on multiple compa-
risons tests.We are mainly concerned with classical results,

but some recent developments in this field are presented.

Although essentially no new techniques were obtained,
we provide a general formulation to the problems we are con -

cerned with. Examples are given to illustrate the main results.
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INTRODUCCION

Consideremos el problema estadistico que se presen
ta cuando pensamos en la estimacidon del valor de una fun -
cién paramétrica y deseamos que la estimacidn esté acompa-
fiada por alguna medida del posible error en la estimacidn;
por ejemplo, supongamos que la funcidn paramétrica es un -
escalar, entonces, la estimacidon puede consistir en un in-
"tervalo al que se le asocia una cantidad que, de algin mo-
do, expresa la "certidumbre" o "grado de confianza" con el
que, suponemos, el valor de la funcidon cae dentro del in -
tervalo; en este caso el problema es la construccidén de un
intervalo de confianza en el que su coeficiente de confian
za es la magnitud del posible error en la estimacidn. Aho-
ra bien, cuando tenemos no una, como en el caso anterior,
sino un conjunto de funciones paramétricas y deseamos que
la estimacidn de este conjunto esté& asociada a alguna medi
da global del posible error en la estimacidén de todas las
funciones en el conjunto; parece natural en este caso, asig
nar una regidn a cada funcidn y hacer que la estimacién con
sista en un conjunto de regiones que, con una probabilidad
determinada, incluyan simultdneamente todos los valores de

lTas funciones parametrales consideradas en sus respectivas



regiones, es decir, ahora el problema es la construccidn de
un conjunto de regiones de confianza simultdneas. En la mayo
ria de las situaciones prdcticas, este conjunto de regiones

estd constituido por un conjunto de intervalos de confianza.

Un problema estrechamente relacionado con el de la -
construccidn de regiones de confianza es el problema de las

comparaciones miltiples.

La situacidn mds comﬁn en que nos enfrentamos a un -
problema de comparaciones miltiples, se presenta en los dise
fos experimentales: Cuando se prueba la igualdad de medias -
en los tratamientos en el ANOVA con una prueba de F, raramen
te encontramos respuestas que sean suficientemente especifi-
cas para mds de dos grupos de tratamientos, pues un resultado
significante en la prueba implica solamente que no todos los
efectos de los tratamientos son iguales; la pregunta de qué
tratamientos difieren no ha sido contestada. Por otro lado,
hay situaciones en las que estamos interesados, por ejemplo,
en detectar diferencias especificas entre parejas de trata -
mientos; en estos casos, 1a rutina del ANOVA puede no detec-
tarlas, aunque al menos una pareja sea diferente, si las -
otras diferencias son pequefias 0 no existen. Una gran canti-
dad de procedimientos han sido desarrollados en los Gltimos
treinta afios paraofrecer soluciones mds especificas a proble
mas de este tipo. Las té&cnicas y métodos de comparaciones -
midltiples pueden diferir grandemente en muchos aspectos y al
gunos criterios adecuados para compararlos, han sido desarro

1lados muy recientemente; tal vez por esta razdon, adn -




persiste cierto tipo de confusidn entre los usuarios de estos
métodos, sobre como hacer una caracterizacién adecuada de al-
giin problema particular de acuerdo a sus objetivos y cudles -

son las potencialidades y limitantes de los métodos existen -

tes.

En general, cuando nos enfrentamos a un problema d: -
comparaciones miltiples contamos. con un conjunto de hipdtesis
y el problema consiste en construir un conjunto de pruebas pa
ra todas y cada una de las hipdtesis. Hay fundamentalmente -
tres puntos de vista acerca de cdmo deben ser los métodos -
de comparaciones miltiples y estos puntos de vista nos permi-
ten definir tres tipos de métodos, a saber: los métodos de -
pruebas simultdneas, los métodos de pruebas protegidas y los

métodos de comparaciones polietdpicas.

E1 objetivo de este trabajo es presentar algunos de -
los aspectos mds relevantes de la teoria en quese fundamentan
los métodos de construccién de intervalos de confianza simul-

tdneos y los métodos de comparaciones mialtiples.

E1 trabajo se divide en dos capitulos. En el primer -
capitulo se trata el problema de la construccidn de interva -
los de confianza simultdneos y se divide en dos secciones; en
la primera de ellas se intenta presentar una definicion for -
mal del problema y se presentan tres desigualdades particular
mente {tiles en la obtencidén de un método para la construc -
cién de intervalos de confianza simultdneos; las desjgualda -

des son: la desigualdad de Bonferroni, la desigualdad de -



Kimball y Ta desigualdad de Sidak; también se ilustra con al-
gunos ejemplos el uso de estos resultados; en Ta segunda segc
cibn se trata la construccidn de intervalos de confianza si-
multdneos para‘un conjunto de funciones lineales de las me -
dias cuando las variables en estudio, se asume, estdan normal
mente distribuidas; en esta parte se enfatiza en tres méto -
dos, correspondientes a tres distintos conjuntos de funcio -
nes parametrales, a saber: el método de Scheffé, el método -
de Tukey y el método de Tukey-Roy-Bose; ademds, se estudia -
un conjunto de resultados relacionados con estos métodos; -
el capitulo finaliza con una formulacidn general de la solu-
cién al problema. Se pretende también que los resultados pre
sentados en este capitulo sirvan como predmbulo al siguiente,
en-e1 que se trata el problema de las comparaciones mﬂ]}ip]es.
E1 segundo capitulo se divide en cuatro secciones. En la pri
mera, se introducen algunos conkeptos b&sicos que nos permi-
ten caracterizar las familias de hipétesis y los diferentes
métodos de comparaciones méGltiples; en la segunda seccidn se
definen y analizan los métodos de pruebas simultdneas; en 1la
tercera seccidn se presentan los métodos de pruebas protegi-
das y en la Gltima seccidn de este capitulo se estudian las

propiedades de 1os métodos de comparacidon polietdpicos.



CAPITULO 1
CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA SIMULTANEOS

1.1. Descripcion General

1.1.1. Observaciones introductorias acerca de
la Estimacidon Simultdnea

Supongamos que se cuenta con una observacidon de un -
conjunto de variables aleatorias Y = {¥:,¥2,...,¥x} cuya dis-
tribucidn depende de un conjunto de pardmetros desconocidos -
6 ={0,,82+-+,0m}. Consideremos una familia ¥ = {pi, i € I} de
funciones parametrales de interés primario; T denota el con -
junto de Tndices, posiblemente infinito. Denotemos por #4; el
conjunto de valores posibles de V; y aun valor tipico de -
v;(6) por Aj, esto es, Aj € A jpara todo valor de 6 en el es-.

pacio de pardmetros B.

Estamos interesados en determinar, a partir de la ob-

servacidon y de Y, un conjunto de regiones
M(y,a) ¢ MN; i €I (1.1)
tales que las inclusiones

Ai edi(y;a) (1.2.)

se satisfagan simultdneamente para toda i e I con una probabi

lidad de 1 - a, independientemente del valor de 6. En otras -



Palabras, queremos, a partir de la observacidén de Y, obtener

un conjunto { A (y,a); i € I} de regiones tales que

Pg [w i©) e Ai(y; o) paratoda i eI] =1l-a para toda 6e @ (1.3)

E1 valor 1 - o que satisface (1.3) se denomina coeficiente de
confianza simultdneo (CCS) para las regiones definidas por -

(1.1) y (1.2). As7 mismo, el conjunto
{Aj(y;a); i e 1} (1.4)

define una familia de regiones de confianza simultdneas para

¥ con un CCS de 1 - «,

E1 siguiente lema, presentado por Roy y Bose (1953),
proporciona condiciones suficientes para que el problema de -

estimacidn planteado arriba sea solucionado.

Lema 1. Para que la obtencidn.de la familia de regiones de. -
confianza (1.4) sea posible, es suficiente que las siguientes

condiciones se verifiquen:
( i) exista una fami]ia‘de';uncionES-
z={z;(y;2); i e 1} (1.5)
tal que para cada i e 1
€1 22;(yilg) < &2 5 E, y £, constantes independientes 1 ¢ T (1.6)

implique que

Ai € Lily:a)



e inversamente, y

(ii) si, para un © dado, Aj,g denota el conjunto de puntos -

para los que 1o anterior se satisface, es decir,

Aj;,9 = {y: &1 < 25(y;%i(8)) < E2h i € I (1.7)

entonces, para cada 6 admisible

PeI Yy € n Ai'eI =1 -0 (1.8)
I

(y tal probabilidad no depende de 6)

Demostracién. Por (i) £, < Bi< 2 es equivalente a : -
Ai € Aj(y;a) para cualquier i € I. De (ii) se tiene que -
y e Aj,g, implica que &, < Zj S &2 para toda i e I y, reci -

procamente, £, < Zj £ E, para toda i e I implica que y € MA; ¢
I

Entonces, A; € Aj(y;a) para toda i € I, cuando y sé-
lo cuando y € Q A g; la probabilidad de-este evento es por -
hipétesis 1 - o y no depende de lo0s parémetros. Luego, el con

junto (1.4) es una familia de regiones de confianza con un

CCS de 1- a.://
Note que Q Aj,p es el conjunto de los puntos y que -
satisfacen
€1 < inf; {Z5(y;Ap); i e I} y &2 2 supi{Zily;Ai); i e I} (1.9)
También note que pueden existir muchas posibilidades para ele

gir la familia 2 definida en (1.5) y de hecho hay una familia

de regiones de confianza para cada eleccidn.
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La familia de funciones Z definida en el lema, aqui -
serd referida como la familia de estimacidn. Esta familia es
a la estimacion simultdnea 10 que las funciones 1lamadas can-
tidades pivote son a la estimacidn ordinaria, no simultdnea,
de intervalos de confianza para funciones parametrales; en es
te sentido Z es una familia de cantidades pivote, aunque pare
ce mejor decir que es una familia de funciones iGtiles en la -
estimacidn de intervalos de confianza simultdneos, donde las
propiedades de las funciones en la familia, mimetizan las pro
piedades relevantes de las cantidades pivote usadas en la es-
timacidon no-simultdnea. Un tratamiento mds extensivo de estas

G1timas puede verse en Mood et af. (1985).

En adelante supondremos que cada funcidn paramétrica
es un escalar y su regidn de confianza respectiva puede ser -

expresada como un intervalo en la recta.

Un procedimiento para construir un conjunto de inter-

valos de confianza simultdneos (ICS) para un conjunto de fun-
ciones parametrales con un CCS de 1 - a, podria ser como si -
gue: primero consideremos cada funci6én paramétrica separada -
mente y asociemos un intervalo de confianza ordinario a é&sta,
con un coeficiente de confianza de 1 --ap (ap < a); el siguien
te paso es considerar la interseccidon del conjunto de interva
los asociados a las funciones paramétricas individuales y -
usar esta interseccign para determinar la longitud de los in-
tervalos de modo que éstos se satisfagan simultineamente con

un CCS de 1 - a, naturalmente 1 - @ < 1 - ao; dado o puede



determinarse ao y viceversa.

Cuando la interseccidn QAi,e, usando la notacidn del
lema, puede ser definida de manera simple y podemos encontrar
los valores &; y £, para los que (1.8) se satisface, el proce
dimiento anterior nos permite estimar una familia de ICS con
un:CCS de exactamente 1 - a; queda entonces por decidir si -
son en algin sentido 1os "mejores" para el problema particu -
lar considerado. E1 tratamiento de algunos de estos casos se-
rda pospuesto hasta la seccidén (1.2) y ahi trataremos de acla-
rar en que sentido una familja de intervalos puede considerar
se como mejor que otra. Por otro lado, es necesario aclarar -
que, en general, el procedimiento anterior no es el unico po-

sible.

Hay situaciones en las que la interseccidn N 2ie no
puede ser fdcilmente expresada o es té&cnicamente dificil de -
termindr la probabilidad contenida en ella. En muchos de es--
tos casos ‘una posibilidad tendiente a tornar en factible la -
estimacidn simultdnea es la de eliminar las restricciones im-
puestas por el lema de que las constantes £; y £, seanlas mis

mas para toda i e€ I; en tales casos (1.6) es reemplazada por:

£i, S 2i(yidg) < £;, Bi, ¥ &, constantes , i eI (1.10).

y entonces (1.7) debe cambiarse por:
t0=1{y: & <zZilysvs00)) <&, sierx (1.11)

de modo que el eventoy e A o sea equivalente a Aj€ Ai(Yia)
’

para toda i € I; sin embargo, es comin que en estos casoS Se€a
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muy dificil determinar las &'s para tener que:
Pg [y €enNay,g[=1-0; 6 T
I

no obstante, casi siempre es posible estimar un conjunto de -
intervalos de confianza simultidneos para los que la cota mini
ma del coeficiente de confianza conjunto sea 1 - a, es decir,
que el CCS sea no menor a 1 - ao. En algunos casos deeste tipo
2z} = {z} ; i e 1}, la familia de funciones que satisfacen -
(1.10), puede verse como una familia de cantidades pivote, es
decir, cada Z! es una cantidad pivote en el sentido ordinario;
asi cada cantidad pivote Z; tiene asociado un intervalo de -
confianza ordinario Aj(ys;aj) C Aj para la funcidn ¥;, con un

coeficiente de confianza de 1 - a,, de modo que si

Pg | wi(6) € AY (y;o;) para toda ie€eI] z1l-a . (1.12)

el conjunto {A} (ys3;e;); i eI } forman una familia de ICS con

un CCS no menor a 1 - a.
A continuacidon veremos algunos resultados conocidos -

relacionados con 10 anterior.

1.1.2. Algunas desiqgualdades {itiles en 1a construcciodn
de ICS.

Teorema 1, (Desigualdad de Bonferroni). Sean B,,B,,..,B, -
eventos en un espacio de probabilidad y denotemos por B; al -

evento complementario a B;, entonces

PI1§1 B;] 21~ L p] B;] (1.13)

i=1



Demostracién. Por el teorema de De Morgan

NBj = UB;
y entonces
n n -
n T = - .
PIi=1 Bi] =1 -P] igl Bi]
y el resultado se sigue de la desigualdad de Boole:

n n
PIig1 Bil = i£1 PI éiI' ' | Y4
La desigualdad de Bonferroni se estudia en muchos -
textos, como por ejemplo, Feller (1968), y su importancia se
puede jlustra# con la siguiente explicacidn: supongamos que
la familia ¥ = {y;; i e I} de funciones. parametrales consta de
un nimero finito h de tales funciones y supongamos que para -
cada A; se cuenta con un intervalo Ai(ys;a;) con un coeficien-
te de confianza 1 - ajs;entonces el teorema anterior garantiza
que la probabilidad de que todos los h intervalos contengan -
el verdadero valor de sus respectivas funciones paramétricas

n

es al menos 1 - i§1vai.. Una eleccidon particular de oji es -

aj = a/h y entonces

{Al(Y;a/h); i eI}

“constituyen una familia- de ICS con un CCS igual o 'mayor que -

l - a.

Ejemplo 1.1. Sea X;,X2s5..-5Xkx Un conjunto de varia -
bles aleatorias con x; n N(ei’di); supongamos que S%,53s.-->

2 .
Sk son estimadores de 03},0%,...,0% con vi,v,,...,v, grados de
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lTibertad respectivamente y que viS}/5;®> tiene distribucidn x?2
con vj grados de libertad. Un conjunto de intervalos de con-
fianza simultdneos para las egs con un CCS de al menos 1 - O,
podria ser, entre otras posibilidades, construido de las dos

maneras siguientes:

(i) si
o |xis-i 04| EiI= 1- ¢ 1=1,2,...,k

donde £; es el punto correspondiente al (1 - a/2k)-percentil
de la distribucidn t con vj grados de libertad para cada i €

I; entonces los ICS deseados los constituyen el conjunto de -

desigualdades

xi - sifi £ 03 £ x3 + s3&; 1i=1,2,...,k

es decir,

z} = lx—*s—i'-'ﬂl Y N (xsa/k) = {0: x;~-5;E; <6, < x5 +s;E;}

(ii) Si

P[J_}.{i_._ii_l.< Eo[,._..l_ai i=1,2,...,k

Sj

donde & es el punto correspondiente al (1 -aj)-percentil de
.Ja distribucidn t con vj grados de libertad para cada i € F;
y, adicionalmente, a = o, + 0, +...tox, entonces A} (x;a;) es

td constituido por los puntos 6; que satisfacen

xi - siép < 0i < x5 + sjiko i=l,2,...,k

y el conjunto



(A} (x3504); i e I}

es la familia de ICS buscada I

La extrema generalidad de la desigualdad de Bonferro-
ni permite su aplicacién en una gran variedad de situaciones,
ya que para utilizarla sdlo se requiere que conozcamos los in
tervalos de confianza ordinarios de cada una de las funciones
parametrales de interés sin necesidad de hacer supuestos so -
bre independencia, distribucidén conjunta, etc. de tales fun -
ciones. La cota proporcionada por la desigualdad de Bonferro-
ni puede ser adecuada en muchos problemas particulares, inclu
sfve puede ser bastante "buena" cuando el niimero de funciones

‘paré las -que se desea el conjunto de ICS sea "moderado".

En cierto tipo de problemas estadisticos la desigual-
dad de Bonferroni puede ser estrictamente mejorada, como se -

desprende del siguiente teorema.

Teorema 2. (Degigua1dad de Kimball). Sea X cualquier variable
aleatoria. Sea, también, {gi}f{=1 un conjunto.de funciones no -
negativas, mondotonas crecientes. Supongamos ahora que gi(x) -
tiene esperanza finita. Entonces

n .
E[T g;j(xX)] 2
i=1 i

E[gi (20 ] (1.14)

=]

1

Demostracidn. Observe que es suficiente demostrar l1a desigual
dad para cualquier par de funciones, g ¥y h, que satisfagan 1as
condiciones del teorema, es decir, es suficiente mostrar que

E[gOhx) ] > elgx] Elhe] (*)
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pues note que si esta desigualdad es cierta, podemos definir

las funciones

hij= 1 g5i i,3=1,2,...,n
J>1

y las funciones del conjunto {hj} son también mondtonas cre -

cientes; entonces si en (*) hacemos que g = g1 ¥y h = h, se

tendrd que

Efh (X)] 2 E[a ()] E[he (x]

y la aplicacidn repetida del mismo argumento para hz,hs,... h,

establece el resultado.

Para ver la desigualdad (*) hagamos que

E[gx)hx) ] - E[g(X)] E[h(x] rog(x) {h(x) -E[h(X]} aF(x)

=1
donde F denota la funcidn de distribucidén de X; observe que -

Z > 0 implica la desigualdad (*).
Ahora bien, como h(x) es mondtona, debe existir una.-
cantidad xo tal que

h(x) £ E[h(X)] si x <Xo

h(x) > E[h(X)] si x > xo

a saber

xo = max {x:h(x) < E[h(X)]} .

Entonces

® (s ]
z = -J 360 T EMX] -h()?} @) +I g th(x) ~E[h(x)]} aF (x)
%

-—00

=-g; + L2
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Por otro lado, como

J {h(x) - E[h(X)]} aF(x) = O

- GO

debe tenerse que

i 4

o= |8

o .
{h(x) - Eh(x)]} aFr(x) + r {th(x) - E®@]} d&Fx)
0%
= M+ A

mis aidn, ya que g(x) es una funcidn mondtona creciente y posi

tiva, entonces

Z1 < =g(xo) A y Z2 2 g(xo)A2

de modo que

4

- Ci1 + C2

v

g(xo0) A1 + g(xo) A, ]

g(xe) ( Ay + A»)
= 0 J

La desigualdad de KimbalI.es interesante por si misma
y su utilizacidén no se restringe a la construccidon de ICS -
pues, al:igual que la desigualdad de Bonferroni, también pue-
de ser empleada en problemas de comparaciones miiltiples para
estimar la midxima tasa de error en las pruebas de comparacidn
polietdpicas y, en ambos casos, la desigualdad de Kimball su-
pera estrictamente a la desigualdad de Bonferroni cuando las

dos son aplicables.

A continuacidn veremos un teorema en el que se utili-
za la desigualdad de Kimball para la construccidén de ICS en

los casos en que se tiene una familia de cantidades pivote -
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Z' y cada zj en z' puede expresarse como la razdén de dos va
riables aleatorias independientes, con numeradores estadisti

camente independientes y el denominador positivo comiin.

Teorema 3. Supongamos que contamos con un conjunto de varia -

bles aleatorias estadisticamente independientes Y,X;,Xzs.--5

Xk donde Y > 0 y X; €R, i = 1,2,...,k. Si definimos 2} como

L E B 9

2} =X./Y, i = 1,2 k, y a cada 2] asociamos un intervalo
(511?512) que contenga al origen, es decir, £i, 20, &i, 2 0,

entonces

. k . .
Plg;, <2; <&, para toda i =1,2,...,k] > iglp[gil < Zi <&,
' (1.15)

Demostracidon. Denotemos por F la funcidn de distribucidn de

Y. Entonces

p[g;;<z1<E;, para toda»i=1,2,...,k]=[§[giisgis€ié;paratodai:d,z,...,lesy]dF(y)
) o - :

-

"k

Pk
= Lglgi (y) ar(y)
1]

donde gi(y) = P [y& <X < yEs]

Ahora bien, las g;(y) son funciones de y no-negativas acota -

das y crecientes, con lo que las condiciones del Teorema 2 se

satisfacen y, por lo tanto
- k
P[giISZ'ggiz para toda i=1,2,...,k] I ﬁ:'gi(ﬁo ar (y)

i=1

k - :
iglplgils Zi = EiZ]

v

V4
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Observe que bajo los supuestos de este teorema, la -
desigualdad de Bonferroni también es aplicable; sin embargo,

la desigualdad (1.15) supera estrictamente a 1la desigualdad -

de Bonferroni, ya que si

Plg; <21 s &, J=1-09 i=1,2,...,k

es ficil verificar, usando induccidn por ejemplo, que

k . k
T (L-03)>1- Zay ,0<a;<1, i=12,...,k (k>1.
i i=

i=

Es interesante notar que el establecer la desigualdad
(1.15), no hicimos referencia a ninguna funcidn de distribu -
cidn en particular, pero asumimos que los numeradores son es-
tadisticamente independientes. E1 siguiente teorema, debido a
Siddk (1967), nos muestra que este requerimiento de indepen -
dencia puede ser eliminado si suponemos que los numeradores -
tienen una distribucién normal y que el denominador comin es

una variable aleatoria con distribucién x.

Teorema 4. (Desigualdad de Siddk). Sea X € R¥ un vector alea-

torio con X ~ N(D,02R ), 02 > 0 y R una matriz de correlacio-

nes arbitraria. Sea ademds S? una variable aleatoria estadis-

ticamente independiente de X tal que vS? ~ o2x2,,. Entonces
X, | Xz | %y | kol Il
Pl 1=tl<g,, Z2I<g,,...., IZKl<gx(> 1P <& (1.16)
_S S ' S “i=1 S
La demostracidén puede verse en Siddk™ (1967).

En palabras, este teorema nos dice que 1a probabili -

dad de que un vector aleatorio normal, con un divisor comiin S
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Yy su matriz de correlaciones arbitraria, esté contenido en un
rectdngulo centrado en su media, es siempre igual o mayor que
la probabilidad correspondiente al caso en que las covarian -
zas son cero, es decir, cuando R es reemplazada por la matriz

identidad.

La desigualdad de Sidak y algunas de ‘'sus aplicaciones
son presentadas, entre otros autores, por Siddk (1967, 1971),
Miller (1977) y Games (1977). En nuestro contexto, la desi -
gualdad tiene especial relevancia, pues una gran cantidad de
problemas estadfsticos.relacionados con las comparaciones mil
tiples y la construccién de ICS,. involucran la distribucidn -

normal multivariada.

Ejemplo 1.2. Supongamos que tenemos una observacidn -
del vector aleatorio x € Rk y de s?, unavariable aleatoria es
tadisticamente independiente de X, con vS8? ~ o2x2 () vy -
X ~ N(8,0%v), donde V son constantes conocidas, v;; = #% -
i=1,2,...,k. Queremos construir una familia de ICS para -
¥ = {8331 =1,2,...,k}.con un CCS de al menos 1 - a, usando 1a

siguiente familia de cantidades pivote

{z} = s |’S‘i = eil; i=1,2,...,k }

es decir, cada Z; tiene distribucién t con v grados de liber-

tad. Dos posibilidades para conseguir los ICS son:

(i) utilizando la desigualdad de Siddk, si

.

1
PIZ{ < Eq] = (1 - a)/k, i=1,2,...,k

entonces el i-&simo intervalo del conjunto de ICS podria -
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expresarse como

. 1 _ . S . S s
A'i(x,(l-a) /k) = {6 X - —i‘ €1 = el =X + _r__ni gl} v 1 1,2,...,]{

(ii) Utilizando la desigualdad de Bonferroni, si

PIZ{ <€2]: =1""]% i=1,2,...,k

entonces el j-ésimo intervalo del conjunto de ICS podria expre

sarse como

’ s

De este modo, tanto'{@;(:q(l -a)yﬁ); i=1,2,...%x }-
como Ug; (x;a/k); i = 1,2,...,k}, constituyen una familia de -
ICS para ¥, con un CCS noomenor que .1 - o. Una revisidn rapi-

da a las tablas de la distribucién t, nos muestra que & ¥ &2,

y por lo tanto

Ai(x;(l—a)BOC ) € !% (x;o/k) para toda i =1,2,...,k

es decir, los intervalos obtenidos con la desigualdad de Sidak
son tanto o mis cortos que los obtenidos con la desigualdad de

Bonferroni, 1o cual era de esperarse. [

1.2. Estimacién de ICS para Variables con Distribucifn Normal

1.2.1. Conceptos Preliminares

La mayoria de los problemas de construccidon de ICS tie
nen la siguiente forma: se observa un vector X de dimensidn k
que tiene distribucidn N(e, o2v), donde la media 6 es un punto
desconocido en el espacio k-dimensional, o? es namero real po-
sitivo y Vv es una matriz k x k positiva definida (p.d.) © semi

definida -de constantes conocidas; se cuenta también con una -
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observacidn de la variable aleatoria s?2 que es ' estadisticamen
te independiente de X y vs® ~ o2x? ,, para algiin entero v, en
tonces decimos que. S? es un estimador insesgado de o2. Se esti
interesado en estimar un conjunto de ICS con un CCS de 1 - o
para una familia ¥ = {¢i; i e I} defunciones parametrales -
con, posiblemente, infinito nimero de funciones, y cada y en
¥ es de la forma y(6) = c'6, donde ¢ es un vector k-dimensio-
nal, es decir, y; es una funcidn lineal de los pardmetros. Si
definimos a C como el conjunto de los vectores de coeficientes
que definen todas 'y cada una de las funciones ¥ en ¥, podemos

caracterizar alternativamente la familia ¥ como

¥ = {c'0; c € C}

y el problema consiste en construir ICS para todas las funcio

nes c'6 con ¢ en C.

Este es, en general, el conjunto de supuestos con el
que trabajaremos el resto del capitulo y que particularizare-

mos en cada inciso.

En la anterior seccidn hemos visto un conjunto de con
diciones suficientes bajo las que la estimacién es posible; -
tambié&n de los teoremas ahi presentados se deSprende que si -
el conjunto C es finito, siempre es posible construir un con-
junto de ICS para los que la cota minima del CCS sea 1 - a.
Ahora veremos algunos resultados que nos permitirin obtener -
un método para la construccién de ICS con un CCS de exactamen
te 1 - o, bajo el conjunto de supuestos descrito en el parra-

fo anterior; ademds, veremos algunos resultados especificos -



21 -

relacionados con la construccidn de ICS aproximados (aproxima
dos en el mismo sentido que en los teoremas anteriores), para
los que 1a longitud de los intervalos  es posiblemente menor

que la de los obtenidos usando los resultados del inciso -

(1.1.2).

Comenzaremos con un resultado debido a Scheffé rela -
cionado con el caso en que el niimero de funciones en C es in-
finito, esto es, ¥ es un espacio o subespacio lineal arbitra-
rio; luego veremos un grupo de resultados de algin modo aso -
ciados al nombre de Tukey relacionados con algunos casos en -
que el niimero de funciones de interés primario en ¥ es finito
y, finalmente, veremos un resultado general debido a Uusipai-

kka (1985).

1.2.2. E1 Método de Scheffé.

En muchos problemas estadisticos, para obtener un and
lisis completo, es usualmente necesario y deseable construir
un conjunto de intervalos de confianza para algunas funciones
lineales de los pardametros estimados simult@neamente. Uno de
los procedimientos disponibles es el método de Scheffé. Una -

amplia discusi6n del método puede encontrarse en Scheffé

- (1953; 1959), Roy y Bose (1953) y Miller (1966).

Para motivar el método de Scheffé consideremos, a ma-

nera de ejemplo, el modelo 1ineal general Y = X8 + e donde -

Y € R™ es el vector de observaciones, X la matriz disefio de -

orden nxm y rango k <m < n, B un vector de par&dmetros y €
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una variable aleatoria con distribucién N(0, o2I). Sea C un -
subespacio vectorial de RMde rango g < k tal que c'B es esti
mable para todo c € C, es decir E(c'B?) = c'B, donde B es -
cualquier solucidn a las ecuaciones normales. E1 método de -

Scheffé establece que para este modelo

P[lc'®®- B)| < JaS?Fq c' (X'X) ] 1/2 para todo ¢ e Cil=1-oa (1.17)

donde (n - k)82 = Y'[I - X(X'X)"X'[Y y Fy es el (1 - a)-per -
centil de la distribucién F de Snedecor con gy (n - k) gra-
dos de libertad. Este resultado nos permite construir un con-
junto de ICS para todas las funciones estimables con c en C.

La prueba serd presentada en detalle después del teorema que

da origen al método.

Para hacer mds ev%dente la relacién entre el método y
el Lema 1, el teorema de Scheffé serd desarrollado como caso
especial de un procedimiento de maximizacidn; para e]lb, an -
tes del teorema presentaremos dos lemas; el primero es meramen
te técnico, y el segundo nos proporciona el procedimiento de

maximizacidén y es la generalizacidon de un resultado presenta-

do por Rao (1973).

Lema 2. (i) Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden n. -

Entonces los eigenvalores de AB coinciden con 1os de BA.

(ii) Si A y B son dos matrices de orden m x ny n x m,
respectivamente, donde m £ n. Entonces los eigenvalores de BA

son (n - m) ceros y los m valores propios de AB.

La demostracidén se presenta en el apéndice. /7
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En 10 que sigue, si A es una matriz cuadrada, con
CmIAI denotaremos el mayor de los eigenvalores de A; con

LB]denotaremos el espacio lineal engendrado por las columnas

de B, donde B es cualquier matriz.

Lema 3. Sea A una matriz simétrica y V una matriz p.d., ambas

de orden n; sea ddemds B una matriz de orden n x k de rango -

completo para columnas. Entonces
(i) méx 2% - cp[B(8'vB) " 'B'A] (1.18)

donde el madximo se toma sobre los vectores x # 0 tales que
)

x e L[B]; y
(ii) E1 maximo se alcanza cuando x es cualquier eigen

vector de B(B'VB) 'B'accorrespondiente a cm[B'(B'vB) " 'B'A]

La demostracion se presenta en el apéndice. 4
Teorema 5. Supbdngase que X es un vector aleatorio con distri-
bucién N(6,02v) donde 8 ¢ Rfy 02 >0 son pardmetros desconoci
dos y V es una matriz p.d. de constantes conocidas. Supdngase -
ademds que S? es una variable aleatoria estadisticamente inde-

pendiente de X y vS2 n g2x%(,). Sea B una matriz de orden kxg

€on rango completo por columnas. Entonces, para vectores c no

nulos

' _ 2
(1) méx IS—"C‘T‘;;:—G-)—I voofx® (q) y (1.19)

donde el mdximo se toma sobre los vectores c e L] B]s ¥
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(i) P[lc'(x—e)l"s [asS?Fq c'chl/2 para toda c e LLBﬂ: l-a
(1.20)
donde F, es el punto correspondiente al (1 - a)-percentil -

de la distribucidon F de Snedecor con q y v grados de liber -

tad.
Demostracion. Eliz—:qgl-m N(0,02) para ¢ # 0, c € RX
(c've) /2

Ahora observe que
[e'(x - 98)|%2 =c'(Xx - 08)(X - 8)'c

y aplicando el lema anterior con A = (X - 0)(X - ©)' vemos -

que

max let X -0F_ ¢ [5vE)"'B' (x -0) (x-0)"]

c'Ve
donde el mdximo se toma sobre los vectores no nulos c € L[B].

Por el lLema 2, tenemos que
c'(x-0)|2 -
max '_-(.E,'—VC—)J: Cm[(x—e) 'B(B'VB) lB'(X-e)]
= (X -6)'B(B'VB)~!B' (X -8)
=Y
Como B(B'VB)"B“Ves idempotente de rango g, entonces

y ‘v 02x2%(q) (Searle, 1971). Esto prueba (i).

Para probar (ii) note que vsS? ~ o®x?(,, y es, por hi

potesis, independiente de y. Se sigue entonces que
PJvy £ gS?Fq] =1-0

de donde el resultado deseado se obtiene observando que
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2
IC'—(ﬁ';ce)I < y para todo c # 0, c € L[B] 4

Note que el resultado de este teorema no es exactamen
te el presentado en la motivacion del método de Scheffé rela-

cionado con el modelo Y ="XB + e; de hecho si

B0 = (X'X) X'Y

entonces B° ~ N(B,02(X'X)”) y (X'X)™ es singular y este caso
no estd contemplado en la demostracidn del teorema; sin embar
go, el resultado puede obtenerse facilmente observando 1o si-

guiente:

(i) Si C es un subespacio vectorial para el que las -
funciones c'B son estimables y si las columnas de B, una ma -
triz m x q forman una base para C, entonces B puede escribir-
se como B= (X'X)K para alguna matriz K de rango completo por

columnas (Searle, 1971);

(ii) Si definimos G = (X'X) X', entonces

le'(8° - B) | |e'GY -c'8| con-c e L[B]

= |a'XGY -c'B| con-a € L[G'B]

Para ver ésto, note que cualquier c e L[B] puede escribirse -

. como ¢ = X'a, donde a ¢ L[G'B], pues

c = Bh para algiin h € R9

(X'X)Kh
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a = G'Bh

X(X'X) X'XKh

= XKh

mds alin, a ¢ L]g'B] implica que a'XG = a' de modo que

" (B° - 2 a'(y - xB)|?
maquc é?(X'x?lL - mix, | a'a |

donde c e LTB] y a e L]G'B]

(iii) G'B es una matriz de rango completo por colum -

nas, y
(iv) [z -xG[ = 0, de modo que s2?vy Y son estadisti-

camente independientes.

De esta manera, se satisfacen las hip6tesis hechas en

el teorema y entonces (1.17) es inmediata) I

E1 teorema anterior proporciona un método para cons -
truir ICS para todas las funciones en la familia ¥ ={c'6; ce€C},
donde C es un subespacio lineal arbitrario; cada uno de estos

intervalos puede escribirse como

Ag (Xs0) = {c'0:c'X-SE(c'Ve) (2 scl8 < c'X+SE(c'Ve) 23, cec
(1.21)

donde &% = gFq, Fqo es como en el teorema y g es la dimensidn

del subespacio.

La generalidad de este resultado radica en el hecho -
de que el subespacio l1ineal puede incluir casi cualquier cosa;
esto 1o hace aplicable a una amplia gama de sityaciones prac-

ticas, sin embargo, en muchos casos, se esti interesado -
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solamente en un conjunto finito de combinaciones lineales y,
en tales casoé, la longitud de los intervalos es posib]emen-
te mayor que la de los intervalos obtenidos mediante algin -
otro porcedimiento; esta afirmacién parece evidente, no obs-

tante trataremos de verla explicitamente.

1.2.3. Interpretacidn Geométrica del Método de Scheffé.

Sabemos que si c € LIBI y si definimos A = B'O , po-
demos escribir c¢'6 = h'X con h € RY9, donde g es el rango de B,
denotemos por X el estimador insesgado de A. De la discusidn
anterior se desprende que el mecanismo que permite la construc
cion de los ICS; lleva gonsigo la construccibén de un elipsoi-

A
de E, centrado en A, de la forma

E=1{d: (A=0'M'(2=-3) <y} (1.22)

en el espacio de A, de dimensidn g. Ademds, por construccion,

se tiene que
P[y <s%?*] =1-a

donde £ es como en (1.21), implica que el elipsoide E contie-
ne al verdadero valor de A con una probabilidad de 1 - o. Aho
ra bien, un punto pertenece al elipsoide, si y sdlo si estd -
situado en la intersecc¢idn de todas las franjas formadas en -
tre todas las parejas de hiperplanos paralelos, de dimensidn

(g -1), soporte de E, ortogonales a h € IRY esto es

h* (A - X)| < (y h'Mn)'/2



28 -

para todo h .no-nulo. Luedgo, si hay una probabilidad de 1 - «
de que el elipsoide E contenga al verdadero valor de A, ha -
brd una probabilidad de 1 - o de que 1o contenga la intersec
cién de todas las franjas. En otras palabras, podemos afir -
mar que la probabilidad de que, para todos los vectores no-

nulos h € IRY, los intervalos

(A -s2£2 /h'Mh, h'A + S2£2/h'Mh)
contengan simultaneamente el verdadero valor de h'x, es 1 -a.

Ahora, supongamos que solamente tenemos un conjunto
finito de vectores h; entonces, el conjunto de los puntos, -
en el espacio de A, contenidos en la interséccién de todas -
las franjas formadas entre las parejas de hiperplanos parale
los soporte de E, correspondientes a ese conjunto finito de
vectores, es un poliedro de dimensién g que circunscribe al
elipsoide; luego, la probabilidad asociada al poliedro exce-

de a la asociada al elipsoide.

Del parrafo anterior se desprende que si estamos in-
teresados en un conjunto finito de funciones, es probable -
que podamos encontrar algiin procedimiento para la construc -
cion de ICS, alternativo al método de Scheffé, para el que -
la longitud de 1os intervalos sea no mayor que la de los ob-
tenidos con este Gltimo, cuando el CCS sea el mismo para am-

bos.




1.2.4. E1 Método de Tukey

Uno de los casos mds comunes en que se estd interesa
do en obtener un conjunto de ICS para una familia ¥ de fun -

ciones parametrales con un nimero finito de funciones, se

presenta cuando

¥ = {8; - ej; i# Js i,j = 1lzl'°'lk}°

Un método para la construccidn de ICS, disefiado espe
cificamente para algunas situaciones en que este caso se pre

senta, es el método de Tukey.

A diferencia del método de Scheffé, que utiliza los
puntos porcentuales de la distribucidén F de Snedecor, el mé-
todo de Tukey involucra la distribucidn del rando studentiza
do; a continuacidn presentamos la definicién de esta varia -

ble aleatoria.

Definicidn 1. Sea X1,X2s...,Xx Una muestra aleatoria

de N(6,02), 6 e Ry o2 > 0 ; sea S% una variable aleatoria -
independiente de {X;} tal que vS2 ~ &2x2(yy. E1 rango studen
tizado Q(x,v) se define como

Q(k,u) = (max {X;,X2,..-,¥k} — min {X,;,X2,...,Xx})/S

La distribucién del rango studentizado puede encon -
trarse en Miller (1966). Tablas para algunos percentiles de
esta distribucidn se presentan en muchos textos y articulos,
como por ejemplo, en Scheffé (1959), Harter (1960) y Miller
(1966).
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En 10 que sigue denotaremos por Cp al conjunto
les - ej; i #3, i, =1,2,...,k}

donde ej es el i-8simo vector unitario de la base candnica -

para Rk,

En el siguiente teorema se alude un caso particular,

el mds conocido quizds, del método de Tukey.

Teorema 6. Sea X € 1RX un vector aleatorio con distribucidn -
N(8,a%0%1), donde 6 ¢ Rk y 02 > 0 son pardmetros desconocidos

y a > 0 es una constante conocida. Entonces
Pllc'(x-0) | < asqq para toda ce‘CPI =1l-a (1.23)

donde g, es el punto correspondiente al (1 - a)dpercentil de

la distribucidn del rango studentizado Q(x,v) yS es como antes

Demostracion. Definamos ¥ = (X - 0), de este modo se tiene -

que
le*(x - 8)] < asg& para toda c.e Cp
es equivalente a
|¥i - ¥5| < asg para toda i # j, i,j = 1,2,...,k
Ahora observe que las desigualdades de este conjunto se satis~
facen simultdneamente sj y sb6lo si
(m&x {X:,X2,...,Xx} -min{X,;,X2,...,XkD/as < &

Como ¥ ~ N(0,a2%02%I) y, ademds, Y es independiente de s2?, el re

sultado es una consecuencia inmediata de la definicidén de . -
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rango studentizado. /

Nos es bastante familijar la aplicacidon de este resul
tado en problemas de comparacidon de medias o en la construc-
cion de ICS para todas las diferencias entre efectos de tra-
tamientos, cuando ensayamos un conjunto de k tratamientos en
un disefio completaménte al azar con igual nimero de repeti -
ciones. Hay abundante literatura sobre este y algunos otros
ejemplos de problemas estadisticos que se solucionan median-
te la aplicacidn directa del teorema anterior, sin embargo,
como mencionamos. previamente, esté es s6lo un caso particu -

lar del método de Tukey.

Si observamos detenidamente la demostracidon del teo-
rema anterior, veremos que é€sta se basa fundamentalmente en
1a maximizacidn del valor absoluto de las diferencias entre
parejas de variables aleatorias independientes e idénticamen
te distribuidas, es decir, se basa en el hecho de que el va-
lor absoluto de l1a diferencia entre cualquier par de varia -
bles es igual o menor que el rango, lo cual, aunado al reque
rimiento de distribucién, nos permite utilizar la definicion
de rango studentizado, Ahora bien, como el rango de un con -
junto {X;} de variables es 1o mismo que el maximo de -
{IX3 =~ X355 i # 3}, parece intuitivamente claro que la dis -
tribucidon del rango estd determinada por la estructura de la
matriz de varianzas-covarianzas de {Xj - X33 i # j}. Por es-
ta razén, es posible encontrar una generalizacién del teore-

ma anterior para el caso en que X ~ N(8,02V), que nos
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permita seguir utilizando la distribucidn del rango studenti
zado en la construccidn de ICS para la fanilia de funciones -~

¥ = {c'8; c e Cpl}, cuando Tos elementos de V satisfacen cier
ta restriccidn, a saber, cuando vii - 2vjj+ vj5 = 2a® para -

toda i # j, donde a > 0 es una constante.

Definicidn 2. Una matriz simétrica V de orden k para
la que se satisface que vij - 2v 4+ V55 = 2a® para toda i‘# 3,
i=1,2,...,k, donde a es una constante positiva, se dice -

posee la propiedad de ser balanceada; para abreviar diremos

- simplemente que es balanceada.

Para establecer el teorema en el que se fundamenta -
el método de Tukey para el caso balanceado, y en posteriores
extensiones del método, haremos uso de algunas de las propie
dades de las matrices balanceadas. Estas propiedades se pre-

sentan en los dos lemas siguientes.

Denotemos por L. el espacio lineal de contrastes, es
k

decir, Lo ¢ R¥ y toda ¢ en L, cumple con Z ¢; = 0, donde -
i=1
c' = (C],CZa---sck)

Lema 4. Si una matriz v de orden k satisface que vij + 2viy +

Vj4 = 2a? para toda i # j, i,j=1,2,...,k, entonces

c'Vc = a’c'c para toda c en L.
Demostraci6n. Hagamos que B' = JIx-1, - 1] y note que cual -

quier c e L. puede escribirse como ¢ = Bh, h e Rk-! , y ade-

mds c'c = h'JIx-1 + 11']h.
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Denotemos por bi la i-&sima columna de B, entonces

biVbi Vii - 2Vik + ka ’ i= 1,2,...,k-1

= 2a?
BIVby = vi4 - Vix = Vi + Vix o i#3,1,5=1,2,...,k=1
= a2
ya que 23% - Vij = Vkk - 2Vikx » 1=1,2,...,k -1

Entonces
B'VB = a? [Ix_, + 11"

de donde se sigue que

c'Vc = h'B'VBh

1l

a’h'[Ix_; + 11')h

= a2c'c J

E1 siguiente lema muestra una caracteristica general de las --
matrices balanceadas que puede ser usada como definicidn al-

ternativa.

Lema 5. Una matriz simétrica V, de orden k, satisface que -
c'Ve = a?c'c para toda c € Lo, si y s61o si puede encontrar-

se una matriz Q tal que QQ' = Vy Q'c = ac para toda c € Lc-
La demostracién se presenta en el apéndice. J
Teorema 7. Supongamos que X e R es un vector aleatorio con

distribucién N(6,02v), donde 6 e RX ¥y 02 > 0 son parametros

desconocidos y V es yna matriz p.d. balanceada, es decir, -
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c'Vec = a®c'c para todac € L., donde a > 0 es una constante co-
nocida. Supdngase ademds, que S? es una variable aleatoria -
estadisticamente independiente de X tal que vS? ~ o%x2(y, .

Entonces.

P{| c'(Xx -8)| <aSgy Paratoda c €eCpl=1- a (1.24)

donde co es el punto que corresponde al (1 - a)-percentil de

la distribucidn del rango studentizado para k variables con

vV grados de libertad.

Demostracidn. Como V es p.d. y balanceada, del Lema 5 se si-
gue que existe una matriz inversible Q tal que QQ' = Vv y =

Q'c = ac para toda c € Lc y en particular Q'c = ac para toda

C € Cp .

De este modo si c € Cp

le'(x - ®)] = |crae™ (x - 0)|
= a|c'y| donde y v N(O,OZI)
< aRy Para toda c € Cp
donde Ry = méx { ¥1,¥,,...,¥x} - min {¥,,¥,,...,¥x}

Ahora, empleando un argumento similar al de la demos
tracién del teorema anterior, observe que el evento Ry s E
ocurre, si y s8lo si, el evento [c'(X - 8)| < af para toda
c € Cp ocurre, es decir, los dos eventos son equivalentes, -

de modo que

P[Ry < ] =P[|c'(x - 8)] < a£ para toda ¢ ¢ Cp]
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Finalmente, observe que Ry/S "~ Q(x,y) , es decir, -

tiene la distribucidn del rango studentizado, entonces
P[Ry <Sgu]=1- ¢
10 cual prueba el resultado del teorema. Vs

En resumen, de lo hasta aqui expuesto acerca del mé-
todo de Tukey, sabemos que este método nos permite obtener -
un conjunto de ICS para la familia V¥ = {c'8; c € cp}; sabe -
mos ademds que es aplicable cuando la matriz de varianzas-coO
varianzas de X es balanceada. Cuando X, S? y V satisfacen -
los supuestos del teorema anterior, cada uno de los interva-

los proporcionados por el método puede escribirse como

K. (X;a) = {c'6:c'X-aSqa< ¢'0 S c'X+aSqy} ; ce C, (1.25)

P

donde a y gy son como en el teorema. Estos intervalos son -
6ptimos en el sentido de que, para esta familia VY y bajo
los mismos supuestos, ningiln otro procedimiento proporciona
intervalos con una longitud promedio mds corta con el mismo

CCs. :

Es conveniente remarcar que en el caso balanceado el
CCS de 1a familia de ICS, obtenida por el método de Tukey, -
tiene un valor de exactamente 1 - 0; mds adelante veremos una
version modificada del método para el caso no-balanceado con

la que ésto no ocurre.
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Ejemplo 1.3.Existen problemas de inter&s en los que -
la matriz de varicnzas-covarianzas cumple con 1o0s supuestos -
del teorema anterior, con lo que se posibilita la aplicacidn
del método de Tukey. A continuacidn citaremos tres casos en
los que la matriz p.d. V es balanceada, es decir, c'Vc'= & c'ec

para toda c e L.

2
(i) Cuando var (X;) = %T i=1,2,...,k
cov (xi,xj) =0 i# 3, 1,3, =1,2,...,k

3
I y entonces a = (7%0 %

Sl

Es decir, cuando V =

Un ejemplo de este caso se presenta cuando X es el -
vector solucidn a las ecuaciones normales en un disefio com -
pletamente al azar con igual nlmero de repeticiones por tra-

tamiento.

- 2
(ii) Cuando var (X;) = gﬁq i=1,2,...,k

cov (Xi.Xj$.=r9102; i#9; i#3~ 1,2,...,k - =T <P <1

1 - p.)l/z

. 1
Es decir V.= = [(1 - p)I + pll1'] y entonces a = ( =

Un ejemplo de este caso se presenta cuando X es el -
vector de estimaciones de los efectos de tratamientos de un
disefio en bloques incompletos balanceados.

(iii) En general, cuando V puede escribirse como

= a27T _ 1 1
A% a‘]rI 1m'7 + = lbl'fglb'l

donde b es el vecto~ formado por los elementos diagonales de

V.
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Note que este caso incluye a los dos anteriores. Hay
disefios experimentales para los que los elementos en el vec~ .
tor solucién a las ecuaciones normales no son ni homocedasti
cos ni estdn equicorrelacionados, sin embargo, su matriz de
varianzas-covarianzas tiene esta estructura y, entonces, pa-
ra estos disefios la aplicacidn del método de Tukey tambi&n -

es posible. Algunos ejemplos de tales disefios pueden encon -

trarse en Pearce (1964).

1.2.5. Extensidon del método de Tukey a todos los contrastes.

En el teorema anterior la familia de funciones invo- "
lTucrada es finita. Ahora veremos como extender el método al
caso en que se consideran todos los contrastes posibles. Pri

mero estableceremos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 6. Sea y e R y Ry = méx {¥1,¥2,...,¥x} -min'{¥,,¥2,...,¥x}-
Entonces, para todo c € L. se tiene que

lei | (1.25)
1

e~ w

1
le'y] = Ry -
bR

donde C' = (cl’CZ’.oo,Ck)o:

Demostracién. Zc; = 0 y la desigualdad del tridngulo implican

que

le'y| =lc'(y -a 1) ]| para cualquiera e R

k
g 2 lestyy - a)

eligiendo a = 3+ [méx{vy,,v,,...,¥x} + min{¥,,¥,,...,vx}]

y observando que para esta eleccifn
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lZi - a| £ %-Ry i=1,2,...,k
se obtiene el resultado deseado. 74

La extensién:al método de Tukey se desprende del si -

guiente teorema.

Teorema 8. Bajo las condiciones del teorema anterior.

k
Pllc' (x-0)| < asqy 5.21 leil) para toda ce L] =1-«a (1.26)

donde las constantes a y ga SOn como.antes.

Demostraci6n. Aplicando los Lemas 5 y 6 se tiene que
lc'(x -8) |= alc'y| donde Y ~ N(0,0%I)

k
< a Ry % i£l|Ci|

k
Luego Ry < & implica que le'(x -0) | <at 1z
l=

.toda ¢ € Lo. Inversamente, si la- G1tima desigualdad es valida

;leil para

para toda c € L., debe tenerse que Ry < € de modo que

k
P[Ry <E]=P[|c'(X~0)| < af &+ iEIICil paratoda c €ilc]

el resto de l1a prueba es similar a la del teorema anterior. /

Esta extensién es de gran utilidad cuando se tiene in
terés primario en construir ICS para el conjunto{c'6; c € Lc}
de funciones parametrales pero, adicionalmente, se desea que
la familia de ICS inlcuya también intervalos para todos o al-
gunos contrastes especificos entre medias, sin que por ello -
se incremente la longitud de los intervalos para 1as funcio -

nes de mayor interés. Ahora bien, Si comparamos ja logitud de
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los intervalos obtenidos por este método con los de los obte-
nidos mediante el método de Scheffé, tenemos que para algunos
patrones de configuracidon de los contrastes, el método de Tu-
key proporciona intervalos con menor longitud y, en este sen-

tido, es mds eficiente que el método de Scheffé para esos con

trastes.

1.2.6. Cohparacién entre el Método de Tukey y el
Método de Scheffé. ‘

A continuacidn veremos una comparacidon entre el méto-
do de Tukey y el método de Scheffé& en el caso balanceado. Has
ta aqui sabemos que el primer método es mejor cuando de cons-
truir un conjunto de ICS para todas 'las diferencias entre me-
dias se trata y que el segundo lo es cuando los ICS son para
todos los contrastes posibles entre medias; sin embargo, la -

comparacidon puede ser de utilidad para saber que pasa en ca -

so0s "intermedios"”.

En el caso que nos ocupa, la longitud de los interva-

1os con el método:de Scheffé es

2/ Tk =DFg s |c| ce Lc

y con el método de Tukey es

do asigltcil ce L
0 equivalentemente
k i
da as |c] i§1|wi| donde c = [c] w

donde Fo es el punto correspondiente al (1-a)-percentil de la
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distribucién F de Snedecor con k - 1 y Vv grados de libertad y
da es el punto que corresponde al (1l-@)-percentil de la distri

bucién del rango studentizado con k variables y v grados de -

libertad.

Un posible indice de comparacidén es la precisidén o -
eficiencia relativa de los interva]os.obtenidos por el método
de Tukey con respecto a los obtenidos por el método de Sche -
ffé, expresada como R la razdn de las longitudes. De este mo-

do, para algiin contraste en particular, R = 1 indica que los

métodos son equivalentes, R > 1 indica que el método de Tukey
es mis eficiente para ese contraste y viceversa, R <1 indica

que el de Scheffé es mejor.:

Ahora bien, como los contrastes pueden involucrar un
nimero r de variables, esto es, r coeficientes del contraste
son diferentes de cero, podemos definir Ry como la precisidn
relativa de un contraste con un niumero fijo r de variables in
volucradas en el contraste. Por otro 1$do, cualquier Ry siem
pre puede escribirse en funcidn de un contraste normalizado
con un nimero fijo r de coeficientes diferentes de cero. Deno

temos por {w|r} el conjunto de tales contrastes; entonces

'.v,)/Fa Yk -1

Ry = — ; w € {w|r} r=2,3,...

r dq ZlWi| I ’ r= vk
y como para cualquier r fijo se tiene que

N

min I]w; | 2 /1 -3 r=2,3,...,k

]

Jr sir es par

1 . .
;y’r -7 S1 r es impar
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entonces tenemos que

_ YFq r(k-1) _
nax Rr - do 4 r-1 r_21310-.,k
2 dq Y T si r es par
min R, <
/Fag _r(k=1) . .
2 Qo Y{r+1)(r - 1) $1 r es 1mpar

donde m&x y mfin se toman sobre {w|r}.

Es fdcil verificar que m&8 Rr = min Ry para r = 2,
3; también es fdcil ver que el midximo sobre todos los contras
tes se aicanza cuando r = 2y el minimo cuando r = kX y el gru
po de coef%cientes con signo positivo es de igual o casi = ~
igual tamafio que el de los coeficientes con signd negativo.
Por otra parte, observemos que para k fija, R es una funcibn
decreciente de los grados de libertad para un contraste dado,
por 10 que valores grandes de v pueden favorecer al método de
Scheffé; lo contrario sucede si fijamos los grados de liber -
tad, ya que asi R es una funcidn creciente en k, entonces el
nimero de configuraciones que favorecen al mé&todo de Tukey -
crece con k. Ahora bien, si k > 3 tenemos que m&8x R y min R
sobre todos 10s contrastes son siempre mayor y menor que la -
unidad respectivamente, de modo que habrd patrones de configu

racidn que favorezcan a uno u otro método.

De 1o anterior se desprende que para los casos "inter
medios", un método serd mis eficiente que el otro para algu -

nos patrones de configuracién de 10s contrastes y menos -

U A A AN. 00673



42 -

eficiente para otros, de manera que, salvo en situaciones muy

particulares, la eleccidon de uno u otro método deberd hacerse

en base al:problema particular que estemos considerando.

1.2.7. Extension del método de Tukey a todos los
contrastes en el caso no-balanceado.

Hasta aqui hemos visto que el método de Tukey nos per
mite construir un conjunto de ICS para la familia{c'®6; c elc}
de funciones parametrales en el caso balanceado. A continua -
cidn veremos un resultado que nos permite, para esta misma fa
milia de funciones parametrales, aplicar el método de Tukey -
en el caso no-balanceado. E1 resultado se basa en la existen-
cia de cierto.tipo ‘de matrices Q qde satisfacen QQ' =Vy, -

ademds, Q'c ‘e Lc siempre que c € Lec.

Teorema 9. Supdngase que X es un vector aleatorio con distri-
bucién N(6,0°V), donde 6 e RFKy &° > 0 son pardmetros descong
cidos y V es una matriz p.d. de constantes conocidas. Supdnga
se ademds que s? es una variable aleatoria estadisticamente -

independiente de X y que v2s? ~ o2x2(y).

(i) Si QO es una matriz que satisface QQ' = V y, ademds

Q'c € Lc siempre que o € Lc, entonces

P[lc'(X-0)| < sqq (& £](Q'cli|) para todacelo)=1- o (1.27)

donde gy es como antes y (Q'c); es el i-&imo elemento del vec

tor Q'c.,
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(ii) Existe al menos una matriz Q que satisface lo -

anterior.

Demostracién. Si Q es como en el teorema, podemos definir -
d =Q'cyY=0 '(Xx-0) demodo que d € Lc y Y ~ N(0,0%1) y -
como |c'(x -06)| = |d'y] la prueba de la primera parte se re-

duce a una aplicacién del Teorema 8.

Para ver la parte (ii) observe que es necesario y su
ficiente mostrar que siempre podemos encontrar una matriz Q

tal que Q1 = al para alguna constante positiva a y QQ' = V.

Supongamos que Qo es cualquier matriz para que
QoQo = V. Si_hacemos que Q = QoH para alguna matriz ortogo -
nal H, entonces QQ' = v, Ahora bien, QL = al implica que -
HL = aQ3!l, es décir, H debe ser una matriz ortojonal tal -
que la suma de sus filas es proporcional a la suma de las fi
las de Q™ *; esto puede solucionarse de muchas maneras, como -

por ejemplo, haciendo que H = FG' donde F y G son matrices -

- hl
ortogonales tales que sus primeras columnas son;F%=Q011TYJﬁ=1

respectivamente, pues
H = % Qo il + f.g3 + ...+ fxgk

.de modo que HL = aQy!l-.ya que gyl = 0 para i = 2,3,...;k 4

Estevteorema es interesante pues en 81 se trata el ca
s0 no-balanceado, sin embargo, cuando aplicamos en la cons -
truccién de ICS, tenemos que la longitud de los jintervalos -
depende en mucho de 1a arbijtrariedad con la que Q sea ele -

gida. E1 lector interesado en este tema puede consultar el -



trabajo de Genizi y Hochberg (19783).

1.2.8. E1 Método de Tukey péra todas la Funciones Lineales

Sabemos ya que el método de Tukey puede ser utiliza--

do para construir un conjunto de ICS para todas las diferen

‘cias entre medias cuando la matriz de varianzas-covarianzas

es balanceada; también hemos visto la generalizacidon del mé-
todo al subespacio lineal de contrastes tanto al caso balan-
ceado como al no-ﬁa]anceado. Ahora consideraremos otra exten
sidn del método, también debida a Tukey, que nos permite -
efectuar T1a construccidon de ICS ﬁara todas las funciones 1i-
neales, sin necesidad de suponer que la matriz de varianzas-

covarianzas es balanceada. Esta extensidn utiliza la distri-

bucidn del rango aumentado studentizado que a continuacién -

definimos. ;

Definicidén 3. Sea x e RX un vector aleatorio con dis

tribucién N(0,02I) donde o2 > 0. Sea S? una variable aleato-

ria estadisticamente independiente de X y tal que vs? ~ og%k%y)
Si

Ry = max{X,;,Xs,...,%¥x} - min{X;,X2,...,Xx}

el rango aumentado studentizado Q}x,6y) se define como
Q'(k"\)) = Im&x{Rx, ,XII,IX2|I°"lek|}]/ S

Tablas para la distribucidn de esta variable pueden -

encontrarse en Stoline (1973).
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Para cualquier c € RKdenotaremos por m(c) el valor
k k

méx { I c']-': , Toci}
i=1 i=1

donde ci = max {c;,0} ¥y cj = md&x {-¢;,0} , c' =(c;,c2,...,Ck)

Teorema 10. Supdngase que X € RX es un vector aleatorio con -7

distribucién N(6, c*v) donde & y o2? > 0 son pardmetros descono
cidos. Adicionalmente, supdngase que S? es una varible a]eatg/
ria estadisticamente independiente de X y que yS2 - 02%x2 (v)

| Sea Q una matriz tal que QQ' = V, entonces

l?[lc'(x-(“))2 < sq§ m(Q'c) rpara todo ~ . ce Bk] = 1-a (1.28)

donde gq'y es el punto correspondiente al (1 - o) percentil de -
Ta distribucidn del rango aumentado studentizado con k varia-

bles y v grados de libertad.

Demostracion. Definamos 4 = Q'c, entonces

lcroo™ '(x - o) |
|ary | Y ~ N(0, o%I)

le' (X - 0) |

Ahora observemos que

a'y = Ja, -auj |} |
ar¥

n

-~

y ademds d € L.. Entonces por el Lema 6

lary| =|d'¥|
k+1
<Ry 3 zold;il
i=1
k+1 k- k k k
pero ld;l = T at+ ¢ af +|3di+—2d§l=2rh'(d)
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o

y como Ry = midx {R ,|¥.]|,|¥2],...,|¥x]| entonces %? es por -

definicidn el rango aumentado studentizado.

Asi tenemos que P[R§ < Sqa] =1 - o implica el resul-

tado del teorema.

Observemos que la matriz Q en el teorema no es {inica,
por tanto las propiedades de algiin procedimiento para la cons
truccidn de ICS para cualquier conjunto especifico de funcio-

nes lineales, dependerd en gran medida de la eleccidn de Q.

- Informacidon adicional de este método puede encontrar

se en Scheffé (1959), Miller (1966), Genizi y Hochberg (1978)

entre otros trabajos.

Un caso particular de este teorema se presenta cuan

do V es una matriz diagonal y tomamos Q como

Q=diag{vvn Y V22 ,o--I'.ka.j}°

A este caso, principalmente asociado a 1a construccién de ICS -
para todas las diferencias entre medias, se le conoce como mé

todo de Spjotvoll-Stoline; en este caso (1.28) se transforma

en

Pllc' (x-6)1 < sqy mix{y vii,/jj} paratoda c=g~ e;, i#j, i,J =1,2,...,k][21-q

(1.29)
Este método fue propuesto como una solucidn en la -
construccidon de ICS para todas las diferencias entre medias -
Para el caso en que las variables son estadisticamente inde -
Pendientes, cuando se pensaba que la correccién consistente en

reemplazar la constante a en el Teorema 7 por BVii‘+‘§j)/zjl/%
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no tenia control sobre la cota minima del CCS, mds adelante -

trataremos este tema.

1.2.9. E1 Método de Tukey-Roy-Bose

Otro método para la construccién de ICS, basado en la
distribucidén el maximo mdodulo studentizado, fue propuesto in-
dependientemente por Tikey. (1951) y por Roy yBose (1953). E1 método,
aplicable en el caso en que las variables son estadisticamen--
te independientes, originalmente fue disefiado para construir
ICS para la familia V¥ = {qé is= 1,2;...,k} de funciones para
metrales, aunque también se conoce una extensidén al método -
que nos permite construir ICS para todas las funciones linea-

les. A continuacién veremos el teorema en que se basa el méto

do de Tukey-Roy-Bose y una de sus posibles aplicaciones.

Definicién 4. Sea X € R un vector aleatorio con dis -

tribucién N(0,02I) y sea S2 .una variable aleatoria estadisti-
camente independiente de X tal que vS® ~ o?x?(,,. E1 maximo -

médulo studentizado M(,,) se define como -

M(k,v) = [m&x{|X.],|X2]s---+|%xl}] 7/ 8

Tablas de la distribucién de esta variable aleatoria

pueden encontrarse en Stoline y Uri (1979).

Teorema 11. Supdngase que X e Rk es un vector aleatorio con -

distribucién N(6,02 v), donde 6 y 62 >0 son pardmetros desco-
nocidos y V' @s una matriz diagonal p.d.; supdngase, ademds, -

que S es una varijable aleatoria estadisticamente
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independiente ‘de X y que sz ~ o%x2?(y) . Entonces

(1) PUXi - Bj|< smy Y/ vi; paratoda i=1,2,...,k]=1-a {1.30)

k
{11) plletx-0) < Smaiillciiviil ‘para toda® cerKl=1-a (1.31)

donde M, es el punto que corresponde al (1 -a) percentil de -
la distribuci6én del m&ximo médulo studentizado con k varia -

bles y v grados de Tibertad.

Demostracidn. Observe que (ii)’implica (i), por lo tanto, pro

baremos solamente la segunda parte.
Definamos O = diag{ i1, Was,.--s Vyg}
entonces, para cualquier c € Rk '
' (X -8)| = |c'oe™ (X -0) ]|
= |c'oy|

donde Y ~ N(0,0%I).

Ahora, si M = max {J¥,{,|¥2|,---,|¥x|} , entonces

k
|C'(x"9)l S M3z |oi VvVg|

i=1

k
Luego, M < g implica que |c'(X-0)| < & Z|c;V vizi | para toda
i=1
c e IR¥. Inversamente, si la Gltima desigualdad es vdlida para

toda® c no nula, debe tenerse que M < £ y, por lo tanto
P[M < g] -—-PIIc'(x-e),fg'lgl |ci/Aii] para toda c no nula c e TR{
y como M/S es por definicidon el mdximo mGdulo studentizado -
P[M < Smy] =1 - o

implica el resultado del teorema. /
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Este resultado o alguno similar se presenta en muchos
lugares, por ejemplo, en Roy y Bose (1953), Scheffé (1959), -

y Miller (1966), por mencionar algunos.

Ejemplo 1.4. Una posible aplicacidon de este teorema
se presenta en los experimentos factoria]gs, cuando se esta -
interesado en intervalos para un conjunto finito de funciones
lineales de los efectos de tratamientos cuyas estimaciones -
son independientes y normalmente distribuidas y la varianza -
de cada funcidén se puede estimar como un midltiplo apropiado -
del cuadrado medio del error en el ANOVA. Supongamos, por ejem
plo, que tenemos las observaciones de un experimento facto -
rial 2k y que estamos interesados en.la construccidn de ICS -
para los efectos principales y las .interacciones de dos facto

res solamente; supongamos ademds, que ninguna de estas funcio

nes estd confundida con las repeticiones. Denotemos por T;; ¥

Tiys i # j i, = 1,2,...,k en el verdadero valor de los efec-
tos principales y las interacciones de dos factores respecti-
vamente, Sea ?ij, i, j = 1,2,...,k 1a estimacidén insesgada de

Tij. Entonces el teorema nos permite afirmar que el conjunto

k(k +1)/2 desigualdades.

~ . A ' .
Tij - YVAC(%33) my S 159 £ Ta5 + /VAar®is) ma 5 i,5=1,2,...,k

se satijsfacen simultdneamente con una probabilidad de 1 -ad, -
cuando m, es el punto correspondiente al (1 -a) percentil de
Ta distribucién del miximo médulo studentizado para k(k +1)/2
variables con el nimero de grados de libertad disponibles pa-

ra la estimacidn del error.
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1.2.10. E1 Método de Hochberg.

E1 método de Hochberg consiste basicamente en una -
aplicacidon del teorema anterior en combinacion con la desi -
gualdad de Sidak. Este método fue propuesto fundamentalmente -
para la construccién de ICS para la familia ¥ = {c'6; c € CP}
de funciones parametrales en el caso no-balanceado, pero tam-

bién puede extenderse para permitir la construccidén de ICS pa

ra todos los contrastes. Veamos.

Teorema 12. Sea X € RX yn vector aleatorio con distribucidn -

N(e,02v), donde 6 y 02 > 0 son pardmetros desconocidos y

una matriz p.d. de constantes conocidas. Sea también, S2% una
variable aleatoria estadistiéamente independiente de X tal -
que vS2 n g2xZ (y)

(1) [|ct (X -0) | <SMy (vis-2v;jhvs 24 para toda c = e ey, i#3; 1,3=1,2,.--,K]2 1~

(1.32)
.. 2 k k
(i) P[Ic'(x-e)l <Smy - .Zl;zlcicg(vii-2v1j+vjj)para toda € € Lc] 21-0
ey g A=i)F ’
RICH (1.33)

donde my es el punto correspondiente al (1 - a)-percentil de -

la distribucién del maximo médulo studentizado para kkk-1)/2 -

variables con V grados de libertad.

Demostracidn. Sea g = k(k -1)/2 y sea Y un vector en el espa-

cio g-dimensional cuyos elementos ¥Yr, r = 1,2,...,g, son

Yo s oy = Xi-= X4) =(8; - 64) C o
8(1,9) = ToTE v +lvjj_);,2 1<di<j<x

donde



§(i,3) = (A-Dk + j - i(i+1)/2

Entonces Y “N(.0g?R) donde R es una matriz de correla

cién de orden g.
Por la desigualdad de Sidak se tiene que
- hd . g
Y Y Y = Y
(Gl cg Maleg,.. lelce > 1 [l < g

y de acuerdo a los comentarios que siguen al Teorema 4, el la
do derecho de la desigualdad es equivalente al caso en que -
reemplazamos R por la matriz identidad. Ahofa bien, si hace -
mos gsto, es decir, si pensamos en Y como Y ~ N(0,0%1), por =

un argumento similar al del teorema anterior tenemos que

g . _ .
I P] l-Y-SiIS €I= P IHIEX{'YIIJIY2II°'°O'YgJ} s SEI

r=)

y tal probabilidad es igual a 1 - @ si elegimos & como £ =ma

donde My es como en el enunciado del presente teorema.

Sea ahorq Z = (X-G) y aij = Sma(Vj_i-ZVij-}-ij)l/z;i?‘j
i, = 1,2,...,k, entonces l%§l <my para todo r = 1,2,...,9

implica que [2i - 2j]|.< aj4 para toda i # J, 1,3 = 1;2,...,k
de modo que la desjgualdad de Siddk y el teorema anterior im-

plican que

Pl]|z; ~ %51 < a;4 para toda i # 3, 1,2,...,K 21-u
con 1o que se demuestra la primera parte del teorema.

Veremos ahora que (ii) se sigue de (i)
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Si 2 = (Xx-0),tomemos ahora cualquier ¢ € Lg, entonces
lc*(x-8)| = |e'z|
k k
= | = ctzi- T c3zyl
i=1 i=1
.k gk ok k k
= (3 I leil) I;X I cicjzi- I I clejzy |
i=1 i=1l jJ=1 1=1 j=1
k iy £ +
< T A DR X Z cics : - Zs
s20z le; D72 ;E,0105 125 - z5]

entonces si |z;- 25| < ajjpara todo i#j, i,3 =1,2,...,k, se tiene

que

k _ k k _
c'(x-9) < 2('2 Icil) I.Z .Z c'{cj ajj
i=1 i1=1 1=1

de modo que (i) implica (ii) VA

E1 método de Hochberg es comentado en Miller (1977) y
Gabriel (1978b).

1.2.11. E1 Método de Tukey Modificado

La construccién de ICS para todas las diferencias en-
tre medias, es el m&s comlin y quizds el mds importante de 1los
problemas de estimacion simultdnea. De los que ya hemos visto,

los resultados en los que se hace referencia a este problema

son

(i) E1 método de Tukey para el caso balanceado que di

ce:

~

Plle' (x-0)| < aSqu para toda c=e -€, i3, i,5=1,2,...,k] =1 - @



donde las constantes a y gy son como en el Teorema 6.

(11) E1 método de Spjotvoll-Stoline para muestras es
tadisticamente independientes, esto es cuando V es una matriz
diagonal, que dice

PIIC'(X -0)| < Sqy max{/Vvyi;, /Y Vij} paratoda c=ej-ey, i;éj,.‘i,j=l,2,..,..,k]2.l-

donde g3 es como en el Teorema- 10.

(iii) E1 método de Hochberg para el caso no-balancea

do, es decir, cuando V es cualquier matriz p.d., que dice

Plk'x-0)|< Sma (Vi1-2v;j+vy5)/% para toda c=ej -ej, i#j, i,5=1,2,...,k] > 1=

donde my es como en el Teorema 12.

Antes de que estos dos Gltimos métodos se conocieran,

Tukey propuso efectuar una modificaciﬁn al método que lleva -

~ Su nombre para afrontar el caso no-ba]anc;ado, reemplazando a

en el Teorema 6 por E%ﬁqi “2viy vy )'_fl/2 y manifestd que posi

blemente

Plle" (X -0) | < Squ $vij-2v;54vy 4 para toda c=e e, i#, i,3=1,2,...,K]2-
(1.34)

Durante mucho tiempo se ha intentado probar o desapro

bar esta conjetura sin que se haya encontrado una solucidn ge

neral; sin embargo, Brown (1983) demostrd la validez de (1.34)
cuando k = 3 y, recientemente Hayter (1984) demostré un teore-
ma del cual se desprende 1a validez de (1.34) para cualquier

cuando vij; = 0, i # 3, 1,5 = 1,2,...,k. E] teorema de Hayter

€M Cuestidn, serd presentado en seguida sin demostracién, el -
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lector interesado puede consultar el trabajo de Hayter (1984).

Teorema 13. Sean X; ™ N(0,0?), i=1,2,...,k un conjunto de va-

riables aleatorias independientes con 0% > 0 y sea £ > 0 algu-

na constante. Entonces, como funcidn de O;» i=1,2,...,k

PIx: - %] < £(oF + 02) /2 para toda i %3, 3,5=1,2,...,k ] (1.35)

es una funcidn estrictamente minimizada cuando los valores de

Ui, i=1,2,...,k, son iguales /

Notese que el método de Tukey modificado puede exten-
derse para construir ICS para todos los contrastes entre me -

dias, haciendo exactamente el mismo razonamiento utilizado en

la extensién del método de Hochberg. .

E1 teorema de Hayter garantiza que el método de Tukey

modificado preserva el CCS_cuando las variables son indepen--

dientes; mis aiin, para este caso, 10s resultados de una simu-

lacidn hecha por Dunnett (1980) y los cdlculos presentados por

Uusipaikka (1985) han demostrado que, a menos que el grado de
imbalance sea muy severo, la igualdad en (1.34) casi se alcan

Za s

La modificacién al método de Tukey para el caso no-ba
Tanceado es conocida en algunos contextos como correccién de
Kramer, debido a que Kramer (1956, 1957), trabajando con pruge
bas de comparacién polietdpicas, propuso un cambio similar al

propuesto por Tukey.
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Una comparacidén, en el caso no-balanceado con varia -
bles aleatorias independientes, de los ICS para todas las di-
ferencias entre medias obtenidas mediante el método de Tukey

modificado contra los obtenidas por el método de Spjotvoll- -
Stoline y el método de Hochberg, nos muestra que el primer mé

todo proporciona los intervalos de menor longitud; veamos es-

ta comparacion.

En el caso que nos ocupa, sabemos que cuando la cota
minima para el CCS es la misma para los tres métodos, la -

mitad de la longitud de los intervalos para cada método es:

( i ) Método de Tukey modificado
Sqald (vis + vig)]172
( i) Método de Spjotvol1-Stoline
sqg[max(vy;, vig)]¥* -
(iii) Método de Hochberg
Smo(vy; + vij)l/2
donde qgg, g4 Y Mo son los (1 -a)-cuantiles de las distribucio
nes de Q(x,y)s Qlx,v)Yy M(g,§), g = k(k -1)/2, respectivamente.

Observemos ahora que

(a) E1 método de Tukey modificado es mejor que el de

Spjotvol11-Stoline pues

do S 4§ Yy Vii + viy S 2 mix {v;j, Vij}
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(b) E1 método de Tukey modificado es mejor que el de

Hochberg ya que
da < Y2 my
(c) E1 método de Hochberg puede ser mids o menos efi -

ciente que el método de Spjotvoll-Stoline, ya que la razén de

Tas Tongitudes de 1os intervalos

mg y , min{vii,viilyie
gl maxi{vii, vy}

puede ser mayor o menor que la unidad, dependiendo de a, k»

vV y del grado de imbalance, esto es, del grado de discrepan -

cia entre los valores de-vj;i ¥ Ve

"1.2.12. Un resultado general

De los métodos para la construccidon de ICS aqui pre

sentados, badsicamente s&6lo- tres de ellos poseen propiedades
6ptimas, esto quiere decir que cuando se cumplen los supuestos
bajo l1os que son aplicables, cada uno de estos métodos propor
ciona intervalos con la minima longitud posible y ademds el -
CCS tiene exactamente el valor nominal; estos métodos corres-
ponden a tres diferentes familias de funciones parametrales ¥
son: el método de Scheffé para el conjunto de todas las combi

naciones lineales de c'g con c en un espacio o subespacio vec

torial; el método de Tukey para todas las diferencias entre -
medias 6; - ©5. 1 # j, i,j = 1,2,...,k, en el caso balanceado
Ys: el método de Tukey-Roy-Bose para las coordenadas individua

les del vector de medias, es decir para 6;, i = 1,2,...:k»
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cuando las componentes del vector de observaciones son esta -
disticamente independientes. Hemos visto también que cuando -
se alteran las especificaciones bajo las cuales cada método -
tiene propiedades 6ptimas, por ejemplo, cuando no se cumplen

los supuestos acerca de la distribucién 0 cuando se modifica

el conjunto de funciones parametrales consideradas, es posi -
ble, en muchos casos, efectuar alguna modificacién de modo -
que el resultado central del método sea aplicable y CCS o el

valor minimo de este se preserve; sin embargo, casi siempre -
los cambios sacrifican las propiedades optimas del método. Pa
ra finalizar esta seccifn veremos una formulacidn general, de
bi-a a Uusipaikka (1985), .que en teoria ofrece una solucidn -
al problema de estimacidén de ICS exacto§ para un conjunto es-
pecifico de funciones parametrales de la forma c'6 con c en C
donde C es algiin subconjunto finito o infinito de un subespa-
cio vectorial de dimensidn g, cuando X ~ N(6,02v) y sblo se -
supone que VvV es una matriz positiva definida de constantes coO
nocidas y, ademds, se cuenta con una estimacidn de o2 estadis
ticamente independiente de X, es decir, bajo el conjunto de -

supuestos hechos en (1.2:1.)

E1l resultado de Uusipaikka considera la familia de es
timacién o familia de cantidades pivote compuesta por

[ctix -0)]

(qSZC'VC)I/z ceC (1"36)

Z(X;c'0)=

donde g es la dimensién del subespacio vectorial al que perte

nece C. De este modo, los ICS son de la forma

C'X -~ gy Jas?c'Ve] V2 < c'e < cfx+'—'§a]qszc?VcIJ/2 (1.37)




58 -

para toda c en C; donde &q es el punto correspondiente al -
(1-oa)-percentil de cierta funcién de distribucién H, que de-
pende de C, V y v..E1 siguiente teorema contiene una represen

tacidon de esta funcidn de distribucién.

Teorema 14. Los ICS mostrados en (1.37) tienen exactamente un

CCS de 1 -a para toda c'© con ¢ en C si el nimero real Eq es
el punto correspondiente al (1-a)-percentil de la siguiente

funcidn de distribucidn:

w/
H(w) =F(w?) +2 I T G(w/r) £f(x?)rar (1.38)
w

1 .
=I F(w?/t%)g(t)dt
T .

para todo w > 0 ; donde F y £ son la funciﬁn de distribucidn y
funcidén de densidad de la distribucién F de Snedecor con q ¥y
V grados de libertad respectivamente y Gy g son la funcidon de
distribucidn y funcidén de densidad de la siguiente variable -

aleatoria

T = sup |c'B| (1.39)

ceCsx

donde B tiene distribuci6én uniforme sobre la esfera unitaria
E=1{n:>"nemrg nj=11

Y C+ es algiln subconjunto de esa esfera tal que la siguiente

correspondencia se verifica

~ ' c've
= .40
cice (c'Ve &)V (1.40)

Para cualquier par de vectores enC y Ce.. E1 nhimero real T es
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igual a

inf sup |[c'n]
NeEE c€Cxy

y la variable aleatoria T satisface

P [t<Tr=<1]) =1
Demostracidn. Claramente si £y es el punto correspondiente al
(1 - a)-percentil de la variable aleatoria

M - Jet (x =0 |
AN RO

los intervalos (1.37) tienen un CCS igual a 1 - a. Veamos en-
tonces que H, la funcidn de distribucidn de esta variable, pue

de representarse como en el teorema.

Sea O una matriz inversible tal que QQ' = Vv, entonces

: IC.IQQ-“J.(-X _e) l
M = su Y Y o I
cé%» /g S 1Q'cy

_ c'Z
=Sk, T

ceCy .
donde z = 1 0" '(x-0),,Y = S¥/c2 y Cy = {cic =]o'd] '@'a, 4 eC},

de modo que % ~ N(0,0%I) ¥y VW ~ x?(y) y ademds 2z y Y son, por
hip6tesis, estadisticamente independientes; asi mismo, Cs €S

algiin subconjunto de-un subespacio vectorial de dimensidn g,

digamos L. Sea P el operador proyeccidn sobre ese subespacio,

entonces b = PZ tiene distribucién normal estandar en ese sub-

espacio. Entonces

ceCx qu)l/z



de modo que si hacemos que b = |b]g , podemos escribir

b :
= A8k suwp jersl
(qv)y2 ceCy

*

Obsérvese que |bly B son estadisticamente independien
tes (Anderson, 1958) y, ademds Ib]2~ Xx%q) ¥ B tiene una dis -
tribucidn uniforme sobre la esfera unitaria en el subespacio
L de dimensién g; méds aﬁn, Cy es a]gﬁn subconjunto de esa es-
fera unitaria y es fdcil ver que la correspondencia (1.40) en

el teorema se verifica para cualquier par.de vectores en Cy

Cx.

RT, donde R%2 -

Por 1o anterior, podemos escribir M
tiene la distribucién F de Snedecor con g y v grados de liber

tad y T es como en el teorema.

Finalmente, si Hy h, Fy £, Gy g son las funciones
de probabilidad y de densidad de M, R2 y T respectivamente y

si

T = inf sup |c'n|
NEE ceCy

entonces P[ 1 <« T < 1] = 1

y
1

r
h(m) = J ;2:—’2‘1 £f(m2/t2) g(£)d(t)
T

Luego

2

w
H (w) =J J 2m f(m2/t?2) g(t) dtdm
0
2 32 1
= ] Ff(s)g(t) dsdt = JF(w /t) g(t)dt
T T
1
= F(wz/tz.)G(t)r + 2 [ G(t) f(wz/tz)%; dt
J
T
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. tw/T - )
= F (w?) +2J G(2) £(r®) rar 7

w

La utilidad de este teorema depende de nuestra habili
dad para determinar la distribucidn de la variable aleatoria
T en (1.39); en Uusipaikka (1983, 1985) se deriva esta distri
bucién para los casos en que g = 2 y g = 3 para un conjunto -
finito C, sin embargo, para mayores valores de g parece ser -
difici] de determinar, excepto cuando se satisfacen los su -
puestos para los tres métodos antes mencionados, ya que en es
tos casos, el resultado de este teorema es equivalente al de
esos métodos; dicho de otra forma, los tres métodos son casos

particulares de la aplicacidn de este teorema.



CAPITULO 2
METODOS DE COMPARACIONES MULTIPLES

2.1, Conceptos Preliminares

Contamos con la observacidn de un vector aleatorio X,
cuya distribucidon depende de un conjunto de pardmetros 6; sea
© el espacio de pardmetros. Estamos ‘interesados en probar -

una familia de hipdtesis H dada por

H= {H;:0 € wi, i € I}

donde w; C @, es un subconjunto en el espacio de pardmetros
reséringido por la hipdtesis Hj;como antes, I denota el ton -
junto de indices. Podemos caracterizar los e]ementqs de H di=
ciendo que la familia contiene una hipdtesis global Ho, asT‘-
como un conjunto de hipdtesis Hi, i € I - {0} implicados por
Ho; es decir, la hipdtesis Hi: 6 € w; es tal que wy C wy; C B
para toda i € I. Se asume que w, = i} wi, de modo que podemos
decir que H, es la interseccién de todas las hipdtesis. A la
relacion w; C w4 para cualquier par de hipotesis en H, la re-
feriremos diciendo que Hy es componente de H;, y si la rela -
cidén es estricta, esto es, si Wi CWy, diremos que Hy es compo
nente propio de H;; denotaremos esta relacib6n estricta escri-

biendo i + j. NGtese que esta relacidn es transitiva, pero -



no es reflexiva, ni simétrica. Podemos dividir # en dos sub-
familias, a saber, una subfamilia de hipotesis minimales, -
que denotaremos por Hpm e indizada por Im, formada todas aque
Tlas hipdtesis que no tienen componentes propios y, por ex -
tensidon otra subfamilia de hipétesis no-minimales, compuesta

por todas las hipotesis en el complemento de Hm.

Ejemplo 2.1. Para ilustrar lo anterior, consideremos

la siguiente familia de hipodotesis:

Ho: 61 = 6, = 083 = 0,4 Hs: 6,

il
D
)

Hi: 61 = 62 = 03 Hy; 61 = 0,4
Hz: 01 = B2 = 6,4 ' Hg: B, = 03
H3: 9; = 63 = 0,4 Ho: 6, = 0,4
Hy: 62 = 03 = 6, Hig 63 = 0,

En este caso Ho es la hipdtesis global; H;, i=1,2,..

.»10, son las hipdtesis impicadas por Hy; H,,

1 5fslsesasds
son hipotesis no-minimales y; Hy,. i = 5,7,...,10, son hipote

sis minimales. Vamos también que 0 + i, 1=1,2,c..510; 1 = 3,

j =5,6,8; 2 +:3,3=5,7,9; etc... ]

Cuando una hipdtesis es probada por una prueba de sig
nificancia y no es rechazada, generalmente agregamos que to -
das 1a$ hipdtesis implicadas por esta (sus componentes) deben
considerarse como no-rechazadas; sin embargo, cuando la hipd-
tesis es rechazada, nos enfrentamos al problema de tener que

decidir qué componentes deben ser rechazados también; en -
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otras palabras, cuando consideramos una familia de hipétesis

deseamos saber si todas las hipétesis son ciertas, si todas -
son falsas o, de otro modo, saber qué hipétesis son ciertas y
cudles no 10 son. Estamos ante un problema de decisiones mQ]-

tiples, que puede o no admitir una solucidén simple y natural.

En un 1nten£o por ofrecer una respuesta a algunos pro
blemas de este tipo, se ha propuesto una variedad de métodos
de comparacidn mGltiple basados ya sea en pruebas de signifi-
cancia para cada una de las hipdtesis en la familia, o en re-
giones de confianza simultdneas para funciones parametrales -

relacionadas con la familia de hipdtesis.

Hay fundamentalmente tres enfoques acerca de como de-
ben ser los métodos de comparacién mdltiple. E1 primero, apa=-
rentemente debido a Tukey (1951), indica que la estructura --
del método debe ser tal que permita probar simultdneamente to
das y cada una de las hipdtesis en la familia; la manera mas
comin de conseguir esto es comparando todos los estadisticos
de prueba contra el valor critico obtenido para la hipdtesis
global, de manera que las hipdtesis pueden ser probadas sin -
referencia de una a otra; a los métodos de este género se les
conoce como métodos de pruebas simultdneas (MPS); como ejem -
plos de estos tenemos los conocidos métodos de Tukey y Scheffé.
E1 segundo enfoque, sugerido por Student e implementado por -
Fisher (1935), parte del hecho de que si la hipdtesis global
es falsa, utilizando esta informacidon es posible, mds adelan-
te lo veremos, obtener métodos, en algin sentido mds podero -

sos que los métodos anteriores, para probar simultdneamente -
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las hipotesis restantes en la familia; los métodos de este -
tipo generalmente constan de dos etapas: primero se hace una
prueba ordinaria de nivel o para la hipdtesis global Hy, en
una segunda etapa la subfamilia H;, i e I - {0} es probada
simultdneamente si y sé]o si la hipdtesis global es rechaza-
da, de lo contrario el procedimiento termina; el valor critj
co para las hipdtesis en la subfamilia se obtiene bajo el su
puesto de que Ho, es falsa; a este tipo de procedimientos les
denominamos métodos de pruebas protegidas (MPP). En el ter -
cer enfoque, también sugerido por Student e implementado de
diferentes maneras por varios autores, los métodos tienen -
una estructura de naturaleza polietdpica tendiente a alcanzar
la mayor capacidéd para detectar significancia en cada hipd-
fesis; para los métodos mds comunes de este tipo, se egtablg
ce que en la primera etapa se prueba la hip6tesis global y -
en las etapas subsiguientes una hipdtesis H4 es probada si y
s6lo si Hy es componente propio de una hipdtesis H; y, ademis,
Hi es rechazada en:una_etapé anterior; el valor critico con -
trq e1 que se compara el estadistico de prueba correspondien
te a Ta i-ésima hipGtesis; es obtenido bajo la distribucidn
especificada por H; considerada individualmente; una caracte
ristica de estos métodos es que el nivel de significancia -
puede . no ser el mismo para todas las hipdtesis; a este ti-
~po de procedimientos les 1lamaremos métodos de comparacidn -
polietdpicos (MCP); aqui se incluyen los procedimientos cono

cidos con el nombre genérico de pruebas de rango miltiple.



En el parrafo anterior, implicitamente hemos asociado
a cada hipdotesis Hi, i € I, un estadistico de prueba Zi = 2i(x)
entonces para la familia H tenemos una familia de estadiSticos
de prueba Z = {2i, i e 1} Ademés, asumimos que la distribucion
de Zi, i € I, estd completamente especificada bajo Hj, es de -
cir, es la misma para toda © € wj. Ahora observemos que para -
cada i € I, puede haber mds de un estadistico que nos permita
construir una pruza para H;, de modo que hay varias posibili-
dades para elegir alguna familia Z; mds ain la eleccidn de Z -
casi siempre juega un papel importante en cualquier procedi -

miento de prueba.

Antes de describir cada uno de los tres tipos de méto-
dos mencionados previamente, veamos dos requerimientos, desea-
bles en cualquier procedimiento, que se refieren a la relacidn
entre decisiones sobre hipétesis que se implican una a otra. -

Estos requerimientos son la coherencia y la consonancia en las

decisiones. Con un procedimiento de comparaciones miltiples -
que satisfaga el requerimiento de coherencia, ninguna hipdte -
sis puede ser aceptada si cualquier hipdtesis implicada por é&s
ta es rechazada, la coherencia es esencial ya que nos previene
de contradicciones en el sentido de que impide rechazar una hi
potesis sin haber rechazado todas Tlas hipétesfs que la impli -
quen. La consonancia se refiere a la re]acién reciproca, esto

es, con un procedimiento que satisfaga el requerimiénto de con
sonancia, el rechazo de alguna hipdtesis no-minimal implica -
que al menos una hipdtesis minimal implicada por &sta es recha

zada también; la consonancia evita cierto tipo de - -



inconsistencia que se presenta cuando una hipbtesis es recha-
zada y no se rechaza ninguna de las hipdtesis implicadas por

esta; tal inconsistencia, aunque no deseable, algunas veces -
es inevitable en la prdctica, pero esta es una deficiencia in
herente no s6lo a las pruebas de comparacién mQ]tip]e, pues -
se presenta en otros tipos de pruebas estadisticas. Estos dos
requerimientos son tratados en Gabriel (1964, 1969) y Einot y

Gabriel (1975).

Coherencia y consonancia son relaciones entre las de-
cisiones tomadas en base a pruebas sobre hipétesis que se im-
plican una a otra, esto es, si i » j, estos requerimientos in
dican cierto tipo de relacidon que debe habér entre las decisio
hes'sobre Hy ¥y Hys sin embargo, la relacidon de implicacidon de
i - j no es la Gnica que puede obtenerse dentro de f{. Lehmann
(1957) senala algunos procedimientos que preservan una amplia
clase de relaciones de 1mp1icaci§n, a los que denomina compa-
tibles; un procedimiento se dice compatible si, sobre el con-

junto de todas las posibles decisiones inducidas por H y la -

familia de pruebas para H, la probabilidad de tomar una deci

sidn inconsistente, con respecto a las otras decisiones, es

nula.

2.2. Métodos de Pruebas Simultdneas

Para una familia {H,Z} y una constante &, un método

de pruebas simultaneas (MPS) se define como la familia de prue

bas para toda Hj, i € I, que rechaza H; si (z; > &), usando -

la misma constante & para todo Z; en Z. De este modo, un MPS
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puede caracterizarse por la trfada {H,Z2,£}. La probabilidad

a = Pwo(,ZQ.‘> E)

de rechazar errdneamente la interseccidn de las hipdtesis se
ra referida como nivel del.MPS y la constante £ como el valor

critico.

ET término de simultdneo es usado para enfatizar que
ninglin ordenamiento o secuencia debe ser impuesto al proceso
de prueba de todas las hipdtesis, esto es, las pruebas se ha

cen sin referencia de una a otra.

Para un MPS, Tos requerimientos de coherencia y con-
sonancia pueden escribirse en términos de los siguientes even

tos: para toda i e I - Ip

( i ) coherencia

(X:23 > &) JduU (xizy > E) c.s. (2.1)

( i1) consonancia

(X:25 >E) ¢ U(X:25 >&) c.s. (2.2)

(iii) coherencia y consonancia

(X:23 >E) 2 y(X:245 >&) c.s. (2.3)

donde las uniones son sobre los subindices j tales que i - j.
En estas ecuaciones c.s. significa "casi siempre" o "casi en
todas partes", es decir, si A¢C B c.s., entonces A N B puede

ser no vacio pero de medida cero; similarmente, A = B c.s. -

significa que ambos A N B y & N B, pueden ser no vacios pero



su probabilidad debe ser cero.

Obviamente no todo MPS satisface estos requerimientos,
sin embargo, si para una H dada restringimos la eleccién de Z,
podemos encontrar condiciones necesarias y suficientes para -
las que s7 se satisfagan, como se muestra en los siguientes -

teoremas.

Teorema 1. Cualquier MPS basado en la familia {H,2}, es cohe -
rente para todo & si y s6lo si para cualquier par i,j e I, tal

que i = j, se satisface que

Zi(X) 2 Z5(X) c.s. (2.4)

Demostracidon. Consideremos cualquier par Hj, Hy en f para el -
que i > j. La coherencia de {#,z,&} para alguna &, exige que -

se cumpla que

(X:2i > &) 2 (X:23 > £) c.s.
ya que estos eventos determinan el rechazo de H; y Hy respecti
vamente. Ahora bien

Zi 2 Zj C«Su

es claramente equivalente a

(z; > &) D (25 > &) para toda £ c.s.

que es lo que queriamos demostrar. /

-

Observacidn: bajo las hipOtesis del teorema -

Z2; = max{Z, :r = 4 0 i > r}
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Si Z es como en el teorema, esto es, si Zi > Zj c.s.
siempre que i » j, decimos entonces que Z es una familia mo-
nétona; lo mismo decimos de {H,z!. Ademds, si para cualquier
Hiy, 1 € I - I, y cualquier punto muestral X hay un componen-
te propio Hy de Hj para el que la igualdad se verifica, esto

es, si

z; = maxj{ 23, i > 3} c.s. | (2.5)

entonces se dice que la familia {H,Z} es estrictamente mondto
na. Es facil ver que si una familia es estrictamente mondtona,
también es mondtona; igualmente es fdcil verificar que para -
una familia monbtona, el estadistico de prueba para Ho, 1la in

terseccidon de las hipOtesis, es

Z, = méxi'{Zi, ie I} (2.6)

Teorema 2. Cualquier MPS basado en la familia {H,2z} es coheren

te y consonante si y s6lo si {H,Z} es estrictamente mondtona.

Demostracidn. Un MPS es coherente y consonante si para toda -

ieI -Ip

(Zi > &) = y (25 > &) [~ -0
{5:i+5,5e1,}

Ahora de Ta definicidén de monotonicidad estricta, te-

nemos que para cualquier i e I - I, se verifica que

Zi = mdxj{z5, i » j} .5

entonces para toda i € I - I, se cumple que

Z2; = max4y1{Z5, i~ j,j e Iy} .c.s.
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de modo que coherencia y consonancia de {H,Z,£} para toda &,

es claramente equivalente a monotonicidad estricta de {H,Z2}./

E1 siguiente teorema se refiere a la probabilidad de
rechazar erroneamente al menos una hipotesis de la familia -

de H.

Teorema 3. La probabilidad de que un MPS {H,Z,Z} coherente -
de nivel a, rechace errdneamente al menos una hipdtesis de H
es @ si H es cierta y no extede el valor de a, sea 0 no Hy

cierta, siempre que una o ambas de las siguientes condicio -

nes se verifiquen:

(i) para cualquier subfamilia H* = {H;, i € I*} don
de I* ¢ I, la distribucidn conjunta de {2;, i € I*} esté com.

pletamente especificada bajo Ho: 6 e N ,w;

- (ii) la familia H sea cerrada bajo interseccidn.

Demostracidn. Por el Teorema 1 {H,Z} debe ser mondtona y en-
tonces Zo, = mdx;{%Z2;, i € I}, de modo que el rechazo de Hy, -
evento (Zo > &), es equivalente al rechazo de cualquier His
i e I, es decir al evento yr(z; > €). Dado que bajo H, la -

probabilidad del primer evento es a, es decir
Pu,(Zo > &) = a
cuando Ho es cierta, entonces la probabilidad del segundo -

evento es la misma cuando H, es cierta, 1o cual demuestra la

primera parte del teorema.
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Supongamos ahora aque H, la subfamilia de hipétesis
ciertas, es no-vacia; entonces su interseccidn Ho es necesa-
riamente cierta; para esta subfamilia el rechazo de alguna -

hipétesis cierta ocurre si (Zo > E), Z; definida por

Zo = méx;{2;,i e 11}

donde I ¢ I es el conjunto de indices de H. La probabilidad

asociada a este evento es

Pﬁo(zo > g)

Si podemos mostrar que

Py (2o > B) =Py, (Zo > E) (*)

entonces la segunda parte del teorema se sigue, ya que -

Zo < Zo implica que

Pwo(zo > &) £ Pyy(Zo > E)

Ahora bien, si (i) se cumple, la distribucidn conjun
ta de{zj,i e I} estd completamente especificada bajo Ho y en
tonces la distribucidén marginal de Zy también estd completa-
mente especificada bajo Hy, indiferentemente de si H, es 0 no
cierta y, por lo tanto (*) se cumple. E1 mismo argumento se
aplica si (ii) se verifica, mds aln, como en este caso f es
cerrada bajo interseccion Ho € H ylio es el estadistico de -
prueba para Ho, y, por hipdtesis, a fortiori su distribucion
estd completamente especificada bajo Ho sea o no Ho cierta, -

con 1o que también en este caso (*) se cumple. V4
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En resumen, bajo las condiciones de este teorema, la
probabilidad de rechazar al menos una hipdotesis H que sea -
cierta, no excede el valor de o. Esta probabilidad es la que

en muchos trabajos se conoce como tasa de error experimental.

Observemos que la condicién (i) del teorema implica
que todas las hipbétesis ciertas H;,i € I, estdn incluidas en
ambas H y H, pero no necesariamente que Hy € H, esto se ga-
rantiza solamente si H es cerrada bajo interseccidon, es de -
cir, mediante la condicidon (ii). Para ilustrar esto veamos -

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Consideremos un disefio completamente al
azar con k tratamientos (k > 3). Supongamos que H, es la hi-

potesis de igualdad en todas las medias y ademds

(a) Si la subfamilia H-H, estd compuesta por las -
k(k -1)/2 hipotesis de igualdad de todos los pares de medias.
Esta familia no es cerrada bajo intersecci6n ya que no con -
tiene Tas hipdtesis de igualdad de grupos de g medias s$i -
2 < g < k; no obstante, si para cada hipdtesis empleamos es-
tadisticos F aumentada (estadisticos F multiplicados por los
grados de libertad del numerador) como estadisticos de prue-
ba, entonces la distribucidon conjunta de los estadisticos de
prueba de las hipdtesis minimales, estd completamente especi-
ficada para cualquier subconjunto de g medias jguales, inde-
pendientemente de los valores de las otras k - g medias. Es-

to demuestra que (i) se cumple.



(b) Si cada Hj; I-{0} es la hipdotesis de que el -
j-ésimo contraste de medias es igual a cero y, la subfamilia
H - Hyp incluye hip6tesis para todos los contrastes, entonces

H es una familia cerrada bajo interseccidn. . [

Hasta aqui hemos visto que las familias de estadisti
cos de prueba mondtonas o estrictamente mondtonas desempefian
un papel importante para asegurar la coherencia o la coheren
cia y consonancia de un MPS. De manera natural surge la pre-
gunta Zhay algin criterio de eleccidon para la familia Z que
nos garantice la monotonicidad o la monotonicidad estricta?.

E1 siguiente teorema ofrece una respuesta.

Teorema 4. (i) Si la familia de estadisticos de prueba 2z se
relaciona con H mediante el Principio de 1la Razdn de Verosi-

militud (RV), entonces {H,Z} es mondtona.

(ii) Una familia {H,Z} es estrictamente mondtona si
y s6lo si los estadisticos de prueba pueden escribirse en -
términos del Principio Unidn-Interseccidon de Roy (Ui), esto
es, cuando y s6lo cuando Z se relaciona con H mediante el -

principio UI, {H,Z} es estrictamente mondtona.

Demostracidén. Sea la familia {H,Z}. Sabemos que el estadis-
tico de prueba para cualquier H; en H basado en el principio

RV, puede escribirse como

sup fI
Wi
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donde g es una funcidn mondtona decreciente vy £ la funcidn -

de densidad de probabilidad (Wilks, 1962).

Tomemos ahora dos hipdtesis Hj, Hj € H tales que -
i > j. Como i ~3j es equivalente a wi C wj, lo cual implica -
que

sup £ < sup f
Wi Wj

se sigue que Z;j 2 Zj ya que g(+) es decreciente. Esto demues

tra (1).

Ahora, bajo el principio UI, la construccidn de una
familia de pruebas simultaneas para H de nivel o, consta de

los siguientes pasos:

(a) Primero consideremos la subfamilia Hm de hipdte-
sis minimales;construyamos una prueba separadamente para ca-
da Hj,] e Iy, de tamafio digamos o, (o, < a) tal que la regidn

critica de la prueba para Hj sea (X:Z§ > g).

(b) Una prueba para cualquier H;,i € Iy, se constru-
ye a partir de sus componentes minimales, definiendo la regidn

critica para Hj como
u (x:25 > g)
donde la unidn es sobre los subindices j tales que i - j.

(c) Consideremos la interseccidn w, = Nyw; para de =
terminar & de manera que la prueba ordinaria para Hy, consi-

derada separadamente, tenga tamafho o, esto es

Py, =1%o > E] = a
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Dado o puede determinarse o, y viceversa.

De este modo por (b) tenemos que la regidn critica -

para Hi,i1 € I-Iy, puede escribirse equivalentemente como

(X: maxy{Z5, 1i+3, j € Iy} > §)

y extendiendo la definicidn para todos los posibles valores

de &, el estadistico de prueba para H; sedefine como

Zi = mdx§{z5, 1i+3, j € Inl

1o cual es claramente equivalente a la definicidn de monoto-

nicidad estricta. Con esto se demuestra (ii). /

Como corolario a este teorema tenemos que los MPS ba
sados en la familia {H,Z} son coherentes siempre que Z se re
lacione con H mediante el principio RV y, son coherentes y -
consonantes si y sd6lo si Z se re]acioqa con H mediante el -

principio UI.

A continuacidn veremos las familias de hipdtesis mis
comunes en problemas de comparaciones miltiples cuando conta
mos con la observacidn de un vector aleatorio X e Rk, -
X ~ N(6,0%V) donde V es una matriz p.d. de constantes conoci
das y, ademds, se tiene una observacién de s2, una variable
aleatoria estadisticamente fndependiente de X, tal que -

uS2 ozxz(v). Posteriormente veremos algunos ejemplos de -

MPS para estas familias.

Las familias de hipdtesis en cuestidn son:
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(i) H®, la familia indizada por I¥, que, ademds de -
H,, contiene las hipétesié de igualdad de pares de medias, -

esto es

Hi: 6rj = Ory , ri# rf ie 1% - {0}

H® contiene 1 + k(k-1)/2 hipbtesis de las cuales so-

lamente Ho es hipdtesis no minimal.

(ii) HQ, la familia indizada por I2, que contiene, -
ademds de Ho, las hipdtesis de igualdad de todas las medias de

cada subconjunto Qj; de tamafio gj, es decir, para toda i e I -{0}

H; : todas Tas medias dentro del subconjunto Q; son homogéneas

H2 consta de 2% -k -1 hipdtesis y, ademds HR = HE

(iii) La familia HC, indizada por I®, que ademds de
la hipétesis global H,, contiene las hipdtesis de que cada -

contraste es igual a cero, esto es

Hy: c!8 =0 . c; € Lg F = 1, 25545

1
5
E1 nGmero de hipdtesis en H® es infinito y todas las

hipotesis, excepto Hy, son hipdtesis minimales.

(iv) La familia HD, indizada por ID, que contiene -
ademds de Hy,, las hipdtesis de igualdad de la i-&sima media

(i < k) con la media testigo 6k, O sea

Hi: 0; = 0Oy i=1,2,...,k-1

La familia HP consta de k hipdtesis y todas, excepto

Hy , son hipdtesis minimales.



78 -

Notese que la hipdtesis global Ho es la misma para
estas cuatro familias; Ho es la hipdotesis de igualdad de to-
das las medias. Note ademds que para k > 2 se tiene que -

D P o)

C
I C £ £ I~ Cc I JT

Ahora presentaremos algunos MPS para estas familias
de hipdtesis, suponiendo que V, las constantes de Ta matriz

. . - -1 ;
de varianzas-covarianzas, satisface que V "= diag{n;,n,,...,ng}

P . . . R
(1) Para H , si definimos Z  como

|Xr; - Xrtl
G - l ... 5 e Ii {2.7)
3T S L L i
z Ny Nyt
es decir, Z? es el estadistico de prueba para szerj = efﬁ,

ademas,

z% = max;{z5, j e 1.}

y si,ER es el punto correspondiente al (1 -u)—perceﬁti] de -
la distribucién del rango studentizado con k yariab]es y Vv -
grados de Tibertad, entonces {HP, zR, R} es un MPS qoherente
y consonante, si ny = nypipara toda r # r', este MPS es de ni
vel &, de otro modo, por el teorema de Hayter en el capitulo

anterior, es de nivel a lo mas «o.

2) Definiﬂos {H2, zF £F} como un MPS de nivel ‘a si

E B A%, ~ %o)?
B¢ = E=2 - (2.8)

-

= Ing(Xy - X3)%/82 ie 19 - {0} (2.9)

InyXy

donde ii = o
r
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y las sumatorias corren sobre {r:6, € Qi} y ademds -
Qo=161,82,...,08x}, es decir Zi, i ¢ I?, es el estadistico F
(aumentado), y &F es el punto correspondiente al (1 -a)-per
centil de la distribucidn F (aumentada) con k -1 y v grados

de libertad, esto es &F = (k - 1)Fq.

Este MPS es coherente ya que {#H2,zF} es mondtona; mas
atin, es facil mostrar (ver Searle, 1971) que cada 2% i, 1 e I9,
se relaciona con su hipdtesis respectiva mediante el princi-
pio RV. Ahora bien, {HQ,2F,&F}aunque es coherente no es conso

nante ya que

ZE >méXj{Z%, j € 18} c.S.

y entonces (Zo, > £) no necesariamente implica que (z3 > &)
para alguna j e I%. Este método es ampliamente descrito en -

Gabriel (1964).

(3) Un MPS coherente y consonante para la familia H2

de nivel no mayor que a es {H?,zR,gR}, donde’

lxrj - Xrt|

Ty o r#r',je 12 (2.10)

ip ¥ o 1 12
S + )]
zi = maxj{z5, i ~3,3 e 12},i e 12 - 19
y ademds &R es como en (1), ya que por construccidn zR y H9

estdn relacionadas mediante el principio UI. Este MPS consis

te en las pruebas de significancia del método de Tukey.

(4) Supongamos que tenemos la familia {HE,2zF} donde

la familia de estadisticos zF¥ se define como
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k k
2;i = ] % cr;Xe]2/]S2 I cri/ne] i e 1€ - {0} (2.11)
=1 r=1

donde Cj: = (Cli:cziso--acki):ci € Lc

Es claro que Ho la hipdtesis de nulidad de todos Tlos
contrastes es equivalente a la hipdtesis de igualdad de todas
las medias y entonces zf es como en (2), por lo tanto, un -
MPS de nivel o se obtiene si &F como en (2); también HC y zF
se relacionan mediante el principio RV; mds aln, ya que -
Zo = méXj{Zj, 5 e IS} , también se relacionan por el princi-
pio UI. Por lo anterior {HC,zF¥ [ EF} define un MPS coherente -
y consonante. Este MPS consiste en las pruebas de significan

cia del método de Scheffeé.

(5) La familia de pruebas {HDzP,&P}, define un MPS -

cuyo nivel no excede el valor de o si

o |Xi- Xx| _
23 = ie1x1 - {of (2.12)
(= + =)
i k )
78 = méXj{Zj, i3, j e Ig}'

y ED es obtenido de las tablas proporcionadas por Dunnett -

(1955, 1964).

Este MSP es coherente y consonante y se conoce con -

el nombre de método de Dunnett. 1

E1 propdsito de las comparaciones miltiples en gene-
ral, y de cualquier MPS en particular, es proporcionar la ma
yor resolucidén. Por resolucidn entendemos la capacidad para

detectar significancia en las hipdtesis implicadas por Ho, -
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especialmente en las hipdtesis minimales, cuando la hipdte -

sis global es rechazada.

La resolucidn de un MPS cualquiera, puede ser defini
da en términos de la probabilidad de rechazar las hipdtesis
minimales siempre que la hipdtesis Ho sea rechazada. Conside
remos dos MPS de nivel o con la misma hipdtesis Hp; sean {H,
z,8} y {H*,Z*,&*} estos MPS y supongamos Iy C I*; entonces -

el primer MPS se dice mds resolvente que el segundo si

(i) Pu,(Zo > &) = Py (2% > &%) (2.13)

es decir, tienen el mismo nivel y,
(ii) para todo j e Iy

(zy > &) 2 @5 > ") c.s. (2.14) -

decimos es estrictamente méas reso]vénte si 1la inclusion es -
estricta. Es claro que la comparacidn entre dos métodos fue-
ra de las hipdtesis que les son comunes no tiene sentido. La
comparacidon puede hacersé s6lo si ﬁo es la misma para ambos

métodos y-las hipdtesis minimales de una de las familias es-

tan incluidas en la otra.

Una posible medida de resolucidn de un método es Tla
razon de las probabilidades de rechazar errdneamente las hi-
p6tesis minimales sobre la probabilidad de rechazar la hipd-
tesis global. Supongamos, por ejemplo, que bajo Ho todas las
hipbétesis minimales tienen la misma probabilidad de ser errd

neamente rechazadas, es decir,

a1 = ij(Zj > £) para toda j € I,
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entonces, la resolucidn puede ser medida como o /o . Obvia-
mente, si un método es mds resolvente que otro, también tie
ne un valor mayor para a;/oa; sin embargo, un mayor va]or'de
a,/0 para alguno de ellos indica solamente mds probable re-
solucidén y no necesariamente que sea estrictamente mas resol

vente que el otro.

Ejemplo 2.3. Consideremos la familia HF y los méto-

dos {HP,zR,gR} y {HP,zF,£F}. Como para toda j e IP

(Z§ > gR) D (zg > EF) .58,

entonces el primer método es estrictamente mds resolvente; -

por lo tanto, para HF, este método serd preferible. Il

Ejemplo 2.4. Ahora consideremos la familia HQ con -
k = 8y v =40, E1 método {H2,2K,4.0990} tiene una resolucidn
de 0.06060, mientras que {H2,2F,13.1077} tiene resolucidn de
0.00818. E1 mismo argumento del ejemplo anterior nos lleva a
Concluir que el primer método ‘es estrictamente mds resolven

te que el segundo.

Es interesante notar que en este caso podemos obte-
ner una medida mds general de resolucidon basdndonos en Tlas
probabilidades de rechazar errdoneamente las hipdtesis en = -
HY - H,, pues en este caso la resolucidn depende de la se--

cuencia

O 2 ®Z2 2 ecee =« Okana

donde akx-1 = o y o, es la probabilidad de rechazar =~ ~ -
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errdneamente una hipdtesis de rango r (ver Gabriel, 1964).

Para {H2,zR,4.0990} la secuencia entera satisface -

Ta relacion q(r+1,40,ar) = 4.0990, r = 1,2, I

Para {H2,2F,13.1077} 1a secuencia satisface la rela

cidn F(I'40,qr) = % 13.1077, r = 1,2,...,7

De modo que las secuencias son:

{HQ,zR,4.0990} {HQ,zF,13.1077}

o7 0.100000 0.100000
as 0.080748 0.064650
as 0.062409 0.038427
.0y 0.045209 0.020491
a3 0.029677 0.009418
o2 0.016335 0.003432
a1 0.006060 0.000818

lo cual nos muestra que {H®,2zR, 4.0990} es mds resolvente
para todas las hipdtesis. Un resultado similar es vdlido pa

ra la comparacion entre {H2,ZR,ER} y {HC,zZF EF}, 1

Ejemplo 2.5. Supongamos que ny = n, r = 1,2,...,k ¥y
consideremos la familia HC. Si definimos ZR como

2v ™ §1 lerXrI

- i e1°-{o0}
s L, |erj|

donde Cﬁ = {Cljczj’---sckj} Yy cy € Le



Entonces H® se relaciona con zX por ] principio UI, al -
igual que HS con 2F; sin embargo, ahora {#%,2%,€%} no es -

més resolvente que {HS,z%,&F}. i

Ejemplo 2.6. Paralas hipftesis en la familia H2, es
interesante notar que {HQ,zF gF} y {HC,zZR ER} proporcionan
las mismas decisiones, ya que IQ C IC y, ademds, cualquier
hipbtesis Hi en HQ es juzgada significativamente solamente
si al menos una hipdtesis sobre alglin contraste en HC, rela
cionado con Hi’ i e IQ, es juzgada significativa; por lo -

tanto para esta familia los métodos son equivalentes. T

La resolucidn de dos métodos es comparable si éstos
tienen el mismo nivel. Hay un tipo alternativo de comparacidn
entre cualquier par de ﬁétodos que proporcionan idénticas de
cisiones sobre las hipdtesis Minima]es y que se basa en el
costo para detectar significancia en las hipdtesis né-minimg

les.

Un método se dice menos exigente que otro, si es ca
paz de detectar la significancia en las hipdtesis no-minima
les, especialmente de las hipdtesis global, a un costo no -
mayor. En otras palabras, # C H* y Hy, = H¥, {H,Z2,E} es me-

nos exigente que {H*,Z*,g*} si

(i) para toda j e I (25> 9 =(z#> £*) c.s. (2.15)
(1) para toda i €T (z;> 8 ¢ (8 >€ cos.  (2.16)
(ii1) bajo Ho Py, (Zo > & <Py (27 >£") | (2.17)

si la desigualdad (iii) es estricta, entonces se dice que -

{H»Z>£} €s estrictamente menos exigente.
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Ejemplo 2.7. Comparemos {HD,zD gD} con {HP,2zZR,gR},
Observe que si &R = ¥2&D, los métodos tienen idénticas deci

siones para toda H;, i € IP, pero el evento

mix; {25, j e Ip} > ¥2 méx {25, j e 1]}

bajo H,, puede ocurrir con probabilidad positiva, se sigue

entonces que

Py, (28 > ED) < Py, (25 >£%)

ya que

D

Pu, (25> ER) =Pw, (25 > £°) +py (2° < £) 2%

> £

=Pw, (2D > EP) +Py (/2 27 < ER < Z§)

Por lo anterior, tenemos que para HP, {HDP,zP,zP} es

estrictamente menos exigente que {HEZR, gR}

Por otro lado tenemos que si &P y &R son elegidos de
manera que los dos métodos tengan el mismo nivel, el método
de -Dunnett es mds resolvente. Unos cdlculos ilustrardn mejor

el ejemplo. Tomemos el caso en que k = 4, entonces

{HP,zD,2.44} {HP,zR,3.4507} {HP,2R,3.7910}
Py; (Zo > g) 0.050000 0.085187 0.050000

ij(Zj > &) 0.019214 0.019214 0.010621

Los valores de la primera y la segunda columnas nos muestran
que el método de Dunnett es menos exigente, los de la prime-

ra y la tercera, nos muestran que es mds resolvente. ]

Una caracteristica importante de los MPS es su es -

trecha relaci6én con los ICS. Si las hipdtesis de una familia
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H se relacionan con una familia de funciones parametrales Y,
podemos construir ICS para los valores de esas funciones. La
correspondencia entre los ICS para esas funciones y los MPS
para las hipdtesis queasignan unvalor particulara cada funcidn
permite la extensidn de las propiedades de los MPS a propie
dades equivalentes para los ICS y viceversa. Més aﬁn, supon-
gamos que la hipOtesis Hj en H se asocia con la funcidn $; €
Y asignandole un valor X; y que la aceptacidon de H; por un -

MPS dado estd determinada por el evento

75 (X; Ai) < &

entonces este evento es equivalente a Ta inclusidon del valor
paramétrico Aj inducido por la hipdtesis Hj, cuando la fami-
lia de cantidades pivote utilizadas por el método de cons -

truccidon de ICS es

{z;(X ;2y), i € 1}

Esta interpretacidon puede resultar de utilidad para resolver

problemas de comparaciones miltiples, mediante ICS.

2.3. Métodos de Pruebas Protegidas

En 1a seccidn anterior hemos visto bajo que condicio
nes la probabilidad ae de rechazar errbneamente al menos una
hipotesis de la familia H con MPS de nivel a, es igual a a -
cuando Ta hipdtesis global es cierta; hemos visto también ba
jo que condiciones el valor de ce esmenor que o si la hipdte -
sis global es falsa. Luego, si partimos del supuesto de que-

Ho es falsa y las condiciones se sostienen, en general es -
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posible modificar un MPS dado, para obtener un método mis -
sensible para detectar las hipb6tesis falsas, y en este senti
do con mayor poder, que pueda ser usado simultdneamente para
todas las hipdotesis Hj, i € I - {0}, sin que por ello el va -
lor de ag exceda al de "o. Surgen dos preguntas: ipodemos de

algln modo eliminar la posibilidad de que H, sea cierta?, si
esto no es posible, ipodemos modificar un MPS de manera que,
aiin y cuando Ho sea verdadera, obtengamos un método de prue-
bas miltiples para el que el valor de oe no exceda ««, con -
Mayor resolvencia que el método no modificado del nivel o? -
Concerniente a la primera posibilidad, la respuesta es nega-
tiva;'sin embargo, en algunas situaciones puede ser permisi-
ble asumﬁr que Hy es falsa y entonces podemos obtener el mé-
todo modificado para probar simultdneamente todas las hipdte
sis implicadas por Ho. Con respecto a la segunda posibilidad,
la respuesta es afirmativa y estd implicita en el siguiente

"método modificado": primero se prueba Hy por una prueba es-
tindar de tamafio a, en la que Hp es rechazada si (Zo > &¢);

si Ho no es rechazada, entonces todas las hipbtesis en # -
son no-rechazadas y el procedimiento termina; si Hy se recha
za, entonces se procede a efectuar pruebas simultdneas para

todas las hipdtesis de H restantes, comparando sus estadisti
cos de prueba contra un nuevo valor critico y rechazando -
cualquier Hj, i e I -{0}, cuando (Zj >&x). E1 valor de &x se
obtiene bajo el supuesto de que Ho es falsa. Obviamente -
Eo > Ex y entonces este método modificado es mds resolvente

que el MPS no modificado, ya que la sensibilidad para detec-

tar significancia aumenta cuando el valor critico disminuye. "~
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E1 método modificado que acabamos de describir es 1o
que llamaremos un método de pruebas protegidas (MPP) de ni -

vel o y lo denotaremos por {H, Z,(&0,E%)}

A continuacidn veremos dos ejemplos de tales métodos.

Ejemplo 2.8. Encontremos un MPP de nivel o basados -

en la familia {HGZF},

. F F .
Para obtener los valores &y y &, observemos que

P(Z, > &) =p[F(k_1,v)>g/(k—l)] si Hy es cierta

=P [F(k-2,,)>/(k-2)] si Ho es falsa

donde F .ydenota la variable aleatoria que tiene la distri

bucidén F de Snedecor con r y v 'grados de Tibertad.

De esta manere si elegimos a gf y gf como los puntos
correspondientes al (1 -a)-percentil de las distribuciones F
(aumentada) de Snedecor con (k-1) y v grados de libertad y
con (k-2) y v grados de libertad, respectivamente, obtendre

mos un MPP {HC,ZF,(EE,gf)} de nivel o.

P F F .
Es facil mostrar que &, > Ex lo cual confirma que -

este MPP tiene mayor resolvencia que su equivalente MPS. D

Ejemplo 2.9. Un MPP de nivel no mayor que a, para

con estadisticos de prueba z™ definidos como

B2y = &%
z¥ = 2zR para toda i e 12 = {0}

ha sido propuesto por Hayter (1986) y consiste en. elegir -
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las constantes EX y g para {ye, 2k, (gM,gf)} como &Y = £§ don
de &% es como en el ejemplo anterior y M es el punto corres-
pondiente al (1 -a)-percentil de la distribucidon del rango -

studentizado con (k -1) variables y v grados de libertad.

Observemos que este MPP es una modificacién del cono-
cido método DMS de Fisher (1935). Esta modificacidn tiene co-
mo objeto limitar el valor mdximo de la tasa de error, gque coO
mo se sabe, el DMS tradicional no controla (Hayter, 1986; ' -

Gill, 1973). 1

La principal desventaja de los MPP es que, al destru
ir la simultaneidad del procedimiento de prueba, la subsi- -
guiente estimacién de los ICS asociados a la familia de hipd
tesis y-consistentes con las decisiones tomadas, no es posi-
ble; a diferencia de los MPS que, como vimos anteriormente,

si admiten esa interpretacidn.

2.4. Métodos de Comparacidn Polietdpicas

Supongamos que contamos con un procedimiento median-
te el cual podemos decidir entre rechazar © no cada hipdte -
sis H; € H, usando pruebas de significancia basadas.en los -
estadisticos de prueba Z;(i e I) de cuya distribucidn supo-
nemos que estd completamente especificada y es conocida bajo
su respectiva hipdtesis H;, i € I, ¥ ademés, tal distribu -
cién es empleada para determinar la regidn critica para Hj.
Para caracterizar un procedimiento de este tipo, necesitamos,
ademds de las familias Hy 2z, una familia {aj, i e I} de ni

veles de significancia o, equivalentemente, una familia 2,
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E = {gi: Pwi(Zi > &i) = 0ji, 1 € I} (2.18)

Entonces mediante {H,Z,E} podemos definir una familia de prue
bas para H, que declara cualquier hipdtesis H;, i € I, como
aj-critica si (23 > £3). Un procedimiento arbitrario de este
tipo que rechaza toda hipdtesis que sea aj-critica, no garan
tiza el requerimiento de coherencia. Como vimos anteriormen-
te, con un MPS la eleccidon de una familia mondtona de esta -
disticos de pruebaequivale acoherencia entre las decisiones -
tomadas de acuerdo al método, esto se debe a que un MPS uti-
liza un solo valor critico £ contra el que se comparan todos
los estadisticos de prueba. Sin embargo, ahora esto no nece-
sariamente se cumple,pues en el caso presente, estamos contem-
plando una familia £ de va]ores»criticos, que a priori no -

tienen por que ser iguales.

Para un método {H,Z,EZ} podemos escribir el requeri -

miento de coherencia como:

(X:25 > &5) g{i=2+§}}{:zi > i) c.s. (2.19)

para todo j € I -{0}. En palabras, un método {H,Z,E} se dice
coherente si y s6lo si cualquier hipdtesis Hj es rechazada -
solamente si (Z; > £;) para toda i tal que HjC Hj, 0, equiva
lentemente, el método se dice coherente si Hy es no-rechaza-
da siempre que (Z; < &;) para alguna i tal que Hj C Hy. En -
la prdactica, esto puede forzarse dividiendo el procedimiento

en etapas y efectuando las pruebas paso a paso, secuencial -

mente, partiendo de la hipdtesis global que no esta - o



g1 ~

implicada por ninguna otra hipdtesis y continuando con la -
prueba de las hipdtesis subsiguiéntes las cuales son menos -
restrictivas, si alguna hipdtesis Hj no es rechazada, el pro
cedimiento se interrumpe, y todas las hipdtesis Hy implica -
das por Hi, esto es i » j, tampoco son rechazadas: sin ne-
cesidad de pruebas adicionales. De esta manera, la coheren -
cia es una consecuencia directa de la naturaleza secuencial

del procedimiento (Campbell y Skillings, 1985).

Un método de comparaciones polijetdpico (MCP) se defi
ne como el procedimiento que utiliza la familia {H,Z,E} de -
pruebas para H y es ejecutado paso a paso, para decidir la -
aceptacidon./rechazo de cualquier hipdtesis H; en H. Esta de-
finicidn concuerda con la adoptada por muchos autores, por -
ejemplo, Einot y Gabriel (1975), Lehmann y Shaffer (1977) vy

Ramsey (1978), sin embargo no es la lnica.

Welsh (1977) define un tipo de MCP para H con la mis
ma familia de pruebas en el que la secuencia de pruebas es -
ejecutada en sentido inverso. En lo que sigue, considerare -
mos solamente los métodos que concuerdan con la primera defi
nicidn, pues ademds de ser los mas comunes, las caracteristi
cas principales de los dos tipos de métodos son muy simila -

res.

Para un MCP dado, convendremos en l1lamar nivel del -
método a la mdxima probabilidad de rechazar errdneamente al -
menos una hipétesis de la familia # y 1o denotaremos por a.

Los elementos de Ta familia {a;, i € I} con que definimos -
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a Z, serdn referidos como niveles de significancia nomina-
les; nominales porque con un MCP la hipdtesis H;, i e I-{0},
no necesariamente es rechazada cuando el evento (zi > &3) -
ocurre; los niveles reales son usualmente menores que 10s no
minales, ya que el requerimiento de coherencia impuesto al -
MEP, es decir, el procedimiento de prueba en etapas, exige -
que para rechazar Hs, j € I - {0}, Tos eventos (Zi >gj) y -

N (z; > &£3) ocurran simultdneamente.
{i:isj}

Para encontrar el valor de ag, la probabilidad de re
chazar errdneamente al menos una hipdtesis de #H, denotemos -
por I al conjunto de indices correspondiente a la subfamilia

de hipdtesis que son ciertas y definamos H, como
Hy:6 € N_ wy
* I o B

es decir Hy es la interseccidén de Tlas hipdtesis H;, i e . T,
de modo que H, es necesariamente cierta, mas aln las hipdte-
sis Hj que son ciertas, son exactamente las que satisfacen -
H, C H;. Cuando H, pertenece a H el valor de ag, la probabi-
lidad de rechazar errdneamente al menos una hip6tesi§ de H,
no excederd al valor de oy, el nivel nominal para probar H,.

De este modo si H, pertenece a H se sigue que

ag < mix{ai,i e I} (2.21)

Sin embargo, esto se cumple para todos los casos solamente
si H es cerrada bajo interseccidn y, por 1o tanto, no se cum
ple necesariamente para cualquier MCP; asi cuando la familia

H no es cerrada bajo interseccidn el nivel de los MCP para -
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estas familias, esto es, el valor mdximo de ag, debe anali-

zarse para cada caso (Petrodas y Gabriel, 1983).

Observemos que esta formulacidén de MCP es muy gene-
ral y no depende de las propiedades de Tos estadisticos de -
prueba Z;, i € I, excepto que &;, i € I, pueda ser obtenido
bajo su respectiva hipdtesis Hj. Un MCP es, por construccidn,
coherente, esto, como mencionamos anteriormente, es inheren
te a la naturaleza secuencial del procedimiento de prueba.
Por otro lado, la consonancia de cualquier MCP si depende -
de las propiedades de 1los estadisticos de prueba y de los -
niveles de significancia nominales, o equivalentemente, de
la familia £ de valores criticos (Campbell y Skillings, = -

1985).

A continuacidn veremos dos condiciones suficientes

para garantizar la consonancia de un MCP.

Teorema 5. Para que un MCP (coherente por construccibn) sea

consonante, es suficiente que se cumpla 1o siguiente:

(i) la familia de estadisticos de prueba Z sea es-

trictamente mondtona, esto es,

Zi = mé&x43124,1i ~3} ieI- 1,

(ii) que para cualquier par i,j tal que i » j, se -
cumpla que

(23 >&3) 2 (231 >&i) c.s. {2.22)
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Demostracidon. Observe que si la familia Z es mondGtona, (ii)

implica que

€i > £5 para toda i - j

Ahora bien, el requerimiento de coherencia indica -
que si Hy es aceptada, deben aceptarse todas las hipdtesis -
implicadas por esta, y, el requerimiento de consonancia indi
ca que si H; es rechazada al menos una hipdtesis minimal im-

plicada por H; debe ser rechazada.

Supongamos ahora que Hj, i € I -Iy, ha sido rechaza-
da, y consideremos la secuencia.Hi',...,Hi"de hipétesis impli
Cadas por H; en ese orden y hagamos que H;»sea la hipdtesis
minimal que tiene como estadistico de prueba a méxjfzj;i + 5
j e In), entonces (i) implica que z; =2z;y =250 y (i) e (ii)

implican que &; > &41> ... &n de modo que (2; > g5) implica

que (Zi'> &1)yeues ¥y (Z3iv> Eim), 10 cual muestra que estas -
condiciones son suficientes. /
Observacidon: Supongamos que (i) se cumple pero (ii)

no, entonces puede tenerse que &; <& i+ 3, de modo que
(Ei < méxj{zj,i—>j}<£j)

tiene probabilidad no nula, de donde se sigue que el MCP pue
de rechazar alguna hipdtesis e interrumpir el procedimiento
sin rechazar ninguna hipdtesis minimal implicada por la hipd

tesis rechazada.
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Supongamos ahora que (ii) se cumple pero no (i), en
tonces s6lo se garantiza que (zj <gg) N (z; > £4) para -
i > j tiene medida nula, pero esto no implica la coherencia
del MCP; para ver esto, pensemos, por ejemplc, que Z es una
familia monGtona, pero no estrictamente mondtona; entonces,
nuevamente tendremos que &; > &5 para i » j, sin embargo pue

de ocurrir que
(24 = E5 £ &4 < Zi), 1i+j, i,j e I

de modo que, con probabilidad no nula, un MCP puede rechazar
alguna hipdtesis y posteriormente interrumpir el procedimien
to sin rechazar ninguna hipdtesis implicada por la hipdtesis

rechazada, con 1o que el MCP no seria consonante.

Si (i) y (ii) no se cumplen, es fdcil construir un -
ejemplo de un MCP no consonante. En este sentido, podemos -

concluir que estas condiciones son necesarias y suficientes.

Un resultado similar al de este teorema es presenta-

do en Lehmann y Shaffer (1977).

Note que si la condicidn (i) del teorema es reempla-
zada por la de quela familia de estadisticos de prueba sea mo
ndtona, podemos hablar de métodos que son asintdoticamente -

consonantes.

En To que sigue, Timitaremos nuestra atencidn a los
MCP que consideren solamente la familia de hipdtesis H9; -
ademds, restringiremos el estudio a los métodos cuyos esta -

disticos de prueba satisfacen el requerimiento da -
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monotonicidad. De las familias de estadisticos de prueba mo-

ndotonas para H?, las mas importantes son ZF y ZR definidas -

en la seccidn 2.2, por esta razdn, haremos mayor énfasis en

ellas.

Con las familias zZF y zR, los estadisticos zj, i € I,

que nos permiten probar las hipdtesis H; de igualdad de me.-

dias dentro del subconjunto Qj, son tales que la distribu -

cion de Zj bajo Hi, depende de H; solamente a través de gj,

el nimero de medias contenidas en Q;. De esta manera, los es

tadisticos de prueba correspondientes a subconjuntos de - -

igual tamano, pueden ser comparados
critico y de hecho asi se hace; asf
en Z pueden escogerse de modo que a

sean diferentes.

Observe que con un MCP para
de <o0g, la probabilidad de rechazar
una hipdtesis de H2, es equivalente

chazar al menos una hipdtesis de HE,

te a la probabilidad de declarar que una o mds parejas de me

contra un mismo valor -

los 2¥X - k - 1 valores =

lo mas k -

Ta familia

1 de ellos -

H? el valor -

errdneamente al menos -

a la probabilidad de re-

es decir,

es equivalen-

dias son diferentes cuando en realidad no 1o son; tal proba-

bilidad depende de la verdadera configuracidn de las medias.

Asi, supongamos que la configuracidn correspondiente a la -

igualdad de todas las medias es cierta, con 1o que un error

se cometeria si Ho, la hipdtesis global, es rechazada; como

Ho € #2, de lo discutido previamente se sigue que og < ao.

Ahora, consideremos una configuracidon general en la que Tlas

J
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medias se agrupan en n subconjuntos y éstos forman una par-
ticidn de Qo, el conjunto de todas las medias. Note que es

posible que algunos de estos subconjuntos no correspondan a
ninguna hipdtesis de H9, tales subconjuntos son aquéllos -
que tienen tamafio uno, pues por ser trivialmente ciertos no
necesitan ser probados. Note también que si n = k, entonces
ag = 0. Supongamos que n <k y que alguna configuracidon par-
ticular, digamos la r-ésima, es la verdadera, y que, de los
subconjuntos en su respectiva particidon, agrupamos en I, -
los indices que corresponden a alguna hipétesis en HQ, de -

este modo se tendra que
Qo 2 UI Qi y Qin Q45 =¢ para i,j € Iy (2.23)
XX
y por 1lo tanto

z qizp.‘r: Pr=213l~--lk (2-24)
Ir

Entonces, para rechazar errdneamente alguna hipdtesis Hy en -
H%, debemos rechazar errdneamente la hipdtesis H;, i € I,,
tal que i = j o i= j, es decir, para concluir que algin par
de medias es diferente debemos declarar que las medias en el
Subconjunto que contiene ese par, también son diferentes. Se
sigue que

Plur,(z; > £1)] (2.25)
1 --l;_‘PﬂI (zi < &3))

XX

e

IA

Ahora bien, si empleamos la familia ZR o 2zF como es-
tadisticos de prueba, note que los numeradores de los Zj,
i € Iy, son estadisticamente independientes y aplicando 1la

desigualdad de Kimball (ver el Teorema 3 del capitulo -
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anterior), se tiene que

Og f'l - I P(Zi ngi) (2026)
i€Iy
=1- 1 (1 -aj)
i€eIy

A esto debemos agregar que la desigualdad casi siempre sera
estricta, como se desprende de los comentarios anteriores y

de la naturaleza de la desigualdad de Kimball.

De la ecuacidn (2.26) se sigue que si deseamos que -
el conjunto de los posibles valores para de se encuentre aco
tado superiormente por un valor predeterminado, digamos a,
debemos escoger la familia {a;, i € I} de niveles nominales

de manera tal que para todas las posibles configuraciones

mix, {1 - 1T (1 - a3)} <o (2.27)
ier, -
es decir, que o sea igual o mayor que el mdximo sobre todas
las posibles particiones del conjunto de k medias en subcon-

juntos de medias iguales u homogéneas.

Supongamos ahora que las condiciones bajo las que es
aplicable la desigualdad de Kimball no se cumplen, entonces,
a partir de (2.25) y utilizando Ta desigualdad de Bonferroni

tenemos que (2.27) puede transformarse en

max,{ I a;} < a , (2.28)
ier,
Note que si la desigualdad de Kimball es aplicable -
y los valores de {a;, i € I}satisfacen (2.28), entonces tam-

bién satisfacen (2.27).
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Como mencionamos previamente, Tas familias de esta -
disticos dé prueba mads importantes en Tla construccién de un
MCP para #%® son zR y z¥; a continuacién veremos las familias
de niveles nominales comunmente usadas cuando se desea obte-
ner un MCP de nivel o, asumiendo que los estadisticos de -
prueba corresponden a una de estas dos familias. Las fami -

lias de niveles en cuestidn son:

(1) La familia de niveles propuesta por Newman (1939)

y Keuls (1952) cuyos elementos son

aj = o para toda i e I

Esta familia es inaceptable para k > 3 ya que de -

(2.24) se tiene que

méxy {1 - T (1-a)] =1-(1-0)*
1€ly

y por lo tanto (2.27) no se cumple, de manera que no pode -
mos garantizar que oag < o, es decir, el MCP no es de nivel

@ . Si k < 3 entonces H? es una familia cerrada y de (2.21)

se sigue que en este caso el MCP si es de nivel a. Para -
(k > 3) la situacidn puede remediarse adicionando algunas -
pruebas de manera que og permanezca acotado por o. Este pun-
to no serd tratado aqui, el lector interesado puede consul -

tar el trabajo de Begun y Gabriel (1981).

(2) La familia de niveles basada en el criterio de -

Duncan (1955) que consiste en elegir

a; =1 - (1- a)¥ para toda i € I (2.29)
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donde di = (gi -1)/(k -1). En realidad, esta es una modifica
cién del criterio original ideado para limitar el nimero de
rechazos errdneos por comparacidén y no por experimento, como

en este caso.

(3) La familia de niveles basada en el criterio de -

Ryan (1959) cuyos elementos estdan dados por

aj = 1 -(1 -a)* para toda i e I (2.30)
donde ti = gi /k

(4) La familia de niveles de Rydan modificada por -
Welsch (1977) y Ramsey (1978), que es basicamente la misma -

que la anterior, solamente que ahora

ai= o si g3 = k-1

Sin embargo, con este cambio no siempre se cumple (2.22), es
decir, puede suceder que g; < &3 cuando gj = k - 1y -
g3 = k- 2, pero esta anomalia puede remediarse definiendo a

€; como &; = max{g;,&5} donde gq; = k -1 y g5 = k - 2, sin

que se afecte el nivel del método. =

Es fdcil ver que para las tres Gltimas familias (2.27)
se cumple, de modo que los MCP basados en estas son de nivel

a.

Ahora bien, si comparamos (2.29) y (2.30) tenemos -

que

(1 -a)f < (1-aoi

y la desigualdad es estricta para tj < 1, es decir, para -
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todo gi < k, por 1o que los métodos aue utilizan las fami -
1ijas {aj, 1 € Ilbasada en el criterio de Ryan son estricta -
mente mdas resolventes y estrictamente menos exigentes que -
los que se basan en el criterio de Duncan; por lo anterior,

no existe ninguna razdn para utilizar un MCP basado en el -

criterio de Duncan.

Por otro lado, debido a que para cada familia de ni-
veles nominales corresponde una familia de valores criticos,
(a diferencia de los MPS que usan s6lo un valor critico), -
los MCP son computacionalmente muy laboriosos, ya que es muy
dificil de conseguir tablas para las familias de valores cri

ticos.

Ejemplo 2.10. Utilicemos el criterio de Duncan y el
de Ryan para obtener la familia de niveles nominales y de va
lores criticos para un MCP de nivel 0.0i, con k = 5, y v =20

cuando las hipdtesis son:

Hi: todas las medias dentro del subconjunto Qj,

de tamano gi, son iguales

(i) Duncan

ai ooy e} £l
5 0.0100 5.294 17.722
4 0.0075 5.161 15.888
3 0.0050 5.074 13.973
2 0.0025 4.886 11.941

A A AN o873



(ii) Ryan:

gi ai £X 4]

5 0.0100 5.294 17.722
4 0.0080 5..123 15.645
3 0.0060 4.933 13.359
2 0.0040 4.598 10.569

donde:

(a) E? es el i-ésimo elemento de Z para el MCP basado
en {H?ZR}; ademas, E? corresponde al (lmai)-pekcenti1 de 1la
distribucién del rango studentizado con g; variables y v gra

dos de libertad.

(b) E? es el i-ésimo elemento de = para el MCP basa-
do en {HQ,ZF}; ademas, gg = (gj - 1)Fy;, donde Fy; es el pun
to correspondiente al (l-oy)-percentil de la distribucidn F

de Snedecor con (g; - 1) y v grados de libertad. 1

Para finalizar, veamos cuales son las ventajas y des-
ventajas de un MCP con respecto a un MPS. La pnica ventaja -
de un MCP es que con este se tiene méds capacihad para detec-
tar significancia en las hipdtesis, que con un MPS; a cambio
de ésto, destruye Ta simultaneidad del procedimiento de prue
ba con 1o que las decisiones acerca de significancia de una
hipdotesis, dependen en parte de la configuracion de Tos para
metros no involucrados por la hipbétesis, es decir, dependen
de las decisdiones tomadas para otras hipdtesis; esta depen -

dencia es intuitivamente indeseable (Miller, 1966; Einot v -

Gabriel, 1975); asi mismo, con los MCP la construccién de -
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ICS para las funciones paramétricas asociadas a 1és hipdote -
sis y consistentes con las decisiones tomadas, no es posible.
A diferencia de los MCP, lo MPS, aunque con un poco menos de
capacidad para detectar significancia, tienen la ventaja de

ser computacionalmente simples, Tas hipdtesis son probadas -
sin referencia de una a otra y los ICS para las funciones pa
ramétricas asociadas a la familia de hipétesis son consisten
tes con las decisiones tomadas y, ademds, no requieren de -
tablas extensivas para los valores criticos y éstas pueden -
encontrarse en muchas partes. Una discusidon mds extensiva SO
bre estos aspectos puede encontrarse en Gabriel (1964, 19738a)

Einot y Gabriel (1975) y Begun y Gabriel (1981).



EPILOGO

En el presente trabajo hemos estudiado los métodos de
construccion de ICS y los métodos de comparaciones midltiples.
En Ta primera parte del trabajo expusimos un grupo de concep
tos y resultados relacionados con el problema de 1la construc
cidén de ICS; aqui hicimos énfasis en el hecho de que la -
eleccion de un método depende fundamentalmente de la familia
de funciones parametrales para los que se desea el conjunto
de ICS. En la parte técnica, hemos presentado un resultado,
el Teorema de Uusipaikka,_que ofrece, al menos en teoria, -
una solucidn general del problema para el caso en que las va
riables en estudio estdn normalmente distribuidas; se desa -
rrollaron algunos métodos en el caso normal, principalmente
para tres diferentes familias de funciones parametrales, con
un diferente conjunto de supuestos acerca de la distribucidn
de las variables, para ser mas precisos, con diferentes su -
puestos sobre la estructura de la matriz de varianzas-cova -
rianzas; estas familias de funciones v los métodos recomen -

dados para ellas son:

(1) La familia de todas las funciones de la forma c'®

con c en un subespacio lineal arbitrario; para esta familia
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se recomienda la aplicacion del método de Scheffé.

(2) La familia de todas las diferencias entre pares -
de medias. Para esta familia de funciones se recomienda el -
metodo de Tukey si Ta matriz de varianzas-covarianzas de las
variables en estudio es balanceada; cuando ésto no se cumple,
podemos aplicar el método de Tukey modificado si las varia -
bles son independientes o el método de Hochberg en el otro -
caso; estos dos Gltimos métodos garantizan que la cota mini-

ma del valor para el CCS serda igual o mayor al valor nominal.

(3) La familia de todas las coordenadas individuales
del vector de medias, es decir, los intervé]os son para cada
una de las medias; para esta familia se recomienda.el empleo
del método de Tukey-Roy-Bose siempre que las variables sean

independientes.

En la segunda parte del trabajo hemos estudiado el =
problema de las comparaciones miGltiples. Ahi, vimos 1la impor
tancia de considerar las relaciones de implicacidon existente
entre las hipdtesis pertenecientes a la familia de hipdtesis;
utilizamos ésto para ver que cuando deseamos tener cierta es
tructura 1dgica en las decisiones inducidas por la familia -
de hipbtesis y el método de comparaciones miltiples para es-
ta familia, podemos obtenerla imponiendo ciertos requerimien
tos a los métodos; en nuestro caso, vimos que las condicio -
nes de coherencia y consonancia nos permiten que las relacio
nes de implicacidon entre las hipdtesis se preserven en las -

decisiones obtenidas. En este sentido, mostramos que las -
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familias de estadisticos de pureba que poseen la propiedad -
de monotonicidad reunen atributos que se relacionan con ésto
y encontramos algunas ventajas en los estadisticos de prueba
que satisfacen el principio UI, es decir, en las familias de
estadisticos que cumplen con la condicién de monotonicidad -

estricta.

Con respecto a los diferentes tipos de métodos de com
paraciones miltiples, hemos visto que la analogia existente
entre MPS y métodos de construccidn de ICS es de especial im
portancia, pues esta relacidon amplia el espectro de métodos
posibles con los que podemos trabajar ya que, como vimos, los
MPS pueden ser formulados en términos de regiones de confian
za; reciprocamente, con un MPS podemos encontrar un conjunto
de ICS para todas 1las funciones‘parametrales asociadas a Tla
familia de hipdtesis consistentes con las decisiones obteni-
das en base al MPS; esto no sucede con los MPP ni con los -
MCP, aunque estos Gltimos superan a los MPS en capacidad pa-
ra detectar significancia en las hipdtesis. Muchos investiga
dores consideran que los MCP son mds apropiados para la explo
racion de datos, aunque en muchas situaciones précticas la -
capacidad de Tos MCP para detectarsignificancia no es contunden
temente superior a la de los MPS y, en cambio, s7 son computa

cionalmente mds complicados.

Antes de finalizar, es necesario tocar tres puntos -
importantes que apenas si fueron mencionados en el escrito.
Primero, cuando nos referimos al nivel de un método de compa

raciones miltiples, hemos considerado al experimento como -
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unidad conceptual; por esta razdn podemos interpretar el va-
lor delnivel como la tasade error experimental; cuando los mé
todos soncoherentes, este nivel pareceser igual a la probabi-
lidad deerror de tipo Ien lasdecisiones para todas las hipd-
tesis. Estoes importante tomarlo encuenta yaque existen algu-,
nos enfoquesen los que launidad conceptual bdsica, en funcidn
de la cual se determina el nivel, es cada comparacidn; este
es, por ejemplo, el caso del método de Duncan tradicional. -
Segundo, en general,solamente hemos considerado el error de -
tipo I, pues aunque definimos algunos conceptos relacionados
al error de tipo ii;estd es, el error que se cometé‘a] no re-
chazar una hipdtesis que en fea11dad es falsa, este tipo de

error no fué tratado explicitamente.- Tampoco tratamos un ti-

po de error especialmente importante en comparaciones milti

ples, a saber: el errorde tipo IIl, que se define como el

error quese cometeal rechazaruna hipdtesisen unadireccidn

equivocada, como porejemplo, cuando sedeclara que 63< 64 cuando
en realidad 65<6;;se sabeque el riesgo de cometer este tipo de
error esmayor conun MCP. Tercero, aldesarrollar losmétodos de
comparaciones miltiples, hemos asumido que el "expérimentoes-
td diseflado especificamente para investigar ciertas hipdte -
sis que de alguna manera reflejan nuestros objetivos, es de-
cir, que contamos con la familia de hipdtesis antes de la -
inspeccidon de los datos; por esta razon, es errdneo pensar,

como muchas veces se hace, que los métodos de comparaciones

miltiples son procedimientos para hacer inferencia acerca -
de todas las hipdtesis sugeridas por los datos; esta inter -

pretacidon dafia las propiedades distribucionales de 1los o=
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estadisticos bajo los que Tos métodos fueron desarrollados.

Es asi como hemos intentado presentar los aspectos
mas relevantes de la teoria en que se fundamentan los méto-
dos de construccion de ICS y los métodos de comparaciones -

miltiples.
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APENDICE

En este apéndice presentaremos la demostracidn
de los tres lemas expuestos en el primer capi-

tulo cuya prueba dejamos pendiente.
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Lema 2. (i) S1 Ay B son dos matrices cuadradas de -

orden n. Entonces los eigenvalores de AB coinciden con los -

de BA.

(ii) Si A y B son dos matrices de orden mxn y n Xxm,
respectivamente, donde m £ n. Entonces los eigenvalores de BA

son (n-m) ceros y los m valores propios de AB.

Demostracidn. Si A y B son cuadradas, sabemos que los eigenva

lores de AB y BA son, respectivamente, las soluciones a

|AB - AI| =0 |BA - AI| =0

vamos a demostrar que

|AB - AI| = |BA - AI|
1o cual es equivalente a la afirmacidon hecha en (i).

Dada una matriz cuadrada C de orden n, consideremos -

la funciodn

f(t) = |tC + AT]

Obviamente £(t) es un polinomio de grado n; si desarrollamos

el polinomio en un entorno de t = 0, obtenemos

£(t) = £(0) = £'(0)t + & £"(0)&2 + ...+ E% £(m) (0)¢

Utilizando Tas reglas usuales de derivacion de determinantes
(ver Graybill, 1969), tenemos que
f(0) = am

£7(0) AP ¢ (C)
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y en general £¢3)(0) = A7 h3(c) 3§=2,3,...,n

donde hj(c) sdlo depende de t .(C), t - (C?,...,t (C3).

De acuerdo a ésto, la ecuacidn caracteristica de

viene dada por

£(-1) = 2 =2""tr(C) +%h2(C) =A™ 7*h3(C) +...+ (-1)"hn(C)

Definamos ahora Ci = ABy C. = BA Yy Observemos que

tr(Ci) = tr(Cz)

y en general

tr(c)) = tr(cj)

ya que

ci=5sc1"'a, §=2,3,...,n

con 1o que

tr(C2) = tr(sci *a)
= tr(cg'lAB)
= tr(C?),

y en consecuencia, tenemos que

hj(C1) = hy(C2)

y por lo tanto

|A\T - aB| = |AI - BA|
To cual prueba (i). Veremos ahora que (ii) se sigue de (i).

Ahora supongamos que A y B son matrices m Xn y n xm

y definamos las matrices A} = (aA',0') y By = (B,0), de modo
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que Ao y Bq sean matrices cuadradas de orden n. Por (i) los

eigenvalores de AqBy coinciden con los de ByAy; pero

AB 0]
AoBQ = 3 BQAQ = BA
0 0
y por lo tanto
AB - I 0
|BA - AI|=
0 AL |
de modo que
|[BA - AI|= AR"™ |AB - AI] /

Observe que para cualquier par de matrices A y B pa °
ra las que los productos AB y BA -estdn definidos, se cumple
que si AB es no=negativa definida entonces Cp(AB) =cCnp(BA).

Esto se utiliza en la siguiente demostracidn.

Lema 3. Sea A una matriz simétrica y V una matriz -
p.d., ambas de orden n; sea ademds B una matriz n xk de ran

go completo por columnas. Entonces

- RVI3Z

' = a
—7ox = Cm ]B(B'VB)T  B'A]

donde el mdximo se toma sobre los vectores x # 0 tales que
x e L[B]; y

(ii) el mdximo se alcanza cuardo x es cualquier ei-

genvector de B(B'VB)~!B'A correspondiente a Cm](B'VB) 'B'A]

Demostracidn. Haremos la prueba de (i) en tres etapas. Prime

ro veremos que
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(1) Si tomamos el maximo sobre todos los vectores -.
no-nulos en R® tenemos que
Cx"Ax  _ :
mix =g = Om JA]
Sea D la matriz que en la diagonal tiene los eigen--

valores de A y P la matriz cuyas columnas son los eigenvecto

res correspondientes, es decir, AP = PD y PP' = I

Obsérvese que cualquier x puede escribirse como -

x = P'C, ¢ e R™, Entonces

bl B¢ ='c'Dc
x'x gVc
= W'Dw
donde |w] =1y c = |c] w
Luego _
x'Ax

Il

X max Iw'DwI
re RP {w:|w|=1

= Cp D]
= Cn |A] | -

de manera que (1) se cumple.

Ahora veremos que
(2) si tomamos el mdximo como en (1), entonces

& X'Ax -1
maXx W = Cm [V A]
Para ver &sto, observe que como V es p.d. podemos =

suponer que es simétrica ya que
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x'Vx = 5 x'(V+V")x
y entonces existe una matriz L tal que'Vv = LL', asi, .si es-
cribimos ¢ = L'x, ¢ € Rn

X'Ax _ c'L'A(LTY)'c
xXVx c'e

de manera que usando ésto y lo establecido en (1), ademds -
del Lema 2, tenemos que

- xX"Ax - -1
max—}—{—;T]—X—=Cm ,L ]‘A(L )'I

Cn | (L-1) 'L™'A]|

Cnlv—'a]

(3) Finalmente, observemos que cualquier x € L|B| -
puede escribirse como x = Bc, c € RX. De este modo tenemos
que

c'B'ABc -
c'B'VBc

x'AX

-
MAX gy —m
Xx'x

= max g

donde x € L]B] y ¢ e R*.

Ahora utilizando 1o establecido en (2) junto con el
Lema 2, tenemos que

- c'B'ABc

- i =1
méXc Sy givEs = Cm L(B'VB)T! B'AB]

Cn]B (B'VB) ~1B'A]

que es 1o que queriamos demostrar.

(ii) Sea v = CmIB(B‘VB)"leAI y X cualquier eigenvec

tor de B(B'VB)"'B'A correspondiente a y. Entonces

B(B'VB) "IB'Ax = vyx
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implica que

x'VB(B'VB) ™" B'Ax = yx'Vx

que a su vez, implica que
S XYAx
x'"Vx

ya que x e EL[B] implica que

x'VB(B'VB)_le = X! /

Lema 5. Una matriz simétrica, de orden k, satisface

que c'Vc = a’c'c para toda c € Lo, si y sb6lo si puede encon-

trarse una matriz Q tal que QQ' = Vy Q'c = ac para toda -
c e Le.
Demostracidn. Si QQ' = Vy Q'c = ac para toda c € L., es cla-

ro que c've = a’c'c para toda c e lg. =

Ahora veremos que c'Vc = a’c'c para toda c € Lo im -

VyOQ'e = ac para toda c € L.

1

plica que QQ}

]

Sea C (c13C55.0.5Ck=; ) la matriz cuyas columnas -

son una base ortonormal para L.. Entonces
c'Ve = a®c'c implica que C'VC = a?I,_, ya queciVey = 0.
i#j, 1,3 =1,2,...,k-1.

(ci + cy)! Vici + cjy) = a’(clcs; + 2clc. + eles)
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Tomemos ahora cualquier matriz Q, tal que Q,Qb = V.
Entonces c'Ve = a®c'c para toda c e Lo implica que QbC = al

y las columnas de C también son ortogonales ya que

C'VC = C'QoQiC

a?Ix-,

Es facil ahora encontrar una matriz ortogonal H tal -

que
H'C = C

tomando C'y C y codipletdndolas a dos conjuntos ortonormales -

(CosC) y (Cy, C), de manera que

H = (Co,C) (Co,0)"

y entonces Q9 = Q¢H satisface que QQ' = V y Q'c = ac
ya que Q'C = H'Q.C
= ag'cC

= aC /
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