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En este trabajo se estudia la estimacién del nimero de loci -o
pares de genes- que afectan la herencia de una caracteristica cuantita-—
tiva (o continua). Se formula un modelo estadistico que surge de consi-
deraciones bioldgicas. Se denota por kal nimero de loci relevantes y se
propone un conjunto de estimadores para k, algunos de los cuales ya se
encuentran citados en la literatufa genética, sin embargo se conoce muy
poco de sus propiedades. Agui demostramos el hecho de que ningunc de es

tos estimadores de k tiene esperanza finita, siendo sin embargo -




consistentes. Mas aun, nuestro principal resultado es la inexistencia -
4
de estimadores insesgados de k. Concluimos con algunos comentarios so -

bre nuestros supuestos y resultados, asi como sobre su significado bio-

légico.
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ABSTRACT

Estimation of the Number of Loci Affecting
a Quantitative Trait

BY

OCTAVIO MARTINEZ DE LA VEGA

MASTER OF SCIENCE
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This work is concerned with the estimation of the number of lo
ci -or gene pairs— that affect a quantitative (or continuos) trait. A -
Statistical Model arising from a set of biological considerations is -
formulated. The number of relevant loci is denoted by k, and then a set
of estimators for k is proposed. Some of these estimators are aviable -
in the genetical literature, but too little is known about their proper
ties. Here we prove that each of these estimators does not has finite -

expectation, however they are consistent. Moreover, our main result is
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the nonexistence of unbiased estimators for k. we conclude with some
brief comments about our basic assumtions and results, as well as on

their biclogical meaning. -
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PREFACIO

La Genética Cuantitativa estudia la herencia de caracteristi -
cas que se miden en una escala continua, como son el peso o la longitud
de una planta o un animal. Se ha comprobado experimentalmente que éstas
caractéristicas comunmente estan afectadas por un numero (fijo pero des
conocido) de pares de genes. En éste trabajo se estudia la posibilidad

de estimar dicho paréametro.

Para ello, en el capitulo uno se presenta una breve resefia his
térica del problema, pasando a formular el modelo genético para el fend

meno en cuestidn.

En el capitulo dos se plantea la contraparte estadistica del -
modelo, incluyendo las variables de interés, sus funciones de densidad
asi como sus esperanzas y varianzas. Tanto el modelo genético como el -
estadistico implican una serie de hipdtesis que se hacen explicitas con

forme se desarrolla la presentaciédn.

En el capitule tres se presentan estimadores de momentos para
el namero de loci, que son funcidn de esperanzas y varianzas de las va
riables del modelo. Enseguida se demuestra el hecho de que dichos esti
madores no tienen esperanza finita, y por ello no son aplicables en es

te caso los métodos comunes de seleccidén de estimadores.

En el capitulo cuatro se demuestra el resultado mds importante
de éste trabajo, a saber, que no existen estimadores insesgados para el

nimero de loci. Su importancia radica en que a priori sabemos que -
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cualquier estimador que se haya propuesto, o se proponga en el futuro,
sera sesgado o bien no tendra esperanza finita (como es el caso de los

estimadores propuestos en el capitulo tres).

El trabajo concluye, en el capitulo cinco, con alguncs comenta
rios sobre los casos en gque las hipdtesis propuestas para el modelo no
se cumplen y algunas consideraciones practicas sobre la seleccidn del -.

mejor estimador para el numero de loci.



CAPITULO 1

INTRODUCCION: EL MODELO GENETICO

El supuesto basico de la Genética Cuantitativa es que la heren-
cia de caracteristicas continuas puede ser explicado por el efecto de -
varios pares de genes, €S decir de varios loci diferentes (Mather y -
Jinks, 1977; Mayo, 1980). En este contexto surge naturalmente la pregun
ta sobre cuantos loci estan influyendo en la herencia de una caracteris
tica. El objetivo de este trabajo es estudiar la posibilidad de obtener
estimadores de este parametro, con propiedades 'deseables' como son el
insesgamiento y la consistencia (para una definicidn de estos conceptos

vea el capitulo tres, O bien: Koroliuk, 1981).

En la siguiente seccién se presenta un boquejo del desarrcllo
histérico del problema que nos ocupa, lo cual permitiréd una comprensién
mas aguda de este ¥y facilitard el planteamiento del modelo genético asi

como de su contraparte estadistica.

1.1 Desarrollo Histérico

En el siglo pasado se publicé el trabajo "Experimentos de Hi -
bridacién en Plantas", en el cual se sientan las bases de la Genética,
con las leyes de segregacién y transmisién independiente de caracteres
(Mendel, 1865). Es evidente que el éxito de esta investigacién se debe,
ademas de al indiscutible genio del autor, a una eleccién adecuada del
material experimental (plantas del genero E;ggm) y sobre todo de las ca-

racteristicas que eligidé para observar. Estas Gltimas fueron caracteres
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discretos, bien definidos y clasificables en una sola categoria cada -
uno {(semillas lisas o rugosas, etc.). Al parecer Mendel nunca intenté -
dilucidar el mecanismo de la herencia de caracteristicas esencialmente

continuas (como el peso o longitud de un organismo). No obstante su im-
portancia el trabajo de Mendel permanecié practicamente desconocido has
ta el afio de 1900, en que DeVries, Correns y Tchermark lo redescubrie -

ron, confirmaron y extendieron (Jamenson, 1977).

Con anterioridad a Mendel varios investigadores habian intenta
do comprender el mecanismo de la herencia, sin embargo elegian caracte-
risticas continuas, por lo cual los resultados de sus experimentos fue-

ron demasiado confusos para darles una interpretacidén coherente.

Mientras que el trabajo de Mendel permanecia en el olvido, va-
rios investigadores trabajaban sobre el problema de la herencia, enfo -
candose sobre todo a caracteristicas continuas (ver por ejemplo Baldwin,
1896). De particular importancia resultan los trabajos del gran Estadis
tico Francis Galton, que a partir de 1876 propone su 'Ley de la Heren -
cia Ancestral', la cual pretendia explicar la herencia de las caracte -
risticas continuas por medio de la contribucién de todos los ancestros.
Inclusive, en el afio de 1889 Galton publica un articulo donde presenta
observaciones del pedigree de perros de caza, que parecian confirmar su
teoria, la cual declara universal (Galton, 1889). AUGn cuando erroneo, -
el punto de vista de Galton tiene el gran mérito de ser la primera -
aproximacién cuantitativa al problema de la herencia de caracteres con-
tinuos, gue ademds estd expresada en lenguaje matemético. Posteriormen-

te su teoria fue utilizada contra el enfoque mendeliano de la herencia.

El redescubrimiento de las leyes de Mendel en 1900 da lugar a

una fuerte polémica: por un lado los "estadisticos", que defienden la -
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teoria de Galton de la herencia ancestral y por otro los "mendelianos",
que no aceptan lo anterior y han confirmado experimentalmente los traba
jos de Mendel. En 1902 Yule (un Matemdtico competente) publica una revi
sién de los dos puntos de vista y apunta que estos no son forzosamente

contradictorios, y que ambos deben de integrarse en una teoria UGnica de
la herencia (Yule, 1906). Sig embargo las dos teorias no son 'perfecta-
mente consistentes' como pretendia Yule. Por ejemplo, Castle (1903) pu-
blica los andlisis de cruzamientos entre lineas de ratones, comparando

el ajuste de los datos con lo esperado bajo ambas teorias y concluye -
que se ajustan a las leyes de Mendel, pero de ninguna manera a la teo —
ria de la herencia ancestral de Galton. El afio siguiente se publica "So
bre una Teoria Alternaii?a de la Herencia con especial referencia a las
Leyes de Mendel'" (Pearson, 1904). En este trabajo se desarrolla la teo-
ria de la correlacién utilizada previamente por Galton y se duda aun de
la universalidad de las leyes de Mendel, asi como de su aplicacidén a ca
racteristicas continuas y a poblaciones naturales. También Bateson en -
la reimpresién de los trabajos de Mendel (ver Mendel, 1865) duda de la

posible extensidén de las leyes mendelianas a poblaciones naturales y -
menciona la posible coexistencia de otras leyes de un orden de compleji
dad mucho mayor. Con respecto a ello, en el afio de 1908 se publican dos
articulos casi simultaneos, pero totalmente independientes, donde se de
muestra que en una poblacidén de cruzamiento libre se puede presentar -
cualquier proporcién fenotipica, sin contravenir con ello las leyes de

Mendel (Hardy, 1908; Weinberg, 1908).

En el afio siguiente se publican dos articulos donde se demues-

tra que, si se excluye el principio de dominancia, hay poca contradic -

ccion entre Galton y Mendel (Pearson, 1909a; Pearson 1909b) . e
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También Weinberg opina que la controversia no tiene fundamento (ver Ja-
menson, 1977). Un afio después, East (1910) muestra que la variacién de

color en los granos de maiz depende de dos loci, y que por tanto se pue
de dar una interpretacién mendeliana a variacién que es aparentemente -
continua. Posteriormente junto con Nilsson-Ehle establece la hipbtesis

de factores miltiples en la herencia cuantitativa, esto es, la hipéte -
sis de que la herencia de caracteristicas continuas puede estar determi
nada por varios loci que actuan al mismo tiempo. Como ya se menciond es
ta hipdtesis ha pasado a ser el principio basico de la Genética Cuanti-

tativa.

El descubrimiento y confirmacién de este principio permitieron
un enorme desarrollo de la Genética Cuantitativa y de Poblaciones, que
fue llevado a cabo por Haldene (1926) Wright (1932) Fisher (1958) y -
otros (ver ademas Robinson, 1986). Debido a la necesidad de poner rapi
damente en operacién principios practicos, derivados del desarrollo ted
rico que se didé entre 1910 y 1930, muchos puntos de importancia han que
dado relativamente poco estudiados. Uno de los problemas que al parecer
necesitan de un mayor desarrollo es el de la estimacién de parametros -
genéticos y particularmente la estimacidn del nimero de loci involucra-
dos en la herencia de caracteristicas continuas. Parece evidente que un
avance en el conocimiento teérico de las propiedades gue posean los es-—
timadores de este parametro, pudiera redundar en el mejoramiento de las
estrategias de seleccidén para caracteristicas continuas, gue suelen ser

las de mayor importancia econdmica.

Autores contemporaneos mencionan la importancia de estimar es-
te parametrc y proponen algunos estimadores gque son funcién de medias y

varianzas de las poblaciocnes estudiadas (Mather y Jinks, 1977). Estos -
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autores llaman '"factores efectivos'" a la estimacién del nuUmero de loci,
por considerar que sus estimadores dan el numero minimec de de loci invo
lucrados. Estos estimadores y algunos otros estan mencicnados también -
por Mayo (1980) que recalca la importancia préctica de estimar dicho pa
rémetro, pero menciona que todos los estimadores tienen "error" o "fal-
ta de precisién" en la estimacién. Esta dificultad es insalvable, pues
como veremos en el capitulo cuatro, no exsisten estimadores insesgados
del nimero de loci involucrados en la herencia de una caracteristica -
cuantitativa. Es importante mencicnar el poco trabajo tedérico que se ha
realizado en cuanto a la estimacién de parémetros genéticos, ya que in-

clusive en textos de nivel avanzado se menciona muy poco al respecto.

En la siguiente seccién se presenta el modelo genético gque se
asume en este trabajo, asi como los supuestos, o hipétesis de trabajo,

que involucra.

1.2 E1 Modelo

Para poder establecer una correspondencia entre lo gue ocurre
en la realidad y lo que se puede inferir de ella, es decir, para mode -
lar un fendmeno natural, es necesario hacer ciertos supuestcs gque sim -
plifiquen la situacién real, lo suficiente para poder manejar la infe -
rencia, pero no tanto que el modelc resulte estéril. Esto es lo que se
pretende en esta seccidn con respecto a la herencia de caracteristicas
continuas: presentar un modelo gue esté de acuerdc con la evidencia dis
ponible, que permita hacer suposiciones que simplifiquen esta situacién

¥ que pueda resultar fructifero en lo gue respecta a la solucién del -

problema planteado.
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Asumiremos que se tienen dos poblaciones que difieren en una -
N

caracteristica cuantitativa de interés, por ejemplo: dos razas de gana-
doc con una produccién media de leche diferente o dos lineas de trigo -
con una altura media desigual. Llamaremos £,y P, a estas poblaciones, -
siendo la media aritmética de la caracteristica en la poblacién P, sig-
nificativamente menor que la correspondiente media aritmética en P;. En
principio, podemos pensar que la herencia de ésta caracteristica se de-—

be al efecto de k loci, donde k puede ser cualquier entero iguai o ma -—

yor que uno. En adelante denotaremos por k al nimero de loci relevantes.

Nuestra primera hipdtesis es la siguiente: los individuos de -
ambas poblaciones son genotipicamente homogéneos y homocigotos para los

k loci en cuestién. Asi pues el genotipo de los individuos de P, puede

r‘epresentarse como

8,;8;, 8282, .- akak {1.2.1)

donde aj representa al gen que se encuentra en el j-esimo loci, para -
J = Ly B ower K
Consecuentemente representaremos el genotipo de los individuos

de P, como

AA, AAr, ... AkAk (1.207)

donde Aj representa, como antes, el gen que se encuentra en el j—esimo
loci, para 3= 3, 2, ... k.

Lo anterior implica las primeras dos hip6tesis, a saber:
Hl: Las poblaciones P, y P, son genéticamente homogéneas, esto es: to -
dos los individuos de P, tienen el mismo genotipo (representado por -

1.2.1) y todos los individuos de P, tienen el mismo genotipo (represen-

tado por 1.2.2).




H2: Todos los individuos de P,y P, son homocigotes para los k loci.

Las anteriores aseveraciones resultan bioldgicamente factibles
en el caso de que se utilicen poblaciones consanguineas de animales o "11
neas puras'" de plantas, ya que en ambos casos se supone que existe muy

poca variabilidad genética dentro de estas poblacicnes.

Al cruzar entre si individuos de las dos peblaciones (P, y P,)
obtendremos la primera generacidén filial, gue denotaremos como F,; lo -

anterior se expresa en el siguiente diagrama de cruza.

POBLACION: P, x P,

GENOTIPOS: a:a;, @8z, --- @@, AAr, AAr, o AA
GAMETOS : a1, @z, +ev @ A}; Az, won A
POBLACION RESULTANTE: F,

GENOTIPO: Aiay, Asaa, ... Al (1.2.3)

DIAGRAMA 1.2.1

Si la poblacidn F, se reproduce, ya sea por autofecundacidén o
bien al cruzarse entre si los individuos que la integran, se produciréa
la segunda generacidén filial, poblacién gue aqui denotaremos por F,. La
proporcién en gque se presentan los gametos de F, y por tanto las propor
ciones de los genotipos de F, dependen de la distribucién fisica de los
lkk loci en los cromosomas de la especie de gue se trate. Lo més sencillo,
aun cuando no siempre realista, es suponer gue los k loci se heredan en
forma independiente, esto es que no se encuentran ligados; de manera -
que la probabilidad de recombinacién entre dos loci cualesquiera es de
¥%. En otras palabras, estamos suponiendo que los loci siguen la ley de

la segregacién de caracteres de Mendel. Lo anterior se formaliza en la



10

siguiente hipdtesis:

H3: Los k leoci implicados en la herencia de la caracteristica en cues -

tidén se heredan independientemente.

Puesto que los k loci en los individuos de la poblacion F; es—
tan en estado heterocigético (A a_ ) el gameto puede contener el gen A.
Jr J i)

© bien el gen a_, y esto para cada j-€simo locus, j =1, 2, ... k; en -
J

tonces existen

2% 2% wes X2 = 2k
(k veces)

gametos diferentes y por la hipdtesis H3 tenemos que cada uno de ellos

tiene la misma probabilidad de formarse, a saber (%}k.

Con respecto al nimero de genotipos gue se pueden producir, te
nemos que para cada j-€simo locus se pueden producir tres genotipos di-

ferentes:

AA ,Aa yaa,
i Jd Jd

de manera que el nimero total de genotipos posibles es igual a

T IR wee 3 = 3k
(kK veces)

En el diagrama 1.2.2 se presenta la obtencidén de F,.

En la préctica de los métodos de seleccibén es comin que se rea
licen retrocruzas, esto es, cruzamientos de los individuos progenitores
con individuos de la poblacién F,. Asi pues definimos a la poblacion R,
como los individuos resultado de la cruza de F; con P, y a R; como los
individuos resultado de la cruza de F, con P,. En los diagramas 1.2.3 y
1.2.4 se muestra la obtencién de estas poblaciones. Es importante -

hacer notar que en estos casos P, y P, producen un solo tipo de gameto.



POBLACION: F., x F,

GENOTIPOS: Aja;, Agay, - Apag Aay, Aa,, ... Aa
GAMETOS: 18 Ay s Ay wve By 12 A, A, ... A
22 A, A,, aj 22 A, A, a,
2ke 2ke
—al,az, ...ak —a],az, ...ak
POBLACION RESULTANTE: Fa
GENOTIPOS: 19 AA, AA,, .. AA
28 AgB, g Ay, Apay

3ke a,a,, a,a,, ... a a

DIAGRAMA 1.2.2



POBLACIONES: P, F,

GENOTIPOS: 8,815 828p, --- 33, Asa,, A,a,,

GAMETOS: Sy Bllasg - o oo ak T2 AL Al
22 A, A,,

POBLACION RESULTANTE: R,

GENOTIPOS: 12 Ajay, Aaz, «-- Aa,

k
288 aiay, ayds; s a,a,

DIAGRAMA 1.2.3

iz



POBLACIONES:
GENOTIPOS: Kok s Behe;
GAMETOS : i, As,
POBLACION RESULTANTE:
GENOTIPOS:

P

Fi
= AkAk Ala].: AzaZ:
. Ak ]Q Ai; AZ:
29 Al: Aﬂs
2k<—) di1, dz,
R,
12 AlAs, AAs, ... AAL
29 A;Al, AzAz, a3 Akak
Zkg A;ai, Azaz, PP Akak

DIAGRAMA 1.2.4

eee da

Akak

- A



CAPITULO 2

EL MODELO ESTADISTICO

Para el objetivo de este trabajo, podemos considerar que una
ariable aleatoria es una funcién con dominio en un conjunto llamado -
espacio muestral'", y contradominio en los numeros reales. Es decir, -
na variable aleatoria asigna un nimero real a cada elemento de un con-
unto que consta de todos los resultados posibles de un experimento; a
ste conjunto se le da el nombre de 'espacio muesttal” (Sanin, 1984). -
n modelo estadistico puede definirse entonces como un conjunto de medi
as de probabilidad sobre el espacio muestral. En nuestro caso estamos-
nteresados en variables aleatorias definidas sobre el espacioc muestral
ue forman los conjuntos de individuos (poblaciones) presentados en el
apitulc anterior, es decir, estamos interesados en las mediciones de -
a caracteristica de interés en los diferentes grupcs genétices: P,, P,
., F2, R, y R;. La caracteristica de interés puede ser cualquier medi-
ién que se haga en los individuos de la poblacién, como por ejemplo me
idas de peso, longitud, etc. Nuestro interés aqui es encontrar, o defi
ir, el conjunto de medidas de probabilidad que se ajuste al modelo ge-
ético presentado en el capitulo anterior. Es decir, queremos encontrar

as variables aleatorias que nos permitan describir e interpretar ese -

wodelo.

En Genética se considera que el valor fenotipico, esto es el -
alor observable de lz caracteristica de interés, puede ser explicado -

or una expresioén de la forma
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(2.6:1)

a caracteristica observable o valor fenoti

donde X denota la medida de 1

pico; G representa el valor genotipico y € 1a desviacidén por efectos me

dioambientales o ''error experimental". Esta expresién presupone que el

valor genotipico ¥y los efectos mediocambientales son independientes (ver

por ejemplo Kempthorne, 1969 & Bulmer, 1985).

2.1 Variables Aleatorias Implicadas

Segun el principio fundamental de la Genética Cuantitativa, la

herencia de una caracteristica continua puede ser explicada por el efec

to de un namero K de loci. En nuestro caso esto gquiere decir que el ge-

notipo de los individuos, y mas especificamente cada gen en particular,

tiene efecto sobre la caracteristica de interés. en adelante denotare -

mos al gen y a su respectivo efecto genotipico con el mismo simbolo: Aj

yg;para j=1, 2, «-- k. E1 significado de estos simbolos se aclara por

el contexto.

El efecto G es el producto de la interaccién de todos los ge -

nes, y por tanto debemos especificar la forma funcional de G en nuestro

modelo. En principio G puede depender de una manersa mas o menos compli-

cada de los efectos génicos. Sin embargo, la evidencia experimental dis

ponible muestra, que en la mayoria de los casos la hipdétesis de que G -

es una forma lineal produce resultados satisfactorios, en el sentido de

que el ajuste observado €S estadisticamente bueno (Kempthorne, 1969) .

Enseguida, veremos cual es la expresién del efecto fenotipico

en los casos de interés cuando, en cada caso G es una funcién lineal de

los efectos génicos-
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Primero veremos el caso de la variable aleatoria X; : P+ IR, -
1a cual representa la medida de la caracteristica de interés en la po -

blacién P,. recuerde que el genotipo de los individuos de P, e€s

a, a a, a «.ee @ @a
19y S = bk

(vea 1.2.1) y que X, esta influenciada también por el medio ambiente, -
podemos escribir

k .
¥, = 22 &y +my (&4.1)

. representa el efecto del j-ésimo gen, j =1, 2, ««. ; (de esta

donde a;

forma Zaj serd el efecto total del j-ésimo locus) y e, denota el efecto

medioambiental que altera la expresién del genotipo.

Continuando con la obtencién de las variables aleatorias impli
cadas, denotaremos por X, : P, +IR a la medida de la caracteristica de
interés en la poblacién P,. asi pues, recordando que el genotipo de los

individuos de P, (dado en 1.2.2) es

ALAL, AAn, .. AA
podemos escribir
k
X, = 2L A; + € (2.1.2)
J=1
donde Aj representa el efecto del j—-ésimo gen, j =1, 2, ... ; ¥y como

antes e, denota el efecto mediocambiental.

Como se menciond en el planteamiento del modelo genético, se -
supone gque la medida de la caracteristica de interés en la poblacidn P,
es menor que en la poblacién P,. Agui se hace algo més, se supone que -
todos los genes que aumentan la caracteristica de interés se encuentran
reunidos en el genotipo de los individuos de P,, esto es, se plantea la

siguiente hipétesis




blacicn Pye BEERSrde, QUe. St BRiiipbagnes o S0 T TR R

8,8, , 82825 - akak

(vea 1.2.1) y que X, esta influenciada también por el medioc ambiente, -

podemos escribir

k
X, =21Ia; +e, (Z=1.d)
J:l
donde a: representa el efecto del j-€ésimo gen, j =1, 2, ... ; (de esta

J

forma 2aj seri el efecto total del j—é€simo locus) y e, denota el efecto
| 3

medioambiental que altera la expresidén del genotipo.

Continuando con la obtencién de las variables aleatorias impli
cadas, denotaremos por X, : P, »IR a la medida de la caracteristica de
interés en la poblacién P,. Asi pues, recordando que el genotipo de los

individuos de P, (dado en 1.2.2) es
Ay AgBay wes BB

podemos escribir

k
X, = 2 EAj + €3 2.1, 8)
j=1
donde Aj representa el efecto del j—ésimo gen, j =1, 2, ... ; Yy como

antes €, denota el efecto medioambiental.

Como se menciond en el planteamiento del modelo genético, se -
supone que la medida de la caracteristica de interés en la poblacién P,
es menor que en la poblacidn P,. Aqui se hace algo més, Se supone gue -—
todos los genes gue aumentan la caracteristica de interés se encuentran
reunidos en el genotipo de los individuocs de P,, esto es, se plantea la

siguiente hipotesis
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Primero veremos el caso de la variable aleatoria ¥y o= PR, =
la cual representa la medida de la caracteristica de interés en la po -

blacién P,. recuerde que el genotipo de los individuos de P, es

8,38, , 98, - akak

(vea 1.2.1) y que X, esta influenciada también por el medio ambiente, -

podemos escribir

k
X, =21%a +e (2-1.1)
J-l
donde a; representa el efecto del j-ésimo gen, j =1, 2, ... ; (de esta

forma Zaj serda el efecto total del j—€simo locus) y e, denota el efectc

S
medioambiental que altera la expresién del genotipo.

Continuando con la obtencién de las variables aleatorias impli
cadas, denotaremos por X, : P, +IR a la medida de la caracteristica de
interés en la poblacién P,. Asi pues, recordando que el genotipo de los

individuos de p, (dado en 1..2.2) &8s

AA,, AdAr, --- AA

podemos escribir

k
X, = 2 L A] + €2 (2,12
j=1
donde Aj representa el efecto del j—ésimo gen, j =1, 2, ... ; ¥ como

antes £, denota el efecto medioambiental.

Como se menciond en el planteamiento del modelo genético, se -
supone que la medida de la caracteristica de interés en la poblacidn P,
es menor gue en la poblacidn P,. Aqui se hace algo més, sSe supone gue -
todos los genes gue aumentan 1a caracteristica de interés se encuentran
reunidos en el genotipo de l1os individuos de P,, esto es, se plantea la

siguiente hipétesis
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H4: Para cada j =1, 2, ... , se tiene que Aj > aj b0

El hecho de poner aj > 0 se debe a que generalmente las carac-—
teristicas medidas en seres vivos son positivas, ademids ésta hipdtesis
se& hace por simplicidad, pero los resultados del capitulo cuatro depen-
den solamente de que Aj> aj-
Observacidn: es interesante notar que la hipdtesis H4 excluye el fenéme
no conocido como "variacidn transgresiva'. Este fendémeno, que en ocasio-
nes se manifiesta en la practica genética, consiste en qﬁe individuos -
de la generacidén F, presenten la caracteristica de interés en un grado
mayor o menor gue cualqguiera de sus progenitores. Generalmente esto se
puede explicar por el hecho de que no todos los genes que aumentan la -
caracteristica (Aj en nuestro caso) estan reunidos en el genotipo de -
uno de los progenitores, sino gue ambos progenitores poseen algunos de

estos genes. Claramente la anterior hipétesis (H4) deja fuera del mode-

_lo la posibilidad de éste tipo de variacién.

Al obtener la generacién F,, producto de la cruza de P, y P, -
puede suceder que la media aritmética de la caracteristica de interes —
en F, sea intermedia a las de P, y P,. Esto confirmara que los efectos

de los genes son aditivos, lo cual se formaliza en la siguiente hipdéte-

sis.

H5: Los efectos de los genes son totalmente aditivos.

De no cumplirse lo anterior se puede suponer que existen efectos de do-
minancia y/o espistasis. Aqui se estudia el caso de aditividad total -
(vea el capitulo cinco para algunos comentarios de los casos en que -

existen efectos de dominancia o epistasis).
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Denotaremos por X, : F+IR a la medida de la caracteristica de
interés en los individuos de F,. Recordando que el genotipo de estos es
Aja,, A8y, «-- Akak’
(vea diagrama 1.2.1), podemos escribir
k
X, =2 (Aj + aj) + gy (24 1.8)
donde como antes g, representa los efectos medioambientales.

En principio los efectos de los k loci pueden ser diferentes,

sin embargo el tratamiento posterior del modelo se simplifica mucho ba-
jo la siguiente condicidn
HE: A, = A, = oo Shp = A 8 =8y F .0 =8 @
De este modo estamos supeniendo que el efecto de cada uno de los loci -
es el mismo. Esta misma hipdtesis es propuesta por Mather y Jinks (1977),
otros autores como simplificacién en el problema que nos ocupa (ver Ma-
yo,-1980) ..

Con ésta hipbtesis (HB6) las expresiones para X,, X, ¥ X, se =

simplifican quedando como sigue

X, = 2ka + g,, (2.1.4)
X, = 2kA + €,, (s ¥25.)
X, = k(A + a) + g,. (2.1.6)

Dada la anterior simplificacidén, pasaremos a expresar la medi-
da de la caracteristica de interés en la poblacién F,. Como se vio en -
el diagrama 1.2.2, los gametos que produce la F, pueden tener O, 1, ...
k genes A. El numero de genes con efecto A en estos gametos es una va -
riable aleatoria con distribucién binomial de parametros k, %.

Para ver esto llamemos Q al numero de genes A que contiene un gameto, -
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estamos interesados en p[Q = m] param= 0, 1, 2, ... k. Si tomamos en
cuenta que en cada uno de los k loci de F, se encuentran los genes A y
a y dado que el proceso de meiosis (foramacidén de gametos) escoge al -
azar a uno de estos genes para formar parte del gameto, y puesto que -
los k loci son independientes (por H3), es clarc que el nimero de for -

mas (o arreglos) en que un gameto puede contener m genes A (para m = O,

1, 2, ... k) estaréd dado por el coeficiente binomial
k k!
= : Py
(/) =TT = T | ( )

(ver por ejemplo Parzen, 1979). Como se menciond en la seccién 1.2, el
nimero de gametos diferentes que se pueden formar en los individuos de
F, es Ek, y por H3 cada uno de ellos tiene la misma oportunidad de for-

marse, a saber (%)E De éste modo concluimos que
1k(|'<) .

Pl@=m] = (z){m} ; m=20,3, ... k- (2.1.8)

que es precisamente la funcidén de probabilidad de la distribucién bino-

mial con k ensayos y probabilidad de éxito igual a %. Como es usual es-

cribiremos
Qv Blk;s)

Los individuos de F. son el producto de la unidén de dos game -
tos de F, (vea el diagrama 1.2.2), y cada uno de estos gametos lleva un
nGmero Q = m de genes con efecto A, por lo tanto el numero de genes A
que posea el individuo de F,.serd la suma del nimero de genes A de cada
uno de los gametos. Es decir, si denotamos por @, al numero de genes
en los individuos de F, y como Q, Q' al nimero de genes A que tienen ca

da uno de los dos gametos de F., tendremos que
Q, =Q +Q°'

y puesto que Q@ y Q' son variables aleatorias independientes tales que
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tenemos que
! .1
Q; ~Bi{2k;3).
Lo anterior debido a que la suma de variables aleatorias inde-—
pendientes con distribucién binomial resulta en una variable aleatoria
con distribucién también binomial con pardmetros como se indica (ver -

Feller, 1986).

Ahora note gque el numero de genes a en los individuos de F, es
2"( _QJ

y entonces, si denctamos mediante X, : F; +IR a la variable aleatoria —

definida como la medida de la caracteristica de interés en la poblacién

F, , tenemos que
Xy = QA + (2 - Q,)a + &,

= 2ka + Q,(A - a) + €, (2:1:10)
donde e, es el efecto medioambiental.

Como se vio anteriormente las poblaciones R, y R; se forman -
por cruzas entre P, x F, y P, x F, respectivamente. En ambas cruzas la
segregacidén se presenta solamente en los gametos de F,. Asi pues, los -
individuos de R, tendran k geneé a, procedentes de P,, mientras que el
nimerc de genes A que reciben de F, es, como antes, una variable aleato

ria con distribucidn binomial, que aqui denotaremos por Q,, y tal que
Q, ~ B(k;3) (2.1.11)

Por tanto, si denotamos por Xs a la medida de la caracteristica de -
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interés en la poblacién R,, definida por
X, = ka + A+ (k =@ la +es
= 2a + Q,(A - a) + e (2.1.12)
donde e denota los efectos.medioambientales.

Similarmente los individuos de R, tendran k genes con efecto A
que recibiran de P,, mientras que el numero de genes A que reciban de F,

es, como en el caso anterior, una variable aleatoria que denotaremos —

por Q, y que claramente satisface
Q, ~ B(k;z) (2.1.13)

Por lo tanto, denotando como Xg : R, +IR a la medida de la ca-

racteristica de interés en la poblacién R, tenemos que
X,=kA+ QA+ (k -Q)a+ e
= k(A + a) + Q,(A - a) + e (2.1.14)
donde como es costumbre e, denota los efectos medioambientales.

En los parrafos anteriores hemos determinade la forma funcio -
nal del valor genotipico (G en la ecuacién 2.0.1), ahora nos resta de -
terminar la funcidn de densidad de las variables € i = 1y 2y vse B =
que representan los efectos medioamb&entales sobre la caracteristica de
interés. Estos efectos son el resultado de la interaccién de un gran nd
mero de factores y generalmente se ha visto que se ajustan adecuadamen-
te a una distribucidn normal (Elandt-Johinson, 1971). Lo anterior se for

maliza en la siguiente hipdtesis.
H7: para i = 1,0208L.. 6 se tendréa que g; ™ N(0;c?) donde o? e RT

La anterior hipdtesis es de utilizacién muy general en Genéti-

ca Estadistica, particularmente en la prueba de hipdtesis mediante =
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andlisis de varianza (Kempthorne, 1969).

Al final del capitulc uno se mencionaron los pardmetros que de
terminan la distribucién de las variables implicadas. Es importante ha-—
cer notar que con las hipétesis presentadas en esta seccidén (H4 a H7),
hemos especificado los paréametros que determinan estas distribuciénés.
Asi, H4 implicé que todos los genes! que aumentan la caracteristica es -
tan reunidos en P2, HS5 determina la completa aditividad de los efectos
génicos y por lo tanto deja fuera del modelo los posibles efectos de do
minancia y epistasis. HE simplifica el tratamiento del modelo y H7 espe
cifica la distribucidén de los efectos medioambientales, implicando conr

ello la independencia de estos con el valor genotipico.

En la siguiente seccidn se presentan las funciones de densidad

de las variables implicadas, asi como sus esperanzas y varianzas.

2.2 Funciones de densidad.

Como se menciond al principio de é€ste capitulo, podemos consi-
derar un modelo estadistico como una coleccidén de medidas de probabili-
dad Pe, donde 6 es el vector de parédmetros que determinan estas medidas,
es decir, que determinan las funciones de densidad de las variables. El

vector de paréametros en nuestro caso esta dado por
6 = (k, A, a, o?) (2.2.1)

donde cada uno de los componentes tiene el siguiente significado:

i) k, el namero de loci involucrados, que es un entero igual
0 mayor a uno.
ii) A y @, los efectos génicos, que son nlmeros reales suje-

tos a la condicién A > a > O.
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1349 02, la varianza de los efectos medicambientales, la -
cual pertenece al conjunte de los nUmeros reales positivos.
Con lo anterior se define el espacio de pardmetros 6 como
B=10=1(k,A, 8, %) [ k=1,2, ... ;A%a8>0; 6230} (2.2.2)

Ahora vamos a encontrar las densidades de las variables X,, ...
» Xs. Para esto usaremos la siguiente notacidn: para uha variable alea-
toria W, la correspondiente funcidén de densidad cuando 6 € 8 es el ver—
dadero valor del parametro se denotard por fmﬁ';e), mientras que el sim
bolo ¢(y;p; 0% denotard a la funcidén de densidad normal unidimensional

con media M y varianza o?, es decir

3
o(y;u;0) = (2710%) Zexp( ~((y-u)?/209); v eR, u eR, o2 eR"

(ver por ejemplo Mood et al; 1974).

En el siguiente teorema se presentan las funciones de densidad
de cada una de las variables aleatorias definidas en la seccién prece —
dente. Algunas de las propiedades de estas funciones serén ttiles para
decidir sobre la existencia de estimadores insesgados de k, tema que se

trata en el capitulo cuatro.

TEOREMA 2.1.1
Considere las variables Xi’ i=1, 2, ... 6 definidas en la -—
seccidén 2.1 de este capitulo. Para cada 6e€ ©, las correspondientes den—

sidades estan dadas como sigue

i) £, (y;9) = @ly; 2ka; o?),
X1

0 equivalentemente

X, ~N(2ka; o?).




ii) B (vi;e) = oly; 2KkA; o?),
2

o equivalentemente

X, vN{2kA; o?).

iii) T (y;0) = o(y; k(A + a); o?).

o equivalentemente

X, v N{k(A + a); o?)

vi) f, (y;e8) = (3) =
Xs 2,

3

todo lo anterior para ¥ €IR, 6ee6 ., //

DEMOSTRACION.

i) Es claro que X1 tiene distribucién normal, puesto que £1 se distribu
ye normalmente, y X: es la suma de una constante (2ka) y €,. Como 1la me
dia y la varianza de €1 son O y o? respectivamente, el resultado es in-
mediato (ver Brunk, 1965). Los incisos (ii) y (iii) se pueden demostrar

en forma similar.
Para demostrar (iv) recordemos que X, fué definida en 2.1.10 -
como
Xy = 2ka + Q,(A - a) + e,
donde
@, v B(2k;3), e€,vN{0;0?).

Entonces, por el teorema de la probabilidad total (ver Mood et al., -

1874) se tiene

2k
P[XL<YJ=§P8[XH<3’JQ1:51] PB[OI:SJJ (2.2.3)

6 0
S]-
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Debido a la independencia de Q, y €,, la distribucidn condicio

nal de X, dado un valor de Q,, digamos s,, es normal con media
2ka + s,{A - a)
y varianza 0°. Luego

Y
P[X, <y i Gy = Sy] = f o{w; 2ka + s,{A - a); o?)dw;

—c

y entonces substituyendo estos valores en la expresidn (2.2.3), y deri-
vando con respecto a y, vemos que la funcidén de densidad de X, es la in

dicada en el enumerado (iv) del teorema.
Finalmente (v) y (vi) se demuestran de forma similar. //

En adelante los simbolos Ee N Ve denotaran los operadores espe
ranza y varianza respectivamente, evaluados bajo la condicidn de gque -

g € p es el verdadero valor del parametro.

El siguiente teorema presenta las esperanzas y varianzas de -
las variables implicadas en el modelo. Estas se utilizarén en el capitu

lo siguiente para obtener estimadores del numero de loci.

TEOREMA 2.2.2

Bajo las hipdétesis H;, i =1, 2, ... 7, lo siguiente ocurre
i) Ee[Xl} = 2ka,
Ve[xli = o?
ii) Ee[XZ] = 2KkA,
VglXa] = 0%,
iii) E [Xs] = k(A + a},



iv) E %) = k(A + a),

V[ X = tkiA - a)*+ 0%, //
DEMOSTRACION
Las partes (i), (ii) y (iii) son claras, puesto que
g, ~ N(0;02) , i=1, 2, ... 6;
y el componente genético en los tres casos €5 una constante, a saber,

2ka, 2kA y k{A + a) respectivamente.

Para ver que (iv) se satisface recordemos que los componentes

genético y medioambiental son variables aleatorias independientes. Aho-

ra, debido a que

Q, ~ B(2k;3),

obtenemos que

y por lo tanto

i
x
£
|

= Egl2a + Q, (A - a) + &)

= 2ka + E QL](A -a) +E [Eh]

gl

= 2a + k{A - a) + 0

= k{A + a)
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Ademds
W [ ] = Ve[Zka + Q,{A - a) + g4

=0 +v[a,](A - a)t+ Ve[au]

2

= 3k(A —a)'+ o
Las restantes partes del teorema se demuestran en forma similar. //

Con la demostracidn del teorema 2.2.2 concluimos la presenta -
cién del modelo estadistico para el fendmeno de interés: la herencia de
una caracteristica cuantitativa. En el capitulo siguiente se presenta -
un conjuntco de estimadores para k, y se demuestra que dichos estimado -

res son consistentes pero no tienen esperanza finita.



CAPITULO 3

ESTIMADORES PARA EL NUMERO DE LOCI

En los capitulos anteriores hemos presentado un modelo para el

fendmeno de interés: la herencia de una caracteristica cuantitativa.

Sin embargo, lo Gnico que podemos conocer con certeza del modelo son -

los valores de las observaciones de las variables aleatorias, esto es

las mediciones de la caracteristica. Para que el modelo tenga alguna
utilidad es necesar%o calcular 1qs parametros que lo determinan y para
ello tendremos que utilizar las observaciones. Solamente en casos tri -
viales es posible tener certeza acerca del verdadero valor del paréame -
tro después de un numero finito de observaciones del fendmeno; en la ma
yoria de los casos tendremos que aceptar un cierto grado de incertidum-
bre en nuestro cadlculo. Es por esto que al resultado del célculo se le
llama "estimacién" y a la fuﬂcién de las observaciones que nos permite
llegar al resultado se le conoce como "estimador'" (ver Brunk, 1965). En
principio existen un gran numero de estimadores posibles, sin embarge -
algunos de ellos resultan deseables porgue permiten reducir, o acotar,

el grado de incertidumbre que se tiene sobre el verdadero valor del pa-

rametro.

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de este traba
jo es estudiar la estimacién del nimero de loci gue afectan la herencia
de una caracteristica cuantitativa. A continuacidén se presentan algunos

conceptos Utiles a este respecto.
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Existen dos formas de estimacidn conceptualmente diferentes: -

la estimacidn puntual y la estimacidén por intervalos (ver por ejemplo,
Rao, 1965). La primera de ellas tiene como resultado final una estima -
cién que es un punto en el espacio de parémetros, en cambio en la esti-
macidén por intervalos el resultade final de la estimacidn es una regién
en el espacio de parametros, para la que se tiene cierta '"confianza'" de
que contenga al verdadero valor del pardmetro. En este trabajo nos limi

taremcos a la primera opcidn, esto es a la estimacidén puntual de k.

Dado el problema de la estimacidn puntual existen varios méto-—
dos para encontrar estimadores, como son el método de maxima verosimili
tud, minima ji cuadrada, minima distancia y el método de los momentos —
(ver por ejemplo Mood et al., 1974). En este tfabajo nos restringiremos

a la obtencién de estimadores de k por el método de los momentos.

En este capitulo se proponen algunos estimadores de k obteni -
dos por el método de los momentos, se estudia su consistencia y se de -
muestra el hecho de gque no tienen esperanza finita, discutiendo algunas

implicaciones de ello.

3.1 Estimadores de Momentos de k.

El método de los momentos consiste basicamente en substituir -
los momentos poblacionales por los correspondientes momentos muestrales,
obtenidos a partir de las observaciones. Asi, una funcién parametral -
que depende de los momentos poblacicnales se estima a partir de la co —
rrespondiente funcidén evaluada en los momentos muestrales (ver por ejem

ple Wilks, 1962).

Aqui utilizaremos el método de los momentos de la sipuiente ma
£ a

nera: primero expresaremos a k como funcién de medias y varianzas de -
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las variables de interés ¥y entonces se substituiréan estos momentos po -
blacionales por los correspondientes momentos muestrales (medias aritmé

ticas y varianzas muestrales), para obtener estimadores de k.

En adelante supondremos gque S€ cuenta con n observaciones de -

cada una de las variables definidas en el capitulo anterior (Xi, Xz, -

1 .
¥e) y denotaremos por )(.l H Xi eIRnx , al vector de n observaciones -—
de la i-ésima variable; i = 1, 2, ... 6. Esto es
X,
11
xi \
X, = o 5 oS 1y By oeed B

L %50

donde Xij representa la j—€sima observacién de la variable 1.

También definiremos los momentos muestrales X.1 y 5.l (media -

aritmética y varianza muestral respectivamente) como

s 31 2
X, =— F X,
1 n j=1 1)
— 2
s. - L - X)
a0 M
para i = 1, 2, .- 6. Es un hecho bien conocido que R& y Si son estima

dores insesgados de varianza uniformemente minima para sus correspon -

dientes momentos poblacionales (ver Mendenhall et al., 1986) .

En el siguiente ejemplo se€ presentan funciones de esperanzas y
varianzas que producen estimadores de k al aplicar el método de los mo-

mentos.
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EJEMPLO 3.1.1

i) Recordando que

podemos ver que la siguiente identidad es valida para todo © e 6.

=)
8(V

» Xz) = Ep[Xa1])?
TR

TRT0GT

En efecto, usando las igualdades anteriores, se verifica que

(Eg [Yz] - Ee[XL])z _ (2A — 2ka)
BV, X, ] - V IXa]) ~ 8(zk(A —af+ of- o?)
_ k(A - a)
k (A - a)?

= k.

Entonces, substituyendo en la expresién anterior a los momentos pobla -
cionales (esperanzas y varianzas), por sus correspondientes estimadores

muestrales E-y S obtenemos un estimador de k, dado por

(X, - X
S

ii) De forma similar, recordando gque
V[Xs] = V[ Xe) = (A - a)? +0?,

podemos ver que la funcidn

(5] - E[X,])
TV TXy) * V%) - 241%])
es idéntica a k para todo 8€© ; en efecto
(Egy ] = EalX, )2 3 (24 = 2<a)?
TV IXs] + VIXel = 2V [Xs]) TTIk(A — al’+ o2 + zk{A - a)+ o2- 20?)
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y aplicando el método de momentos obtenemos el estimador de k dado por

(X, = % P y

Como lo muestra el ejemplo anterior, en nuestro caso el proce-
dimiento para encontrar estimadores de momentos de k se reduce a buscar
funciones de esperanzas y varianzas gque resulten en la forma

K2 (A - a)?

T T Kk (2 la 1)

¥y entonces substituir las esperanzas y varianzas (poblacionales) por -

sus respectivos estimadores muestrales.

En este trabajo nos restringiremos a estudiar estimadores que
sean funcidén de dos medias aritméticas y dos varianzas muestrales, es—
pecificamente los estimadores

oo i J (3.1.2)
h Ch (S?_S;)

-

donde h = (i, j, 1, m) y las parejas (i,j) vy (1,m) toman valores en los

siguientes conjuntos

(1,3) + (2,103, (5,1], (6,1}, (2,3), (2,5); (2,6} (3,5}, (8:3),

(6, G d), (2,4), (4,5), (6,4);
(1,m} : (4;3)5 8820 (4,1), (5,3), (5,2), (5,1), (6,3), (6,2), (6,1);

la constante ¢, €IR se relaciona de modo que se cumpla la condicidn

= k (3.1.3)

X1 = B [X])?
X1 = VIX,1)
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3.2 Consistencia de los Estimadores Propuestos.

Hasta el momento hemos considerado al numero de observaciones
en un estimador como una constante n. Sin embargo, para estudiar algu -
nas de sus caracteristicas, podemos considerar la sucesién de estimado-

res
Tiw Tag sss Vium Fagy s oo

es decir, la sucesién de estimadores T con un nimero creciente de obser
vacicnes. Una de las propiedades deseables que puede tener un estimador
es que al aumentar el numero de observaciones (tamafic de la muestra) -
sea mas probable que el valor de la estimacidén esté cercanc al verdade-
ro valor del parametro, o funcién paramétrica que se pretende estimar.

En otras palabfas, es deseable gue el estimador '"converga en probabili-
dad"a la funcidén que se guiere estimar. A é€sta propiedad se le llama -

"consistencia", y se define formalmente a continuacidn.
DEFINICION 3.2.1 (Estimador Consistente).

Sea {Ha |0 e 8} un modelo con observaciones Y = (¥,, Y;, -"‘ﬂ)

y 1(8) una funcién que se desea estimar. Una sucesidén de estimadores

{ T =T(Y, n) }

n
de 1(8) se dice que es una sucesidén consistente de estimadores de t(@)-

si para cada numero positivo § se tiene que

limP(|T, - t(6)] 5 8) =1

N+ o

o en forma equivalente

limP, ([T, -t (8)| >8) =0 Sy

Na+ o

Intuitivamente esta definicidén nos dice que si tenemos un esti

mador consistente y aumentamos indefinidamente el nimero de -
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Observacién.

Todas las combinaciones posibies (i,3), (1,m) (con i, j, 1, m

como en 3.1.2) y una constante adecuada resultan en un estimador de k,

Rpf Las diferentes combinaciones de (i,j) con (1,m) generan un total de
14 x 9 = 126 estimadores '"distintos" de k, que son funcidn exclusivamen
te de dos medias y dos varianzas‘muestrales. Esta lista es exhaustiva -
para éste tipo especifico de estimadores, aln cuando existen muchos mas
que son o combinaciones de los anteriores o funciones de un numero ma -
yor de medias y varianzas (ver punto (ii) del ejemplo 3.1.1, o capitulo
cinco). No obstante lo anterior, los resultados de las siguientes éec -

cciones de €ste capitulo y del capitulo cuatro son muy generales. //

Alpgunos de los estimadores presentados en 4.1.2 se encuentran
citados en la literatura consultada. Asi por ejemplo, Mather, Jinks y -

Mayo presentan el estimador

)2
) ’

By = %
8(sz - 5

W e

sin embargo, no hacen mencién de sus propiedades estadisticas, salvo -
gue coinciden en sefialar que este estimador (y otros de su tipo) son -
sensibles al incumplimiento de las hipétesis planteadas. En otras pala-
bras, cuando una o varias de las hipdétesis no se cumplen, no se puede -
tener ''confianza'" en la estimacidén (Mather y Jinks, 1977; Mayo, 1980).

En el capitulo cinco se discute mas ampliamente éeste punto.

Una faceta muy importante del problema de la estimacidn es el
estudio de las propiedades de los estimadores, puesto que solamente co-
nociendo dichas propiedades se podra manejar adecuadamente la inferen -
cia. En la siguientes secciones se estudian algunas propiedades de los

estimadores propuestos.
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obsrevaciones podremos estar 'casi seguros'" de que nuestra estimacién es

t4 cercana al verdadero valor del parémetro.

Un hecho bien conocido es que los estimadores X y S? son con -

sistentes (ver por ejemplo Mendenhall et al. , 1986).

A continuacidén se presenta un teorema sobre la consistencia de
estimadores que son funcidén de estimadores consistentes. Se omite la de
mostracién, que puede encontrarse en varios textos de Estadistica Mate-

matica (por ejemplo Mendenhall et al., 1986).

TEOREMA 3.2.1
Sea T, estimador consistente de w(6) y T, estimador consisten
te de t'(8), entonces
i) T, + T es estimador consistente ‘de t(8) + 1'(8).
ii) T T! es estimador consistente de w(e)t'(e).

iii) T,/ T' es estimador consistente de w(e) / t'(e), siempre que

t'(e) # 0. //

El hecho de que los estimadores R-y S? son consistentes y el -

~teorema anterior nos conducen al siguiente resultado
TEOREMA 3.2.2 (Sobre la consistencia de Rh).

Los estimadores Rh propuestos en 4.1.2 para k, o eguivalente -
mente, la sucesién
R, we: By

vi ¥ Thyz ? h,n+a?

converge en probabilidad a k. //




DEMOSTRACION

Notando que cada K es funcidn de estimadores consistentes (gé
X., ST, S;), y aplicando reiteradamente el resultado del teorema 3.2.1
J

se demuestra el teorema. i

3.3 Inexistencia de la Esperanza de los Estimadores Propuestos.

En la seccidén 3.1 se presentdé un conjunto de estimadores {K;l}-
del numero de loci, y en 1a seccidén anterior se vid que éste conjunto -
posee la propiedad deseable de consistencia. Ahora se deberia de conti-
nuar con la resolucidn del problema escogiendo uno o varios de estos es
timadores como ''mejores estimadores" del namero de loci. Sin embargo, -
los posibles criterios de seleccién como el insesgamiento (ver capitulo
cuatro para una definicidén) o la varianza uniformemente minima (ver por
ejemplo Mood et al., 1974), involucran la obtencién de la esperanza de
los estimadores y como demostraremos en esta seccién, los estimadores -

propuestos €n 3.1.2 no tienen esperanza finita.

Lo anterior quiere decir gque la integral definida por la fun -

Ee[ l‘zhl]

en general no converge, O dicho de otra manera, €S infinita. Para ver -
esto escribiremos

2 J (3.3.1)

Como el numerador y denominador de la ecuacidén anterior son independien
tes (ver por ejemplo Searle, 1971) podemos escribir la expresidn ante -

rior como
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Veremos que el término

e (/0[5 =523
en general no es finito.

Recordando que 5; es un estimador insesgado de o? (esto es la
varianza de los efectos mediocambientales Ei)' mientraé que Sf es un es-
timador insesgado de C1K(A -a)® + Uf donde C] es una constante gue de-
pende solamente de la eleccidén de 1 = 4, 5, 6. Asi pues se sabe que -
(n - 1)5;tiene una distribucién ji cuadrada centrada con N-1 grados de

libertad, esto es
(n = 1)S3 ~ Xz(n_ly

La distribucién de 5? es mas complicada, puesto que las varia-

5.

bles X , 1 =4, 5, 6; i =1, 2, ... n tienen una densidad que es una -
mezcla de variables aleatorias con distribucién normal y variables con

distribucién binomial (ver seccidn 2.2). En general
><1-l=2ka+Q1-l(A—a)+€i,

y entonces el vector de observaciones X] elR"*l 15 podemos escribir co-

mo

X, =2ka 1+ (A -2a)Q), +ey,

donde el vector 1 es de orden n x 1 ¥y

Q11 £11

Q
Ql == ; 12 s El: 512

Q1n Il
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Note que entonces

sﬂ = %Ki { 1 =4 /) X

1
donde | es la matriz identidad de orden n x N ¥y J es la matriz con to -
dos sus componentes uno y de orden n x nN. Entonces, si fijamos el valor
de Ql en un punto particular q, la distribucidn de Xl seréa

N(2ka 1 + (A - a)qg; ¢®1),

y entonces Si tendrd una distribucién ji cuadrada no centrada, a saber

2 - 2
ST 1@ =awy® , ae

donde el parametro de no centralidad Aq esta dado por

Aq = 3{(2kall + (A - a)g')(l - J/n)(2kal + (A - a)a)

(ver Searle, 1971).

Denotemos por U a Si, asi pues hemos visto que la densidad de

U dado Ql = g es in mas explicitamente

1,Aq

1
2
(ra) u?™" exp(-$u)

r(z(n-1) +r) ’

f

n+r+1

(ul@ =q) = exp(-2q) 1
U|Q=q | r=yp rt 2%

por lo tanto la densidad de U estd dada por

fuluse) =1 Pl =al fu]Q]:q (ulQ = a),

o6 sea una mezcla de densidades ji cuadrada no centradas, ponderadas por
la probabilidad del evento Ql = q, para cada uno de los valores posi -

bles de q.
Asi pues tenemos que
e [1/(]52 - 52])] = l1/({u - v[)]

= f f 1/(|u - v|) Equ[Q =q] fUIQ(u|q) fV(v) du dw,
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donde fv(v) es la densidad de V = Si, o sea la densidad ji cuadrada cen

trada con n — 1 grados de libertad. Haciendo el cambio de variable -

W=u - v, tenemos que la ecuacidén anterior se expresa como

(==} [--]

.L=o JH>_V (1/]w]) I, Pola=a ] fy,, twhv) £, (v) dw dv =

[e=]

( = s
J‘V=° ju>_v(1/|wl) que[Q—CI] eXD( Aq)r2=u - 2§n+r‘—1 I..(_‘]E( B )

w+v ) )
(

1(n-1)

(A@)" (whv)T+ 7~ 2exp (=3 (
rY2?

3 (n+r-1)

) /(127 I (3(n=1)+r) 2%(“‘1) r(3(n-1)))

llM 8

Eq P,[Q=a] exp(-2

(=] ==}

[ ]os oy (7Dt 300720 exp (3w ) W) exp(-1v) dw av (3.3.2)

Es claro que esta serie de integrales diverge con tan solo que alguno -

de sus términos diverja. Sin embargo, ahora veremos que cualquiera de

las integrales de la serie anterior es . Para obtener este resultado

defina
H(v) = fw_v(1/|w|)(w)“”‘“exp(—gtm))é‘“‘“exp(—%v) dw, v30.
Entonces es claro que

vz 1
s | (17 fw]) i) D e (—duv) v g = 10 v)

-2
y claramente
2 J(n-2) i

194 ) 3_[ A (1/|w|)(%v)? EXD(—g v) vi(n-2)gy

-v/2

. 3(n-2) 3 (n-2) w3
= (zv) expl-7/4v) v j / (i/Jw]) cw.
v/?




a de la espe-

De esta Gltima expresidn podemos confirmar la no existenci

ranza de Rh, pues la integral

v/2
J (1/|w]) ow , v>0,
-v/2 :

no converge. Luego, para todo v >0, |{v)=* pues

y ya que las integrales dobles de 3.3.2 se obtienen integrando I(v) en

[0,=), vemos que la suma de integrales diverge.

El hecho de que los estimadores propuestos no tengan esperanza

impide utilizar criterios ya establecidos para €sScCOger el '"mejor' de di

chos estimadores. Por lo tanto poco se puede decir a este respecto. So-

lamente cabe sefialar que dada 1a consistencia de los estimadores, el -

utilizar tamafios de muestra grandes resulta muy recomendable. Ademé&s, -

es posible usar estimadores que involucren todas las variables implica-

das en el modelo. Esto se discute con mayor amplitud en el capitulo cin

CcO.

90705

A AAN.

T

—y




CAPITULO 4

IMPOSIBILIDAD DE LA ESTIMACION INSESGADA DEL NUMERO DE LOCI

E1l hecho de que los estimadores propuestos no tengan esperanza
asi como la forma de las distribuciones de las variables de interes, in
ducen a pensar gque €n el casoc gque nos ocupa no existen estimadores de k
cuya esperanza sea igual al valor del parémetro. A esta propied;d se le
conoce como "insesgamiento", y es definida y ejemplificada en la si -

guiente seccién.

4.1 Estimadores Insesgados.

Un estimador es una funcién conocida de las observaciones de -
una variable aleatoria y por lo tanto es en si mismo una variable alea-
toria. La esperanza (o valor esperado) es un concepto muy Util en la so
lucién de problemas gue involucran variables aleatorias, pues se puede
pensar en ella como un promedio ponderado de los posibles valores de la

variable, donde los valores mas probables reciben mayor peso.

DEFINICION 4.1.1 (Estimador Insesgado).

Sea {Pe | 8 e 8} un modelo estadistico y T: 8 + IR una funcidn.
Denote por Y = (Y:, Yz, --- Y,) al vector de observaciones correspon -
dientes al modelo. Una variable aleatoria T = T(Y) se dice un estimador

insesgado de 1(8) si y sélo si

EB[T] = 1(8) para todo 6 € ©. //




lllll.l..................-.-llIII----I:r———————_________*g

43

Los estimadores insesgados resultan intuitivamente atractivos

o deseables, pUes como se ha dicho, la medida de tendencia central de -

su distribucidn coincide con la funcidn paramétrica que se pretende €s—

e mam N O

timar. Ademas, dadas 1as propiedades lineales del operador éspéranzid,

muchas veces resulta mas conveniente trabajar con estimadores insesga -

dos gue con aquelles que no 1o son. Por ejemplo, si T, y T. son estima-

dores insesgados de 1(6) entonces cualqguier combinacién lineal
aT, +BTy, |

donde o y B son constantes tales Que a + B =1, sera también un estima-

dor insesgado de Tt(6) (ver por ejemplo Brunk, 1965) .

Es importante hacer notar gue el criterio de insesgamiento per

mite en muchos casos restringir la busqueda de estimadores a aguellos -

gue tienen tal propiedad, ¥y cuando existen de ellos se puede seleccio -

nar al estimador de varianza uniformemente minima (Rao, 1965) .

No obstante, la existencia de estimadores insesgados no estd -
de ninguna manera garantizada. El siguiente ejemplo presenta un caso, -

trivial pero ilustrativo, de la no existencia de estimadores insesgados

para algunas funciones paramétricas.

EJEMPLO 4.1.1

En el experimento de lanzar una moneda y observar la cara qQue
queda arriba, definamos la variable aleatoria Y como uno si la moneda —
muestra "aguila' y Ccero de otro modo. De esta forma se tiene una varia-
ble aleatoria con distribucidn Bernoulli, con parametro P, donde p es -

la probabilidad de obtener aguila. 0, simbolicamente

vy Ber(p), p € (0,1).




a4

Ahora supongamos que se cuenta con una muestra de cinco observaciones -

de la variable:VY = (Y{, Noy = Y. ) ¥ que se quiere encontrar un esti-
mador insesgado de la funcién t(p ) = p*' (la probabilidad de once &gui-
Veremos que no existe estimador insesgado de tal funcidn.

las seguidas).

De hecho, supongamos que existe un estimador T(Y) tal que

pero en general se tiene que

£ (1) = ] ) 7 ()T

Puesto que la expresién anterior es un polinomio en p de grado cinco,
se concluye gue no puede ser igual a t(p), puesto que esta Ultima es un
polinomio de grado mayor. //

En el ejemplo anterior es claro que al aumentar el nimero de -
observaciones de la variable aleatoria es posible encontrar, aplicando

alguno de los métodos conocidos, estimadores insesgados de (p); por su

puesto no siempre es asi, como queda demostrado en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.1.2

Considere una muestra Y = (Y1, Yz, ... Yn), n > 1 de la distri
\

pucién Ber(p) y t(p) = 1/(1-p). Entonces para cualquier n 2 1, no exis

te ningun estimador insesgado de (p).

Para ver esto sea T = T(Y) algin estadistico y note que

E[Tiy)) = ] T(v) 8% (1),

y entonces ED[T(Y)] es un polinomio en p, de grado a lo mas n. Sin em -
bargo 1(p) = 1/(1-p) no es un polinomio y por esta razén no es posible
tener

EDET(Y)] = 1(p) para todo p e [0,1),
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es decir, ningin estadistico T puede ser estimador insesgado de t(p).//

En el caso particular que nos ocupa la funcién paramétrica pa-

ra la cual nos interesa obtener estimadores es

en otras palabras, nos interesa estimar el nidmero de loci involucrados

en la herencia de una caracteristica de interés.

En principio estamos interesados en encontrar estimadores in -
sesgados de k, sin embargo como demostraremos mas adelante, tales esti-
madores no existen. Este resultado, que aungue intuitivamente claro, re
quiere de una demostracidn-no trivialy es nuestro principal resultado -
en este capitulo. En dicha demostracién utilizaremos los conceptos de -
identificabilidad de una parametrizaéién y estadistico completo. En la

siguiente seccién se presenta el primero de ellos.

4.2 Identificabilidad de una Parametrizacién.
DEFINICION 4.2.1 (Parametrizacién Identificable).
Para un modelo {Pe [ 8 ¢ 8} diremocs que la parametrizacidn

6 +P,

es identificable si y sdlo si para todo par 6,, 6, ¢ ©, con 6, # 6 se —

tiene que

PBD 7! Pe1 ?
o equivalentemente

F (x; 8) #F (x;8 ) para al menos un x,
X

donde para cada 8 € 8, F(*;6) es la funcién de distribucién de FE.//
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En otras palabras, esto quiere decir gque una parametrizacién -

es identificable: cuando a pardmetros diferentes les corresponden siem-
pre medidas de probabilidad diferentes en el modelo, y esto Gltimo es —

equivalente a decir que las funciones de distribucién son distintas.

El siguiente tecrema aclara y ejemplifica la importancia del -
concepto de identificabilidad en el problema de la estimacién insesgada
de funciones paramétricas.

TEOREMA 4.2.1
Sea {Pe } § e 8}lun modelo y suponga que
B # & ¥y Fbu = Fb!-
Es decir, la parametrizacién no es identificable. entonces, existe una

* funcidén t : © + |R para la cual no existe estimador insesgado. //
DEMOSTRACION
Simplemente seleccione la funcién T de modo que
T( 8) # 1(8 ), (4.2.1)

esto es posible ya que 8, # 6,. Ademés, note que para cualquier estadig

tico T = T(Y) con esperanza finita se tiene que
Eg [Tl=E,[T], (4.2.28)
1

lo anterior usando el hecho de gque Fb =P
0

g, + @ partir de (4.2.1) y =
1

(4.2.2) vemos gue no se puede tener
T(8) = EB[T] para todo 6 € 8,
y por lo tanto no existe estimador insesgado de t(8). //

En el siguiente teorema veremos que no es posible obtener esti

madores insesgados de k (el nimero de loci involucrados), cuando se -
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utilizan estimadores que dependen solamente de una observacién de las -
variables X, , Xz» Xs - En la demostracidén se utiliza el hecho de que pa-

ra estas tres variables la parametrizacidén definida en 2:1.13 no €s -
identificable.
TEOREMA 4.2.2

Para i = 1, 2, 3, no existe estimador T(X.) tal que
1

E eﬁ(xi)] = k para todo B e® .

Es decir, no existe estimador insesgado de k que dependa solamente de -

las primeras tres variables del modelo.

DEMOSTRACION

Denotemos por PX 6 la distribucién de X, correspondiente al
1

vector de parametros 6 . Entonces, como se vio en el teorema 2.2.1

p . = g2
X, 6 N(2ka; 07).

Ahora, si tomamos dos valores diferentes de 6, digamos
By = (kg, Avy S5 0% ) 5 8= (Dkns Ao, 80y 914 (4.2.3)
vemos que estos inducen la misma distribucién, a saber
N((2koao; ©% ),

es decir, la parametrizacidn no es identificable. Ahora, supongamos que

existe T(X,) tal que
T(X,)] = k para todo 6 e 8,
entonces tomando 6, y 8, en (4.2.3), concluimos que

Eg, [TOG)] = ke v Eg [T(X2)] = 2ko.

Sin embarge, puesto que

= = N(2k,a,; 0% ) =P i
G, B 0o 0 X1,81
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debemos tener que

o equivalentemente k, = 2k, lo cual es contradictorio. Luego no existe
estimador insesgado para gue dependa solamente de X,. Para X, y X3 la

demostracidén es semejante. //

El teorema anterior puede extenderse facilmente a estimadores
gue sean funcidén de un nimero finito de n observaciones de las varia -

bles X,, X2, Xs3; es decir, a estimadores que sean funcién de los vecto-—

res Xi, 1 = 1y 2y B
TEOREMA 4.2.3
Para cada i = 1, 2, 3, no existe estimador T(X;) tal que
E [T(X;)] = k para todo 6 e ©. //
DEMOSTRACION

Puesto que las observaciones del modelo son variables aleato —
rias independientes y dentro de cada uno de los vectores (o muestras) -

identicamente distribuidas, es facil ver que la distribucién de estos

es
X, ~ N(2kall , o?1),
Xz v N(2kA1 , o* 1),
Xs: vN(k(A +a)l, o),
donde 1 €IR™1, | eIR"™" son como antes el vector unitario de dimensidn

n x1y la matriz identidad de orden n x n (ver por ejemplo Searle, 1971).

Asi pues si tomamos dos valores diferentes de & digamos

B =l . Ay, %) ye,= (2k,, %An %auv 0% )



49

vemos que estos valores inducen las mismas distribuciones, a saber

N(2kea, 1; 0%,1),

N(2ko,A 13 0%, 1),
N{ko(Ay + ag)ll 5 o%,1),
y por lo tanto la parametrizaciones de cada X; no son identificables. -

Ahora si suponemos que existen estimadores insesgados del nume

ro de loci tenemos que

ESO[T(xi)] = ko, Eel[T(xi)] = 2k

sin embargo puesto que 6, y 6, inducen la misma distribucién (para cual |

quiera de los tres yéctores) se tiene que i

lo cual conduce a la contradiccidn ¥
ko = 2"(0-

Por lo tanto no existe estimador insesgado que sea funcién de un nime-

ro finito de observaciones de las variables X,;, i =1, 2, 3. //

Observacidn.

El significado bioldégico de los teoremas 4.2.2 y 4.2.3 es cla-
ro: no podemos obtener estimadores (insesgados) del numero de loci cuan
do contamos unicamente con observaciones de poblaciones que son genéti-
camente homogeneas, es decir que no presentan segregacidén. Existe posi-
bilidad de detectar el efecto del numero de loci solamente cuando exis-
ta variabilidad genética entre los individuos de la poblacidn, como ocu

rre en las poblaciones F,, R, v R,.//
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En el siguiente teorema veremos que la parametrizacidén presen-
tada es identificable en el caso de las variables: D TSEbEE S aUE
estan definidas como observaciones en las poblaciones F,, R, ¥y R, res -
pectivamente. Por supuesto, lo anterior no significa que existan estima
dores insesgados que sean funcién de estas variables, por lo cual para
probar que no existen estimadores insesgados de k, que sean funcidn de

estas variables tendremos que utilizar argumentos diferentes.

TEOREMA 4.2.4

La parametrizacién Px_ g €S identificable. En otras pala -
B G

bras, si 6,, 9, € ©; 8,# 0, , entonces

P £P

Xi»8, Xiaei’ H g Aa By b 1

DEMOSTRACION (para X, )

Tenemos que ver que el hecho de que dos funciones de distribu-
cidén de X, digamos FX“(';SU} y FX“(';BL) sean iguales implica que §=6, .
Puesto que la igualdad de dos funciones de distribucidén es equivalente
a la igualdad de las‘correspondientes funciones generadoras de momentos

(ver Lindgren, 1968) veremos que
N&h, BJI} = Mxh,el(t) implica que 8, = 6,,
donde N& (t) denota la funcién generadora de momentos de X, .
4 3

Recordemos que la funcién de densidad de cada X, correspondien

te a 8 esta dada por

2k oK
eSS () ¥ (%)oly; 2ka + s(A - a); o?), (4.2.4)
> 5=0
ahora poniendo
‘ . 2k
) (2} , ¢ = 2ka +s(A - a), (A2 8)

entonces la densidad en 4.2.4 puede expresarse como
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2
fy (yv;e) = § bys oly; ¢, 5 0?),
L <=0

y la correspondiente funcion generadora de momentos queda como

2k
M (t) = exp(302t2) ¥ b exp(c__t)
X, 0 pls S:ZO ks explcg

Ahora tomemos dos funciones generadoras de momentos de Xu idénticas pa-

ra todo t y correspondientes a

B, = (ko , Ao, 30, o% )y 91 = (ki, Ar, @1, 91 );

veremos gue el hecho de que

ﬁﬁ(u 8o (t ) h@(u 9, (t ) (4--2- 6:

implica que
B, = 0,

Tomando logaritmos en ambos lados de 4.2.6 obtenemos
2k 2k, J
p I 2

~ = 02 2 -+ L
2091 + |09(5§0bkusuexp(ceosnt)) 1 t |09(Szzobklslexp(celslt))

0 1 ‘l

(4.2.7) Note que para t > 0, k =1, 2, ... se tiene gue

(MBS

2k
exp(2kat ) is);obks explcg t) Zexp((2ka + 2k(A-a))t)

y entonces el logaritmo en la ecuacién anterior esta entre 2Zkat ¥ -
(2ka + 2k(A-a))t . Asi dividiendo ambos términos de 4.2.7 entre s de-

jando que t tienda a infinito obtenemos

y entonces podemos escribir 4.2.7 como

2ko 2k1
igoqﬂi eXD(ceoit) :jgotmlj exp(ceﬂt) (4.2.8)

multiplique ambos lados de 4.2.8 por exp(—ice k) para obtener
1 1

exp(t(c ;

o1

: 5 - Gk ) ) = Ejbk,j exD(t(Ce]j —‘%1%1»{4.2.9)

En la ecuacidén 4.2.9 tome el limite cuando t + «. Debido a que
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para j < 2k, el limite del lado derecho de 4.2.9 es bk i el cual debe
1 1

de ser igual al limite correspondiente del lado izquierdo. Como este -

1imite (cuando t =+ «) es finito y ya que bkol > 0 para i=0, 1, ... 2Zko

debemos de tener gue

=O, 1,2, ... 2kg

por lo tanto

< 1 = —
(éoi c812k1 i 0, 1, 2k =1, ¥
< c (4:2:10
D2k, — 8y 2k, )
Si la desigualdad estricta ocurre en 4.2.10 el limite cuando t + « del
lado izgquierdo de 4.2.9 es cero y se tendria
0=>b
ky 2k,
lo cual es contradictorio. Por lo anterior se concluye que
= (4.2.11)

Coo2ko  C6,2k,
por lo tanto
limZ:b . expltic, . - C =
LA pltley 6,26, T Proak,

el o=

lo que implica que

o equivalentemente

y asi obtenemos

Ko = K1 //



Como mencionamos anteriormente, el hecho de que la
cidén sea identificable en el caso de X,, Xs ¥y Xe¢ implica que
rio utilizar otro tipo de argumentos para demostrar la no ex

estimadores insesgados del nimerc de loci.

En la siguiente seccidn se presenta la nocion de es
completo, un comentario sobre su importancia ¥y un ejemplo de
de estadisticos. Estos conceptos se utilizan para demostrar
tencia de estimadores insesgados del nlmero de loci, primero
en que solamente se utiliza una observacidn de Xos Xs 0 Xg ¥

mente en el caso general.

4.3 Inexistencia de Estimadores Insesgados de k : Caso Ge

Para iniciar esta seccidn, daremos las definiciones
portantes conceptos en la teoria de la estimacién puntual: la
distico suficiente ¥y la de familia completa de distribuciones
tadistico. Como se vera mas adelante estas nociones resultan

tes en el problema que Aos ocupa.
DEFINICION 4.3.1 (Estadistico Suficiente).
Sea {Fb | 6 € ® } un modelo estadistico con observaci
X = Wiy Yo g sos T e

Un estadistico S = S(Y) se dice suficiente si y sélo si la fu

distribucién condicional de Y dado S ,

FYIS(Y|S:S)J

no depende del valor de 8.//
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La importancia del concepto anterior reside en que, de cierta

manera, el estadistico suficiente "concentra'" la informacién que dan -
las observaciones; es decir, si se conoce el valor del estadistico sufi
ciente, entonces no es necesario conocer los valores de todas las obser
vaciones, pues estos no diran més acerca de 8, de lo que se puede infe-

rir del valor de S (ver por ejemplo Mood et. al., 1974).

A continuacién se presenta la definicidn de familia completa -

de distribuciones de un estadistico.
DEFINICION 4.3.2 (Familia Completa).

Sea el modelo {Pe | 6 € O} con observaciones X, y T = T(X) un

estadistico. La familia de distribuciones de T, es decir, el conjunto
{FT(‘;B), 8 e 0}

se dice '"familia completa" siempre que se satisfaga lo siguiente:

Si g(*) es una funcién de valores reales cuyo dominio incluye

todos leos valores de T y si
59[9(1)] = 0 para toedo & € 6,
entonces se tiene que
P, la(T) =0 ] = 1para todo 6 € ©.
En este caso también se dice que T es un estadistico completo. //

En otras palabras, la familia de distribuciones de un estadis-

tico T se dice completa si la Unica variable aleatoria que es funcidn

de T y cuya esperanza es identicamente cero, es la variable aleatoria -

CEero.,

En general la importancia de los anteriores conceptos en el -

problema de lz estimacidén puntual reside en gue permite juzgar las
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diferentes funciones que se eligen como estimadores, ¥y seleccionar las
gue presenten caracteristicas deseables. Por ejemplo, si se tiene um -
estimador insesgado, que es funcién de un estadistico completo ¥y sufi-
ciente, el teorema de Lehmann-Sheffe nos asegura que este sera de va -
rianza uniformemente minima, entre los estimadores insesgados y ademas
Gnico (ver Mood et al. 1974). En nuestro caso particular, estos con‘—

ceptos seran de utilidad en la demostracién de la inexistencia de esti-

madores insesgados para el nimero de loci.

El siguiente ejemplo de estadisticos suficientes y completos

sera utilizado més adelante.

EJEMPLO 4.3.1

En este ejemplo I es un intervalo de longitud menor que cero €

I' es un intervalo de los reales positivos de longitud mayor que cero.
i) Sean X,, ... X, variables aleatorias con distribucidn
N(p; 0%),
donde 0% es fija y conocida y u es fija ¥y desconocida, esto es

Y. Nlp;"e%) parai=1;2, ...n; ke L

1

n
Entonces, T =i£] Xi es un estadistico completo y suficiente (para Y.

ii) Sean X, ... X, variables aleatorias identicamente dis -

tribuidas, tales que

Xy * N(u;02)para i =1, 2, ...n ; ve I,0°e I'.

n

n
Entonces T = (2, X;, ;I, X% ) es un estadistico completo y suficiente pa

ra 6= (u, o) [
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Nota: Por la importancia de la distribucién normal en aplicaciones esta
disticas el ejemplo anterior es bien conocido. Puede encontrarse una de

mostracién en Mood et. al. (1974) o bien Lindgren (1968)

A continuacién ilustraremos la impertancia del concepto de com
pletitud para resolver nuestro problema. En el teorema 4.2.2 vimos que

no existen estimadores insesgados de k que sean funcién de X,, X, & X,.

ahora extenderemos este resultado para X,, Xs ¥ Xg.

TEOREMA 4.3.1
Para i = 4, 5 ~ 6, no existe un estadistico T = T(X,) tal que

Ee[

T] = k para todo 6 € 6. //
DEMOSTRACION (Para Xh)-

Veremos que no existe T(X,) insesgado para k. Recordemos que —

la funcién de densidad de X, se puede escribir como

2k
5 = W =, - 2
fx“(y,ﬁ) =B D exp(-30*(y - 2ka - sc)?),
donde
_ 2k
b, =(z)" @), c=A-a

Asi vemos que

es equivalente a

2k
1 ED bk exp(—%oz(y—Zka—sc)z) T(y) dv = k,
S= S

donde el simbolo "J" denota integracidén entre -« y +. Ahora poniendo -

X = y — Sc tenemos

2k
fsgo bre exp(-30%(x-2ka)?)T(x+sc) dx = k (4.8.1)
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Entonces Ee[T(Xk)] = k para todo ¢ € @ es equivalente a que 4.3.1 vale
para todo g. Por el lema del apéndice podemos suponer que T es una fun

cién continua, por lo tanto

2%
9(x) = I by T(x+sc) - k (4.5.2)
5=

tambien es continua. Para concluir gque g(x) = 0 para todo x €IR, es su-

ficiente ver que g se anula fuera de un conjunto nulo. fijando k, oy c

tenemos que 4.3.1 es equivalente a

Ea[g(x)] =0, a> 0,
donde X ~ N(2ka;o2?). Por el ejemplo-4:3.1l:seTtienezque
P[g(X) =0]= 1para todo a >0,
a

entonces g(x) = 0, salvo para x en un conjunto nulo, y comc mencionamos

antes, esto implica que g(x) = O para todo x e€lR, pues g es continua.

Para finalizar la demostracién veremos gue T es identicamente k.
De hecho, supongamos que T(x,) # k, x,€IR. Sin perdida de generalidad,

supongamos que i
T(x,) > k, ‘

luego T(x, + h) > k si |h| > ¢ para algdn r >0, pues T es continua. - ‘

Asi pues, tomando ¢ tal que

0 <c <Ei€
se tiene que
0 < sc<gparas=20,1, ... 2k,
Por lo tanto, concluimos gque
' B, + sc) >k, 5 =0, 1, «.. 2k,

lo que a su vez implica que
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2k
. B Tl s} » ky
s=0 ks

y entonces g{(x,) >0 lo cual es imposible pues g(x)= 0 para todo x. Si-
milarmente, si tomamos T(x,) < k concluiremos que g(x,)< k, lo cual’ -

contradice el hecho de gue g = 0. Por lo tanto concluimos que
T(x) = k para todo x €IR.

Sin embargo, k es desconocido, y tomando otro valor P diferen

te de k tendriamos
T(x) = k yT(x) = k*para todo x €lR

lo cual es claramente imposible. Esto demuestra el teorema, pues la de-

mostracién para X,y X¢es similar. //
i

Hagta el momento hemos visto que no existen estimadores inses-
gados del nuimero de loci, que sean funcién de una sola observacién de -
las variables implicadas (teoremas 4.2.2 y 4.3.1) o de un nimero finito
de observaciones de X,, X, 6 X; (teorema 4.2.3). Cabe preguntarse si no
existira algin estimador insesgado de k que sea funcidén de un numero -

cualquiera de observaciones de todas las variables implicadas. La res -

puesta a esta pregunta es negativa, como se ve en el siguiente teorema.

NOTACION

Sea Y; elRBxl, i=1, 2, ... n; el vector formado por las =
1

i—-ésimas observaciones ordenadas del modelo presentado, esto es

pAR =

1 1

W K s B X

1 1 1 1

. Xsi), i = Ty Do s i

bnx1
Ahora bien, el vector Y €IR i estard formado por los vectores Y,, Y,,

e Y donde Y; es como arriba; esto es

n?

Yoz (Y, Yay aoe Yyl
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Recordando las definiciones de las variables aleatorias X,, X, ,

. Xy, presentadas anteriormente {(ver seccidén 2.1), vemos que Y, se pue
R =

de escribir como

Y. =2kal + V. +e., i =1, 2,
2 k) 1

donde V. eIRGXI es un vector aleatorio definido como
1

vy = (0, 2k, k, Q,,5 Q,; Qai+k),
donde, como antes
Q ~ B(2k;3),
Q,, ~Blk;z),
Q,; ~ B(k;3),
Y e, elREx}_es un vector aleatorio, formado por

Ea = {51'1’ 683§, e Eei)s

donde consecuentemente ¢, . es el efecto medicambiental de la j-ésima cb

servacién de la variable i, y por lo tanto

e.. n~ N(O; ?).
i .

Por extensidén podemos escribir

Y = 2kall + cV + €,

: 2 bnx1 6nx1
donde ahora 1l es el vector unitario 1 elR i , YV elR "% es el vector

aleatorio formado por los V., esto es
1

W = (Vlavza ...Vﬂ),
1

bnx1 - ; ..
¥y e €lR es el vector aleatorio cuyos componentes son los g. defini-
1

dos antes
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De acuerdo con la anterior notacién la funcién de densidad-de

Y puede escribirse como

Bnx1
ﬂ{(y;ﬁ) = [VFL exp(—%cz(H y - 2kal = cv 1)), v eR ,0 e 8 .

donde la sumatoria es sobre todos los valores posibles de V, y las Pv -

son las constantes definidas por !

x1
ademas para w elR" , m=1, 2, --- g

—

fwll? = % i

Podemos conceptualizar la distribucibén de Y como una mezcla de

densidades normales con diferentes medias. Es claro que la familia de -

densidades de Y no es completa pues, por ejemplo, si tomamos n = 2y -

T(Y) = Y, - Y:tenemos que

ES[T ]= 0 para todo & €8,

sin embargo, obviamente T(Y) # O para un sinnumero de valores de Y = Y-

TEOREMA 4.3.2

Sea Y como antes. Entonces no existe un estimador T{Y) tal

que

EB[T(Y)] = k para todo & € 8. //

DEMOSTRACION (Por reduccién al absurdo) .

Suponga que existe un estimador insesgado de k, es decir un es

tadistico T(Y) tal gue

E[T(Y)] =k (4.3.3)
o nos conduce a una contradiccién. Note que 4.3.3 es

veremos que est

equivalente a

e
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Pt PVT(y) exp(-1o2( || y-2<al -ev|? )) dy =k
y haciendo el cambio de variable x =Yy — CV S€ obtiene
Fovm I [VRVT(X + ev) expl-1 2l]x - 2kal|?2) ) dx =k (deZa2)
Ahora si Y¥es un vector aleatorio de dimensidén 6n tal que
Y* n N(2kal ; o),
vemos que la ecuacidén 4.3.4 se puede escribir como
EG{ZV Pv T(Y¥ + cv)] = k para todo & € 6. (4.3.5)
Per el ejemplo 4.3.1 tenemos gque para la distribucién de Y%
s = s(y*) = (y*'1, [v*[*),
es un estadistico completo y suficiente. Por lo tanto
E.e[):V Pv T(Y* + cv)| S=s] = k, (4.3.6)
nc depende de 6.
Ahora sean a, b, ¢, d nimeros reales tales que
a< b yc<d,
y definiendo

-]1 = (a:b] ] -Jz = (Cad ]

tenemos que
B P T(V* + ov) ILS e Jixls I 8=m]
=I[s € Jix J;] EG[XVPVT(Y*"’CV) | s=s5]
= I[s e J,x Jz}k,

donde |[+] denota intervalo y la primera igualdad se debe al teorema de
substitucién, mientras que la segunda se obtiene de 4.3.6. Luego, vemos

que
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Ee[{vPVT(y*+cv) (S edqx4]]|S=sl=1[Sesxd]k
y tomando esperanza respecto a S, concluimos que
EQT P Tly¥+ev) 1[S e dyx 4]] =K. [S e Jyx 4] (4:3.7)
6-4*v Vv 5}
donde hemos usado el teorema de la doble esperanza (Rac, 1965).

Ahora tome a=(r -¢)v6n, b=rv6n, c¢ = 0, d=0y utilizando la nota

cién del lema A2 del apéndice vemos que

1[S e x h] =1 [(r-even<y® 1< rvbn, O<|y*[?<r?]

I[y* e G__],

re

y concluimos a partir de 4.3.7 gue para todo b6e ©

E LI, P, T(y® + cv) I[ly* eG ] = k_Pe[y* €6, ] _ (4.3.8)

g £

Ahora defina g(y*,6) mediante

9(y¢,9)==ZVPVT(y* + cv) - k

y se obtiene que 4.3.8 es equivalente a

]] =0 para todo6 e ©. (4.3.9)

re

Ee[g(y*,e) I[y* e G

Usando el lema Al del apéndice podemos suponer que g(y*,e) es una fun -
cidén continua. Asi para cada 6 fijo se tiene que dado £ > 0 existeg > O

tal que
y¥ — rll /Y BN |< £,
lo cual implica gque
laly*,8) - glril //Bn, ) | <& (4.3.10)

Ahora usando el lema A3 del apéndice vemos que

implica gque
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ly* - S 5_/5?2—< g, si® X (g,/72r )2

y entonces

| oly*,8) - g(r11/76n,6) |<& para y 6, (4.3.11)
siempre que

e <(&/72r) .

Entonces

| Ee[g(y*,e) I[y*ve GrE] - Ee[g(rﬂ//€;,9 ) I yF eGF€ 11

= | Ee[(g(y*,s) ~g(rl /76n,8)) I[y" € Gr€]|

< gEe[I[y* eGrE]] (4.3.12)
donde e < (g,/fa;) y hemos usado 4.3.11 para obtener la desigualdad. -

Por otro lado, usando 4.3.9 junto con 4.3.12 vemos gue
| Ejla(r1/76n, ) Iy* ec ] | 28 ElIIY e G..JI
y entonces
YEn * %
| g(ru/ en, 6) | Pe[ y (—:Gm] < PG[W € GFE]

y como la probabilidad que aparece en la desigualdad anterior es positi

va (vea el lema A2 del apéndice) vemos que
lg(r1t /76n,0)] < €

y como & > 0y © € & son arbitrarios, vemos gue
g(rl /Y6n, ) =0

es decir,

) o Py T(r1l /760 + cv) = k (4.3.13)
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es valido para todo 8 € ®. Tomando el limite cuando ¢ + = en 4.3.13 con

cluimos que
T(r1 / 6n) = k.
Tomando otro valor de k, digamos K se tendria que

T(r1 / 6n) =k yT(r / 6n) =K,

’

lo cual es imposible. Con lo anterior se concluye que no existen estima

dores insesgados del numero de loci.



CAPITULO 5

DISCUSION Y OBSERVACIONES FINALES

Hasta esté punto el presenta trabajo ha consistido en plantear
un modelo genético y estadistico para la herencia de caracteristicas -
continuas. Dicho modelo sirve como marco para el planteamiento del pro-
blema de la estimacién del numero de loci que es el objetivo de ésta te
sis. A este respecto, en el capitulo tres se presentd un conjunto de es
timadores {Rh} »h = (i, j, |, m acerca de los cuales se demostrd que
son consistentes y que no tienen esperanza finita. Esto motivé el estu-
dio de la posibilidad de estimacidén insesgada de ik, concluyendo en el -

capitulo cuatro con la demostracidén de gque no existen estimadores inses

gados.

Como sucede a menudo, el planteamiento y solucién parcial de -
un problema conduce hacia otros problemas, més profundos, mas sutiles o

mas especificos.

En nuestro caso surgen un gran nimero de interrogantes: ;son -
biologicamente validas las hipétesis planteadas?, ;que sucede con el mo
delo (y por ende con la estimacidén de k) si estas hipétesis no se cum -
plen?, icomo seleccionar el mejor estimador?, ... etc. En este capitulo
no se pretende contestar dichas interrogantes, sino solamente plantear-
las adecuadamente y discutir muy brevemente sus expectativas de solu -
cién.

En la siguiente seccién se discute el incumplimiento de las hi

pétesis que se plantearon al formular el modelo, y en la seccién 5.2 -
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que nos ocupa, concluyendo con algunos comentarios sobre los problemas

que parecen relevantes en este caso.

Hl:

H2:

H3:

H4:

H5z

H6:

H7:

do

no

de

5.1 Incumplimiento de las Hipdtesis

Las hipétesis formuladas al presentar el modelo fueron:
Las poblaciones P, y P, son genéticamente homogeneas.

Todos los individuos de P, y P, son homocigotos para los k loci.

Los k loci se heredan independientemente.

Para cada j =1, 2, ... , se tiene que

Los efectos de los genes son totalmente aditivos.

A1=A2:---=Ak=A, a]=a2="':ak=a'

Para i =1, 2, ... 6 se tiene que

.e. v N(0O;0%).

1

Analizaremos rapidamente cada una de estas hipétesis comentan-

cuando se puede suponer biologicamente valida, como es el modelo si

se cumple y que pasa con los estimadores Rh en ese caso.

Con respecto a Hl, podremos suponerla valida cuando se trate -

lineas puras (de plantas) o poblaciones muy consanguineas de anima -

les. Si este no es el caso se tendréd que las variables X; y X, no esta-

ran adecuadamente representadas por 2.1.4 y 2.1.5, en el sentido de que

existira una cierta diferencia genética dentro de los individuos P, y -

P., lo cual incidira sobre la varianza de X, y X, pues ahora
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b z
Ué[x N og1 + 0%,
VQ[XE] = GZZ+ "

donde 0;1 y 052 son varianzas originadas por las diferencias genéticas

de los individuos. Si estas varianzas son aproximadamente iguales -

{021 = cé), la estimacién de k no sufrird muchos cambios puesto que -
g g
por la ley del equilibrio de Hardy y Weinberg (ver Elandt-Jhonson, 1971)-

se tendrd gque el termino 0§ se agregard a las varianzas de todas las va

riables y por lo tanto la condicién 3.1.3 se seguira cumpliendo. Si la

diferencia entre 02] y 022 es muy grande habrd que buscar un estimador
9 g

que sea menos sensible a esta diferencia, lo cual se puede hacer utili-

zando todas las variables para estimar k(A - a)?(ver siguiente seccién).

La hipbétesis H2 es un complementc de Hl, pues especifica que,
a més de ser idénticos, los individuos de las poblacicnes progenitoras
deben de tener dos genes de idéntico efecto en cada locus (homocigotas).
Las condiciones biolbgicas en que ésto se puede cumplir son las mismas
que en el caso anterior. S1 HZ no se cumple, se presentara un componen-
te de varianza extra en la varianza de X;, 0 sea la variable de interés

en F,. Es decir
Vo[ Xs] = of + of

donde aé es la varianza debida a la segregacidén de los loci gue se en-
cuentren en estado heterocigotico. Si este es el caso, debe de evitar-
se utilizar estimadores que contengan a S%, pues ésta no serd un esti-

mador insesgado de o? sino que
Ee[523} = o2+ o?
Sin embargo, dado que Hl si se cumple seguiremos teniendo que

ve[x,] = i
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Las varianzas de X., Xs y X siguen siendo las ‘mismas.
Con respecto a H3, es imposible predecir en que situacidén bio-
légica puede considerarse realista, puesto que los diferentes loci que

afectan una caracteristica parecen distribuirse al azar dentro de los -

cromosomas. Es facil ver el efecto que tendra gue los genes esten liga-

dos, si fijamos nuestra atencién en el caso limite de que dos loci es

ten completamente ligados.-Dé ser asi, estos dos loci (diferentes) se

comportarian como un solo locus para efectos de segregacidn, con lo -

cual se reduciria la varianza genética, esto es Chk(A = aﬁ y por lo
tanto se subestimaria (con los Rh presentados) el numero de loci. Este

punto es tratado mas a fondo por Mather y Jinks (1977).

En lo que concierne a H4 es dificil predecir en gue situacio -
nes biolégicas pueda ser cierta, perc en caso de violarse, es decir, si

se tiene que

I
=
M
—
o
A
=~
S

A. > a. ara j
o 5 j p g

1l
=
=
+
—
~

A.< a. ara j
j j P J

Esto altera las esperanzas de las variables, y por tanto la estimacidn
de k mediante los Rh propuestos. Ademés, H6 tendria gue modificarse pa-

ra ser consistente con lo anterior, guedando:

Il
1)}

HE* 1 Al =A2 =i e A =A, Al+1 =A1+2 = e Ak
d, S c. RN aT = A, )yl = Ali2 T ews = A
Los efectos del incumplimiento de H4 deben estudiarse para casos especi

ficos de los estimadores planteados.

En el caso de que los efectos de los genes no sean totalmente
aditivos, esto es, cuando ne se cumpla H5, podemos pensar gue existen -

efectos de dominancia y/o epistasis, dentro y/o entre los diferentes -
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loci involucrados. Aqui solamente revisaremos el caso de dominancia -
planteando dos hipbétesis accesorias HS* y HS**

H5*: Los efectos de dominancia en los k loci son iguales a d.

h5*%*: No existen efectos de epistasis.

Con lo anteriecr el modelo quedaria como sigue
X, = 2ka + ¢, (5.1.1)
X, = 2kA + ¢, {5, 1.2)
X, = k(A + a) + ¢, (5.1.3)
X, =‘2N1A + N,(A+a+d)+ 2Na+e, (5.1.4)
X = 2ka + Q, (A - a + d) + ¢ (5.1.5)
X, =k(A+a+d) +Q,(A-a-d)+eg, (5.1.6)

donde d es el efecto de dominancia del j—€simo locus, j = 1, 2, .k,

y por H5* es igual para todos los loci, el vector (N,, N,,N; ) es varia

ble aleatoria tal que

y como antes

Es facil ver gue en éste caso
E_ %

ol 1]

Eg[X:]

EqlXs]

E o [Xu]

Il

1l

(N,, N

1

-3

k(A + a + d), Ve[Xl]

k(A + a +3d), ve[Xz]

k(zA +

K(gA +

3@ t 3

N
o
i

-
-
—
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Nota: Las esperanzas y variznzas de X,y X, no se alteran, puesto que -
los efectos de dominancia solamente se presentan en los loci heterocigo

tos.

Es claroc que en estos casos los estimadores Ky no cumplen la -
condicién 3.1.3, y por tantc pierden la propiedad de ser asintéticamen-—
te convergentes en probabilidad a k, es decir, los Khya no serén consis
tentes. En este caso es recomendable buscar el Ry que minimice s en la
condicidn

(B[Xi] - EglXj])?

ch{velle - Vgix )

También es posible encontrar funciones de esperanzas y varianzas gque -

=k + s

sean iguales a k, y por lo tanto, los estimadores de momentos resultan—
tes al substituir los momentos poblacionales per los muestrales, seran
estimadores consistentes de k. Esto se puede lograr manipulando adecua
damente las expresiones para esperanzas ¥y varianzas presentadas como -

resultado de la modificacién de H5: H5* y H5**.

La hipétesis HE de igualdad de los efectos génicos, fué pro -
puesta como una forma de simplificar el tratamiento del problema. Si se

abandona dicha hipétesis, y tnicamente se pone la condicidn
1/k(fA)=A 1k(S a ) =a (5.1.8)
52 ’ 7415 ’ Sk

las ecuaciones 2.1.1, 2.1.1 y 2.1.3 representan adecuadamente a XX, ¥
X ; - Para obtener una expresidn adecuada de X,, Xg y X, es mas sencillo

utilizar como variable aleatoria el valor posible de cada locus, en vez
de utilizar el nimero de genes de cada tipo (Qi’ i= 1, 2, 3 en los ca-
pitulos dos, tres ¥ cuatro). Es decir, sabemos que cada i—ésiﬁo loci, -
i=1, 2, ... puede estar en, tres estados posibles: homocigotoAi(AiAiL

heterocigoto (A;a;) ¥ homocigoto a; (a:ai), de manera que si definimos
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las variables aleatorias independientes Y4, i=1,2, ...k con funcidn
de probabilidad dada por

T si ¥; = ZAi
% sioy; = Aj* a,
PlY; =%l =
T si ¥ = Za
0 de otro modo.
entonces tendremos que X, :F, + IR queda definida por
k
% = 128 )4 eas (5.1.9)

i=1 "1
La funcién de probabilidad de Y es debida a que la probabilidad de- que
un locus cualquiera quede en estado homocigoto (AiAi o aiai) es de %,

mientras que la probabilidad de gue gquede en estado heterocigoto (A;a; )

es de %.
Asi mismo definiendo Z;, i = 1, 2, ... k por la funcién de pro
babilidad
% si zy = At ey
1 =
% [2; = z;] = 3z si zy = 234

0 de otro modo.

¥ = {adsZyd #ig, (5.1.10)
y definiendo a W i =1, 2, ... k como la variable aleatoria que cum -
ple
% siow; = Ay vy
- = -
Pe[Wl = Wi] = 2 S W = ZA\‘

0 de otro modo.



tenemos que Xg:R, = IR gueda

k
Xe = (;Z,W,) + €6 (5.1.11)

Dado lo anterior, es facil comprobar gque las esperanzas y va -

rianzas de X., Xs ¥ X quedan dadas por las expresiones siguientes

. k k
EB[X"] = i‘E](Ai + ai)’ Ve Ky = %iEI(Ai . ai)2+ Gz’
k a1k 2 L 2
EglXs] = j2,(3A; * 38;), Vg Xs = GiL Ay —ag)t o,
kg T 1 K 2 2
EglXe]l = ;2,(3A; + 37a;), VelXel = 7;2,(A; - a;f +a

Dada la condicién 5.1.8 es féacil ver que las esperanzas de X 4, X ¥y X —

no varian con respecto al modelo gue conserva HE (ver capitulo dos), -

sin embargo, todas las varianzas seran mayores, esto es

o2 > k(A - a) +o0?

k k
1
= (1/k(,2,A - 2,3,)%) + 0%,

y por lo tanto los estimadores ?h siempre subestimaran el valor de k-

puesto que

K (A - a) K2 (A - a)

>
-k
2 2
k(A -a) Ly (A - ay)

donde se cumple la condicién 5.1.8. Lo anterior se puede comprobar fa -

de

cilmente por medic

En lo que se

los errores o efectos

supuesto generalmente

1980) y parece gue su

la desigualdad de Jensen (Rao, 1965).

refiere a H7, la hipdtesis sobre la normalidad de
medioambientales, la literatura reporta gque es un

aceptable (Bulmer, 1985; Kempthorne, 1969; Mayo,

incumplimiento no tendria mucha importancia en la

estimacién de k, siempre que la esperanza de la distribucién de los K -

exista y sea cero y la varianza o”>0.



En la siguiente seccién se discute brevemente sobre los posi -

bles criterios de eleccidén de un estimador para k.

5.2 Eleccién del Estimador de k

Como se hg mencionado, el hecho de que los estimadores Ry pro-
puestos no tengan esperanza finita impide utilizar los criterios comu -
nes de seleccidn del mejor estimador. De aqui la importancia de que en
el futuro se estudie la obtencidn de estimadoreé razonables con esperan
za finita, o bien se demuestre gque no existen. Por el momento nos queda
el problema eminentemente préctico de seleccionar alguno de los estima-

dores K disponibles.

En muchos casos no se dispondrd de observacicnes de todas las
variables X, a X,, y en este caso se tendré que seleccionar un estima —
dor gue solamente utilice las variables disponibles. No nos ocuparemos

aqui de esa situacién.

En otros casos se tendréan razones para sospechar el incumpli

miento de alguna(s) de la(s) hipdétesis. No discutiremos aqui la sele -

ccidén de un estimador en esos casos (ver seccidn anterior). De hecho,

1

esta situacidn asi como la del pérrafo precedente amerita un trabajo

aparte.

Supondremos entonces que se cuenta con N observaciones de cada

una de las variables y que las hipdtesis Hl a H6 se cumplen.

Dada la consistencia de los estimadores propuestos es adecuado
pensar que un estimador que utilice todas las observaciones tendrd ma -
yor probabilidad de estar cercano al valor del parametro. Ninguno de -

los estimadores Rh cumple con ello, pero es fdcil ver que existen -
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expresiones, funcidén de esperanzas y varianzas de las seis variables, -

que son iguales a k, por ejemplo

(E 161 - E X, 12 + (X, ] - E [X;])2 + (B [X,] - E,[X,])?
= k
26/4(V [X,] + V [X,] + V [X,] =V [X,] =V [X,]= V,[X,])

y aplicando el método de los momentos obtenemos el estimador

(Xz _‘§1)2+ (Xa - xs)2 * (R; . Xu)z

26/4(S¢ + S5 + S8 - Sf - 87 -5%)
que se puede verificar que es consistente y no tiene esperanza finita.
También es posible obtener estimadores que utilicen todas las

observaciones haciendo combinaciones lineales de los Kj, por ejemplo

R¥* = 1/3(R + K * & .
/3 (2,1,4,3) [8+54+552) (6,4,6,1) )
sin embargo, dentro del conjunto de los estimadores de k que utilizan -
todas las observaciones tampoco es posible seleccionar al '"mejor" (se -
glin el criterio de error cuadridtico minimo), pues es posible demostrar r
|
I

(en una forma similar a la demostracidn dada en la seccidén 3.3) que es-

tos estimadores no tienen esperanza finita.

Por 1o tanto, y solamente para buscar un posible criterio de -

seleccidn, se expandid Rh en serie de Taylor, alrededcr” de los mo- !
mentos poblacionales. E1l resultadc de dicha expansién hasta el tercer -
“término fué

ot
nk(A-a)’

. {n-1 (uitup)-n(n-3) (Y *+oy) R

)
nin-1)c? kK*(A - a)* )

B Im

donde u" y o representan el r—-ésimo momento alrrededor de el origen y
alrededer de U respectivamente, y por Re el residuo. Dado que no exis
te E K finita, es claro que la serie anterior no converge, sin embar

go podemos minimizar el valor de
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o + 03
chclmnk A-al

+

para un 8, vy n fijos si escogemos los valores méximos de €, y €., para

el conjunto Qh. Con este criterio, los estimadores seleccionados resul-

tan

N A L

h 8(s} - s2) , (1,m) = (4,3), (4,2), (4,1).

Ahora bien, si en vez de utilizar S; conm=1, 2, 3, utilizamos el es-

timador S$2* dada por una ponderacién de S2, SZ y S%, es decir
S = /35 + 5] + 5 )

obtenemos el estimador

k\:}:::: = (SZE = ><_])2
- 8(52‘, - SZ:I:)

gque, de alguna manera poco precisa, puede decirse que es mejor.

Para concluir este trabajo es adecuado resaltar que los proble
mas de estimacidédn de parametros genéticos tienen una enorme importancia
practica, pues de su solucidén puede depender el disefio mads adecuado de
técnicas de mejoramiento genético de especies cultivadas, y por tanto -

un aumento en la produccién agropecuaria. ///
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APENDICE

LEMA AQ

Sea Y un vector n-dimensional tal que

Y. Nlu: o*l.)
donde He W cIR" A

y 0° > 0. Suponga que T: IR"+IR es una funcién tal que

Epgz[’T(Y)’] < ® para todo v € W, ¢® > Q.

> (A1)
Entonces, para cada ¢ > 0 fija
Te(w) = E 2[T(V)], v e w (A2)
es una funcién continua. //
DEMOSTRACION
Sin pérdida de generalidad, suponga que en (A2), ¢? = 7. Asi —
veremos que para cadaip, e W
lim Te(w®) = Te(wuo),
H* Uy
es decir
limE, [T(V)] =E _[T(V)] (A3)
HF U, =t Wil

Ahora, usando (Al) con u

= Ug ¥ o? = 2 VvVemos que

feool(-|ly - wl* / 4) |T(y)] dy < =

Y entonces podemos encontrar un numero positivo M = M(e) > 0 tal que

foapn @@ y= o) [T)] oy < e,

=
AN
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donde e> 0 €5 un nimero positivo arbitrario.
Observe gue
Iy = ule = Iy = wol? + 20y —wa ) (u = wed + Ju = ol
>y =wol? 2ly —wel Tu-wo |+ v - wels (AS)
donde usamos la desigualdad de Cauchy-Schwaz. Ahora recuerde que
ab < (a*+ b*)/2
y poniendo
a=lly-uwl.b=2[u- ul
se concluye que
Ay - wol Tu = wol < Uy = wol® + 4w - wo]®)/2

Luego, usando la Gltima desigualdad junto con (A5) vemos gue

Iy = wle > By —wolt=3Uy —wol® + 4hu —wlF )+ Ju - wol®

%ﬂy ~ Mg F = ﬁ BT My “%
Luego,
exﬁ(—%! N “"2) i_exp(—%ﬁ Y - Pu"z i %H“ ~Ho W:

Yy vemos gue

%Y“#ﬁ> : exp(—2ly - w7 [Tly)| gy < ( %y—iwmiMexp(_%"y -l [Ty) | ay)
ezl - wl < epGlu- wl?) (n6)
Es claro que

ep(-3ly - w I?) < ey -u, [?)
y entonces
%Y—Unﬂfj oe(Zly —w. 12)|T(Y)] oy < ﬂy-uulgMexp(_%"y — e ) T (y) |y
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Asi
[yl > exp (-5 ly-1])T(V)av- {5 exp(=2ly-1o |2 )T(y)ay ke (rexp (Gliwu|?) (4
Ahora note que para |y-to| < M
ly -2 2y —wo |7 —2mlw = wof + Ju - wol®;
vea (AS)-, y similarmente
ly = uf? <_ Iy —wal®+ amf w -] + [¥ o f*-
Esto Gltimo puede obtenerse usando la ecuacién (A5) junto con
(v - wo) (o - me) < Jy = wo Tw-wel <M - we]
Entonces, para |y - 1] <M
exp(-3y- 1] ?) (exp (M= ud +fu-m [ /2)) < exo(z]y=]*)
< exp(-3]y-w] *) (exp(M]u-uo| - Ju—-wol?/2))
y entonces
lexp (% |y—1] *)-exp( !|y— wa 2| < exp(—3]y-no |2 Imax(exo M w-wof ~[u-uo [72)-1)
=exp(-3]y-yo [* ) ¥ (& 1o )
Ahora, a partir de esta desigualdad se obtiene que
My - e s exp (=3 |y=1]")T(y)ay - 4 i exp (-3 |y-uo ) Ty)dy |
o eely-h) - exp(-3]y-wo|?)| [T(y)] oy
< (ﬂy_ o 1< (-1 ly-1o] ?) |T(y)| dy wlu,ue)
il S )| v, u0) (A8)
Para concluir observe que (A7) y (A8) implican que
lim Jexp(—L]y-u]?) T(y) ay - fexp(-5ly-ue]*)T(y) oy | < 2¢ (A9)

B+ Uy

puesto quey(p,uy) > 0si p + u, - Entonces, ya que e>0 en (A9) es ar-

bitrario concluimos que (A3) es valido. //
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LEMA Al

Suponga que Y es un vector aleatorio n-dimensional con distri-
bucién N(2kall; o) con a>0 Yy g? > 0 arbitrarios.
Suponga que
i) Ea&HT(Y)“ < « para toda @, o> 0
ii)Eadz[{JPV T(Y + ev)] = k paratodo 3, >0, ¢ > 0.
Entonces, existen un nimero positivo §% y una funcién continua Te tales

que al reemplszar T por Te en (ii) la condicién se siga cumpliendo.

DEMOSTRACION

Usando los argumentos del lema AQO es facil ver que |Thﬂ|tiene
esperanza finita si Y ~N(p, o?l1) para p e IR" arbitrario y ¢?> 0 .

Ahora defina Te(p) como en el lema AO
Te() = (1278 ) (exp (=5 ly-ul* /62 ))T(y) dy,
donde 62 es un numero fijo.

Por el lema AO, Te(n) es una funcién continua deu eR" . Ahora
tome a, ¢ > 0¥y o > 82 fijos. Escriba
0%, =o?+ &2
y observe que sl
y v N(2ka; o%i1),
entonces Y puede escribirse como

Y = Y::; =t Z, Y::: " N(zka‘“; 0?1), Z N(O; 62|)

Entonces

anzl[ TIY + ce=E[ T(Y" + Z + cv)]

E[E[T(Y* + o z)| v* = y*]]

e —————————_EESSSSS




= E[E[T(Y* + cv + Z) |¥*]] ET 5
por el teorema de la doble esperanza, sin embargo

E[T(Y* + ov +2) | Y* = y*] = E[T(y* + cv + 2)]

1]
m

y::: "’CV, 62[T(Y)]

Te(y™ + cv) (A.1.2)

donde usamos que Z~VvN(0, &%) , y entonces
y* +cv + Z v N(y* + cv; 671),
donde Te es continua y ademas tenemos que usando (A.1.1) y (A.1.2) se
tiene
E TPy + =E Y o+
2 [T( cv)] aho;lfre( cv)]
¥ por lo tanto

=B, 2l P, Tly + vl ]

)

= Ea, o2 ( XVPVTE(V” + cv)]

lo cual concluye la demostracidn.

LEMA A2
. bnx1 L
Sea GrE e IR la region para cada r > 0, €> 0 tal que
3 Gnxl w2, .2 =
G . = ly= eR [ Ey'”_gr, y1l > (r-€)v6n}
= {y* | |y*F <r?, ~/6n>y*1 > (r-c) von}
entonces

i) GrE contiene un cubo de dimensidén 6n.

ii) | v® - e fon |2 <2rc
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DEMOSTRACION

(i) es claro, mientras que (ii) se ve facilmente por la si -
guiente desigualdad
| v = 2% Jen P2 y*1y* + - 2p(r-c)

2 2 2
<r 4+ r° - 2r° + 2re¢

| A

2re. [/



