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I. INTRODUCCION

El muestreo es una de las areas de la estadistica que ha ganado reconocimiento y confianza
en las tultimas décadas, lo cual se ve reflejado en la gran cantidad de informacién a la que

se puede acceder hoy en dia, y que es generada a partir del estudio de una muestra.

El creciente interés radica principalmente en la cantidad de ventajas que otorga el
trabajar con una muestra en lugar de una poblacion completa, algunas de estas razones

son, las siguientes:

e Se puede trabajar con mayor rapidez tanto, en la recoleccién de informacién, como

en el analisis de datos.

e Es mucho més econémico y practico (en muchos sentidos) obtener y analizar una

menor cantidad de datos.

e Se tiene mayor precision, en el sentido de que se puede tener un mejor control en la

metodologia de recoleccion de informacion.

e Cuando se obtiene una “buena muestra’, ésta representa las caracteristicas globales

de la poblacion.

Las técnicas de muestreo han evolucionado en su capacidad para modelar disenos
de muestreo ante situaciones muy complejas. Ademas, en la aplicacion ha contribuido el

desarrollo de procesadores y programas para analizar una mayor cantidad de informacion.



Ademas del muestreo por conglomerados en una o varias etapas, una de las técnicas de
muestreo mas utilizada, es el muestreo estratificado; esto se debe a la capacidad que tiene
estd técnica para dividir una poblacién en subpoblaciones (estratos) con caractersticas
similares. A diferencia de otras técnicas, el muestreo estratificado considera las caracteris-
ticas de la poblacion desde la etapa inicial del muestreo, donde estas caracteristicas se

convierten en criterios de decisién para formar los estratos.

Una de las razones mas importantes para trabajar con muestreo estratificado, es que
puede transformar una poblacién muy heterogriea en un conjunto de subpoblaciones (es-
tratos) homogéneos, lo cual estadisticamente es importante, ya que incrementa las estima-
ciones. Cada estrato es tratado como una poblacion independiente, lo cual permite tra-

bajar con diferentes técnicas de muestreo para cada estrato.

En el muestreo estratificado existen diferentes métodos para asignar el nimero de
unidades muestrales en los estratos, dichos métodos se basan en algunas caractersticas
de los estratos como la varianza, el tamano, y el costo de obtener una observaciéon. Posi-
blemente uno de los métodos de asignacion mas eficiente, es el de asignacion éptima, el
cual permite obtener un tamano de muestra y la asignacion del nimero de unidades a los
estratos, para un presupuesto fijo o para una varianza deseada. El planteamiento para
este método es mediante un problema de optimizacion, donde se minimiza la varianza
de un estimador, sujeto a un costo fijo o bien, se minimiza la funcién de costo para una

precision deseada de la varianza.

Tradicionalmente, la solucién a este problema se ha dado usando la desigualdad de

Cauchy-Schwars, (Stuart 1954), o mediante métodos de optimizacién como Multipli-



cadores de Lagrange. Sin embargo, la funcién para la varianza de la media estimada,
por ejemplo, involucra a las varianzas poblacionales para cada estrato, las cuales en la
practica rara vez son conocidas; entonces, se requiere utilizar las varianzas muestrales, las

cuales son variables aleatorias.

Bajo estas condiciones, observe que el problema de optimizacién en la asignaciéon
optima no es deterministico, ya que esta en términos de las varianzas muestrales que
son variables aleatorias. Entonces, el problema de asignacién éptima se define como un

problema de optimizacién estocastica.

En este trabajo, se considera la idea de asumir el problema de asignacion éptima donde
las varianzas muestrales y/o los costos son variables aleatorias, ademas se desea obtener
una solucion en términos de enteros para los tamanos de muestra en cada estrato, este

problema se define como un problema de optimizacion estocastica de enteros.

El objetivo de este documento es mostrar formalmente el problema de la asignacién
optima a travéz de la optimizacion estocastica, asi como el planteamiento para las solu-

ciones en los distintos casos que pueden presentarse.

Este trabajo se encuentra compuesto por cuatro capitulos y dos apéndices. En el
Capitulo II, se abordan los conceptos mas importantes del muestreo estratificado. Se
da una idea general de esta técnica de muestreo, los casos y las razones por lo que es
conveniente utilizar la estratificacion, la teorfa del muestreo estratificado, y los métodos de
asignacion mas utilizados, cabe mencionar que la notacién que se emplea en el desarrollo de
este tema esta dada en forma vectorial. El capitulo finaliza con un ejemplo de asignacion

optima, donde se aborda tanto el problema de minimizar la varianza, como el de minimizar



la funcién de costo.

La optimizacién estocéstica, es un tema relativamente de reciente desarrollo, las
primeras contribuciones y trabajos aparecen alrededor de 1950, y es hasta hace poco
tiempo que es posible resolver problemas a gran escala, gracias al desarrollo tecnolégico.
Existe una gran diversidad de métodos y técnicas de optimizacion estocastica, algunas
de estas técnicas basan sus soluciones en extensiones de técnicas de optimizaciéon deter-
ministica. Otro enfoque, son los métodos basados en la obtencion de soluciones a través de
proponer un problema deterministico equivalente, estos estdan basados en ideas estadisticas
y probabilisticas, algunas de estas técnicas son el E-Modelo, V-Modelo y el P-Modelo. En
el Capitulo III, se revisan algunos de estos métodos de optimizacién estocdastica, princi-

palmente los que se basan en ideas estadisticas, y se estudian sus soluciones.

Por ultimo, en el Capitulo IV se trata el problema de la asignacién éptima a través
de la optimizacion estocastica. Se establecen las condiciones bajo las cuales se hace el
planteamiento formal del problema de asignacién 6ptima con variables estocasticas, y se
abordan diversos casos que pueden ser de interés en este problema, asi como la solucion a
cada uno de estos casos. El capitulo termina con la exposicién de un ejemplo, en el cual
se utilizan técnicas de optimizacion estocastica de enteros y se comparan las soluciones

con las obtenidas en el Capitulo II.

Las tltimas dos secciones estan compuestas por el Apéndice A, en el cual se exponen
algunos temas que son requeridos para la comprension de este trabajo, y el Apéndice B,

en donde se muestran los datos que fueron utilizados en los ejemplos de los Capitulo II y

IV.



II. MUESTREO ESTRATIFICADO

Introducciéon

Al realizar un estudio o investigaciéon donde se tenga que aplicar alguna de las diversas
técnicas para extraer muestras de una poblacion, lo que naturalmente se desearia es
obtener la mejor alternativa en cuanto a la representatividad de las muestras. Un buen
disenno de muestreo muchas veces radica en pensar, tanto en la naturaleza de los datos,
como en el contexto del problema o estudio, lo cual da idea de algunas variables auxiliares

que pueden contribuir a disenar la muestra de interés.

Un ejemplo de esto es el peso de las personas, se sabe incluso antes de realizar el
estudio que las mujeres suelen pesar menos que los hombres, si estudiamos una poblacion
donde por cada hombre hay dos mujeres, podria representar un error el tomar una muestra
directamente de la poblacién de mujeres y hombres para estudiar el peso promedio, en este
caso, seria mas preciso considerar dos subpoblaciones una de mujeres y otra de hombres,

lo cual concederia homogeneidad en cada estrato.

En el muestreo estratificado se trabaja precisamente con esta idea, si se conoce infor-
macién adicional que contribuya a disenar una muestra, se puede dividir a la poblacion en
subpoblaciones, sujeto a cierta variable de interés (el genero en el ejemplo mencionado),
de tal forma que se obtengan muestras que permitan estimaciones mas precisas de las

cantidades poblacionales. A este tipo de muestras se les conoce como muestras estra-



tificadas.

En el muestreo estratificado la poblacién es dividida en H subpoblaciones llama-
das estratos. Es decir una poblaciéon de N unidades se divide en subpoblaciones de
N1, Ny, ...., Ng unidades donde las subpoblaciones no se traslapan y el conjunto com-
prende a toda la poblacién de modo que cada unidad de la muestra pertenece sélo a un
estrato y se cumple que

N+ Nyg+---+ Ny =N.

Es necesario conocer los valores de cada N, ya que las estimaciones se basan en estas

cantidades.

Una vez seleccionada la variable de estratificacion y construidos los estratos, se extrae
una muestra independiente de cada uno de ellos. Los tamanos de muestra dentro de cada

estrato se les denota por nq,ne, ..., ny respectivamente, y

ny+ng+---+ng=n.

Algunas razones importantes, para utilizar un muestreo estratificado son:

1. Si se quiere reducir la posibilidad de obtener una mala muestra, es decir, que no
sea representativa, sobre todo en aquellos casos donde la poblacién es demasiado
heterogénea, el formar estratos permite tener subpoblaciones homogéneas, y las

estimaciones ganan precision.

2. Si se desea cierta precision en los datos de alguna de las subpoblaciones, es re-

comendable tratar la subpoblacién como “poblacién” por si misma.



3. Las muestras estratificadas pueden ser administradas de manera mas conveniente,
y a un menor costo: Por ejemplo, en cuanto a los métodos de recoleccién de datos,
se puede realizar una encuesta por correo a grandes empresas y hacer visitas per-

sonalizadas a las mas pequenas.

4. En muestreo estratificado se pueden utilizar distintos esquemas de muestreo en cada
uno de los estratos. Esto depende, tanto de las caracteristicas de los estratos, como
de las especificaciones o necesidades de informacion en el estudio o investigacién que

se este realizando.

5. El muestreo estratificado, al realizarse de forma correcta, dara estimaciones mas
precisas (con menor varianza), para toda la poblacién. La estratificacién permite
reducir la varianza total, ya que la varianza en cada estrato, es menor que la varianza

en toda la poblacion.

Teoria del muestreo estratificado.

La teoria del muestreo estratificado se ocupa de estudiar las propiedades de los estimadores
en una muestra estratificada, asi como también, de los métodos para la eleccion de los
tamanos de muestras n;, que otorguen una precisiéon maxima. En este capitulo se revisaran

estas propiedades, asi como algunas de las técnicas de asignacion mas utilizadas.

Suponemos que, la poblaciéon de N unidades de muestreo es dividida en H capas
o estratos, con N, unidades de muestreo en el estrato h, los valores Ny, Ns,...., Ny se

conocen y se cumple que

Ni+ Ny + ...+ Ny =N.



Antes de iniciar con la revision de la teoria, se establece la notacion que se utiliza en este

capitulo.
Notacién

La notacién que se emplea en la exposicion del presente trabajo, esta dada en las si-
guientes definiciones. Se hace notar que la notacién en “negrito” (por ejemplo, n) indica
que se estda haciendo referencia a un vector, mientras que los escalares se denotan por

letras sencillas (por ejemplo, n).

Definicién 1. (Vector de unidades poblacionales) Sea Ny, N, ..., Ny el nimero
de unidades poblacionales en cada uno de los estratos, entonces se define

Ny

N

Asi el numero total de las unidades de la poblacién esta dado por

N=1yNdonde1=(1,1,...,1) e R¥

Definicién 2. (Vector de unidades muestrales) El nimero de unidades muestrales

en cada uno de los estratos esta dado por ni,nso,...,ny, esto es
n1
n= c RY, (2)
ng

Luego, el numero total de unidades en la muestra esta dado por

/
n=1gn.



Definicién 3. (Vector de wvalores poblacionales) Para cada estrato, Yi,..., Yy
donde Y, = Va1, Yao, .., Yan,) € RN h=1,2... H, son los valores poblacionales
de la variable de interés en el estrato h, se tiene

_ v -
Y = cRY. (3)

Yy
Definicién 4. (Vector de valores muestrales) Dentro de cada estrato, yi,...,yu

donde ¥, = (Yn1sYn2, - - - Ynny, ) € R™, h =1,2,..., H, son los valores muestrales de la
variable de estudio en el estrato h, se define

yi
y= e R". (4)
yYu
Definicién 5. (Vector de totales poblacionales) Sea ty,ts, ...ty los totales pobla-
cionales en cada estrato, se tiene
ty
t = c R¥ (5)
ty

Donde cada t;, es calculado mediante
th=1yY,donde 1 e RY h=12.  H
y el total de la poblacién esta dado por

t =1yt
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Definicién 6. (Vector de ponderaciones) Las ponderaciones o pesos que corres-
ponden a los tamanos relativos de cada uno de los estratos, estdn denotados por

Wi, Wa, ..

Wy, donde

Wi

Wi

Ny
v
—1(N)ERH
= ,
Ny
N_

(6)

Definicién 7. (Vector de fracciones de muestreo) Para cada estrato, las fracciones

de muestreo estdn dadas por fi, fa, ...

donde ® es el producto Hadamar (ver Apéndice A), y

e R,

, fu, se define
i B
= —noN) e R
| fu || N

Definicién 8. (Vector de medias poblacionales) Las medias poblacionales correspon-

dientes a cada uno de los estratos estdn denotadas por Y7, ..

0d

1 Ny
N Zi:l Yy

1 Ny
Ng Zi:l Vi

1 ’
N1 1N1Yl

1 /

Mientras que la media global de la poblacién, es

Y =

t

N

_ Lyt
N1y

., Yy y se define por

=N ot eR”.

(8)
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Definicién 9. (Vector de medias muestrales) Para las medias muestrales dentro de

cada estrato, definidas por y,...,ym, se tiene
7 e Y L1, 1
y = = = e R¥ (10)
i LS 171’
Y nH i—1 YHi nH nHyH
Definicién 10. (Vector de varianzas poblacionales) Sean Sy, ..., Sy las varianzas
poblacionales para cada uno de los estratos, se define
[ o ] _ L v (1 Lty )Y _
St Ny —1 L\ Ty 1
S? — : = : € R¥, (11)
, 1 1 ,
= | Ny — p Y (v = gy vy | Y |
Definicién 11. (Vector de varianzas muestrales) Sean si,...,sy las varianzas
muestrales correspondientes a cada estrato, se tiene
R N ]
87 n1_1}’1 mT T Y1
1 / 1 /
2 I, ——1,.1
| SH ] i nH _ 1yH ( H nH H nH) yH |

Propiedades de las estimaciones

El muestreo aleatorio estratificado, es la forma mas sencilla de realizar un muestreo
estratificado, y consiste en considerar una muestra aleatoria de manera independiente en
cada estrato, es por ello que las propiedades de los estimadores son heredadas directamente

de la teoria del muestreo aleatorio simple. En esta seccién se estudian las principales
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propiedades de los estimadores, tanto en el muestreo aleatorio estratificado, como en el

muestreo estratificado en general.

En el contexto de muestreo estratificado, la expresion que se utiliza para la estimacién

de la media de la poblacion, es 7 y se calcula como sigue

yst = (Ny) = Wy. (13)

Cabe mencionar que generalmente ¥, no tiene el mismo valor que la media muestral

i, la cual puede escribirse como
= (') (14)
=—(ny).
) n Yy
La diferencia radica basicamente en el valor que toma la pondelacién W en relacion

con +(n). Es evidente que § coincide con §y cuando en cada estrato, vea Cochran (1977)

np Nh np n

=1 o Z:W Y thﬁ’

lo que significa que la fraccién de muestreo es la misma en todos los estratos, es entonces

que Y v ¥y coinciden.

A este tipo de estratificacion se le conoce como estratificaciéon con asignacion pro-
porcional, donde cada unidad de la muestra tiene el mismo peso y representa el mismo
numero de unidades de la poblacion, en este caso se dice que la muestra es autopon-
derada. La asignacién proporcional puede ser recomendable cuando no existe mucha

variabilidad entre los estratos.

La expresion para la estimacion del total de la poblacion en el muestreo aleatorio

estratificado esta dado por;



ts = Njy = N(W'y).

Mientras que el total estimado en cada estrato se calcula mediante;

t y1 N1

o>
|
|

ty YN

Cabe hacer notar que ty = 1}{13.

e RY.

13

(16)

Los siguientes teoremas exhiben las propiedades més importantes de la estimacion de

Ust, €l teorema 1 y 3 son aplicables al muestreo estratificado en general, es decir que no

se requiere que la muestra dentro de un estrato sea una muestra aleatoria simple.

Teorema 1. Si en cada estrato, la estimacion muestral y, es insesgada, entonces ys es

una estimacion insesgada de la media poblacional Y .

Demostracion.

Recuerde que E(¥) estd dada por

E(y1) n_llan(}ﬁ)
B(y) = -
B || A B)

I
t*<,‘|
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n_ll]';lli_/l]'nl nil]"lnl 1”1}_/1
] $1nHY/H1nH | i $1HH1HH}7H |
Yy
= =Y.
Vi

Teorema 2. Para el total estimado, si en cada estrato la estimacion muestral iy, es
insesgada, entonces tgy es un estimador insesgado de t.

Demostracion.

n — t
E(ty) = E(N7y) = NE(gy) = NY = Ny =t

Teorema 3. Si las muestras se extraen de forma independiente en los diferentes estratos
se tiene que

Var () = Var(W'y) = W' Var(3)W. (17)

Este resultado se desprende de la distribucién de vectores aleatorios, donde W € R
es vector de constantes (ver Apéndice A), y Var(y) es la matriz de varianza y covarianzas
del vector de medias muestrales en cada uno de los estratos, estd matriz sera definida mas

adelante.

Teorema 4. Especificamente, en el muestreo aleatorio estratificado, la varianza del esti-
mador Y estd dada por
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Var () = W’ [diag (f—f(l - m)} w (18)
donde
diag <§—§(1 - fh)) — diag (i—f (1 - %) % (1 _ Z—Ié))
Demostracion.

Utilizando el hecho de que 7, es un estimador insesgado de Y3, partimos de la ecuacién

(17), donde el problema es determinar Var(y).

De la teoria del muestreo aleatorio simple, (ver Apéndice A) se tiene el siguiente

resultado,

Var(g) = £( - V) = S0,

Aplicando este resultado al vector de medias en cada estrato, se observa que

Var(gn), Un =9,
Var() =
Cov(Un, ¥j), Un 7 Uj

Dado que las muestras se extraen de forma independiente en los diferentes estratos, la
Cov(yn,y;) = 0, de modo que la matriz de varianzas y covarianzas esta dada por la matriz

diagonal de las Var(y,), h=1,2,..., H., esto es

Vr(y) = aiog (- 1. B ).

ni ng

Finalmente sustituyendo el resultado de Var(y) en la ecuacién (17), se tiene

2
Var () = W Var(5)W = W' [diag (iu - fh)>] W, h=12... H
np,
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Corolario 1. 5i las fracciones de muestreo f, = ]T\L,—’; son insignificantes, la varianza de
Yst queda definida como

Nhp

/ S2
Var(gs) = W [diag (—h)] A% (19)
Lo cual es una expresién apropiada cuando las correcciones para poblaciénes finitas,

se puedan ignorar, vea Cochran (1977).

Corolario 2. Cuando se utiliza la asignacion proporcional, se sustituye nj = n% en la
ecuacion (18), y la varianza Var(ys:) puede rescribirse como

, 2N N,
Var(ysy) = W diag {%— (1 0 )} w

n N, \' NN,
B ' N , S?
= Wg(l—f) [dlag (Fh)] A%

recordando que W' = %(N/), sustituyendo este resultado se tiene;

Var() = () |01 aies (52) | w
— “;f) {N/diag (if—’z)w
a2 0
_ 0= (Ny,...,Ng) W
n O .
_ “;f)(;*f,...,si,)w -
= %(sz’vv). (20)

Teorema 5. Para el estimador del total de la poblacidn iy, la varianza estd dada por

Var(ty) = N’ {diag (i—fu - fh))] N. (21)
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Demostracién.

Var(fst) = Var(Nygy)

Varianza estimada e intervalos de confianza
para muestras estratificadas.

Dentro de la teoria del muestreo aleatorio simple, se establece que para la varianza de la
poblacién S?, una estimacion insesgada estd dada por s2, (ver Apéndice A), cuya expresion

es la siguiente;

1 1.
57 = y (In — —1n1n) y
n—1 n

Si se considera una muestra aleatoria dentro de cada estrato, se puede obtener un

estimador insesgado de S?, mediante

[ ) i 1 (1 11 !
81 nl—lyl ny n n1-+nq yl

]. ’ ]. /
I, ——1,.1
L _ L nH—lyH ( " ng " nH) yH ]

Definido s?, si las varianzas poblacionales S2, son sustituidas por las estimaciones

muestrales s? en la ecuacién (18), se puede obtener un estimador insesgado de Var (1),

esto es expresado en el siguiente teorema.

Teorema 6. En el muestreo aleatorio estratificado, una estimacion insesgada de la
Var(gs) es
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Var() = W' [aieg (220 1) )| W 22)
Demostracion.
Note que
Tl _ / 8%1
E (Var(yst)> = E (W {dlag <n—h(1 - fh)) W}
= W'|E (diag <—%(1 - fh))) W
L np,
= W d1ag< 7(;}21)(1 — fh))} W,
= W' |diag <—§(1 — f@)] A%
= Var(@st)
Dado a que E(s?) = 57, ver Apéndice A. n

Una nota importante es que para estimar la varianza Var(y ), es necesario una muestra

de cuando menos dos observaciones por estrato. Ademas se observa que

@<gst) = W dlag

= W :diag (-)] W — —(s*)'W. (23)

Se observa que la ecuacién (23) es mas sencilla para realizar calculos, que la dada por

(22).

2

Utilizando nuevamente el hecho de que s* es un estimador insesgado de la varianza

poblacional S?, se tiene que para la varianza estimada del total, la cual estd denotada
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por Var(t,), se sustituyen las varianzas poblacionales S?, por las estimaciones s?, en la

ecuacién (21), entonces

Var(fy) = N’ [diag (%(1 - fh)>] N. (24)

Finalmente, el error estandar de 4, esta dado por

EE(@SIS) =V ﬁ‘(gst) (25)

Intervalos de confianza para muestras estratificadas. Si se considera una mues-
tra grande dentro de cada estrato, o el disenio de muestreo tiene una gran cantidad de
estratos, un intervalo de confianza aproximado del 100(1 — «)% para la media, vea Lohr
(2000), esta dado por;

Y. Ust £ 202 EE (Yst). (26)

Anélogamente para el total ¢, la férmula para el intervalo de confianza es;
tr g E zapBEE(Ys). (27)

Estas férmulas, suponen que g, esta distribuido normalmente y que ademés, EF/(ys)
estd bien definido, de modo que z,/» pueda ser facilmente encontrado en la tablas de la

distribucién normal estandar.

En el caso donde sdlo se dan algunos grados de libertad en cada estrato, el procedimien-
to usual para tomar en cuenta el error de muestreo inherente a una cantidad como FFE(ys)
consiste en leer el valor de z,/7 en las tablas de la ¢ de Student en lugar de las tablas de la
distribucién normal estandar. La distribuciéon de EE(ys) es en general muy complicada,

para permitir una aplicacién estricta del procedimiento comentado. Satterthwaite (1946)
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propone un método aproximado para asignar un nimero efectivo de grados de libertad a

EE(yst), la descripcién de este método puede encontrarla en Cochran (1977).

Asignacion de las observaciones en los estratos.

En estd seccion se analizan algunos de los métodos mas utilizados para la asignacion
de las observaciones en los estratos, asi como los criterios que se consideran para dicha

asignacion.

Asignacion Proporcional.

Si se extrae una muestra estratificada con el propdsito de que ésta refleje la poblacion con
respecto a la variable de estratificacion, y si ademas se desea que ésta fuera una version
miniatura de la poblacién, entonces la asignacion proporcional es el diseno mas adecuado

a emplear.

En la asignacién proporcional, simplemente se toma un ntimero de observaciones en
la muestra proporcional al tamano del estrato, donde la probabilidad de seleccién es la

misma en todos los estratos

n np

N N,
Por ejemplo, se considera una poblacién con 750 estudiantes de los cuales 500 son
estudiantes locales y 250 son estudiantes foraneos, si se considera como variable de estra-

tificacién la procedencia de los estudiantes, una distribucién proporcional con una muestra

del 10%, implica tomar una muestra de 50 estudiantes locales y 25 foraneos.

Al utilizar asignacion proporcional, cada unidad de la muestra representa el mismo

nimero de unidades de la poblacién, y como se comentd anteriormente la muestra es
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llamada autoponderada. En una muestra de este tipo, 7 es el promedio de todas las

observaciones que existen en dicha muestra (), vea (Lohr, 2000, sec.4.4).

Asignacién Optima.

La asignacion proporcional, es probablemente la mejor alternativa en términos de precision

cuando las varianzas S? son parecidas o iguales a través de todos los estratos. Pero si las
. S2 7 d . d t 1 . .7 7 t d d .

varianzas S° varian demasiado entonces la asignacién 6ptima puede producir un menor

costo y una mayor precision.

En muchos casos aplicados, cuando se trabaja con unidades de muestreo que difieran
mucho en magnitud, es decir que los valores que toman las y;, ¢ = 1,2,...,n, son bas-
tante heterogéneos, es comin que las unidades de mayor magnitud tengan mas variabilidad
que las unidades de menor magnitud, y que éstas sean extraidas en una mayor proporcion.
La asignacion optima funciona mejor para las unidades de muestreo que varian mucho
en magnitud, asi como también cuando los costos de muestreo son diferentes entre los
estratos. No debemos olvidar que un objetivo del muestreo, es obtener mas informacion

a un menor costo.

En el muestreo estratificado con asignacion éptima, el valor de los tamanos de muestra
ny, en los diversos estratos, se pueden elegir para minimizar la varianza Var(gs) dada una
funcién de costo determinado, o de forma alternativa, para minimizar la funcién de costo,

sujeto a un valor especifico de Var(yg).
Una de las funciones de costo mas sencilla es la siguiente;

C=cy+cn (28)
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donde

&1

c=| : | eRY,

CH

y se define como el vector de costos para cada uno de los estratos, los costos pueden variar
de estrato a estrato. C' es el costo total, ¢y es un costo adicionales y finalmente n es el
vector de unidades muestrales en cada estrato. Como se observa en la ecuacién (28), el
costo serd proporcional al tamano de la muestra, es decir C' es mayor, cuando en uno o

varios estratos, el tamano de muestra n;, es relativamente grande.

Algunos estudios empiricos y matematicos sugieren, que cuando los costos de viaje
entre las unidades son sustanciales, estos son mejor representados cuando se utiliza la
expresion,

(cy n'/?).

donde ¢, € R es el costo de viaje por unidad en cada estrato, vea Cochran (1977,

Pag.133). Para nuestros propdsitos unicamente se considera la funcién lineal de costo

(28).

Teorema 7. En el muestreo aleatorio estratificado, con una funcion de costo lineal de la
forma (28), la varianza de la media estratificada §s; es un minimo para un costo especifico
C', y el costo es un minimo para una varianza especifica Var(ys:), donde

no (Wo (c20) @ 8)) (29)

Demostracion.
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Consideremos el problema de elegir n para minimizar la varianza Var(gs) sujeto a una

funcién de costo, dado un costo fijo C, entonces el problema puede expresarse como

2
/ ]. I
min Var(gy) = W {diag <i>} W - —(S*)W. (30)
n nh N
Sujeto a la restriccién (s.a)
cn=C— . (31)

Utilizando el metédo de los multiplicadores de Lagrange, seleccionamos n y el multi-

plicador A para minimizar

f(n) = Var(yy) + A (c'n— C +cp) (32)

2

/ 1 /

= W [diag (iﬂ W — —(S*)W + Ac'n — C +cp).
np N

= W [diag (S?’0n)| W — %(s%’vv +Acn—C+ ).

Donde n(~) se define como

Diferenciando con respecto a n tenemos

df(n) = d {W' (diag (S? @ n 7)) W — %(SQ)’W +A(c'n = C + ¢)
= d [Wl (diag (S* @ n)) W] +d[Mc'n—C + ¢

_ (Wfo Wi Sk
2

!

) dn + (\c)dn.

g e ey

2
ny gy
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_ s ;
ni
of(n)
— Ac—
on ¢
Wi S
’I'L2
H
WSt
= \c — (Il(_) ® Il(_)> ® =0
Wi Sh
X = D eon)owW?2es? (33)
Donde W? = (W ® W) y ademés n™) ©@ n(™) es ;
1 1 1
1 1 1
B ng ] L ng ] | n%l ]

Ahora para despejar a n se tiene que

=m0 on)ow?e s

Sacando raiz cuadrada en ambos lados

VA2
Vin

Wis1
NG

Whasyg

Ve

n oOWoS

C1/2(*) OWoS

(34)

Para la proporcién, se consideran las cantidades totales, esto es la suma sobre todos
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los estratos,

VAI'(n) = W (S®c/2)

Van = W' (S cl/2),
donde n es el tamano de la muestra global.

La proporcion en términos del tamano de muestra en cada estrato estda dada por

Vv n 2O oWeS
Van  W/(S®cl20)

1 1
W= WEeery | F | (33)

[
El resultado anterior implica que se extraen mas unidades de un estrato, si se cumple

lo siguiente;

e Si la varianza en el interior de un estrato es mayor, se extrae una cantidad mas

grande de unidades para compensar la heterogeneidad

e El estrato representa una gran parte de la poblacion

e El muestreo en el estrato es menos costoso que en otros estratos

Como se puede observar en la ecuacién (35), el vector de unidades muestrales n esté

expresada en términos de n, donde n, la muestra global no se conoce.

La solucion depende de, si la muestra es seleccionada para satisfacer un costo especifico

C', o para una precisién deseada V; asignada a la varianza Var(ys).
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Para el primer caso, si el costo es fijo, sustituimos los valores éptimos de n desde la

ecuacion (35), en la funcién de costo (28)

’ n
W'(S @ cl/20))

Cc = Co+C
WwuSu

VCH
n

e / 1/2(-)
C-a = W (S o c20)) © (Wosod™)

_ n (1/2)
= W,(S o CI/Q(_)) C (W ® S)7

y resolviendo para n se tiene

_ (C— )W (Sec)
o cl/2(W®S)

(36)

Si la decision es que la varianza sea fija para minimizar la funcién de costo, se utiliza

la ecuacién (30) para la varianza y se sustituye el n 6ptimo a partir de la ecuacién (35)

i 2
’ 1 /
Var(gjst) = W dlag (i_:>:| W — N(SQ) W

/

Var(gjst)—l—%(SQ)/W = W [diag (S0 n7)]W

’

(=)
_ . 2 n 1/2(-)
= W |diag (S © [W’(S@cl/Z(—)) (WoSoc )} )]W

_ W'(-S ® c1/2(*))W' [diag <S2 ® [W ®S® cl/Q(’)](_))] W

n

despejando a n, se obtiene

_ W (soecdr) i (2 120
o RO o fu (v v o ) w)
W (S ®c/2EN)W'(S © cl/?)

Var(7) + % (S)W

(37)

Un caso particular surge cuando el costo por unida es el mismo en todos los estratos,
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esto es que ¢ = ¢, entonces la funcién de costo se limita a

ny

co+cn=co+le,....d]| : | =co+en (38)

ng

y la asignacién optima para un costo fijo se reduce a la asignacién optima para un

tamano de muestra fijo, por lo que para este caso particular se tiene el siguiente teorema.

Teorema 8. En el muestreo aleatorio estratificado, la varianza Var(ys) se minimiza para
un tamano de muestra total fijo n si

n

~W'S

n

(WoS). (39)

Este tipo de asignacién es conocida como Asignacién de Neyman, por Neyman (1934)
cuya prueba di6é promidencia al resultado. Mas tarde se descubrié una prueba anterior de

Tschuprow (1923), vea Cochran (1977).

La expresion para la varianza minima con n fija, es obtenida sustituyendo el valor de

n a partir de (39), en la ecuacién de la varianza Var(ys ), de donde se obtiene el siguiente

resultado;

Var(g) = W’ [diag (8% ©n)] W= (%)W

N
= WTSW/ [diag (82 ©(Wo S)(_)>] W — %(SQ)/W
- %(W’s)2 - %(SZ)’W. (40)

La asignacién de Neyman es un caso particular de la distribucién optima, la cual se

utiliza cuando los costos de los estratos son muy similares o iguales, y no cuando las

varianzas lo son.
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Con esta asignacién, si las varianzas S? son correctamente especificadas, entonces se

proporciona estimaciones con menor varianza que en la asignacion proporcional, vea Lohr

(2000).

Finalmente observe que, realmente el problema que se tienen en la asignacion éptima
al minimizar la varianza sujeta a la funcién de costos, es
min Var(ys:)
n
s.a
!
cn+c=C
n, e NNh=1,2,... H,
donde N = {n|n = 0,1,2,...}, el conjunto de los nimeros naturales. De igual forma
cuando se minimizan la funciéon de costos sujeta a una varianza fija, el problema es
. /
min ¢ n + ¢y
n
s.a

2
w {diag (i)] W — L(S9)'W < 1
np

np, € NNh=1,2,..., H,

Los cuales realmente son problemas de programacion no lineal de enteros, para los cuales

existen algoritmos adecuados, vea Rao (1978).

La solucién particular de estos problemas de enteros, sera presentada méas adelante en

el ejemplo dentro del capitulo IV.

Ejemplo de asignacion optima.

Se tiene 187 datos (ver Apéndice B), los cuales representan la medicién de la longitud de

una hoja en cierta “flor”. La poblacién fue dividida en 4 estratos, dado a que la “flor” se
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cultiva en 4 diferentes regiones.

Problema 1

El problema que se desea resolver, es el de encontrar los valores éptimos de nj, con h =
1,2,3,4 para una funcién de costo con C' = 5000, que es el presupuesto con el que
se cuenta para poder realizar el muestreo. El costo por unidad para los estratos son;

c1 = 25, co = 30, c3 = 15, y ¢4 = 25 pesos, el costo adicional es de ¢y = 0.

Este problema de optimizacién esta dado por

min @(gst)

S.a
¢'n = 5000
Donde
Var(g) = W' [diag (22} ] w = Lis2yw
ar(Ys) = 1ag | — - =
Yst g " N

Los valores de los vectores se encuentras definidos en el Apéndice B.

Utilizando la ecuacién (36), se tiene que el tamano de la muestra es de n = 189.6944,
sustituyendo este valor en la ecuacién (35), y despejando el vector n, se obtienen los
valores 6ptimos para el tamano de muestra en cada estrato, los cuales se muestran en el

siguiente cuadro.
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CUADRO 2.1: Soluciones al problema de asignacién éptima en muestreo estratificado bajo los
diferentes enfoques de optimizacién para el problema 1.

Solucién Solucién
Lagrange | Ajustada ¢
ni 13.7976 14
ng 81.7554 82
ns 15.1137 15
ng 79.0277 79
H
> np | 189.6944 190
h=1
f(n) b | 0.0096 0.0096

“Esta solucién se obtiene a partir de la solucién de Lagrange, redondeando cada n;, vea Cochran (1977).
Alternativamente, en la literatura estadistica también se suele ajustar al entero inmediato superior.

"Donde f(n) = Var(js) = iwﬁi - ZH: Wh%
h=1 h=1
La mayor cantidad de unidades asignadas a los tamanos de muestra n;, ocurre en los
estratos 2 y 4, los costos por unidad en estos estratos no son mas econémicos, pero son
los que presentan una mayor varianza (ver Apéndice B). Los estratos 1 y 4 tiene el mismo
costo por unidad, pero el estrato 1 tiene una varianza mas pequena, en cuanto al estrato

3, aunque es mas econémico que los demas estratos, la varianza en este estrato es mucho

menor, es por esto que se asignan pocas unidades muestrales a este estrato.
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Problema 2

En el segundo problema, el interés es el de obtener los valores 6ptimos ny, para una

precisiéon Vy = .015. En estd situacion el problema de optimizacién esta dado por

. /
min ¢ n
n

S.a
W [diag (E)] W — L(s?)W < 0.015

Utilizando la ecuacién (37), se obtiene un tamano de muestra n = 122.872, sustituyendo
el valor de n en la ecuacién (35), y despejando n, se obtienen los tamano de muestra
optimos, los cuales se resumen en el siguiente cuadro.

CUADRO 2.2: Soluciones al problema de asignacién 6ptima en muestreo estratificado bajo los
diferentes enfoques de optimizacion para el problema 2.

Solucién Solucién
Lagrange | Ajustada ®
ny 8.9372 9
Ny 52.9560 53
n3 9.7879 10
n4 51.1891 51
H
n=> n, | 122.8722 123
h=1
f(m) b | 3238.6820 3240

“Esta solucidn se obtiene a partir de la solucién de Lagrange, redondeando cada n;, vea Cochran (1977).
Alternativamente, en la literatura estadistica también se suele ajustar al entero inmediato superior.

H
*Donde f(n) = Zchnh
h=1
Observe que el mayor nimero de unidades asignadas en los tamanos de muestra ny,
corresponden a los estratos 2 y 4, que son los que tiene una mayor varianza, en comparacion

de los estratos 1 y 3 que tienen varianzas muy pequenas.



III. OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Introduccion

La optimizacion estocastica es una rama de la programacion matematica, ya que trata de
resolver problemas de optimizacién donde algunos de los parametros o variables son de

caracter aleatorio.

La aleatoriedad esta presente en diversos problemas y, hasta hace poco tiempo, es
posible dar soluciénes a problemas de optimizacién en grandes sistemas considerando

explicitamente el céracter aleatorio de las variables y/o parametros de forma.

La aleatoriedad puede deberse a diversos motivos, errores de medicion, carencia de
datos confiables, naturaleza de las variables (que por si mismas sean variables aleatorias),
o por tratarse de parametros o variables que representan informacion sobre el futuro, es

decir estimaciones.

En la optimizacion deterministica se supone que los parametros del problema son
conocidos con certeza, o por lo menos en su valor medio. Mientras que en optimizacion
estocéstica esta condicion es relajada, no se conocen los valores, solo sus distribuciones o

el supuesto de éstas.

La optimizacion estocéstica aparece en 1955, como una extensién de la programacion
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lineal con enfasis en problemas con un gran ntimero de variables y pardmetros, Beale
(1955); Dantzig (1955). Por otra parte, como una extensién de la programacién lineal
para grandes sistemas con estructuras especiales, aparecen las técnicas de descomposicion
Benders (1962), Datzing (1963) y Van Slyke and Wets (1969), también denominadas

como optimizacién matemadtica a gran escala, vea Ramos y Cerisela (2005).

Aunque estas investigaciones datan de hace mas de cinco décadas, es recientemente
que el avance en la tecnologia de las computadoras ha permitido la solucién a problemas de
gran tamano y ha devuelto el interés al tema de la optimizacion estocéastica, produciendo

ademds un avance en la teoria matematica que la sustenta.

En estadistica y probabilidad, el uso de la optimizacién estocastica como una herra-
mienta para el planteamiento y solucion de problemas tampoco es de reciente aparicion; en
la literatura sobre el tema, Prékopa (1978) ha planteado diferentes problemas, tales como,
problemas de pruebas de hipdtesis, obtencién de regiones de confianza, determinacién de

regiones de tolerancia y su aplicacion a procesos estocasticos.
Formalmente, considere el siguiente problema de optimizaciéon
min h(X, EO)
x

s.a (sujeto a)

gl(X7 51) < 0

92(x,&5) <0 (41)

gm(X7 ém) S 07
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donde x € R" (variables de decisién), y &; € R%i (pardametros de forma), j =0,1,...,m.
Sixy/o& ; son de cardcter aleatorio, entonces este problema se define como un problema

de optimizacién estocastica.

Esencialmente, existen dos enfoques para resolver un problema de optimizacion es-
tocastica. En el primer enfoque se extienden las técnicas deterministicas al caso es-
tocastico, ejemplos de estos procedimientos son: La técnica de direcciones factibles de
Ruszczynski, el método de la proyeccién del subgradiente, las funciones de Lagrange
extendidas y el procedimiento minimax, por mencionar algunas. Otro enfoque, son aque-
llos métodos basados en ideas estadisticas y probabilisticas que abordan el problema
estocéstico a través del planteamiento de un problema deterministico equivalente. Se dice
que es equivalente en el sentido de que la soluciéon del nuevo problema deterministico
es una solucién del problema estocastico original. Algunos de los métodos que trabajan
con estas ideas son el E-Modelo, V-Modelo y P-Modelo, entre otros. Como se puede
observar, este es un tema de gran amplitud, y resultaria muy complicado el abordarlo en
su totalidad. Es por ello que este capitulo inicamente aborda la descripcién de algunos
de los métodos basados en ideas estadisticas y probabilisticas, donde se muestra como
transformar un problema estocdstico en un problema deterministico equivalente. Una
vez transformado el problema estocastico en deterministico, este puede ser resuelto me-
diante cualquiera de los métodos de optimizacion deterministicos conocidos, tales como,

programacion lineal, geométrica, dimamica, nolineal, etc.
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Optimizacién lineal estocastica

Es frecuente que en optimizacién estocastica, se pueda tener una o mas variables aleatorias
en un mismo problema. Esta seccién tiene como propédsito estudiar algunos de estos casos,
la forma en como se plantean las soluciones incluso donde simultaneamente se presentan
un conjunto de variables aleatorias. Para comprender lo comentado, considere el siguiente

planteamiento.

El problema de optimizacion que se desea resolver es el siguiente:

min c'x (42)
s.a
P[a;xgbi}Zpi, 1=1,2,....m (43)
2, >0, j=12,...n (44)
Donde ¢ = (c1,¢a,...,¢n) s a3 = (i1, Go, . .., ain) v b; son variables aleatorias, p; es

una probabilidad especificada y x; denota la variable de decision, la cual se considera

deterministica. Note que la ecuacién (43) indica la i-ésima restriccién,
/
ax <b;

la cual tiene que ser satisfecha con probabilidad de al menos p;, donde 0 < p; < 1, vea

Rao (1978, Péag. 597).

Para abordar la solucién a este problema, primero se presenta el caso particular cuando
s6lo las a; son aleatorias, donde se supone que las demas variables y pardametros son no

aleatorios. Posteriormente se estudia los casos particulares para cuando sélo los b; o las ¢;
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son variables aleatorias, y finalmente se presentara el caso donde simultdneamente a;;, b;

y ¢; son aleatorias.

Caso 1.

Cuando sdlo las a;; son aleatorias. Suponga que

_ - -
E(a;) = a;, = : , i=1,2,...,m. (45)
Qin,
, a i
- Var(a;) Cov(a;1, a;2) Cov(ai1, ain)
Cov(as,a;1)  Var(asz) Cov(ase, ain)
Cov(a;) =V, = (46)
Cov(ain, a;1) Cov(aip, as) Var(a;,)
Entonces,
E(axx) = E(a))x = a,x (47)
y
Var(a;x) = Var(x a;) = x Cov(a;)x = X V,;x. (48)
Ahora, bajo la suposicion de que a; esta normalmente distribuida para todo 7, se tiene
que

Pla;x < b] > pi,

estandarizando la ecuacién (49)

/ 7
ax —ax b, —ax
<

v/ Var(ajx) ~ y/Var(ajx)

L >pi, =12 ...,m.

(49)



37
Recordando que, P(Y <y) =F,(y) = ®(y) es la funcién de distribucién acumulativa
normal, entonces la ecuacién (50) puede ser escrita de la siguiente forma

’ 7 b

a;x bi — ax
< . =0 ——2—|. o1
/ Var(ajx) — \/Var(a;x)] ( Var(an)) (51

Sea e; el valor de la variable aleatoria tal que ®(e;) = p;, entonces utilizando la ecuacién

P

(50) y (51) se tiene que

@<J£131>2¢@4 i=1,2,....m. (52)

Considerando que ®(v) > ®(w) sélo si se cumple que v > w, entonces de forma

equivalente, se tiene

o alternativamente
ax—+ eVxVix —b; <0, i=12... m.

De tal forma que, para este caso particular, la solucién para el problema de opti-
mizacién estocastica (42-44) puede ser obtenida resolviendo el problema deterministico

equivalente, el cual esta dado por

!

mxin flz)=cx

S.a
ax+ eV/xVix —b;<0, i=1,2,...,m
x; >0, j=1,2....n

Este problema puede ser resuelto mediante algiin método de optimizacién tradicional.
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Caso 2.

Para el caso donde solo los b; son aleatorios, el planteamiento es el siguiente. Primero,

suponga que b ~ N,,(b, Cov(b)), donde b = (by, ..., b,,) entonces

a X — b; b, — b;
Var(bZ \/Var bZ

— b ax—bZ

- P \/Var(bl \/Var b;) |
b bl < a;x—l_)i

\/Var(b;) — +/Var(b;)
:1—¢<fﬁlﬁ).
Var(b;)

Donde la restriccién del problema (43) puede ser escrita de la siguiente forma

Y . Sl S
Var(bi)

plax<b] = p

o 2X=b ) o (55)
Var(b;)

De forma similar al caso 1. Sea F; el valor de la variable aleatoria normal estandar,

tal que ®(E;) = 1 — p;, de forma que la desigualdad (55) es vélida sélo si se cumple

ax —b; — Ej\/Var(b) <0, i=1,2,...,m. (56)

Entonces para este caso en particular, el problema deterministico equivalente al prob-
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lema estocastico (42-44) esta dado por

!

mxin flz)=cx

s.a

(57)

Caso 3.

Cuando sdlo las variables c¢; son aleatorias, implica que la funcién objetivo es estocastica
y las restricciones son fijas. La solucién esta dada mediante el siguiente planteamiento.
Suponga que ¢ ~ N, (¢, V) donde ¢ = (cy,¢a,...,¢,), E(c) = ¢y V = Cov(c). Entonces
la funcién objetivo f(z) también tiene una distribucién normal. Mdas atin

’

E(f(z)) =E(cx) =E(c)x=c¢cx

Var(f(z)) = Cov(c'x) = Cov(x ¢) = x Cov(c)x = X Vx. (58)

Entonces, la nueva funcion objetivo a minimizar se establece como
F(z) = ke x + VX' Vx. (59)

Donde k; y ko son constantes no negativas. Las cuales significan la ponderacion o
importancia relativa de E(f(z)) y (Cov(f(z)))"/? en el problema a minimizar. Sik, = ks =
1/2

1 indica que, tanto el valor esperado E(f(x)), como la desviacién estandar (Cov(f(z)))

son de igual importancia, Rao (1978).

De esta forma el problema deterministico equivalente al problema estocastico (42-44),

para este caso esta dado por



min F(r) = k1€ x + kvVx Vx

s.a

Caso 4.

Finalmente, se aborda el caso donde simultdneamente a;,b;, y ¢; son aleatorios.

40

(60)

Las

variables ¢; solo aparecen en la funcién objetivo. Tal como se vié en el caso 3, la nueva

funcién objetivo estda dada por

F(x) = ki€ x + ko VX' V.

Ahora, la funcién para las restricciones, puede ser escrita de la siguiente forma

Plh; <0 >p;, 1=1,2,...,m.

Donde h; son las nuevas variables aleatorias, las cuales de definen como

n+1

hi=ax —bi =Y gl
k=1
con

ik = Qik, k:1727"'an

Gin+1 = b;

Y = xx, k=1,2,....n

Yn+t1 = —L

(61)
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Las variables h; son una combinacién lineal de variables aleatorias normales ¢;, por

lo que h; también tiene una distribuciéon normal, mas atn

y Var(h;) = Y V;Y, especificamente

U1
Yo
Y =
ynJrl
y
Var(g;1) Cov(qi, qiz) .. Cov(gi1, Gint1)
v Cov(gi2, gi1) Var(g;2) .. Cov(gi2, Gin+1)
COV(Qi,n—I—h %1) COV(qi,n—&—l’ QiQ) ce Var(%‘,n+1)

Ademas se observa que

n

Var(h;) = Z

j=1

:L’?Var(aij) +2 Z z;xCov(ag;, a;)
I=j+1

+ Var(bl) -2 Z ijov(aij, bz)
j=1

Definido h;, y estandarizando la ecuacién (61) la expresién para las restricciones puede

escribirse como

hi—Bi

R,
/ Var(h;) = \/Var(hi)] =P

De nuevo, sea ¢; el valor de la variable aleatoria normal tal que ®(e;) = p;, entonces

) _h > Ple;), i=1,2,...,m.
Var(h;)

P

i=1,2,...,m.
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Lo cual es cierto si se cumple

_h

——— 2 &,
/Var(h;) — ‘

i=1,2,...,m

o equivalentemente
hi +ei\/Var(h;) <0, i=1,2,...,m.

De donde finalmente, el problema deterministico equivalente al problema de optimizacion

estocastica (42-44) esta planteado como

min F(z) = k€ x + kvVx' Vx

S.a (62)

E-Modelo.

Anteriormente se estudio, el procedimiento para cuando las ¢; son aleatorias, el cual es
también conocido como el E-Modelo Modificado, ahi se viéo que k; y ko son constantes
que indican la importancia relativa para E(f(x)) y (Varf(z))/2. El E-Modelo es un
caso especial del E-Modelo modificado, en el que se establece que k1 = 1y ky = 0, el

planteamiento bajo el E-Modelo esta dado por
min E(f(z)) = E(c'x) =¢'x

S.a
P[a;,’,lj‘gbl] szu 221,2,,7”

r; >0, 7=1,2,...,n.
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Optimizacién con minimo riesgo

Considere nuevamente el problema de optimizacién estocéstica (3.2-3.4), en el que las
restricciones son deterministicas o bien se han sustituido por equivalentes deterministicas,

de tal forma que el problema del que se parte es

!

min f(z) =cx

s.a
(64)
ax—5b<0, i=12,...,m
'rJZO7 j:172a' ,TL

Con ¢ ~ N,(c, V).

V-Modelo.

(o modelo de minima varianza). El objetivo consiste en minimizar la varianza de la funcién
objetivo estocastica f(z), obteniendo el siguiente problema deterministico equivalente
min Var(f(z)) = x Vx
X

S.a

(65)

Como se puede observar, el V-Modelo es un caso especial del E-Modelo modificado,

donde se considera que k1 =0y ky = 1.

P-Modelo.

(o modelo de méxima probabilidad). Dentro de los diversos modelos que existen dentro

del enfoque denominado de maxima probabilidad, se estudia el modelo de minimo riesgo £,
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el cual busca maximizar la probabilidad de que la funciéon objetivo estocéastica sea menor

que un valor fijo k. De este modo, la funcién objetivo es transformada en

max P(f(z) = c'x < k).

T

Recordando que ¢ ~ N, (€, V) entonces se tiene que ¢ x ~ N (€ x,x Vx), estandarizando

la funcién objetivo se tiene

max P
x

V/Var(c'x) ~ /Var(c'x)

= max® (k—cx)
x x' Vx

= maxF, (k).

! -/ -/
CX—CX k—cCcx

En este caso, el problema deterministico esta dado por

max F (k)

s.a

Aqui es importante notar, que maximizar una funcién de distribucién es equivalente
a maximizar el valor de su variable, de tal forma que el problema deterministico puede

ser expresado cOomo

(67)
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Optimizacién estocastica no lineal.

Cuando el problema de optimizacion estocastica es no lineal, este puede ser resuelto

mediante dos enfoques:

1. El primero de ellos, es mediante la expansién de las funciones que aparecen como
restricciones y como funcion objetivo, alrededor del vector de medias. De manera
que el problema a minimizar es de la forma

min f(y)
X
s.a (68)

Plgi(y) <0l >p;, i=1,2,...,m.

Donde el vector y = (yl,yg,...,yN)' incluye las variables de decision x =

(x1,29,...,x,). Entonces

f) =@ +Y @)y -7

9:(W) = 9:i(¥) +V 5:(¥)(y = ¥)
Dadas estas funciones, es posible aplicar cualquiera de los métodos descritos ante-

riormente.

2. En un segundo enfoque, existen problemas de optimizacion estocastica no lineal
para los cuales los métodos estudiados como el E-Modelo, V-Modelo y P-Modelo, se
pueden aplicar casi sin modificacién. Se introduce este enfoque através del siguiente

ejemplo;
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En el contexto de la métodologia de superficies de respuesta, tipicamente se esta
interesado en optimizar un modelo estimado de segundo orden de la forma
in Y(X,
min V' (X, §)
s.a

IX|?=X?+ X2 +...+ X? <&

Donde ¢ es una constante fija conocida, y

k k
Y(X,B) =B+ > BiXi+ Y BuXP+> Y ByXw; = Z(X)8
=1 =1

G
Donde Z'(X) contiene los correspondientes términos polinomiales en las variables

X1, Xo, ., Xk y B es el estimador de minimos cuadrados de los parametros de

regresion.

En este modelo se considera que Y; = Z'(X;)3 + &;, con g; ~ N (0, ¢%) independien-

k(k+1)

tes, i = 1,2,...,n. Entonces 3 ~ Np(ﬁ,az(X/X)’l), p=1+42k+ 5 Y

(n—p)o?

o2

2

~ be_p donde &2 es el estimador insesgado de 02 ademds X € R™ P, es

la matriz de disenio de rango p. Entonces, el problema puede plantearse como

A~

min Y (X, 5)
s.a (69)
IX||* < ¢,
con

N . (n —p)o?
B~ Np(@ 02(X X) 1) y T ~ Xi—p-

Considerando este planteamiento, el problema deterministico equivalente al estocés-

tico, pueden ser estudiado bajo los métodos descritos anteriormente.
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Note que

Y(X,3) = Z'(X)3 ~ N(Z (X)B,0°Z (X)(X'X) " Z(X)).

Entonces;

(a)

Considerando el E-Modelo modificado, el problema deterministico equi-
valente esta dado por
min & E(Y/(X, 3)) + k2 \/ Var(Y (X, 5))
s.a (70)
X < .

Explicitamente,

min & Z'(X)B + ke 0/Z'(X)(X'X)1Z(X)
s.a (71)
X2 < ¢
Si By o son no conocidos, entonces se pueden sustituir por sus estimadores,

de tal forma que el problema deterministico es

min k; Z (X)5 + ky 6/Z' (X)(X'X)1Z(X)
s.a (72)
X < ¢?
Para el V-Modelo, recordemos que éste es un caso particular del E-Modelo
modificado, donde k; = 0 y ky = 1, por lo que el problema deterministico

equivalente esta dado por

min /2 (X) (X X)Z(X)
s.a (73)

IX|[* < ¢
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(c) Finalmente, para el P-Modelo, sea R un valor conocido, de tal forma que el

problema deterministico esta definido como

S.a (74)
IX1* < e,

estandarizando la funcién objetivo

P(Y(X.3)<R) =

[ Z/(X)B - Z()ﬁ < R—Z(X)ﬁ

o\/Z X)(X'X)~ a\/Z -17Z'(X)
_ -7/ (X >

o\/Z (X' X)1Z/(X)
= FZ'(X)B(R)‘

Maximizando el valor de la variable, de la funcién de distribucion Fgr «, 5(R),

entonces el problema deterministico equivalente es

max R-2Z (X)B
X" 67 (X)(X'X) 1Z'(X)

S.a

IX|[* < ¢

Donde aparecen los estimadores (3 y & si es que los pardmetros correspondientes

110 S€ conocemn.



IV. ASIGNACION OPTIMA A TRAVES DE
OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Introducciéon

Considere el problema de minimizar la varianza Var(yy), para un costo fijo C'; que debe

de cumplir la funcién de costo, dado por

min Var(yg)
n
s.a
/
cn+c=C
o alternativamente, el problema de minimizar la funcién de costo, para una precision
deseada Vj, asignada a la varianza Var(yy), el cual estd dado por
. /
min ¢ n + ¢y
n
s.a

Var(gst) S ‘/07

donde
Var () W [diag (22w = 2 (SH'W
ar(yst) = iag [ — - —
Yst g nh N
N np N
h=1 h=1
Note que las varianzas poblacionales S7, h = 1,2,..., H generalmente no se conocen,

ademas como se comentd en el Capitulo II, el problema de optimizacion estd también
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sujeto a que ny sea entero, entonces el problema a optimizar, para una varianza minima
sujeta a una funcién de costo con C' fijo, estda dado por
min Var(ys)
n
s.a
!
cn+c¢=C
n,eN, h=12,....H,
y para minimizar una funcién de costo, sujeta a una precisiéon deseada Vj, para la
varianza
. ’
min c n + ¢
n
s.a
(77)
Var(gst) S ‘/0

n,eN, h=12,....H,

donde ahora

2.2 H 2
h h=1

Vo) =
ar(y t) n N

M=

h=1

Observe que en la varianza estimada @(@St), las varianzas muestrales s7, h =
1,2,..., H, son variables aleatorias. Entonces los problemas de asignacién 6ptima (76) y
(77), se definen como problemas de optimizacén estocéstica de enteros. Adicionalmente
tanto para el problema (76), como en el (77), los costos ¢ también pueden ser considerados
variables aleatorias (esto cuando los ¢, no puedan ser determinados, en alguna situacién

especial), bajo estas condiciones, los problemas (76) y (77) son problemas estocasticos,

aun cuando las varianzas s; no lo sean.

En este capitulo se abordan precisamente estas ideas, considerar la aleatoriedad de las
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varianzas muestrales s3 y/o los costos ¢y, en el problema de asignacién 6ptima tradicional,
donde mediante los métodos de optimizacién estocastica revisados en el Capitulo III, se

busca proponer las soluciones a los problemas estocasticos en la asiganacion éptima.

En el muestreo estratificado con asignacion éptima, el valor de los tamanos de muestra
ny, en los distintos estratos depende de si se requiere minimizar la varianza Var(ys) sujeta
a un costo fijo C' que debe de cumplir la funcién de costos (Problema 1), o si la situacién
es la de minimizar la funciéon de costo, sujeta a una presicion deseada V| asignada a la
varianza Var(ys) (Problema 2). Estos dos problemas seran tratados por separado en el

resto del capitulo.

Problema 1

Cuando el interés sea el de minimizar la varianza Var(gs) sujeta a una funcién de costo,

el problema es expresado como

min f(n)
n
s.a
H
P Zchnh =C—c¢y| > po.
h=1

n,eN, h=12,...,H,

con
H H
£(n) = Var(za) Wis? W,s2
n) = var(yYst) = E — E
B np N ’
h=1 h=1
donde s* = (s},s3,...,5%) y ¢ = (c1,¢o,...,cg)" son vectores aleatorios, y ademds

po, 0 < pg <1 es una probabilidad especifica.
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Bajo estas condiciones se pueden presentar diferentes casos, el primero es donde sélo
las varianzas s7, h = 1,2,..., H son variables aleatorias, el segundo donde sélo los costos
cn, h = 1,2,... H son aleatorios, y se considera un tercer caso, donde s7 y ¢ son

aleatorios, estos 3 casos son estudiados en esta seccion.

Caso 1.

Cuando s6lo las s? son variables aleatorias, el problema a optimizar es

mgnf(n)
s.a
S enn, = C — ¢
n, €N, h=1,2,...,H,

donde

H H
W22 W s2
h=1 'k h=1

Utilizando la distribucién limite de las varianzas muestrales (ver Apéndice A). Con-

sidere la variable aleatoria &, esto es

nh_lz;ym—yh

La cual tiene una distribucién asint6ticamente normal con media E(&,) y varianza Var(&,),

dadas por

np
nh—l

E(&n) = Sh- (79)

Var(én) = 5(Cy, — (SR)°], (80)

(”h - 1)
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donde C’;lh es el cuarto momento central, y se calcula mediante
1 o
4 _ L 2: Y4
Oyh - Nh - (yzh Yh) :

Observe que

sh = En — 1(£Uh —Y5)?,
. —
donde (ver Apéndice A)
np 1
np — 1

(gn — Y3)? — 0 en probabilidad.

Por consecuencia las varianzas muestrales s7 tienen distribucién asintéticamente nor-

mal con media E(&,) y varianza Var(&,).

La funcién objetivo es una funcién lineal en las variables s?, por lo que también tiene

distribucién normal, mas atn

E(f(n)) = E(Var(ga))

H
h=1 'th h=1
H H
Wh 2 Wh Ny 2
= DD vl Gt 1
;(nh—l) h ;N(nh—l) h (8)
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Var(f(n)) = Var(Var(gy))

h=1 h=1
H H
- Z n_fvar@h) - Z —5 Var(¢§,)  (por independencia)
h=1 "h h=1
_ H W;Ll np C4 522 H W]? np 04 S
= 3T [ pon — 6] - X [ g~ )

H H

wh w2 ny
= Y (- (S - 3 | (- (509 e
Entonces, la nueva funcién objetivo puede ser determinada tal como se hizo en el

Capitulo III, por

f) = kE(f(0)) + ky\/Var(f(n))

= kE(Var(yy)) + koy/ Var(Var (), (83)
explicitamente
H
W,f Wi, np, 2

[Z nh—l Zﬁ(nhq)sh

h=1 h=1

H H 1/2

W2 np
2 a3 4 212

e |30, (59— 3 (i — (50
h=1 h=1

La cual es una funcién objetivo deterministica. De tal forma que el problema deter-

ministico equivalente al problema estocéstico estd expresado como,

mnin f(n)

H (84)
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donde
Toowz L O EWL S o L
fm=h lzﬁs 2N (——1) Sh]
H o 1/2
Wy 4 o N Wi
+ko ;m(c - (51)%) ; N2 < (n —1)? —(Sh) ))]

Cuyo planteamiento, es propuesto bajo la técnica del E-Modelo modificado, donde

dando valores a las ponderaciones k; y k2, el modelo puede enfocarse a la E(f(n)) (E-

Modelo) o Var(f(n,)))(V-Modelo).

Observacion:
Es importante hacer notar, que la funcién objetivo esta en términos de las varianzas
poblacionales S7, dado que estas no son conocidas entonces se utiliza un estimador de
dichas varianzas, en particular las varianzas muestrales s7. En tal caso el problema de

optimizacién deterministico equivalente esta dado por

min f(n)

n

H | (85)

g cpny = C — ¢.

h=1

n,eN, h=1,2,...,H,

donde, f(n) estd dado por
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Caso 2.

Cuando sélo el vector de costos ¢ es aleatorio. El problema de optimizacién puede es-

tablecerse como

H H
_ W2Ss2 W3, S?
i |32 WS _ 5 ih
h=1 =
s.a (86)
P[c'n:C—CO] > Do
n,eN, h=12,... H
Suponga que c tiene cierta distribucién n-dimensional conocida, con
E(c)=¢=(a,...,cn) (87)
y
Var(cy) Cov(ci,ea) ... Cov(er,cp)
Cov(eg, 1) Var(ca) ... Cov(ea,cn)
Cov(c) =V = . (88)
Cov(cm,c1) Cov(cm,c2) ... Var(em)

Entonces, la esperanza y la varianza para la funcion lineal de costos son las siguientes.

/ / ’

E(cn) =E(c)n=c¢n, (89)

Var(cn) = Var(n'c) = n'Cov(c)n = n' Vn. (90)

A partir de (86), estandarizando la funcién para las restricciones, se tiene que

PCIHSC—CO] P{Cn—cn<(0—co)—cn}

(n'Vn)i/2 = (n'Vn)!/2
. (C - C()) - (_:/n
-, ( )
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Sea e el valor de la variable aleatoria bajo la distribucién propuesta para los costos, tal

que F, (e) = po, entonces la desigualdad se puede establecer como

. ((C—co) —6’n> S F (o)

c (nlvn)l/Q cn

Lo cual es cierto sélo si se cumple que

(C — C()) — E/Il
(n"Vn)l/2 - ¢
equivalentemente
cn+e(n'Vn)/2 — (C —¢) <0. (91)

De esta forma el problema estocastico puede ser resuelto mediante el siguiente proble-

ma deterministico equivalente

H H

: Wi% 2 Wh o
QHZEﬁ—ZWﬂ
h=1 h=1
s.a (92)
cn+e(n'Vn)/2 — (C —¢) <0
n, €N, h=1,2,..., H.
Caso 3.
Considere ahora que s y ¢, h = 1,2,..., H son variables aleatorias. Para este caso el
problema de optimizaciéon es expresado como
min f(n)
s.a
H (93)
P Zchnh = 0—00] > Po
h=1

nhEN, h:1,2,...,H,
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donde
H H
— W2s? W,,s2
f(n)ZVar(z?s)ZE hoh h
t h—1 |k h=1 N

Observe que tanto la funciéon objetivo como la restriccion sobre la varianza, de-
penden de variables aleatorias. Ma4és atun, asumiendo que las varianzas muestrales
s? ~ N(E(&,), Var(&,)), h = 1,2,..., H, independientes, donde E(&,) y Var(&,) estén
dadas por (79) y (80) respectivamente. Ademds, c tiene cierta distribucién conocida, con
media E(c) = ¢ y varianza Var(c) = V. Entonces, la solucién al problema estocéstico
(93), estd dado por una combinacién de los dos resultados presentados para los casos
1 y 2. De estd manera, la funcién objetivo estocastica en (93), es reemplazada por la
funcién deterministica dada por (83) como en el caso 1, y la funcién deterministica para
las restricciones en (93), es considerada tal como se resolvié para el caso 2 en la ecuacién
(91). Por lo que el problema deterministico equivalente, estd dado por

min f(n)
n
s.a
cn+e(n'Vn)/?2 — (C —¢) <0

n, €N, h=1,2,...,H,

donde
H H
_ Wf? 2 Wh Np 9
fm) =k };(nh—_l)& ;W(nh—1>5h
H H 1/2
W/f 4 242 W/f Np 4 2\2
+hs ; 1 O — (50 - ; et R CAR) I

Finalmente, sustituyendo S? por su estimador s7 (ver la observacidn, en el caso 1),
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el problema deterministico es

min f(n)
s.a
(95)
cn+e(n'Vn)'/2 — (C —¢) <0

nhGN, h:1,2,...,H,

donde
H H
¢ _ Wf% 2 Wh np 2
f(n)—kl hZ_l(nh—]_)Sh ;W(nh—:[) Sy,
H H 1/2
W;zl 4 212 W/? Np 4 2192
+ko ; nh(nh — 1)2 (Cyh - (Sh) ) - ; N2 (nh — 1)2 <Cyh — (Sh) )

Problema 2

Cuando el interés sea el de minimizar la funcién de costo, para un valor especifico de
Var(gs), el problema puede ser expresado como
min ¢'n + Co
n
s.a
P [Var(ga) < Vo| > po

np,eN, h=12 ... H,

con
H H
Var(yst) = § ST § N S
np N
h=1 h=1
donde s* = (s?,...,5%) y ¢ = (c1,...,cg)" son variables aleatorias, Vj es una constante

no negativa conocida, ¢y son los costos adicionales (constante) y pp, 0 < py < 1 es una

probabilidad especifica.

Como en el problema 1, se pueden abordar diferentes casos de interés, el primero

es cuando sélo los costos ¢ son vector aleatorio, el segundo caso ocurre cuando sélo las
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varianzas s® son aleatorias, y un tercer caso, cuando simultdneamente c y s? son vectores

aleatorios.

Caso 1.

Cuando sélo los costos ¢ = (cy, ..., cy)’" son vector aleatorio, el problema de optimizacién

esta dado por

min (c'n+ ¢,)
n

s.a
H H (96)
W2 W,
—hg2_ —182 <V

n,eN h=12,..., H.

Note que la funcién objetivo es una funcion estocastica, debido a que depende del
vector aleatorio c. Para dar solucion a este problema se supone nuevamente que c tiene
cierta distribucién conocida con E(c) = € y Var(c) = V (ver 87 y 88), entonces para la

funcion lineal de costo en el problema (96), se tiene que
E(cn+c¢)=E(c)n+c¢q=¢n+c (97)
y varianza
Var(c'n + ¢y) = Var(n'c) = n'Cov(c)n =n'Vn (98)
Donde ahora €n + ¢y y n'Vn no son aleatorios, de tal forma que la nueva funcién

objetivo, esta dada por

ky (€ 0+ co) + ko(n'Vn)!/2 (99)

Donde k; y ko, son constantes no negativas que ponderan la importancia de E(c' n+co)

y (Var(c'n + ¢g))/2.
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Entonces, bajo el E-Modelo modificado, el problema deterministico equivalente al pro-

blema estocastico (96), es

min kl (E/n -+ Co) —+ kQ(anI’l)l/Q

S.a
= (100)
W7 <A
—hg2_ — S <V

np, €N h:1,2,...,H.
Caso 2.

Cuando sélo las varianzas s son variables aleatorias. El problema de optimizacién es-
tocastica es el siguiente
min ¢ n + ¢,
n
s.a
(101)
P [Var(ga) < Vi] = po

n,eN h=12,...,H,
donde

— W7 W
Var(ys) = Z —fg2 thi
h=1

n
h=1 b

Utilizando nuevamente el hecho de que s7 tiene una distribucién asintéticamente nor-

mal con media E(,) y varianza Var(&,) (vea 78 y 79).

Entonces la varianza estimada \//z;(gst) en el problema estocastico (101), también tiene

distribucién asintéticamente normal con

CWE LW [ ,
nh—l ;W ’I’Lh—l Sh’

Mm

E (Var (Yst >
h=1
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- Wi . Wi h 4 2)2
s Sy)7) — - | (C, S
Ver Vo) = 3 L (€ — (87) ~ Sk |~ (58
Ahora estandarizando la funcién para las restricciones, en la ecuacién (101), se tiene
que
Var() — EVar(@a)) _ Vo — B(Var@) | o
Var(Var(ys)) Var(Var(ys))
con
Vo — E(Var(y,
po— o (Vo B )
Var(Var(ys:))

donde ®(-), denota la funcién de distribucién normal estdndar. Entonces sea e, el valor de

la variable aleatorio normal estdndar tal que ®(e) = pg, de tal forma que la desigualdad

puede establecerse como

lo cual se cumple sélo si

o equivalentemente

E(Var(g)) + e\/ Var(Var(js)) — Vo < 0 (102)

De forma explicita,
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Entonces el problema deterministico equivalente, al problema estocastico (101), esta

dado por
mmdn+co
s.a
(103)
E(Var(7.,)) + e/ Var(Var(7,,)) — Vp < 0
n,eN, h=12,... H,
donde

E(\//va’\r(gst» Var(\//va\r(gst»

hi:é n:l/v_}% 1) }:1 % <nhnf 1) 2
H H (1o 1/2
Z n(np — 1)2 = (5h)°) - ; % ((Tlhnfl)(cll (5}21)2))] :

h=
Note nuevamente que la funcién para las restricciones en (103) estd en términos de

las varianzas poblacionales S7, utilizando el estimador de las varianzas s7 en lugar de las

S? (ver la observacién en el problema 1, caso 1). Asi, se tiene el siguiente problema

deterministico
min ¢ n + Co
s.a
(104)
E(Var(yiy;)) + ey/ Var(Var (7)) — Vo < 0
n, €N, h=12,... H,
donde

—

E(Var(jiy.)) + ey/ Var(Var(5,,))

np 2
(nh - 1> o

Wi
N
1/2
5 (-t
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Caso 3.

Cuando s? y ¢ son vectores aleatorios, el problema de optimizacién es el siguiente
min ¢ n + ¢,
s.a
(105)
P [Var(z) < Vo] = o

n, €N, h=1,2,... H,

donde

H H
— W7 W)
Var(g) = >_ sk = D
h=1 h=1

Como se puede observar, tanto la funcién objetivo, como la funcién para las restriccio-
nes dependen de variables aleatorias, por lo que el problema (105), se define como un

problema de optimizacion estocéstico.

Asumiendo, que los costos c tienen cierta distribucién conocida o propuesta, con
E(c) = ¢ y Var(c) = n'Vn (ver 87 y 88); Ademas considerando que las varianzas mues-

trales s7, h =1,2,..., H se distribuyen asintéticamente N(E(&,), Var(&,)) (ver 78-79).

La solucién al problema estocéstico (105), estd dada por la combinacién de los casos 1
y 2, en el problema 2, esto es: La funcién objetivo estocéstica en (105), es reemplazada
por la funcién objetivo deterministica en el caso 1 (96), y la funcién deterministica para

las restricciones, estd dada por (102), tal como se resolvié en el caso 2. Por lo que el
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problema deterministico equivalente al problema estocastico (105), es el siguiente
min ki (€ n + cp) + ko(n'Vn)'/2

s.a (106)

E(Var(7u)) + ey/ Var(Var(f,,)) — Vo < 0

nhEN, h:1,2,...,H,

donde
HE(VAar@st» HVarwAar(ysm
+e im(ff—h_l)(m <sz>2>—h:1 V; (Gt - <sz>2>)]1/2

h_
De nuevo, se observa que la funcién para las restricciones estd en términos de las

varianzas poblacionales S?, las cuales no se conocen (ver la observacion en el problema
1, caso 1), sustituyendo S? por su estimador s?, se tiene que el problema deterministico
equivalente al problema estocastico (105), estd dado por

min ki (€n+ cp) + ky(n'Vn)'/2

S.a
(107)
E(Var(yiy;)) + ey/ Var(Var (7)) — Vo < 0

n,€N h=1,2,...,H,

donde

E(Var(jj)) + ey/ Var(Var(j,))
= i —Wg Si — XI{: ( 1t ) 3}21
o= (= 1) h=1 =1
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Ejemplo de optimizacion estocastica en asignacion optima

Se consideran nuevamente los datos del ejemplo en el Capitulo I (ver Apéndice B), donde
se tienen 187 datos obtenidos en un estudio previo, la poblacién cuenta con un total de
10600 unidades, la variable de estratificacion es la region de cultivo, por lo que se tienen
nuevamente 4 estratos con Ny = 2500, Ny = 2300, N3 = 2800, N4 = 3000, y los costos

por unidad en cada estrato son ¢; = 25, co = 20, c3 =40, ¢4, = 15y ¢g = 0.

Problema 1

El problema que se desea resolver, es el de minimizar la varianza Var(y) sujeta a una

funcién de costo tal que C' = 5000, note que las varianzas poblacionales S? en realidad no
1 de utili 1 vector d i timadas s, el 1

se conocen, y en su lugar se puede utilizar el vector de varianzas estimadas s*, el cual es

aleatorio. Por lo que el problema a resolver es el siguiente

4

4
. LV?S% LV%S%
min ) nn > 10600

h=1 h=1

S.a

H
Z enny, = 5000

h=1
n,eN, h=12....H

Este es un problema de optimizacion estocdstica de enteros, y la solucion radica en
encontrar un problema deterministico equivalente al problema estocastico. Tal como se
vio en el problema 1, caso 2, del Capitulo IV. El problema de optimizacién deterministico

equivalente al problema de optimizacién estocéstica estd dado por
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m&n f(n)

s.a
H

Z enny, = 5000
h=1

n,eN, h=12,... H

Donde
lnh—l Sh £~ 10600 \ ny, — 1 h
4 7 4 W 1/2
+k — T (C* — (s ( (ot — 2)
? hz_; np(ny — 1)2 3 (s3) Zl (10600)2 \ (n; — 1)2 3 (51)%)

Los valores de W), s2, C’;lh y ¢cn, h=1,2,3,4 se muestran en el Apéndice B.

El problema de optimizacion deterministico se resolvié utilizando el programa de
cémputo LINGO, las soluciones se muestran en el Cuadro 4.1. Como se comentd en
el Capitulo II y IV, el problema de asignacién éptima, es realmente un problema de
programaciéon no lineal de enteros. En el ejemplo también se utilizé programacion

no lineal de enteros, los resultados se muestran en la tultima columna del Cuadro 4.1.
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CUADRO 4.1: Soluciones al problema de asignacién 6ptima en muestreo estratificado bajo los
diferentes enfoques de optimizaciéon deterministica para el problema 1, donde

ki1 =ky=1.
Solucion Solucion Solucién
Estocastica | Estocastica | Estocastica
Ajustada @ Enteros
n 14.5361 15 14
n9 81.2104 81 82
n3 15.8253 16 16
N4 78.5161 79 78
H
> nn | 190.0878 191 190
h=1
g(n) ? .0096 .0096 .0096

“Esta solucidn se obtiene a partir de la solucién de Lagrange, redondeando cada n;, vea Cochran (1977).

Alternativamente, en la literatura estadistica también se suele ajustar al entero inmediato superior.
H

S} 2 52
b w22k w22k
Donde g(n) = V (gst) Z E Wi — Ny

Las solucion estocastica y la solucion estocatica de enteros son muy similares, en ambas
soluciones los estratos con un mayor nimero de unidades muestrales asignadas son el 2 y

el 4, esto se debe a que estos dos estratos contienen las varianzas mas grandes.

A continuaciéon se muestra un cuadro comparativo, que exhibe todos los re-
sultados obtenidos para el problema 1, tanto en el ejemplo del Capitulo
I, como los resultados obtenidos en el ejemplo del Capitulo IV. Se agre-
garon las soluciones mediante programacion no lineal de enteros para el

ejemplo del Capitulo II (columna 4), los resultados son los siguientes.
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CUADRO 4.2: Soluciones al problema de asignacién 6ptima en muestreo estratificado bajo los
diferentes enfoques de optimizacién para el problema 1.

Solucién Solucién | Solucién Solucién Solucién Solucién
Lagrange | Ajustada® | Enteros | Estocéstica | Estocdstica | Estocéstica
Ajustada Enteros
ni 13.7976 14 14 14.5361 15 14
N9 81.7554 82 82 81.2104 81 82
ns 15.1137 15 16 15.8253 16 16
T4 79.0277 79 78 78.5161 79 78
H
> np | 189.6944 190 190 190.0878 191 190
h=1
g(n) b 0.0096 .0096 .0096 .0096 .0096 .0096

2Esta solucidn se obtiene a partir de la solucién de Lagrange, redondeando cada n;, vea Cochran (1977).
Alternativamente, en la literatura estadistica también se suele ajustar al entero inmediato superior.

"Donde g(n) = V(7sr) = EHjWn S w2k
h=1 L

En las columnas 2, 3 y 4 se muestran los resultados obtenidos para el problema 1
en el Capitulo II, Observe que el tamafnio de muestra es el mismo tanto para la solucion
mediante Multiplicadores de Lagrange ajustado, como cuando se utiliza programacion
no lineal de enteros (190 unidades muestrales); sin embargo, la asignacién varia por una
unidad en los estratos 3 y 4, la asignacién generada por programacién no lineal de enteros,
da 16 unidades al estrato 3 y 78 al estrato 4, lo cual es una asignacion mas conveniente
dado que el estrato 3 es mas econémico que el estrato 4. Como era de esperar, la mayor
cantidad de unidades muestrales se asignaron a los estratos 2 y 4, debido a que estos dos

estratos son lo que tienen una varianza mayor.
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Referente a los resultados obtenidos para el problema 1 en el Capitulo IV, las solu-
ciones estocasticas varian muy poco, en relaciéon con las soluciones deterministica, prin-
cipalmente en los estratos 1 y 3 que son los de menor varianza. Aunque los tamanos de
muestra en los estratos son casi los mismos para todas las soluciones (190 unidades en la
muestra global), la solucién estocastica asigna una unidad més a los estratos con menor
varianza, lo cual se aproxima a la asignacion dada mediante la solucion estocastica de

enteros.

Problema 2

El segundo problema consiste en minimizar la funciéon de costo, para una precision fija
Vo = .015, donde nuevamente s? es vector aleatorio, bajo estas condiciones el problema

de optimizacién esta dado por
. /
min c n
n

S.a
P [Var(z.) < V] > 0.99,
np €N, h=1,234,

donde
4

_ W2 S
V. — — E h 2 E 2
ar(ySt) Pt nh Sh Pt 10600 Sh

Este es un problema de optimizacién estocdstica, y su solucién depende de encontrar un

problema deterministico equivalente. Como se vi6 en el problema 2, caso 2, en el Capitulo

IV, el problema determinitico equivalente al estocéstico estd dado por

. /
min c n
n

S.Q.
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4

W2 Wi, nh
2.3263
hzl(nh—l) ;10600 np —1 5t

1/2
hZ: 10600 ( h—l) 5(Cy, — (s )2)>] _015<0

4 W4
D 1P

i — 1)
Los valores de Wy, s3, C, vy ¢y, h=1,2,3,4 se muestran en el Apéndice B.

Las soluciones se obtuvieron utilizando el programa de cémputo LINGO, los
resultados se muestran en el Cuadro 4.2. Para este ejemplo también se utilizd pro-

gramacion no lineal de enteros, los valores resultantes se muestran en la columna 4.

CUADRO 4.3: Soluciones al problema de asignacién 6ptima en muestreo estratificado bajo los
diferentes enfoques de optimizacién deterministica para el problema 2, donde

k1 = ko =1.
Solucion Solucion Solucion
Estocastica | Estocastica | Estocastica
Ajustada ¢ Enteros
ny 9.9345 9 10
N9 53.9656 54 54
n3 10.7847 11 11
T4 52.1605 52 52
H
> np | 126.8453 126 127
h=1
g(n) b 3333.117 3310 3335

“Esta solucidn se obtiene a partir de la solucién de Lagrange, redondeando cada n;, vea Cochran (1977).

Alternativamente, en la literatura estadistica también se suele ajustar al entero inmediato superior.

*Donde g(n) = Zle cpnp + co

La mayor cantidad de unidades muestrales se asignaron a los estratos 2 y 4, aunque no

son los estratos mas econdémicos, son lo que contienen las varianzas mayores; la solucion
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ajustada es similar a la solucién de enteros; la diferencia se encuentra sélo en el estrato

1, en donde el método de enteros asigné una unidad mas.

Se presenta un cuadro comparativo que muestra todas las soluciones obtenidas
para el problema 2, tanto las del ejemplo en el Capitulo II, como las del ejemplo
en el Capitulo IV. Se agrega la soluciéon utilizando programacién no lineal de en-

teros, para el ejemplo en el Capitulo II, estos resultados aparecen en la columna 4.

CUADRO 4.4: Soluciones al problema de asignacién 6ptima en muestreo estratificado bajo los

diferentes enfoques de optimizacién para el problema 2.

Solucién Solucién | Solucién Solucién Solucién Solucién
Lagrange | Ajustada® | Enteros | Estocéastica | Estocédstica | Estocédstica
Ajustada Enteros
ni 8.9372 9 10 9.9345 9 10
9 52.9560 53 52 53.9656 54 54
ng 9.7897 10 11 10.7847 11 11
T4 51.1891 51 51 52.1605 52 52
H
Znh 122.872 123 124 126.8453 126 127
h=1
g(n)® | 3238.6820 3240 3250 3333.117 3310 3335

2Esta solucidn se obtiene a partir de la solucién de Lagrange, redondeando cada n;, vea Cochran (1977).
Alternativamente, en la literatura estadistica también se suele ajustar al entero inmediato superior.

*Donde g(n) = Ethl cpny + co

En las columnas 2, 3 y 4 se muestran los resultados obtenidos para el problema 2 en
el Capitulo II. Observe que el tamano de muestra aumenta solo en una unidad cuando se

utiliza programacién no lineal de enteros (124 unidades muestrales), pero la asignacién
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de unidades muestrales basicamente cambia en todos los estratos (por una unidad). Esta
asignacion es mas conveniente dado que los estratos donde se aumenta una unidad son
los mas econémicos. La diferencia quiza no sea muy radical para este caso, dado a que la
variacion entre los costo no es extrema, sin embargo si el costo de muestrear una unidad

fuera muy elevado, esta diferencia representaria un importante beneficio econémico.

Para este problema, las soluciones estocésticas difieren por casi 4 unidades, en la mues-
tra global, de las dadas mediante Multiplicadores de Lagrange, y aunque el presupuesto
se ve incrementado la diferencia en unidades muestrales podria representar una mayor

aportacion en términos de precision.

Conclusiones.

Los resultados desarrollados a través de este documento se pueden resumir de forma

sencilla en los siguientes puntos:

e En este trabajo se logro proponer formalmente el problema de asignacin éptima a
través de optimizacin estocdstica, esto bajo la consideraciéon de que s2 y ¢y,
h = 1,2,..., H son variables aleatorias, enfatizando la condicion de que n;, sea

entero.

e Se obtuvieron los planteamientos deterministicos equivalentes a los problemas es-

tocésticos, en asignacion optima, para 6 casos de interés.

e Una aportacion adicional en este trabajo, es que se desarrollo y uso de notacién

matricial, para el capiitulo II, en la teoria de muestreo estratificado.
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APENDICE A

Topicos de algebra de matrices.

Producto Hadamar.

El producto Hadamar de las matrices A = (a;;) y B = (b;;), se denota por A® B, y
estd definido solo cuando A y B tienen la misma dimension. La matriz es formada por el

producto elemento a elemento de los correspondientes elementos en A y B:

A @ B = (aijbij),

entonces el 77-ésimo elemento del producto Hadamar A ® B es el producto de los 7 j-ésimos

elementos de A y B.

Ejemplo:

2 0 —1 1 3 7 2 0 -7

41 3 2 06 8 0 18

Vea Searle (1987).
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Topicos de estadistica.

Esperanzas y varianzas de vectores aleatorios.

Sea x un vector aleatorio de dimension p, y se define un nuevo vector aleatorio y de

dimensién m, (m < p), con

y = Ax, (108)

donde A es una matriz de constantes rectangular de dimensiones m X p. Sean fig, fi,
los vectores de medias respectivos a los vectores aleatorios x, y, y ademds V,, V, sus

matrices de covarianzas, entonces

fy = Ay, (109)

y, ademas

V, = AV, A, (110)

donde A’ es la matriz transpuesta de A. Vea Pefia (2002).

Condiciones concernientes a la distribucion limite de las

varianzas muestrales.

En orden de establecer las condiciones bajo las cuales las varianzas muestrales s, h =

1,2

g Ly e

, H son asintoticamentes normales, para el caso de la matriz diagonal de cova-

rianzas, una versién modificada del teorema de Hajek (Hajek, 1960) esta dada por

Teorema 1. La variable aleatoria &, tiene una distribucion asintéticamente normal con

& — N(E(&), Var(&)),



78

si y solo si la condicion de Noether se cumple

méx [(SL‘}” — Xh) — 52]2

. 1<i<Ny
limy, oo =0
1My NhS}%
Para n;, — oo, N, — n;, — ooy N, — oo donde
1 & 1
=1 izl(l‘h h) y PN izlfﬁh (111)
np 1 N
E = 2 SQ - T X 2 112
(&n) 17k y A ;(mh n) (112)
Varle) = —ioh (97 vy O =AY we- Kt (113)
h (nh . 1)2 Yn h xp Nh p hi h) >

donde C’;‘h es el cuarto momento central, y n, es el tamano de muestra, para una
muestra aleatoria simple de la h-ésima subpoblacién de tamano Nj.

Observe que

1 &
2 s
K 3 (hi — Tn)
& — —— (@ — Xi) (114)
= _ i _
T 1 T h
donde
_ 1 & n,
T =— his —1
np 1 ny — 1
y
(Zp, — X)> — 0 en probabilidad.

Por consecuencia, s tiene una distribucién asintéticamente normal, con media y va-

rianza asintética, dada por (112) y (113), vea Melaku (1986).
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To6picos de muestreo.

Varianzas de las estimaciones.

La varianza de los valores y; en una poblacion finita usualmente se define como

Por motivos de notacion, los resultados se presentan en términos de una expresion

ligeramente diferente, en donde el divisor (N —1) se usa en lugar de N. Entonces se tiene:

N —
Z(?Ji—y)Q
2 1
5= N -1

Esta convencién la usan quienes enfocan la teoria del muestreo por medio del analisis
de varianza. Su ventaja es que la mayoria de los resultados toman una forma ligeramente
mas simple. Siempre y cuando se use consistentemente la misma notacién, todos los

resultados son equivalentes en ambas notaciones.

Varianza de la media muestral.

El siguiente resultado pertenece a la teoria del muestreo aleatorio simple, vea Cochran

(1977).

Teorema 2. La varianza de la media iy de una muestra aleatoria simple es

Var(g) = By~ )2 = S0 5 (115)

n

en donde f = % es la fraccion de muestreo, y (1 — f) es el factor de correccion por

finitud.
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Demostracion.

Sea

nG=Y)=mn—-Y)+@-Y)+.. .+ —-Y). (116)

Observe ademas que
E(y1 +y2+ ... +yn) debe ser un miltiplo de y; +y2 + ... + yn. (117)

El multiplicador debe ser n/N, ya que la expresién de la izquierda tiene n términos y la

de la derecha tiene N términos.
Por el argumento anterior, se tiene que
2 2 21 2 vay) )\ 2
E[(phh—=Y) +(p2—Y) +.. . +(wn—Y)] = N[(yl—Y) +(y—Y) +...+(yn—Y)?] (118)

asi como también

El(yi = Y) (= Y)+ @ = Y)(ys = Y) + .o+ (Yoot — V) (yp — Y] (119)
— Rl = T = ¥) = V)l = 7)o (e = V) = V)L

En la ecuacién (119), la suma de los productos se extiende sobre todas las parejas de
unidades en la muestra y en la poblacion, respectivamente. La suma del lado izquierdo

contiene n(n — 1)/2 términos, y la suma de la derecha N(N — 1)/2 términos.

Ahora elevando al cuadrado la ecuacién (116), y promediando sobre todas las muestras

aleatorias simples. Usando (118) y (119) se obtiene

R L R O
2(n—1) -

W= V) = V)t e = V) = V)] (120
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Completando el cuadrado en el término que incluye el doble producto, se tiene

e S L e RN P o

Lk (73S SRNNIR (NS 418 (121)

El segundo término dentro de la llave desaparece, ya que la suma de y; es igual a NY.

La divisién entre n? da

Var(y) = B(p - V) = oS- 7 = O

Estimador insesgado s°.

Muchas férmulas en la teorfa de muestreo involucran a S?, la varianza de la poblacién.
Esta no serd conocida en la practica pero puede ser estimada de los datos de la muestra.

Un resultado importante se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3. En una muestra aleatoria simple,

n—1
es un estimador insesgado de
N
Z(?/z —Y)?
SQ . =1
N -1

Demostracion.
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Note que s? se puede escribir como
1 < _ L
= =D [ -Y) -G -Y)7] (123)
i=1
1| _ _
o 2
i=1

Ahora, tomando el promedio sobre todas las muestras simples al azar de tamano n.

Por el argumento de simetria usado en el teorema 5.0.2,

. n n(N —1)
E E V)2 :_E R Ve PR S Y
— (y’b ) N — (yl ) N S
por definicién de S?. Ademds, por el teorema 5.0.2,
. N —n
E —Y)? = 2
[0y~ V) = =8
Por lo tanto,
2 S? 2
E = N—-1)— (N —n)| =
(+9) = ol — D= (¥ =) = 5

Determinacién del tamano de muestra.

Los distintos métodos para distribuir las observaciones en los estratos proporcionan los
tamanios relativos de muestras n/n. Después de construir los estratos y distribuir las
observaciones en estos, se puede utilizar la ecuacién (21) para determinar el tamano de

muestra necesario para lograr una varianza predeterminada. Como

Var(fy,) < % {N/(n)diag (j—i) N] - % (125)

Un intervalo de confianza aproximado del 95% serfa ty + Za/2\/V/M, esto siempre

y cuando se pueda ignorar la correcciéon para poblaciones finitas y ademads sea vélida la
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aproximacién normal. Cumpliéndose estas condiciones, se hace n = z2 oV /e* para obtener
un intervalo de confianza con la mitad de ancho e. Este enfoque requiere de conocer los

valores S?, vea Lohr (2000).



APENDICE B

Datos utilizados en los ejemplos.

El conjunto de datos en la Tabla 7, contiene 187 observaciones seleccionadas aleatoria-
mente, mediante un estudio previo. El valor en los datos corresponde a la medicion de la
longitud de una hoja en cierta especie de “flor”, que es cultivada en 4 diferentes regiones.
Los 187 datos se obtuvieron en las 4 regiones, 49 en la primera, 48 en la segunda, 47
en la tercera y 43 en la cuarta. La variable que se considero para la estratificacion es la
region, de tal forma que la poblacion es dividida en 4 estratos, sin traslape, uno para cada
region. Los vectores con los valores utilizados en los ejemplos del Capitulo IT y IV, son

los siguientes.

El vector de unidades poblacionales correspondientes a cada estrato es N’ =
(2500, 2300, 2800, 3000). El total de la poblacién es N = 10600

Vector de unidades en cada estrato obtenidas en el estudio previo.

49
48

47

43



Vector de pesos o ponderaciones.

2358

2170

.2642

.2830

Vector de costos por unidad en cada estrato.

Vector de varianzas en cada estrato.

Vector correspondiente al cuarto momento muestral, en cada estrato.

C4

25

30

15

25

.1694

8.4317

0972

3.8590

.0884

330.4106

.0319

34.1001
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CUADRO B.1: Tabla de datos.

Fuente: Datos simulados.

Estrato 1 | Estrato 2 | Estrato 3 | Estrato 4 | Estrato 1 | Estrato 2 | Estrato 3 | Estrato 4
3.625 11.000 3.154 2.641 3.000 6.000 3.267 3.530
2.125 8.000 3.300 2.497 2.000 6.000 3.917 0.796
3.056 4.750 3.308 6.446 2.667 7.000 3.357 3.155
2.550 8.000 2.941 1.625 3.111 14.000 2.769 2.862
3.056 7.000 2.267 4.383 2.333 2.667 3.077 6.504
3.211 6.500 3.077 2.806 2.478 5.667 3.143 5.956
2.450 6.500 3.455 3.189 2.545 8.000 3.000 6.729
3.222 8.000 3.000 2.061 3.500 9.500 3.077 6.039
2.400 4.353 3.143 7.957 2.440 4.667 3.000 3.174
3.333 4.000 3.333 4.300 2.217 7.000 3.667 5.780
3.400 6.500 3.357 5.455 2.636 3.250 2.667 5.750
2.571 7.500 3.286 2.298 2.684 7.500 3.067 0.425
2.667 15.000 3.000 3.975 4.000 7.500 3.462 8.207
2.261 7.500 2.938 5.489 3.143 4.333 3.188 4.801
2.304 7.000 3.545 4.182 2.647 3.750 4.100 3.467
2.500 7.000 3.250 0.233 2.833 3.750 3.308 6.643
3.350 15.000 3.500 4.643 2.722 4.250 3.700 3.074
2.722 4.667 3.133 5.409 2.632 7.000 3.385 5.870
3.333 7.500 2.800 3.759 2.280 3.750 4.000 2.439
2.652 8.000 2.813 3.469 2.619 5.000 3.231 3.132
2.789 3.400 3.300 5.476 2.684 4.667 3.000 6.029
2.565 5.000 3.500 7.217 2.333 6.500 3.538
3.045 7.500 2.786 2.667 7.000 3.231
2.348 7.000 3.500 3.200 14.000

2.714
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